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Αδρανειακά συστήµατα αναφοράς, µετασχηµατισµός Γαλιλαίου.

Περιστρεφόµενα συστήµατα αναφοράς, δύναµη Coriolis

3.1 Αδρανειακά και επιταχυνόµενα συστήµατα αναφοράς

Οι δύο πρώτοι νόµοι του Νεύτωνα ισχύουν µόνο όταν τα ϕαινόµενα παρατηρούνται µέσα σε µη επιταχυνόµενα
συστήµατα αναφοράς. Τότε ένα σώµα µένει ακίνητο εάν δεν ασκείται καµία δύναµη. Αν ϑέλετε να µείνετε
ακίνητοι µέσα σε ένα επιταχυνόµενο σύστηµα αναφοράς, π.χ. σε µια ϱόδα του λούνα-πάρκ ή σ’ ένα λεωφορείο,
τότε πρέπει να υποστείτε µια δύναµη, από την πλάτη του καθίσµατος στο λεωφορείο για παράδειγµα.

Ο ϑεµελιώδης νόµος της κλασικής µηχανικής είναι

F = ma ή F = m
dv

dt
ή F = m

d2r

dt2

Ως προς ποιο σύστηµα αναφοράς µετράµε τα µεγέθη a,v, r;

1. Εάν το σύστηµα αναφοράς είναι µη επιταχυνόµενο, τότε αυτή είναι η σχέση ορισµού της δύναµης F
(πραγµατικές δυνάµεις)

2. Αντίστροφα, εάν γνωρίζουµε την πραγµατική (αληθινή) δύναµη F και σε κάποιο σύστηµα αναφοράς
ισχύει µε ακρίβεια ότι F = ma, τότε αυτό είναι ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς.

Η Γη είναι ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς ; Εξαρτάται από το ϐαθµό προσέγγισης και ακρίβειας του
πειράµατος. Η Γη περιστρέφεται γύρω από τον άξονά της σε 24 ώρες, άρα όλα τα σηµεία της Γης έχουν
µια γωνιακή ταχύτητα. ΄Οταν µετράµε λοιπόν την επιτάχυνση της ϐαρύτητας, δεν ϐρίσκουµε σε όλους τους
τόπους την ίδια τιµή. Αυτό είναι το ϕαίνοµενο ϐάρος και µεταβάλλεται από τον Ισηµερινό ως τους πόλους κατά
0, 034 m/s2, ενώ η συνολική µεταβολή είναι 0, 052 m/s2 και το υπόλοιπο οφείλεται στο ελλειπτικό σχήµα της
Γης.

Βόρειος Πόλος gπ = 9, 8324 m/s2

Ισηµερινός gΙ = 9, 7810 m/s2

• Μέτρηση του g στον Ισηµερινό :
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Σχήµα 3.1

΄Ενας απλός τρόπος µέτρησης του g είναι ο ε-
ξής. ΄Ενα σώµα ϐρίσκεται σε ισορροπία κρεµα-
σµένο από ένα ελατήριο. Για τον παρατηρητή
στο κέντρο της Γης έχουµε

B + Fελ = mak

−mg + k∆x = −mω2R

⇒ k∆x = m
(
g − ω2R

)
Η δύναµη του ελατηρίου Fελ = k∆x είναι αυτό
που εµείς ονοµάζουµε Βάρος (ϕαινόµενο ϐά-
ϱος), άρα µας δίνει τη µετρούµενη σε αυτό τον
τόπο επιτάχυνση της ϐαρύτητας

g =
GM

R2
⇒ gΙσηµερινού = g − ω2R

• Μέτρηση του g στον πόλο:

gπολ = g

Ποιο σύστηµα αναφοράς είναι πρακτικά αδρανειακό ;
⇒ Το σύστηµα των Απλανών Αστέρων (χωρίς απόδειξη). Αστέρια µε επιτάχυνση πειραµατικά µηδέν, επιτάχυνση
< 10−6 m/sec2.

Η κεντροµόλος επιτάχυνση ενός σηµείου της Γης ως προς το κέντρο της είναι

aκ, Γ ' 0, 034 m/s2

ενώ η κεντροµόλος επιτάχυνση της Γης ως προς τον ΄Ηλιο είναι ' 4, 4× 10−3m/s2.

Το ϕαινόµενο Doppler δίνει την ταχύτητα του ΄Ηλιου ως προς το κέντρου του Γαλαξία µας

v ' 3× 105 m/s
(
R ' 3× 1020 m

)
τελικά η επιτάχυνση του ΄Ηλιου ως προς το κέντρου του Γαλαξία µας (µη ανιχνεύσιµη και αµελητέα) είναι

aκ, Η ' 3× 10−10 m/s2

3.2 Απόλυτη και σχετική επιτάχυνση

Μπορούµε λοιπόν να ϐρούµε ένα αδρανειακό σύστηµα αναφοράς µέσα στο οποίο ισχύει F = ma µε µεγάλη
ακρίβεια. Οι δυνάµεις (ϐαρυτικές, ηλεκτρικές) που έχουµε επικαλεστεί για να εξηγήσουµε την κίνηση των
άστρων και των ηλεκτρονίων µείωνονται συνεχώς (και ανάλογα µε το τετράγωνο της απόστασης) όσο το σώµα
αποµακρύνεται από τα γειτονικά του σώµατα. Εάν διαλέξουµε ένα µη αδρανειακό σύστηµα αναφοράς, ϕαίνον-
ται να αναπτύσσονται δυνάµεις που δεν έχουν αυτην την ιδιότητα. Εµφανίζονται λοιπόν υποθετικές δυνάµεις
που υπάρχουν µόνο και µόνο επειδή το σύστηµα αναφοράς είναι επιταχυνόµενο.

• Αδρανειακό σύστηµα αναφοράς:
F = maI

όπου aI η επιτάχυνση που µετρά ένας παρατηρητής σε αδρανειακό (inertial) σύστηµα αναφοράς.

• Επιταχυνόµενο σύστηµα αναφοράς µε επιτάχυνση a0:

Το σώµα που κινείται έχει επιτάχυνση a ως προς το δεύτερο σύστηµα, εποµένως

aI = a+ a0

⇒ F = m (a+ a0)

⇒ ma = F −ma0
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Εποµένως, έχουµε την εµφάνιση υποθετικής δύναµης (δύναµη αδράνειας)

F0 = −ma0

και εάν a = 0 τότε
F + F0 = 0

το οποίο δηλώνει ισορροπία µέσα στο επιταχυνόµενο σύστηµα αναφοράς.

Παράδειγµα

Εκκρεµές κρέµεται κατακόρυφα σε όχηµα που ηρεµεί. ΄Οταν το όχηµα κινείται σε οριζόντιο επίπεδο µε
επιτάχυνση a0 = 1 m/s2, µε ποια γωνία ως προς την κατακόρυφο κρέµεται το εκκρεµές ; Πόση είναι η
υποθετική δύναµη αδράνειας ; Επιτάχυνση της ϐαρύτητας g = 9, 81m/sec2.

Λύση:

T θ

B

a0

x

Σχήµα 3.2

Για τον «ακίνητο» παρατηρητή έχουµε

T +B = ma0

Επίσης από κατακόρυφη ισορροπία έχουµε

T cos θ = B = mg

και από οριζόντια κίνηση

T sin θ = ma0

⇒ tan θ =
a0

g

Για τον κινούµενο µε επιτάχυνση a0 παρατηρητή

T +B + F0 = 0, F0 = −ma0x̂

Τι είναι η F0; Πού οφείλεται ; Πουθενά !

Παράδειγµα - Πειράµατα µέσα σε ανελκυστήρα

x

y

z

F

B
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2
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Σχήµα 3.3

Ως προς τον παρατηρητή 1 έχουµε

F +B = ma1
F = k∆lẑ

B = −mgẑ
a0 = a0ẑ

Το σώµα ϐρίσκεται ακίνητο µέσα στον ανελκυστήρα

k∆l −mg = ma0

⇒ k∆l = m(a0 + g)

Εάν a0 = −g τότε έχουµε ∆l = 0, δηλαδή έχουµε
ελεύθερη πτώση.

Ως προς τον παρατηρητή 2 έχουµε

F +B + F0 = 0

⇒ F +Bϕαινόµενο = 0

F0 = −ma0, Bϕαινόµενο = B + F0

Παράδειγµα - Σύστηµα που περιστρέφεται (µε ω σταθερό)

΄Ενα ϐιβλίο ϐρίσκεται επάνω σε ένα τραπέζι. Θέλουµε το ϐιβλίο να παραµένει ακίνητο ως προς το τραπέζι,
όταν αυτό περιστρέφεται µε ω = 20 στροφές/λεπτό. Το ϐιβλίο απέχει απόσταση R = 1, 5 m από τον άξονα
περιστροφής, ο οποίος είναι κατακόρυφος.

(α) Βρείτε τον συντελεστή τριβής
(ϐ) Σχεδιάστε τη δύναµη τριβής και τη ϕυγόκεντρο δύναµη, ως συνάρτηση της απόστασης r.
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Λύση:

ω

T

N

B

Σχήµα 3.4

΄Εχουµε

N +B = 0

T = mak

T = −T r̂
Tmax = µN = µB

µmg = mω2R

⇒ µg = ω2R

Για να παραµείνει ακίνητο το σώµα επάνω στον περιστρεφόµενο δίσκο, χρειάζεται µια δύναµη. Το σώµα έχει
την τάση να κινηθεί εφαπτοµενικώς, δηλαδή κατά µήκος της ταχύτητας, και έτσι αποµακρύνεται από το κέντρο
της τροχιάς. Στιγµιαία η κίνηση είναι ακτινική για κάποιον που περιστρέφεται µε το επίπεδο, άρα η τριβή είναι
ακτινική.
Η τάση του σώµατος να κινηθεί «ακτινικά», δηλαδή προς τα έξω, αποδίδεται σε µια δύναµη (υποθετική δύναµη
όπως ϐλέπουµε), τη ϕυγόκεντρο δύναµη F0 = mω2rr̂, F0 = −mak.

T

R r

F

µmg

Fφυγόκεντρος

Σχήµα 3.5
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υ=ωR

Σχήµα 3.6: Για ένα µικρό χρονικό διάστηµα ∆t, το τόξο και η ευθύγραµµη κίνηση ταυτίζονται.

Παράδειγµα - Περιστρεφόµενο σύστηµα αναφοράς

Για τον αδρανειακό παρατηρητή έχουµε

ak = −mv2

R
R̂ = −mω2RR̂ = −mω2R

B + F = mak

⇒

F cos θ = B ⇒ F cos θ = mg

F sin θ = mω2R ⇒ mg
sin θ

cos θ
= mω2R

⇒ tan θ = ω2R/g

ω

R

θ

θ

B

F

Σχήµα 3.7

Εάν η γωνία απόκλισης είναι θ, τότε η περίοδος περιστροφής είναι :

ω2 =
g tan θ

R
,

4π2

T 2
=
g tan θ

R
, T =

√
4π2R

g tan θ

Εάν a είναι η ακτίνα του δίσκου και l το µήκος του νήµατος τότε η ακτίνα περιστροφής R ισούται µε R = a+
l sin θ. Η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής σαν συνάρτηση της γωνίας θ τελικά είναι :

ω2 =
g tan θ

a+ l sin θ
=

g sin θ

a+ l sin θ

1√
1− sin2 θ
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Για το µη αδρανειακό παρατηρητή ϑα έχουµε:

F cos θ = mg

F sin θ = Fϕυγόκεντρη

διανυσµατικά:

F +B + Fφ = 0

όπου Fφ = mω2RR̂

Fφ = −mak προς τα έξω

Πρόβληµα

θ N

T

B θ

Fk

aκε

Σχήµα 3.8

΄Ενα κουτί µάζαςM είναι ακίνητο σε επιταχυνόµενο όχηµα, σχήµατος κεκλιµένου επιπέδου. Εάν ο συντελεστής
τριβής µεταξύ κουτιού και κεκλιµένου επιπέδου είναι µ,

(α) να ϐρείτε τη µέγιστη επιτάχυνση aκε για να µένει ακίνητο το κουτί στο κινούµενο κεκλιµένο επίπεδο.

(ϐ) εάν η επιτάχυνση του κεκλιµένου επιπέδου γίνει µεγαλύτερη, µε πόση επιτάχυνση κινείται το κουτί ως
προς το κεκλιµένο επίπεδο ;

Λύση:

(α) Σχεδιάστε την υποθετική δύναµη Fk:
Fk = −maκε

Fk +N + T +B = 0, Tmax = µN

(ϐ)
Fk +N + T +B = ma

όπου το a είναι παράλληλο στο κεκλιµένο επίπεδο.

T = Tmax = µN

κάθετα στο κεκλιµένο επίπεδο: N = B cos θ + Fk sin θ

παράλληλα στο κεκλιµένο επίπεδο: ma = −B sin θ + Fk cos θ − T

⇒ a = aκε (cos θ − µ sin θ)− g (sin θ + µ cos θ)

3.2.1 Μηχανή του Atwood

Ο ανελκυστήρας κινείται προς τα κάτω µε επιτάχυνση a. ΄Εστω mB > mA και a ≤ g.
Για το µη αδρανειακό παρατηρητή, ο οποίος ϐλέπει επιτάχυνση γ, έχουµε

Σώµα Α : T +mAa−mAg = mAγ
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γγ
T

T

BB

BA

mA

mB

α

x

Σχήµα 3.9

Σώµα Β: −T −mBa+mBg = mBγ

(mA −mB)(a− g) = (mA +mB)γ

γ =
mB −mA

mB +mA
(g − a), a ≤ g

Για την περίπτωση όπου a > g έχουµε για το σώµα Α και το σώµα Β:

T +mAg −mAa = mAγ

−T −mBg +mBa = mBγ

(mA −mB)g − (mA −mB)a = (mA +mB)γ

γ =
(mA −mB)(g − a)

mA +mB
=

(mB −mA)(a− g)

mB +mA

γ

γ T

T BBBA

mA

mB

α

a>g

Σχήµα 3.10

3.3 Απόλυτη και σχετική ταχύτητα

Σύµφωνα µε όλα τα πειράµατα που έχουν γίνει ως τώρα, η απόλυτη ταχύτητα δεν έχει ϕυσικό νόηµα.

Θεµελιώδης υπόθεση του Γαλιλαίου

«Οι ϐασικοί νόµοι της ϕυσικής είναι ταυτόσηµοι για όλα τα συστήµατα αναφοράς που κινούνται µε οµοιό-
µορφη ταχύτητα το ένα ως προς το άλλο.»
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Παρατηρητής σε εργαστήριο χωρίς παράθυρα δεν µπορεί να αποφανθεί εάν κινείται ή είναι ακίνητος (σταθερή
ταχύτητα) ως προς το αδρανειακό σύστηµα αναφοράς των απλανών αστέρων.
Εάν λοιπόν δύο παρατηρητές παρακολουθούν κάποιο ϕαινόµενο, και κινούνται µε σχετική ταχύτητα σταθερή,
τότε µε τη ϐοήθεια των νόµων της ϕυσικής µπορούµε να προβλέψουµε τις µετρήσεις του δεύτερου παρατηρητή,
εάν ξέρουµε τις µετρήσεις του πρώτου.

3.4 Μετασχηµατισµός Γαλιλαίου

΄Εχουµε δύο αδρανειακά καρτεσιανά συστήµατα συντεταγµένων S και S′. Παίρνουµε για απλότητα x ‖ x′,
y ‖ y′, z ‖ z′. Το S′ κινείται ως προς το S µε v = vx̂ και προφανώς v σταθερή.

1. Εάν έχουµε δύο σειρές ϱολογιών που είναι πανοµοιότυπα, µια σειρά στο S και µία στο S′ κατά µήκος των
αξόνων x και x′, και συγχρονισµένα µεταξύ τους, δείχνουν όλα την ίδια ώρα για κάθε σύστηµα αναφοράς.
Τότε µπορούµε να συγκρίνουµε την ένδειξη των ϱολογιών του S′ µε τα ϱολόγια του S, και έχουµε

t′ ≡ t

όταν ϐέβαια
v � 3 · 108 m/s = c

για παράδειγµα v = 104 m/s.

2. εάν έχουµε έναν χάρακα µήκουςL′, όπως τον µετράµε στο σύστηµα S′ όπου είναι ακίνητος, τότε ορίζοντας
σαν µήκος L του χάρακα στο σύστηµα S τη ϑέση των άκρων του την ίδια χρονική στιγµή, έχουµε

L ≡ L′

3.4.1 Εξισώσεις µετασχηµατισµού Γαλιλαίου

Εάν t′ = 0 όταν t = 0 και τα άκρα των δύο συστηµάτων ταυτίζονται, τότε

t = t′, x = x′ + vt, y = y′, z = z′

΄Αρα για την πρόσθεση των ταχυτήτων έχουµε

ux =
dx

dt
=

dx

dt′
=

dx′

dt′
+ v = u′x + v

uy = u′y

uz = u′z

⇒ u = u′ + v

Ακόµη
∆u = ∆u′ ⇒ a = a′

⇒ F ′ = ma′ = ma = F

a =
∆u

∆t
, a′ =

∆u′

∆t′
, ∆t = ∆t′

Εάν το τονούµενο σύστηµα αναφοράς S′ κινείται µε επιτάχυνση a0 και αρχική ταχύτητα v κατά µήκος του
άξονα των x, ως προς το αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S, τότε

t = t′, x = x′ + vt+
1

2
a0t

2, y = y′, z = z′

Για τον νόµο του Νεύτωνα στο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς έχουµε

Fx = m
d2x

dt2
, Fy = m

d2y

dt2
, Fz = m

d2z

dt2

Ενώ για το µη αδρανειακό σύστηµα αναφοράς ισχύει

d2x′

dt2
=

d2x

dt2
− a0 ⇒ m

d2x′

dt2
= m

d2x

dt2
−ma0 = Fx −ma0
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και

m
d2y′

dt2
= m

d2y

dt2
= Fy, m

d2z′

dt2
= m

d2z

dt2
= Fz

Για τον µη αδρανειακό παρατηρητή εµφανίζεται λοιπόν στις εξισώσεις κίνησης µία πρόσθετη υποθετική δύναµη
F0 = −ma0 ανάλογη της επιτάχυνσης του µη αδρανειακού συστήµατος αναφοράς.

3.5 ∆ιατήρηση της ορµής

Ο νόµος διατήρησης της ορµής «αποδείχθηκε» χρησιµοποιώντας την αρχή της ∆ράσης-Αντίδρασης που απαιτεί
άπειρη ταχύτητα αλληλεπίδρασης.

Α. Μπορούµε να τον επαναδιατυπώσουµε ή «αποδείξουµε» από την Αρχή του Γαλιλαίου για το αναλλοίωτο
των νόµων και τις Αρχές ∆ιατήρησης της ενέργειας και µάζας.

΄Εστω δύο σώµατα 1 και 2, αρχικά ελεύθερα, µε ταχύτητες v1 και v2. Μετά την κρούση έχουν ταχύτητες
w1 και w2.

Νόµος διατήρησης της ενέργειας (στο σύστηµα S):

1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 =

1

2
m1w

2
1 +

1

2
m2w

2
2 + ∆ε (3.1)

Η ενέργεια ∆ε παριστάνει τη µεταβολή στην εσωτερική ενέργεια των δύο σωµάτων και είναι αναλλοίωτη
ποσότητα, όπως δείχνει το πείραµα.

Νόµος διατήρησης της ενέργειας (στο σύστηµα S′):

1

2
m1v

′2
1 +

1

2
m2v

′2
2 =

1

2
m1w

′2
1 +

1

2
m2w

′2
2 + ∆ε (3.2)

Μετασχηµατισµός ταχυτήτων (µεταξύ S και S′):

v1 = v + v′1 w1 = v +w′1

(3.3)
v2 = v + v′2 w2 = v +w′2

Αντικαθιστούµε την (3.3) στην (3.2), δεχόµαστε την (3.1) και παίρνουµε

(m1v1 +m2v2) · v = (m1w1 +m2w2) · v

για κάθε v. ΄Αρα

m1v1 +m2v2 = m1w1 +m2w2 (3.4)

Αρχή ∆ιατήρησης της ορµής.

Εποµένως

Αναλλοίωτο + Αρχή ∆ιατήρησης της ενέργειας⇒ Αρχή ∆ιατήρησης της ορµής

Β. Εάν σε ένα σύστηµα έχουµε

1. Αρχή διατήρησης ενέργειας

2. Αρχή διατήρησης ορµής

και το αναλλοίωτο των νόµων σύµφωνα µε τους µετασχηµατισµούς Γαλιλαίου για δύο αδρανειακά συ-
στήµατα αναφοράς, τότε αποδεικνύεται ότι ισχύουν τα (3.2) και (3.4) σε οποιοδήποτε άλλο αδρανειακό
σύστηµα αναφοράς.



62 Αδρανειακά και περιστρεφόµενα συστήµατα αναφοράς

Πρόβληµα - Εφαρµογή

Μέσα σε ένα όχηµα που κινείται σε σιδηροτροχιές, σε ευθεία γραµµή και µε ταχύτητα 5 m/s, έχουµε κρούση
µιας µάζας Α, 0, 1 kgr που κινείται µε ταχύτητα 1 m/s στην ίδια κατεύθυνση µε το όχηµα µε µια δεύτερη µάζα
Β, 0, 05 kgr που κινείται µε ταχύτητα 5 m/s σε κατεύθυνση αντίθετη του οχήµατος.
Οι ταχύτητες των δύο µαζών αναφέρονται ως προς το όχηµα. Μετά την κρούση η µάζα Β ϐρίσκεται ακίνητη
µέσα στο όχηµα.

(α) Ποια είναι η ταχύτητα της µάζας Α ; Πόση κινητική ενέργεια χάθηκε ;
(ϐ) Τι ϐλέπει ένας παρατηρητής ακίνητος ως προς τις σιδηροτροχιές ;

A B

S
S´

x
x´

Σχήµα 3.11

Λύση:

(α) ΄Εχουµε

vΑ = 1 m/s x̂ v̂′Α =? = −1, 5 m/s x̂
vΒ︸︷︷︸
προ

= −5 m/s x̂ v′Β︸︷︷︸
µετά

= 0

Από διατήρηση ορµής έχουµε
mAvA +mBvB = mAv

′
A +mBv

′
B

0, 1× 1− 0, 05× 5 = 0, 1× v′A + 0⇒ v′A =
0, 1− 0, 25

0, 1
= −0, 15

0, 1

Eκιν(προ) =
1

2
mAv

2
A +

1

2
mBv

2
B =

1350

2000
Kgr m2/s2︸ ︷︷ ︸

Joule

Eκιν(µετά) =
1

2
mAv

′2
A +

1

2
mBv

′2
B =

225

2000
Joule

∆Ek = Eκιν(µετά) − Eκιν(προ) = −1125

2000
Joule

∆Ek < 0⇒ χάθηκε ενέργεια

(ϐ) Ακίνητος παρατηρητής

uA = v0x + vA = 6 m/sec x̂ u′A = v0x + v′A = 3, 5 m/sec x̂
uB = v0x + vB = 0 u′B = v0x + v′B = 5 m/sec x̂

pπρο = pµετά, µας δίνει τα ίδια αποτελέσµατα

ESκιν(προ) =
1

2
mAu

2
A +

1

2
mBu

2
B =

3600

2000
Joule

ESκιν(µετά) =
1

2
mAu

′2
A +

1

2
mBu

′2
B =

2475

2000
Joule

∆ESk = Eκιν(µετά) − Eκιν(προ) = −1125

2000

∆ESk = ∆Eκ(τρένο)

Χάθηκε ενέργεια κατά την κρούση από τις εσωτερικές δυνάµεις τριβής, πραγµατικές δυνάµεις.
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3.6 Περιστρεφόµενα Συστήµατα Αναφοράς - ∆ύναµη Coriolis

3.6.1 Σχετικά προβλήµατα

Πρόβληµα 1

΄Ενα έντοµο κινείται µε ταχύτητα v κατά µήκος ϱάβδου που περιστρέφεται γύρω από το ένα άκρο της, ο άξονας
περιστροφής είναι κάθετος της ϱάβδου. Η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής της ϱάβδου ως προς την επιφάνεια
της Γης είναι ω. Υπολογίστε την ταχύτητα και την επιτάχυνση του εντόµου ως προς την επιφάνεια της Γης.

Πρόβληµα 2

Λεπτή ϱάβδος µήκους L περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω, σε οριζόντιο επίπεδο, γύρω από κατακόρυφο
άξονα που διέρχεται από το ένα άκρο της. Κατά µήκος της ϱάβδου κυλά, χωρίς τριβή, σφαιρίδιο µάζας m, το
οποίο ξεκινά από το σταθερό άκρο της ϱάβδου µε αρχική ταχύτητα v0. Πότε ϕθάνει στο L;
Πόση δύναµη ασκεί η ϱάβδος στο σφαιρίδιο·

Πρόβληµα 3

Πόση είναι η οριζόντια απόκλιση ενός σώµατος που πέφτει κατακόρυφα στον Ισηµερινό λόγω της επιτάχυνσης
Coriolis;

Πρόβληµα 4

Λεπτή ϱάβδος µήκους L = 1 m περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω = 10 rad/sec σε οριζόντιο επίπεδο, γύρω
από κατακόρυφο άξονα που διέρχεται από το ένα άκρο της, Ρ. Σε εσωτερική ορθογώνια εσοχή και κατά µήκος
της ϱάβδου µπορεί να κυλά, χωρίς τριβή, σφαιρίδιο µάζας M = 1 Kgr. Το σφαιρίδιο είναι προσαρτηµένο στην
άκρη αβαρούς ελατηρίου ϕυσικού µήκους L/2 και σταθεράς k = 1200 Nt/m. Το άλλο άκρο του ελατηρίου έχει
καρφωθεί στο περιστρεφόµενο άκρο Ρ′ της ϱάβδου. ΄Εστω ότι τη χρονική στιγµή t = 0 το σφαιρίδιο ϐρίσκεται
σε απόσταση L/3 από το Ρ και έχει ταχύτητα v0 = 5 m/sec µε ϕορά από το Ρ προς το Ρ′.

(α) Υπολογίστε και σχεδιάστε τις δυνάµεις που δέχεται το σφαιρίδιο για t = 0, όπως αυτές τις µετράει
ακίνητος παρατηρητής O.

(ϐ) Υπολογίστε και σχεδιάστε τις δυνάµεις που δέχεται το σφαιρίδιο για t = 0, όπως αυτές τις µετράει
παρατηρητής Π που περιστρέφεται µαζί µε τη ϱάβδο.

(γ) ∆είξτε ότι σύµφωνα µε τον Π, η ολική δύναµη που ασκείται στο σφαιρίδιο µηδενίζεται όταν αυτό ϐρίσκεται
σε κάποιο σηµείο Α της ϱάβδου.

(δ) ∆είξτε ότι η κίνηση του σφαιριδίου ως προς τον παρατηρητή Π είναι αρµονική ταλάντωση γύρω από το
σηµείο Α και ϐρείτε την κυκλική της συχνότητα.

y

x

z

Ρ

Ρ´

ω

L

Σχήµα 3.12

3.6.2 ∆ύναµη Coriolis

΄Εστω ένα στερεό σώµα (πχ. η Γη) το οποίο περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω γύρω από ένα σταθερό σηµείο
Ο.
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Στο σηµείο Ρ ένα σωµατίδιο κινείται µε ταχύτητα u ως προς το ακίνητο σύστηµα αναφοράς (x, y, z)

u =
dr

dt

Πόση είναι η ταχύτητα του σωµατιδίου στο σηµείο Ρ ως προς το τοπικό περιστρεφόµενο, µε το στερεό σώµα,
σύστηµα αναφοράς (x′, y′, z′); Πώς συνδέονται οι δύο µετρήσεις ;
Παρατήρηση, το τοπικό σύστηµα αναφοράς (x′, y′, z′) περιστρέφεται στιγµιαία µε γωνιακή ταχύτητα ω ως προς
το σταθερό αδρανειακό σύστηµα αναφοράς (x, y, z).

ω

O

z

x y

z´

x´ y´
Ρ

r ´

r

O´
R

Σχήµα 3.13

r = R+ r′

r′ = x′x̂′ + y′ŷ′ + z′ẑ′

u =

(
dr

dt

)
O

η ταχύτητα του Ρ ως προς τον Ο

v =
dx′

dt
x̂′ +

dy′

dt
ŷ′ +

dz′

dt
ẑ′ η ταχύτητα του Ρ ως προς το τοπικό σύστηµα αναφοράς O′.

⇒ v =

(
dr′

dt

)
O′ (

dr

dt

)
O

=

(
dR

dt

)
O

+ v + x′
dx̂′

dt
+ y′

dŷ′

dt
+ z′

dẑ′

dt︸ ︷︷ ︸
µεταβολή του r′ λόγω περιστροφής του O′

Για τα µοναδιαία διανύσµατα ισχύει ότι λόγω περιστροφής έχουµε:

dx̂′

dt
= ω × x̂′, dŷ′

dt
= ω × ŷ′, dẑ′

dt
= ω × ẑ′

η απόδειξη είναι όµοια µε την απόδειξη για την µεταβολή του R ποιό κάτω.
΄Αρα:

x′
dx̂′

dt
+ y′

dŷ′

dt
+ z′

dẑ′

dt
= x′ω × x̂′ + y′ω × ŷ′ + z′ω × ẑ′

= ω × (x′x̂′ + y′ŷ′ + z′ẑ′) = ω × r′

Είναι ισοδύναµο µε την περιστροφή του O′ ως προς το Ρ κατά (−ω) ϑεωρώντας το Ρ στιγµιαία ακίνητο.(
dR

dt

)
O

= ω ×R

⇒ u = v + ω × r
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dφ

R(t)R
(t
+
dt
)

ds

O

ω

θ

Σχήµα 3.14

διότι r = R+ r′.

Απόδειξη του τύπου για την µεταβολή του R, (ϐλέπε σχήµα 3.14):

ds = R sin θdφ

ds

dt
= R sin θ

dφ

dt
= R sin θω

⇒ ds

dt
= ω ×R, ds⊥ (ω,R)

ds = R(t+ dt)−R(t) = dR

⇒
(

dR

dt

)
O

= ω ×R

Η προηγούµενη απόδειξη είναι γενική µπορεί να εφαρµοστεί για την µεταβολή οποιασδήποτε διανυσµατικής
ποσότητας.
Πόση είναι η επιτάχυνση του σωµατιδίου στο σύστηµα O′; Πώς συνδέονται οι µετρήσεις στα δύο συστήµατα O
και O′;

a =

(
du

dt

)
O

είναι η επιτάχυνση του σωµατιδίου Ρ στο «αδρανειακό» σύστηµα αναφοράς Ο.
Για την επιτάχυνση γ στο περιστρεφόµενο σύστηµα αναφοράς O′ έχουµε

γ =
dvx′

dt
x̂′ +

dvy′

dt
y′ +

dvz′

dt
z′ =

(
dv

dt

)
O′

είναι η µεταβολή της ταχύτητας v ως προς τον O΄.(
du

dt

)
O

=

(
dv

dt

)
O︸ ︷︷ ︸

(?)

+ω ×
(

dr

dt

)
O︸ ︷︷ ︸

(v+ω×r)

διότι υποθέσαµε
dω

dt
= 0 (

dv

dt

)
O

=

(
dv

dt

)
O′

+ ω × v

όπου ω × v είναι η µεταβολή της ταχύτητας του σωµατιδίου Ρ ως προς το χρόνο λόγω περιστροφής του
συστήµατος αναφοράς, υποθέτοντας ότι στιγµιαία το Ρ έχει σταθερή ταχύτητα v ως προς το κινούµενο σύστηµα
αναφοράς. Εποµένως έχουµε

a = γ + 2 (ω × v) + ω × (ω × r)

Εφαρµόζωντας τον νόµο του Νεύτωνα στα δύο συστήµατα αναφοράς ϐρίσκουµε:

F = ma ⇒ F = mγ + 2mω × v +mω × (ω × r)
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⇒ mγ = F − 2mω × v −mω × (ω × r)

Η δύναµη που ασκείται στην µάζα m για το µη αδρανειακό σύστηµα αναφοράς είναι το άθροισµα τριών όρων.
Της πραγµατικής δύναµης F και δύο υποθετικών δυνάµεων, της δύναµης Coriolis και της ϕυγόκεντρης
δύναµης.

FCoriolis = −2mω × v
όπου v η ταχύτητα κινητού ως προς την περιστρεφόµενη Γη και ω το διάνυσµα περιστροφής της Γης.

Fϕυγόκεντρος = −mω × (ω × r)

είναι η ϕυγόκεντρος δύναµη λόγω περιστροφής, και γ είναι η επιτάχυνση στο κινούµενο σύστηµα αναφοράς.

Εφαρµογή : ω = ωẑ

Σχετική κίνηση επάνω στο επίπεδο (x, y), ή ϑέτοντάς το αλλιώς, γύρω από τον Ισηµερινό της Γης. Το σύστηµα
αναφοράς (x′, y′) περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω, ως προς το ακίνητο αδρανειακό σύστηµα
αναφοράς (x, y).
Το σηµείο P έχει συντεταγµένες (x, y) ή (x′, y′) = (xR, yR).

r = xx̂+ yŷ = xRx̂
′ + yRŷ

′

για τα µοναδιαία διανύσµατα (δες σχήµα) ισχύει

x

y x´

y´ φ=ωt

φ

x̂′ = ax̂+ βŷ

όπου

a = x̂′ · x̂ = cosφ = cos(ωt), β = x̂′ · ŷ = sinφ = sin(ωt)

τελικά έχουµε:

x̂′ = x̂ cos(ωt) + ŷ sin(ωt)

ŷ′ = −x̂ sin(ωt) + ŷ cos(ωt)

Οι συντεταγµένες του P ικανοποιούν τις σχέσεις

x = xR cos(ωt)−yR sin(ωt), y = xR sin(ωt)+yR cos(ωt) z = zR

Ρ(t)

y

x

x´=
xR

y´=
y
R y

x

φ=ωt

Σχήµα 3.15

Για την ταχύτητα u του σηµείου P στα δύο συστήµατα αναφοράς
παραγωγίζουµε την προηγούµενη σχέση ορισµού των συντεταγµένων.
Ορίζουµε κατάρχάς για ευκολία τις ποσότητες :

dx

dt
= ẋ,

dy

dt
= ẏ
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και ϐρίσκουµε:

ẋ = ẋR cos(ωt)− xRω sin(ωt)− ẏR sin(ωt)− yRω cos(ωt)

ẏ = ẋR sin(ωt) + xRω cos(ωt) + ẏR cos(ωt)− yRω sin(ωt)

και διανυσµατικά
u = ẋx̂+ ẏŷ = ẋRx̂

′ + ẏRŷ
′ − x̂′ωẏR + ŷ′ωẋR = v + ω × r

όπου v = ẋRx̂
′ + ẏRŷ

′.

Για την επιτάχυνση a παραγωγίζοντας τις προηγούµενες σχέσεις ϐρίσκουµε:

ẍ = ẍR cos(ωt)− 2ωẋR sin(ωt)− ω2xR cos(ωt)− ÿR sin(ωt)− 2ωẏR cos(ωt) + ω2yR sin(ωt)

ÿ = ẍR sin(ωt) + 2ωẋR cos(ωt)− ω2xR sin(ωt) + ÿR cos(ωt)− 2ωẏR sin(ωt)− ω2yR cos(ωt)

a = ẍx̂+ ÿŷ = ẍRx̂
′ + ÿRŷ

′ + 2ωẋRŷ
′ − 2ωẏRx̂

′ − ω2xRx̂
′ − ω2yRŷ

′

= γ + 2ω × v − ω2r

όπου γ = ẍRx̂
′ + ÿRŷ

′.

ω × v =

∣∣∣∣∣∣
x̂′ ŷ′ ẑ′

0 0 ω
ẋR ẏR 0

∣∣∣∣∣∣ = −x̂′ωẏR + ŷ′ωẋR

ω × r =

∣∣∣∣∣∣
x̂′ ŷ′ ẑ′

0 0 ω
xR yR 0

∣∣∣∣∣∣ = −x̂′ωyR + ŷ′ωxR

ω × (ω × r) =

∣∣∣∣∣∣
x̂′ ŷ′ ẑ′

0 0 ω
−ωyR ωxR 0

∣∣∣∣∣∣ = −x̂′ω2xR − ŷ′ω2yR = −ω2r

Πρόβληµα 1

Ταυτίζουµε τη ϱάβδο µε τον άξονα x′ που περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω. ΄Εχουµε

r = xRx̂
′, v = ẋRx̂

′, γ = ẍRx̂
′

όπου

x̂′ = x̂ cos(ωt) + ŷ sin(ωt)

ŷ′ = −x̂ sin(ωt) + ŷ cos(ωt)

u = v + ω × r

⇒

{
ux = v cos(ωt)− ωxR sin(ωt)

uy = v sin(ωt) + ωxR cos(ωt)

a = 2ω × v + ω × (ω × r)︸ ︷︷ ︸
−ω2r

+��
0

γ

⇒

ax =���
��: 0

γ cos(ωt) − 2ωv sin(ωt)− ω2xR cos(ωt)

ay =���
��: 0

γ sin(ωt) + 2ωv cos(ωt)− ω2xR sin(ωt)

αλλά xR = vt σύµφωνα µε την εκφώνηση του προβλήµατος άρα γ = ẍR = 0.
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x

x´

y´

y

θ=ωt

υ

ω

Σχήµα 3.16

Ισοδύναµα σε πολικές συντεταγµένες έχουµε:

u =
dr

dt
=

dr

dt
r̂ + r

dθ

dt
θ̂ = vr̂ + rωθ̂ = v r̂︸︷︷︸

x̂′

+ω × r

a =
du

dt
= −r(dθ

dt
)2r̂ + 2

dr

dt

dθ

dt
θ̂ = −rω2r̂ + 2vωθ̂ = −ω2r + 2ω × v

Πρόβληµα 2

Λύση: (1)

x

y

υ

ω

O

F
L

Σχήµα 3.17

F = ma

a =
(
r̈ − rθ̇2

)
r̂ +

(
2ṙθ̇ + rθ̈

)
θ̂

θ̇ =
dθ

dt
= ω σταθερή

Η δύναµη F είναι κάθετη στη ϱάβδο, ασκείται από τη ϱάβδο στο σφαιρίδιο, διότι δεν υπάρχει τριβή, εποµένως
F = F θ̂

⇒ r̈ − ω2r = 0 και m
(

2ṙθ̇ + rθ̈
)

= F

⇒ F = 2mωṙ

⇒ r̈ = ω2r ⇒ r = Aeωt +Be−ωt

dr

dt

∣∣∣
t=0

= v0 ⇒ v0 = ωA− ωB = ω(A−B) και r(t = 0) = 0⇒ A+B = 0

⇒ A = −B ⇒ v0 = 2Aω ⇒ A =
v0

2ω

⇒ r(t) =
v0

2ω

(
eωt − e−ωt

)
=
v0

ω
sinh(ωt)
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για t = t0 στο σφαιρίδιο ϕτάνει στο άκρο L της ϱάβδου, εποµένως

L =
v0

ω
sinh(ωt0)

Λύση: (2)

mγ = F − 2mω × v −mω × (ω × r)

ω = ωẑ, r = rr̂, v =
dr

dt
r̂, γ =

d2r

dt2
r̂

Η ταχύτητα v του σφαιριδίου είναι κατά µήκος της ϱάβδου για τον περιστρεφόµενο παρατηρητή, το ίδιο και η
επιτάχυνση γ.

ω × v = ωṙẑ × r̂ = ωṙθ̂

F = F θ̂, ω × (ω × r) = −ω2rr̂

από τις οποίες προκύπτουν

mr̈ = mω2r ⇒ r̈ = ω2r (3.5)
F − 2mωṙ = 0⇒ F = 2mωṙ

Από την (3.5) παίρνουµε
r(t) = Aeωt +Be−ωt

όπως προηγουµένως στη λύση 1. Τα r,v και γ είναι αντίστοιχα η ϑέση, η ταχύτητα και η επιτάχυνση, όπως
τα ϐλέπει ο περιστρεφόµενος παρατηρητής.

Πρόβληµα 3

x

y

z

υ

ω

Σχήµα 3.18

v είναι η ταχύτητα σώµατος που πέφτει τοπικά.

v = −vẑ

Επιτάχυνση Coriolis για τον κιν. παρατηρητή = −2ω × v = +2ωvŷ × ẑ = 2ωvx̂

εποµένως η εξίσωση του Νεύτωνα για τον κινούµενο παρατηρητή είναι

d2x

dt2
= 2ωv

Προσεγγιστικά η ταχύτητα v = gt, διότι το σώµα πέφτει µε επιτάχυνση την επιτάχυνση της ϐαρύτητας g στον
ισηµερινό (ϕαινόµενο g)

⇒ d2x

dt2
= 2ωgt µε τη συνθήκη

dx(t = 0)

dt
= 0

⇒ dx

dt
= ωgt2 (ολοκλήρωση)

⇒ x =
1

3
ωgt3 ⇒ x =

1

3
ωg

(
2h

g

)3/2
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Για ελεύθερη πτώση από ύψος h = (1/2)gt2.
Για πτώση από έναν ουρανοξύστη ύψους 100 m η απόκλιση είναι x ' 2, 15 cm.

∆εύτερη µατιά στο ίδιο ϑέµα:

mγ = F − 2mω × v −mω × (ω × r)

F = −mgr̂ ' −mgẑ
Ταυτίζουµε την ακτινική διεύθυνση µε τον άξονα z

r ' (R+ z)ẑ + xx̂ ' Rẑ + (zẑ + xx̂)

ω × (ω × r) = −ω2r ' −ω2
��

��:
0

(R+ z) ẑ

⇒ ω × (ω × r) ' −ω2Rẑ

ω

r

Σχήµα 3.19

v = vxx̂+ vzẑ

ω × v =

∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
0 ω 0
vx 0 vz

∣∣∣∣∣∣ = x̂ωvz − ẑωvx

m
dvz
dt

= −mg + 2mωvx +mω2R

m
dvx
dt

= −2mωvz

⇒ m
dvz
dt

= −m
(
g − ω2R

)
= −mgϕαινόµενο, ωvx ≈ 0

όπου το ωvx είναι αµελητέο ως προς το gϕ!!! (αποσύζευξη των εξισώσεων)

⇒ dvz
dt

= −gϕ ⇒ vz = −gϕt

⇒ dvx
dt

= 2ωgϕt⇒ vx = ωgϕt
2

dx

dt
= ωgϕt

2 ⇒ x(t)− x(0) =
1

3
ωgϕt

3

Πρόβληµα 4

(α) Για τη χρονική στιγµή t = 0 έχουµε

Fελ = k∆l = k

(
2L

3
− L

2

)
= 200 Nt

Για τον ακίνητο παρατηρητή ισχύει

F = Ma = M
(
r′′ − rω2

)
r̂ + 2Mω

dr

dt
θ̂

v0 =
dr

dt
και Fϱ = Fϱθ̂ = 2Mωv0 = 100 Nt
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y

x
Ρ

Ρ´
ω

Ρ´´

υ0

Fρ
Fελ

Σχήµα 3.20

(ϐ) Για παρατηρητή περιστρεφόµενο µαζί µε τη ϱάβδο ισχύει

Mγ = F − 2Mω × v −Mω × (ω × r)

F = Fελr̂ + Fϱθ̂

FCoriolis = −2Mω × v = −2Mω
dr

dt
ω̂ × r̂ = −2Mω

dr

dt
θ̂

Fϕυγόκεντρος = −Mω × (ω × r) = Mω2rr̂

Για τη χρονική στιγµή t = 0 έχουµε

Fελ = 200 Nt
FCoriolis = 2Mωv0 = 100 Nt

Fϕυγόκεντρος =
100

3
Nt

κι εφόσον η επιτάχυνση γ δεν έχει θ̂ συνιστώσα:

γ =
d2r

dt2
r̂ ⇒ Fϱ − 2Mω

dr

dt
= 0

⇒ Fϱ = 2Mωv0 = 100 Nt

(γ) ∆ύναµη ακτινική κατά µήκος της ϱάβδου

M
d2r

dt2
= Fελ +Mω2r

επιτάχυνση µηδέν ⇒ Fελ +Mω2r0 = 0 όπου Fελ = k

(
L

2
− r
)

⇒ k

(
L

2
− r0

)
+Mω2r0 = 0⇒ k

L

2
=
(
k −Mω2

)
r0 για τη ϑέση ισορροπίας

r0 =
k(L/2)

k −Mω2
= rΙσορροπίας

rΙ =
6

11
m

(δ)

Mr′′ = k

(
L

2
− r
)

+Mω2r = −
(
k −Mω2

)
r +

kL

2
= −

(
k −Mω2

)
r +

(
k −Mω2

)
r0

= −
(
k −Mω2

)
(r − r0)

x = r − r0 ⇒Mx′′ = −Dx όπου D = k −Mω2

x′′ = −D
M
x = −ω2

0x

δηλαδή έχουµε ταλάντωση µε συχνότητα

ω2
0 =

k −Mω2

M
=

k

M
− ω2 > 0

ω2
0 = (1200− 100)sec−2 = 1100 sec−2

ω0 =
√

1100 sec−1

γύρω από το σηµείο ισορροπίας r0.
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