
4
΄Εργο και Ενέργεια

4.1 ΄Εργο σε µία διάσταση

Το έργο µιας σταθερής δύναµης Fx, η οποία ασκείται σε ένα σώµα που κινείται σε µία διάσταση x, ορίζεται ως

W = Fx∆x⇔ ΄Εργο ∆ύναµης = ∆ύναµη×Μετατόπιση

΄Εχουµε {
W > 0, εάν Fx, ∆x οµόρροπα
W < 0, εάν Fx, ∆x αντίρροπα

Η µονάδα µέτρησης του έργου είναι :

1 Joule = 1 Nt× 1 m = 1 Kg
m2

s2

Παράδειγµα 1

T

B

Ανελκυστήρας µε µάζα M ανέρχεται οµαλά.

WB = −Bh, WT = Th

B = T ⇒WT = −WB

Εάν δεν έχουµε οµαλή κίνηση τότε :

T −B = Ma⇒WT = Th > |WB | = Bh

΄Ανθρωπος ακίνητος που κρατάει ένα ϐάρος δεν παράγει έργο, αν και καταναλώνεται ενέργεια στους µυς για
να κρατήσει το ϐάρος.
Αν ο άνθρωπος είναι µέσα σε ανελκυστήρα που κινείται οµαλά προς τα επάνω, τότε για έναν παρατηρητή εκτός
ανελκυστήρα δίνεται έργο στο «ϐάρος» για να µετακινηθεί προς τα επάνω.

Αν η δύναµη είναι µεταβλητή:
F = F (x)

τότε χωρίζουµε το διάστηµα µετακίνησης [a, b] σε µικρά τµήµατα, έστω N , και υποθέτουµε τη δύναµη σταθερή
σε αυτά τα µικρά διαστήµατα:

Wολικό =

N∑
k=1

∆Wk =

N∑
k=1

F (xk)∆xk

και, τέλος, παίρνουµε τη διαµέριση N →∞, |∆xk| → 0

⇒Wολικό = lim
N→∞
∆xk→0

N∑
k=1

F (xk)∆xk =

∫ b

a

F (x)dx
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Παράδειγµα 2

Ελατήριο ασκεί δύναµη F (x) = −kx σε σωµατίδιο που κινείται από τη ϑέση x1 = a στη x2 = b. Ποιο είναι το
έργο της δύναµης του ελατηρίου που προσφέρεται στο σώµα ;

x1x2

Σχήµα 4.1

W12 =

∫ x2

x1

F (x)dx = −k
∫ x2

x1

xdx = −k
2

(
x2

2 − x2
1

)
=

1

2
kx2

1 −
1

2
kx2

2

Παράδειγµα 3

Σώµα µάζας m µετακινείται πάνω σε οριζόντιο επίπεδο µε συντελεστή τριβής µ που εξαρτάται από την ϑέση x,
όπου

µ(x) =
µ0

1 + x
a

και µ0 µια σταθερά µε διαστάσεις µήκους. Πόσο έργο καταναλώνεται από την δύναµη τριβής για µετατόπιση
του αντικειµένου από τη ϑέση x1 = a έως τη ϑέση x2 = 2a;

Η δύναµη της τριβής T κατά την κίνηση του σώµατος είναι ίση µε

T = µN = µB = µmg ⇒ T (x) = µ0mg
1

1 + x
a

Το έργο της τριβής δίνεται από το ολοκλήρωµα της δύναµης T (x) από την ϑέση x1 = a έως την ϑέση x2 = 2a

WT
1→2 =

∫ x2

x1

µ0mg
dx

1 + x
a

= µ0mg

∫ x2/a

x1/a

dy

1 + y
= µ0mg ln(

1 + x2

a

1 + x1

a

) = µ0mg ln(
3

2
)

Παράδειγµα 4

∆ύναµη F = 6t σε Nt, όπου t είναι ο χρόνος, ασκείται σε σώµα µάζας m = 2 Kg. Αν το σώµα ήταν αρχικά σε
ηρεµία να ϐρεθεί το έργο της δύναµης στα πρώτα δύο δευτερόλεπτα της κίνησης του.

Το έργο της δύναµης F δίνεται από το ολοκλήρωµα W =
∫ B
A
Fdx, όπου το κάτω όριο A αντιστοιχει σε

t = 0 και το πάνω όριο B σε t = 2. Επειδή η δύναµη F στο ολοκλήρωµα εξαρτάται από τον χρόνο εκφράζουµε
και το dx σαν συνάρτηση του χρόνου.
Υπολογίζουµε λοιπόν την συνάρτηση x(t) από τον νόµο του Νεύτωνα:

m
dv

dt
= F (t) ⇒ dv =

1

m
F (t)dt

⇒ v =
1

m

∫ t

0

F (t′)dt′ = 3

∫ t

0

t′dt′ =
3

2
t2

⇒ dx

dt
=

3

2
t2 ⇒ x =

3

2

∫ t

0

t′2dt′ =
1

2
t3

Εκφράζουµε το διαφορικό dx ως προς τον χρόνο dx = 3
2 t

2dt και ολοκληρώνουµε

W =

∫ 2

0

6t · 3

2
t2dt = 9

∫ 2

0

t3dt =
9

4
t4|20 =

9

4
· 16 = 36 Joule

4.2 ΄Εργο δύναµης στο χώρο
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Δr

r2

r1

FΕάν το σώµα κινηθεί κατά ∆r υπό την επίδραση της δύναµης F , το στοι-
χειώδες έργο ∆W της δύναµης ορίζεται ως το εσωτερικό γινόµενο της δύ-
ναµης επί τη µετατόπιση:

∆W = F ·∆r = F ∆r cos θ

r2 = r1 + ∆r

Αναλύοντας σε συνιστώσες έχουµε

F = Fxx̂+ Fyŷ + Fzẑ

∆r = r2 − r1 = ∆xx̂+ ∆yŷ + ∆zẑ

⇒ ∆W = F ·∆r = Fx∆x+ Fy∆y + Fz∆z

Εάν F⊥∆r ⇒ ∆W = F ·∆r = 0.

Παράδειγµα 5

F

Κυκλική κίνηση, κεντροµόλος ∆ύναµη F

F = mak

΄ΕργοF = 0

διότι F⊥ µετατόπιση.

Παράδειγµα 6

               s

φ

φ

T
N

B
h

a

Ολίσθηση σώµατος σε κεκλιµένο επίπεδο.
΄Εργο αντίδρασης = 0, δύναµη N κάθετη στη µετατόπιση.

WN = 0, WT = −T · s

WB = B sinφ · s = Bh, WB > |WT |

Από το νόµο του Νεύτωνα έχουµε:
B sinφ− T = ma

B cosφ = N

T = µN

΄Εργο (µεταβλητής δύναµης) όταν το σώµα κινείται από τη ϑέση Α στη ϑέση Β

Χωρίζουµε το δρόµο A→ B σε µικρά ευθύγραµµα τµήµατα ∆rk µε k = 1, . . . , N . Υπολογίζουµε το έργο της
δύναµης χωριστά σε κάθε τέτοιο ευθύγραµµο τµήµα, εποµένως ∆Wk = F (rk) ·∆rk

Δrk

B

A
r1

ri
rk

F1
Δr1

Δri

Fk

Σχήµα 4.2

⇒WA→B =

N∑
k=1

F (rk) ·∆rk =

∫ B

A

F · dr

WA→B =

∫ B

A

(Fxdx+ Fydy + Fzdz)

Η προηγούµενη ολοκληρωτική σχέση που µας δίνει το έργο της δύναµης στο επίπεδο (δύο διαστάσεις) ή στο
χώρο (τρείς διαστάσεις) στα µαθηµατικά χαρακτηρίζεται σαν ένα ¨Επικαµπύλιο Ολοκλήρωµα¨.
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Παράδειγµα 7: ΄Εργο ϐάρους για σταθερό πεδίο ϐαρύτητας

2
1 3

4

h

Wϐάρους = −mgh
B = −mgẑ

Wϐάρους ανεξάρτητο της διαδροµής που ακολουθούµε. Η διαδροµή 1
και η διαδροµή 2→ 3→ 4 δίνουν το ίδιο αποτέλεσµα.

Παράδειγµα 8

A

B

Δ
Γ

z0

y0x0

Σχήµα 4.3

F = x̂
[
ay
(
y2 − 3z2

)]
+ ŷ

[
3ax

(
y2 − z2

)]
+ ẑ [−6axyz]

(α) ΄Εργο στη διαδροµή A→ Γ→ ∆→ B (ϐλ. σχήµα 4.3)

WA→B = 0 + ax0y
3
0 − 3ax0y0z

2
0

(ϐ) ΄Εργο της F στην ευθύγραµµη διαδροµή A→ B

r0 = x0x̂+ y0ŷ + z0ẑ, r = r0t και dr = r0dt, 0 ≤ t ≤ 1

⇒WA→B =

∫ 1

0

dt (F0 · r0) t3 = (4ax0y
3
0 − 12ax0y0z

2
0) · 1

4
= ax0y

3
0 − 3ax0y0z

2
0

όπου F0 = F (r0).

Παράδειγµα 9: Πτώση στο πεδίο ϐαρύτητας µακριά από τη Γη, ακτινική κίνηση (rA → rB)

B

A

r
r

F

Σχήµα 4.4

Η δύναµη του ϐάρους είναι F = −GMm

r2
r̂, και η στοιχειώδης µετατόπιση είναι dr = drr̂

⇒ dW = F · dr = −GMm

r2
dr

⇒WA→B =

∫ B

A

F · dr =

∫ rB

rA

(−GMm)
dr

r2
= (−GMm)

(
−1

r

) ∣∣∣∣∣
rB

rA

WA→B =
GMm

rB
− GMm

rA
> 0

εποµένως το σύστηµα κερδίζει ενέργεια.
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Υπολογισµός του Επικαµπύλιου Ολοκληρώµατος

Στην παράγραφο αυτή περιοριζόµαστε στις δύο διαστάσεις, τα αποτελέσµατα επεκτεινονται εύκολα και άµεσα
και στις τρεις διαστάσεις.
Η έκφραση για το έργο µεταβλητής δύναµης κατά µήκος µίας καµπύλης στο επίπεδο γενικά έχει της εξής
µορφή:

W =

∫ B

A

[P (x, y)dx+Q(x, y)dy]

και ϑα δώσουµε αµέσως παρακάτω τρείς τρόπους υπολογισµού αυτού του ολοκληρώµατος.

(1) Η καµπύλη περιγράφεται από τη συνάρτηση y = f(x) όπου a1 ≤ x ≤ a2 εκφράζουµε το διαφορικό dy
ως προς την µεταβλητή x, άρα dy = f ′(x)dx και ολοκληρώνουµε:

⇒W =

∫ a2

a1

[P (x, f(x))dx+Q(x, f(x))f ′(x)dx] =

∫ a2

a1

[P (x, f(x)) +Q(x, f(x))f ′(x)]dx

(2) Η καµπύλη περιγράφεται από τη συνάρτηση x = g(y) όπου b1 ≤ y ≤ b2 εκφράζουµε το διαφορικό dx
ως προς την µεταβλητή y, άρα dx = g′(y)dy και ολοκληρώνουµε:

⇒W =

∫ b2

b1

[P (g(y), y)g′(y)dy +Q(g(y), y)dy] =

∫ b2

b1

[P (g(y), y)g′(y) +Q(g(y), y)]dy

(3) Η καµπύλη περιγράφεται από την παραµετρική µορφή x = f(t), y = g(t) όπου tA ≤ t ≤ tB, εκφράζουµε
τα διαφορικά dx, dy ως προς την µεταβλητή t και ολοκληρώνουµε:

⇒W =

∫ tB

tA

[P (f(t), g(t))f ′(t)dt+Q(f(t), g(t))g′(t)dt] =

∫ tB

tA

[P (f(t), g(t))f ′(t)+Q(f(t), g(t))g′(t)]dt

Παράδειγµα 10

Σώµα µάζας m κινείται υπό την επίδραση της δύναµης

F = F0 sin(ωt)x̂+ F0 cos(ωt)ŷ

όπου F0, ω σταθερές. Βρείτε το έργο της δύναµης σε χρόνο t εάν το σώµα ξεκινάει από την ηρεµία.

Επειδή η δύναµη εξαρτάται ϱητά από τον χρόνο εφαρµόζουµε τον νόµο του Νεύτωνα για να ϐρούµε τις
συντεταγµένες x(t), y(t) της καµπύλης που διαγράφει το σώµα σαν συνάρτηση του χρόνου t. Αλλά επειδή στο
ολοκλήρωµα που δίνει το έργο της δύναµης εµφανίζονται τα διαφορικά dx, dy αρκεί να ϐρούµε την ταχύτητα
του σώµατος κάθε χρονική στιγµή διότι dr = vdt.

m
dv

dt
= F ⇒ m

dvx
dt

= F0 sin(ωt), m
dvy
dt

= F0 cos(ωt)

Ολοκληρώνουµε και ϐρίσκουµε τη ταχύτητα, µε την συνθήκη vx(0) = 0, vy(0) = 0

vx(t) =
F0

mω
(1− cosωt), vy(t) =

F0

mω
sinωt

Τώρα είµαστε έτοιµοι να υπολογίσουµε το έργο της δύναµης F

W =

∫
Fdr =

∫
(Fxdx+ Fydy) =

∫ t

0

[Fx(t′)vx(t′)dt′ + Fy(t′)vy(t′)dt′]

=
F 2

0

mω

∫ t

0

[sinωt′(1− cosωt′) + cosωt′ sinωt′]dt′ =
F 2

0

mω

∫ t

0

sinωt′dt′ =
F 2

0

mω2
(1− cosωt)
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Παράδειγµα 11

Να υπολογιστεί το έργο που παράγει η δύναµη

F = ayx̂+ bxŷ

κατά την µετατόπιση του σηµείου εφαρµογής της απο το σηµείο A = (0, 0) στο σηµείο B = (R,R) κατά µήκος
των εξής διαδροµών:

(1) Κατά µήκος της ευθείας γραµµής που ενώνει τα δύο σηµεία A,B.

(2) Κατά µήκος των δύο ευθυγράµµων τµηµάτων A∆ και ∆B όπου ∆ = (R, 0).

(3) Κατά µήκος του τεταρτοκυκλιου που γράφεται µε κέντρο το σηµείο Γ = (0, R) και ενώνει τα δύο σηµεία
A,B.

(1) Κατά µήκος της ευθείας γραµµής που ενώνει τα δύο σηµεία A,B (Καµπύλη 1) έχουµε y = x για τα
διαφορικά ισχύει επίσης ότι dy = dx. Αντικαθιστώντας στην έκφραση για το έργο της δύναµης ϐρίσκουµε:

WA→B =

∫ B

A

(Fxdx+ Fydy) =

∫ R

0

(axdx+ bxdx)

=

∫ R

0

(a+ b)xdx = (a+ b)
R2

2

(2) Εάν κινηθούµε κατά µήκος της καµπύλης A → ∆ → B (Καµπύλη 2) το έργο της δύναµης γράφεται
σαν άθροισµα δύο όρων, WA→∆ και W∆→B κατά µήκος του άξονα των x και του άξονα των y αντίστοιχα:

WA→B = WA→∆ +W∆→B =

∫ ∆

A

Fxdx+

∫ B

∆

Fydy

= 0 +

∫ R

0

bRdy = bR2

(3) Η τρίτη διαδροµή είναι τµήµα κύκλου µε κέντρο το σηµείο Γ = (x0, y0) = (0, R) και ακτίναR (Καµπύλη
3). Η εξίσωση της τροχιάς είναι :

x2 + (y −R)2 = R2 ⇒ y = R+
√
R2 − x2

όπου 0 ≤ x ≤ R. Παραγωγίζοντας ϐρίσκουµε τη σχέση µεταξύ των διαφορικών

dy = − xdx√
R2 − x2

Αντικαθιστώντας στην έκφραση για το έργο της δύναµης ϐρίσκουµε:

WA→B =

∫ B

A

(Fxdx+ Fydy) =

∫ R

0

[a(R+
√
R2 − x2)dx+ bx

(−1)xdx√
R2 − x2

=

∫ R

0

aRdx+ a

∫ R

0

√
R2 − x2dx− b

∫ R

0

x2

√
R2 − x2

dx

Τελικά το έργο της δύναµης στην τρίτη διαδροµή ειναι ίσο µε :

WA→B = R2(a+
(a− b)π

8
)

4.3 Κινητική Ενέργεια – ΄Εργο ∆ύναµης

W =

∫ B

A

F · dr =

∫ B

A

m
dv

dt
· dr =

∫ B

A

m
dv

dt
· dr

dt
dt

=

∫ B

A

mv · dv

dt
dt =

m

2

∫ B

A

dv2

dt
dt =

1

2
m
(
v2
B − v2

A

)
=

1

2
mv2

B −
1

2
mv2

A
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διότι v = dr/dt και από το νόµο του Νεύτωνα

F = m
dv

dt

και επίσης
dv2

dt
=

d

dt
(v · v) = 2v · dv

dt

Ορίζουµε την κινητική ενέργεια K =
1

2
mv2

⇒ WA→B = ∆K όπου ∆K = KB −KA

Εάν WA→B > 0⇒ ∆K > 0⇒ KB > KA.
Η δύναµη παράγει έργο⇒ άρα αυξάνεται η κινητική ενέργεια του συστήµατος.

Παράδειγµα 12: ΄Εργο σταθερής δύναµης

F = ma⇒ a =
F

m
⇒ v(t) = at+ v0

⇒ x(t) =
1

2
at2 + v0t+ x0 ⇒ ∆x =

1

2
at2 + v0t

⇒WF
A→B = F ·∆x = ma ·∆x =

1

2
ma2t2 +

2

2
mav0t±

1

2
mv2

0 =
1

2
m (at+ v0)

2 − 1

2
mv2

0 =
1

2
mv2 − 1

2
mv2

0

Παράδειγµα 13: Οµαλή κυκλική κίνηση

F

Δr

A

B

Σχήµα 4.5

F⊥∆r

⇒WF
A→B =

∫ B

A

F · dr = ∆K =
1

2
mv2

B −
1

2
mv2

A

αλλά
WF
A→B = 0⇒ ∆K = 0⇒ v2

B = v2
A

Η δύναµη του Μαγνητικού Πεδίου π.χ. είναι κάθετη στην ταχύτητα v άρα και στην στιγµιαία µετατόπιση
dr = vdt ως εκ τούτου δεν παράγει έργο άρα δεν µεταβάλει το µέτρο της ταχύτητας. Αυτό που αλλάζει είναι
µόνο η διεύθυνση της ταχύτητας του ϕορτισµένου σώµατος.

Παράδειγµα 14: ∆υναµική Ενέργεια Βαρύτητας

WA→B =

∫ B

A

B · dr =

∫ z2

z1

(−mgẑ) · (dzẑ)

=

∫ z2

z1

(−mg) dz = −mgz
∣∣∣z2
z1

= −mgz2 +mgz1
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A

B
B

z1

z2

x

y

z

Σχήµα 4.6

΄Οπως και αν κινηθεί το σώµα ανάµεσα στα δύο σηµεία Α και Β, ϑα έχουµε

WA→B = mgz1 −mgz2

⇒WA→B = ∆K

⇒ mgz1 −mgz2 =
1

2
mv2

2 −
1

2
mv2

1

⇒ 1

2
mv2

1 +mgz1 =
1

2
mv2

2 +mgz2

4.3.1 Θεώρηµα ∆ιατήρησης της Μηχανικής Ενέργειας

΄Οπως είδαµε στο προηγούµενο παράδειγµα, υπάρχει µια ποσότητα η οποία διατηρείται σταθερή:

E =
1

2
mv2 +mgz = σταθερό

Ορισµός ∆υναµικής Ενέργειας

U(z) = mgz εάν ορίσουµε U(z = 0) = 0

Ακόµη ισχύει ότι :
W1→2 = U(1)− U(2)

Η ποσότητα E, η οποία είναι το άθροισµα κινητικής ενέργειας και δυναµικής ενέργειας, ονοµάζεται µηχα-
νική ενέργεια.

Παράδειγµα 15

΄Ενα εκκρεµές αποτελείται από µάζα m δεµένη σε νήµα µήκους `. Το εκκρεµές κρατείται αρχικά σε γωνία θ
ως προς την κατακόρυφο. Εάν το εκκρεµές αφεθεί ελεύθερο, ποια είναι η τάση του νήµατος όταν το εκκρεµές
διέρχεται από την κατακόρυφο ;

E1 = 0 +mgh ϑέση (1)

E2 =
1

2
mv2 + 0 ϑέση (2)

Το έργο της τάσης του νήµατος είναι µηδέν.

⇒ 1

2
mv2 = mgh

h = `− ` cos θ = `(1− cos θ)

Στη ϑέση (2):

T2 −B = m
v2

`
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θ

T1

T2 (1)

(2)

B

B

h

Σχήµα 4.7

1

2
mv2 = mg`(1− cos θ)⇒ v2

l
= 2g(1− cos θ)

⇒ T2 −B = 2mg(1− cos θ)

T2 = mg + 2mg − 2mg cos θ ⇒ T2 = mg(3− 2 cos θ)

Πρόβληµα 1

Αλυσίδα µε γραµµική πυκνότητα µάζας λ Kg/m, ϐρίσκεται σωριασµένη στο έδαφος. Κατακόρυφη δύναµη F
δρα στο ένα άκρο της αλυσίδας, ανυψώνοντάς την κατακόρυφα.
(α) Να ϐρεθεί η δύναµη F που απαιτείται για να ανυψώσει την αλυσίδα µε σταθερή ταχύτητα v.
(ϐ) Να ϐρεθεί η δύναµη F που απαιτείται για να ανυψώσει την αλυσίδα µε σταθερή επιτάχυνση γ προς τα
πάνω, αν το άνω άκρο της αλυσίδας ξεκινά από το έδαφος µε µηδενική αρχική ταχύτητα.
(γ) Υπολογίστε, συναρτήσει του ύψους z του άνω άκρου της αλυσίδας, και για τις δυο περιπτώσεις (α) και (ϐ),
το έργο W που παράγεται από τη δύναµη F , την κινητική ενέργεια Ek και τη δυναµική ενέργεια E∆ της
αλυσίδας, καθώς και την απώλεια ενέργειας ως κλάσµα της Ek.

(α) Η αλυσίδα ανυψώνεται µε σταθερή ταχύτητα v. Θα υπολογίσουµε τη δύναµη Fα που ασκείται χρησι-
µοποιώντας τον νόµο του Νεύτωνα. Η µάζα της αλυσίδας που έχει ήδη ανυψωθεί κατά z την χρονική στιγµή t
είναι m = λz όπου z = vt.

dp

dt
= Fα −B όπου p = mv η ορµή της αλυσίδας

⇒ dp

dt
=

dm

dt
v +m

dv

dt
=

dm

dt
v = λ

dz

dt
v = λv2 διότι v = σταθερή

⇒ λv2 = Fα −mg = Fα − λgz ⇒ Fα = λv2 + λgz = λv2 + λgvt

(ϐ) Η αλυσίδα ανυψώνεται µε σταθερή επιτάχυνση γ και v(t = 0) = 0. Από τον νόµο του Νεύτωνα έχουµε:

dp

dt
= Fβ −B ⇒

dm

dt
v +m

dv

dt
= Fβ −mg

⇒ dm

dz

dz

dt
v +m

dv

dt
= Fβ − λgz ⇒ λv2 + λzγ = Fβ − λgz

Τελικά έχουµε

Fβ = λv2 + λzγ + λzg = λv2 + λ(γ + g)z

v = γt, z =
1

2
γt2 ⇒ Fβ = λγ2t2 +

λ

2
γ(γ + g)t2

⇒ Fβ = λγ(
3γ

2
+
g

2
)t2 = λ(3γ + g)z

(γ) ΄Εργο δύναµης στις δύο περιπτώσεις (α) και (ϐ):

Wα =

∫ z

0

Fα(z′)dz′ =

∫ z

0

(λv2 + λgz′)dz′ = λv2z +
1

2
λgz2

Wβ =

∫ z

0

Fβ(z′)dz′ =

∫ z

0

(3λγ + g)z′dz′ =
1

2
(3λγ + λg)z2
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Υπολογισµός της δυναµικής ενέργειας :

Eα∆ = Eβ∆ =

∫ z

0

gz′dm =

∫ z

0

gz′λdz′ = λg
z2

2
= m(z)g

z

2

Υπολογισµός της κινητικής ενέργειας :

EαK =
1

2
m(z)v2 =

1

2
λv2z

EβK =
1

2
m(z)v2 =

1

2
λzγ2t2 = λγz2

Σχέση έργου δύναµης µε κινητική και δυναµική ενέργεια, απώλεια ενέργειας :

Wα = EαK + Eα∆ +
1

2
λv2z = EαK + Eα∆ + ∆Eα

Wβ = EβK + Eβ∆ +
1

2
λγz2 = EβK + Eβ∆ + ∆Eβ

∆Eα
EαK

= 1,
∆Eβ

EβK
= 0.5

Πρόβληµα 2

∆ακτύλιος µάζας M και ακτίνας R κρέµεται κατακόρυφα από το ταβάνι µέσω ενός αβαρούς νήµατος. ∆ύο
χάντρες µάζαςm έκαστη γλιστρούν στον δακτύλιο χωρίς τριβή σε αντίθετες κατευθύνσεις ξεκινώντας συγχρόνως
από την κορυφή του δακτυλίου. ∆είξτε ότι ο δακτύλιος ϑα αρχίσει να κινείται προς τα πάνω εάν m > 3M

2 , και
ϐρείτε την γωνία θ της ϑέσης των χαντρών µε την κατακόρυφο.

Λύση: :

Μελετάµε την κίνηση για µία από τις δύο χάντρες, τα συµπεράσµατα εφαρµόζονται οµοίως και στην άλλη
χάντρα.
Στη χάντρα ασκείται η δύναµη του ϐάρους B = −mgẑ και η αντίδραση N = NR̂ απο τον δακτύλιο. Η
δύναµη που ασκείται από τον δακτύλιο είναι ακτινική διότι δεν υπάρχει δύναµη τριβής. Η διανυσµατική
εξίσωση κίνησης είναι :

mak +maε = B +N

Αναλύωντας σε συνιστώσες R̂ = cos θẑ + sinϑx̂ έχουµε ακτινικά την εξίσωση:

−mv2

R
= −mg cos θ +N

Από το ϑεώρηµα διατήρησης της ενέργειας υπολογίζουµε την ταχύτητα της χάντρας όταν η χάντρα αποκλίνει
κατά γωνία θ από τον κατακόρυφο άξονα z:

1

2
mv2 = mgR(1− cos θ) ⇒ v2

R
= 2g(1− cos θ)

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση κίνησης ϐρίσκουµε την δύναµη του δακτυλίου στην χάντρα:

−2mg(1− cos θ) = −mg cos θ +N ⇒ N = (−2 + 3 cos θ)mg

Παρατηρούµε ότι για θ = 0⇒ N = mg ενώ όταν cos θ0 = 2
3 η αντίδραση από τον δακτύλιο µηδενίζεται N = 0.

Ακόµη έχουµε ότι για 0 < θ < θ0 η αντίδραση του δακτυλίου είνα ακτινικά προς τα έξω N > 0 άρα το ϐάρος
υπερτερεί και τραβά την χάντρα προς το κέντρο του κύκλου. Ενώ για θ > θ0 η δύναµη του δακτυλίου στην
χάντρα ϐλεπει προς το κέντρο N < 0 άρα δεν αρκεί το ϐάρος για να κάνει το σώµα κυκλική κίνηση.

Η κάθε χάντρα ασκεί στον δακτύλιο δύναµη αντίθετη της αντιδρασης του δακτυλίου N ′1 = −NR̂ και
N ′2 = −NR̂′. ΄Οπου R̂′ = cos θẑ − sinϑx̂.
Το νήµα ασκεί στον δακτύλιο δύναµη T = T ẑ κατακόρυφα προς τα πάνω.
Η συνθήκη για να έχουµε ακίνητο δακτύλιο είναι :

T +N ′1 +N ′2 +Bδακτ = 0 ⇒ T ẑ −NR̂−NR̂′ −Mgẑ = 0



4.4 ∆ιατήρηση της Ενέργειας 83

Αναλύοντας σε συνιστώσες έχουµε κατακόρυφα την εξίσωση

T − 2N cos θ −Mg = 0 ⇒ T − 2mg(−2 + 3 cos θ) cos θ −Mg = 0

Οριακά ο δακτύλιος ϑα αρχίσει να κινείται προς τα πάνω όταν η τάση του νήµατος T µηδενιστεί :

⇒ −2mg(−2 + 3 cos θ) cos θ −Mg = 0 ⇒ −6 cos2 θ + 4 cos θ − M

m
= 0

Λύνωντας το τριώνυµο ως προς cos θ έχουµε:

cos θ1,2 =
4

12
± 1

12

√
16− 24

M

m
=

1

3
± 1

3

√
1− 3M

2m

⇒ cos θ1 =
1

3
+

1

3

√
1− 3M

2m
, cos θ2 =

1

3
− 1

3

√
1− 3M

2m

Η λύση είναι πραγµατικός αριθµός όταν η διακρίνουσα ∆ = 1 − 3M
2m είναι µεγαλύτερη του µηδενός. ΄Αρα

2− 3Mm > 0 που µας δίνει την Ϲητούµενη συνθήκη για τις µάζες m > 3
2M .

Η συνθήκη για τις δύο λύσεις του τριωνύµου είναι 0 < cos θ2 < cos θ1 < cos θ0 = 2
3 . ΄Αρα για τις γωνίες

αντίστοιχα έχουµε θ0 < θ1 < θ2 <
π
2 . Η Τάση του νήµατος γίνεται µηδέν (και ο δακτύλιος αναπηδά) όταν η

γωνία θ γίνει ίση µε θ1. Η αντίδραση του δακτυλίου N είναι τώρα αρνητική και ϐλέπει προς το κέντρο του
δακτυλίου άρα έχει z συνιστώσα προς τα κάτω.

4.4 ∆ιατήρηση της Ενέργειας

4.4.1 ∆ιατηρητικές ∆υνάµεις

Για να ορίσουµε τη µηχανική ενέργεια χρειαζόµαστε την έννοια της δυναµικής ενέργειας. Η δυναµική ενέργεια
ορίζεται µόνο για τις διατηρητικές δυνάµεις. Πρέπει να ορίσουµε λοιπόν ποιες δυνάµεις είναι διατηρητικές.
Για ένα σωµατίδιο που κινείται από τη ϑέση P1 στη ϑέση P2 υπό την επίδραση µιας δύναµης που δεν εξαρτάται
από την ταχύτητα του σώµατος ή ϱητά από το χρόνο, µπορούµε να ψάξουµε για το εάν η δύναµη είναι
διατηρητική ή όχι.
Το έργο της δύναµης είναι

W1,2 =

∫ P2

P1

F · dr

Η δύναµη είναι διατηρητική εάν το W1,2 δεν εξαρτάται από τη διαδροµή που ενώνει τα σηµεία P1 και P2, είναι
δηλαδή ίδιο για όλες τις διαδροµές από το P1 στο P2. Επειδή W1,2 = −W2,1, µπορούµε να δείξουµε ότι το
έργο σε µια κλειστή διαδροµή από το P1 στο P1 είναι µηδέν για ένα διατηρητικό πεδίο δυνάµεων.

Παραδείγµατα διατηρητικών δυνάµεων

- ϐαρύτητα κοντά στη Γη

- ελατήριο, και γενικά για κάθε µονοδιάστατη κίνηση υπό την επίδραση δύναµης, η οποία δεν εξαρτάται
από την ταχύτητα.

Παραδείγµατα µη-διατηρητικών δυνάµεων

- Τριβή σαν µακροσκοπική δύναµη, παράγει αρνητικό έργο, όπως κι αν κινηθεί το σώµα.

Μικροσκοπικά πάνω σε έναν κλειστό δρόµο το σύστηµα δεν επανέρχεται στην ίδια κατάσταση.
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A B

A B

T

T

υ

υ

WT=-TsAB

WT=-TsBA

Σχήµα 4.8

4.4.2 ∆υναµική Ενέργεια

΄Εστω ότι το πεδίο δυνάµεων είναι διατηρητικό, διαλέγουµε ένα σηµείο P0 στο χώρο σαν σηµείο αναφοράς (στην
αρχή των αξόνων, στο άπειρο, εκεί που οι δυνάµεις µηδενίζονται, κάποιο αυθαίρετο σηµείο) και ορίζουµε εκεί
ότι η δυναµική ενέργεια U(P0) = 0 (ή κάτι άλλο αυθαίρετα πεπερασµένο):

⇒ U(P ) = −
∫ P

P0

F · dr + U(P0)

και υπολογίζουµε το ολοκλήρωµα κατά µήκος οποιουδήποτε συγκεκριµένου δρόµου. Κρατώντας το P0 σταθερό
⇒ U(P ) είναι συνάρτηση µόνο του άνω ορίου P

⇒ U(P2)− U(P1) = −
∫ P2

P0

F · dr +

∫ P1

P0

F · dr = −
∫ P1

P0

F · dr −
∫ P2

P1

F · dr +

∫ P1

P0

F · dr

= −
∫ P2

P1

F · dr = −WP1→P2

⇒WF
P1→P2

= U(P1)− U(P2)

U(P1)− U(P2) =

∫ P2

P1

F · dr

Από το προηγούµενο κεφάλαιο WF
1→2 = ∆K = K2 −K1

⇒ U(P1)− U(P2) = K2 −K1

⇒ K1 + U(P1) = K2 + U(P2)

Η µηχανική ενέργεια E = K + U διατηρείται σταθερή.

Παραδείγµατα

(Α) Πεδίο ϐαρύτητας της Γης κοντά στη Γη:

P0 = αρχή των αξόνων⇒ U(z) = mgz

(Β) ελατήριο : P0 ≡ (x = 0)⇒ U(x = 0) = 0

⇒ U(x) = −
∫ x

0

F (x′)dx′ = −
∫ x

0

(−kx′)dx′ =
1

2
kx2

(Γ) ∆ύναµη F (x) = − A
x2
, P0 =∞, U(x =∞) = 0

U(x) = −
∫ x

∞
F (x′)dx′ = +

∫ x

∞

(
+
A

x′2

)
dx′ = −A

x′

∣∣∣x
∞

= −A
x

⇒ U(x) = −A
x
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(∆) Πεδίο ϐαρύτητας της Γης µακριά από τη Γη

F = −GMm

r2
r̂, το πεδίο είναι διατηρητικό

P0 =∞, (η µάζα δεν εκτείνεται µέχρι το άπειρο)

U (r =∞) = 0

U(R) = −
∫ R

∞
F · dr = −

∫ R

∞

(
−GMm

r2

)
dr = −GMm

R

(1)

(2)

(3)

P

R

R

8

8
Σχήµα 4.9: Οι διαδροµές (1) και (2)+(3) είναι ισοδύναµες.

Εάν έχουµε διατηρητικές δυνάµεις F και µη διατηρητικές δυνάµεις T , τότε

WF
1→2 +WT

1→2 = ∆K ⇒ U(1) − U(2) +WT
1→2 = ∆K

⇒ WT
1→2 = ∆K + ∆U

όπου ∆K = K2 −K1, ∆U = U(2) − U(1).

∆υναµική Ενέργεια από το πεδίο ϐαρύτητας κοντά στη Γη

U(r) = −GMm

r
= −GMm

R+ h
= −GMm

R

1

1 + h/R
= −GMm

R

(
1− h

R
+

(
h

R

)2

+ . . .

)

= −GMm

R
+
GMm

R2
h+ . . .

U(h) =
GM

R2
mh = mgh, όπου g =

GM

R2
και R η ακτίνα της Γης.

Μετράµε µόνο µεταβολές της δυναµικής ενέργειας

U(R+ h) = U(R) +
GMm

R2
h

U(h) = U(R+ h)− U(R) =
GM

R2
mh

Πρόβληµα 3

΄Ενα σώµα µάζας m είναι δεµένο σε οριζόντιο ελατήριο σταθεράς k. Στη ϑέση ισορροπίας το ελατήριο έχει το
ϕυσικό του µήκος. Το σώµα µπορεί να ολισθαίνει στο οριζόντιο επίπεδο µε συντελεστή τριβής ανάλογο της
απόστασης από τη ϑέση ισορροπίας.
(α) Βρείτε τη µέγιστη συσπείρωση A του ελατηρίου εάν δώσουµε στο σώµα αρχική ταχύτητα v0.
(ϐ) Με πόση ταχύτητα επανέρχεται το σώµα στην αρχική του ϑέση ;
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(α) ΄Εστω ότι η κίνηση γίνεται κατά µήκος του άξονα των x και η ϑέση ισορροπίας είναι για x = 0, ο
συντελεστής τριβής είναι µ(x) = b|x|, b > 0. Η δύναµη τριβής κατά την ολίσθηση είναι T = b|x|mg αντίθετη
πάντα στην κίνηση.
Από το ϑεώρηµα µεταβολής της κινητικής ενέργειας έχουµε:

WT
0→A +W ελ

0→A = Kτελ −Kαρ = −1

2
mv2

0

W ελ
0→A = U(0)− U(A) = −1

2
kA2, WT

0→A =

∫ A

0

(−bxmg)dx = −1

2
bmgA2

⇒ −1

2
(bmg + k)A2 = −1

2
mv2

0 ⇒ A2 =
m

k + bmg
v2

0

(ϐ) Οµοίως όταν το σώµα επιστρέφει στη ϑέση ισορροπίας x = 0 έχουµε:

−1

2
bmgA2 +

1

2
kA2 =

1

2
mv2

1 ⇒ v2
1 =

k − bmg
m

A2

Συνδυάζοντας µε το προηγούµενο αποτέλεσµα παίρνουµε:

v2
1 =

k − bmg
k + bmg

v2
0

Προσοχή όταν το σώµα είναι στιγµιαία σε ακινησία στην ακρότατη ϑέση x = A εάν ισχύει kA > bAmg δηλαδή
k > bmg τότε το σώµα αρχίζει να κινείται προς την ϑέση ισορροπίας για x = 0. ∆ιαφορετικά εάν k < bmg το
σώµα δεν επιστρέφει στην αρχική του ϑέση, παραµένει ακίνητο.

΄Οταν το σώµα κινηθεί προς το άλλο ακρότατο x = −A′ και επιστρέψει πάλι στην ϑέση ισορροπίας x = 0
ϑα έχει ταχύτητα:

v2
2 =

(
k − bmg
k + bmg

)2

v2
0

4.4.3 Οι κεντρικές δυνάµεις F (r) = F (r)r̂ είναι διατηρητικές (π.χ. δύναµη ϐαρύ-
τητας)

θ1
F1

θ2
F2

r

r+dr

A

dr1

dr2

B

C1

C2

Σχήµα 4.10

WC1
=

∫
C1

F · dr, WC2
=

∫
C2

F · dr

Χωρίζουµε τους δύο δρόµους C1 και C2 σε µικρά κοµµάτια παίρνοντας οµόκεντρες σφαίρες ακτίνας r και
r + dr:

dW1 = F1 · dr1 = F (r)dr1 cos θ1 = F (r)dr

όπου dr1 cos θ1 είναι η προβολή του dr1 στην ακτίνα = dr, οµοίως dr2 cos θ2 = dr

dW2 = F2 · dr2 = F (r)dr2 cos θ2 = F (r)dr
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⇒ dW1 = dW2 για κάθε τέτοια στοιχειώδη διαδροµή

Συνολικά
WC1

=
∑

dW = WC2

εποµένως, το έργο από το σηµείο Α έως το Β είναι το ίδιο για κάθε διαδροµή, και άρα η δύναµη είναι
διατηρητική.

4.4.4 Υπολογισµός ∆ύναµης από τη ∆υναµική Ενέργεια

Είδαµε ότι

∆U = U(P2)− U(P1) = −
∫ P2

P1

F · dr

για µια απειροστή µετακίνηση dr µόνο⇒

⇒ dU = −F · dr όπου dU = U (r + dr)− U(r)

⇒ dU = −Fxdx− Fydy − Fzdz

Εάν έχουµε µια µονοδιάστατη κίνηση, τότε

U = U(x)⇒ dU =
dU

dx
dx = −F (x)dx

⇒ F (x) = −dU

dx

Για τις τρεις διαστάσεις U = U(x, y, z). Για µια τέτοια συνάρτηση έχουµε τη µερική παράγωγο και το ολικό
διαφορικό της U , εποµένως

dU =
∂U

∂x
dx+

∂U

∂y
dy +

∂U

∂z
dz

⇒ Fx = −∂U
∂x

, Fy = −∂U
∂y

, Fz = −∂U
∂z

Παράδειγµα : Ελατήριο, U(x) = (1/2)kx2 ⇒ F (x) = −kx

Παράδειγµα : Πεδίο ϐαρύτητας

U = − GMm√
x2 + y2 + z2

⇒ F = − GMm

(x2 + y2 + z2)
r̂, όπου r =

√
x2 + y2 + z2

Fx = −∂U
∂x

= −dU

dr

∂r

∂x
= −dU

dr
· ∂
√
x2 + y2 + z2

∂x
= −dU

dr
· 1

2
· 2x√

x2 + y2 + z2
= −dU

dr

x

r

Fy = −dU

dr

y

r
και Fz = −dU

dr

z

r
,

dU

dr
=
gmM

r2

F = x̂Fx + ŷFy + ẑFz = −GMm

r2

xx̂+ yŷ + zẑ

r

⇒ F = −GMm

r2
r̂

Γενικό αποτέλεσµα

Εάν U = U(r), r = |r| =
√
x2 + y2 + z2, τότε

F = −dU

dr
r̂

Απόδειξη :

Fx = −∂U
∂x

= −dU

dr

∂r

∂x
= −dU

dr
(

2x

2
√
x2 + y2 + z2

) = −dU

dr

x

r
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οµοίως για τις άλλες δύο συνιστώσες της δύναµης έχουµε Fy = −dU

dr

y

r
και Fz = −dU

dr

z

r

⇒ F = Fxx̂+ Fyŷ + Fzẑ = −dU

dr
(
x

r
x̂+

y

r
ŷ +

z

r
ẑ) = −dU

dr
r̂

Ορίζουµε

∇ = x̂
∂

∂x
+ ŷ

∂

∂y
+ ẑ

∂

∂z

⇒ F = −x̂∂U
∂x
− ŷ∂U

∂y
− ẑ ∂U

∂z
= −∇U

και dU =∇U · dr.

Τοπικό κριτήριο για τις διατηρητικές δυνάµεις

΄Εως τώρα το κριτήριο για το εάν µια δύναµη ήταν συντηρητική–διατηρητική ήταν ότι το έργο της δύναµης σε
κάθε διαδροµή από το Α στο Β είναι το ίδιο, δηλαδή το έργο από το Α στο Α είναι µηδέν∫

C1

∫ B

A

F · dr =

∫
C2

∫ B

A

F · dr ⇒
∮

A→A

F · dr = 0

Αυτό το κριτήριο για τον έλεγχο µιας δύναµης δύσκολα εφαρµόζεται.
Υπάρχει ένα ισοδύναµο (τοπικό) κριτήριο που αποτελεί αναγκαία και ικανή συνθήκη για τις διατηρητικές
δυνάµεις

∇× F = 0 (διαβάζεται στροβιλισµός ή curlF = 0)

για κάθε σηµείο στο χώρο.

∇× F =

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣∣ = x̂

(
∂Fz
∂y
− ∂Fy

∂z

)
+ ŷ

(
∂Fx
∂z
− ∂Fz

∂x

)
+ ẑ

(
∂Fy
∂x
− ∂Fx

∂y

)

Εάν η δύναµη είναι συντηρητική, τότε

F = −∇U ⇒∇× F = −∇×∇U = 0

όπως µπορείτε εύκολα να δείτε κάνοντας τις παραγωγίσεις.
Για παράδειγµα:

∂Fy
∂x

= − ∂

∂x
(
∂U

∂y
),

∂Fx
∂y

= − ∂

∂y
(
∂U

∂x
) ⇒ ∂Fy

∂x
− ∂Fx

∂y
= − ∂

∂x
(
∂U

∂y
) +

∂

∂y
(
∂U

∂x
) = 0

Ειδικά για το πεδίο ϐαρύτητας ϐρίσκουµε:

∂Fy
∂x

=
∂Fx
∂y

= −3GMm
xy

r5

Παράδειγµα

(α) ∆είξτε ότι η δύναµη:

F = x̂
[
ay
(
y2 − 3z2

)]
+ ŷ

[
3ax

(
y2 − z2

)]
+ ẑ [−6axyz]

είναι µία διατηρητική δύναµη.
Η δύναµη είναι διατηρητική όταν έχουµε ∇× F = 0:

∇× F =

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣∣ = x̂

(
∂Fz
∂y
− ∂Fy

∂z

)
+ ŷ

(
∂Fx
∂z
− ∂Fz

∂x

)
+ ẑ

(
∂Fy
∂x
− ∂Fx

∂y

)
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Υπολογίζουµε χωριστά τις τρεις συνιστώσες του διανύσµατος

∂Fz
∂y

= −6axz,
∂Fy
∂z

= −6axz ⇒ ∂Fz
∂y
− ∂Fy

∂z
= 0

∂Fx
∂z

= −6ayz,
∂Fz
∂x

= −6ayz ⇒ ∂Fx
∂z
− ∂Fz

∂x
= 0

∂Fy
∂x

= 3a(y2 − z2),
∂Fx
∂y

= 3ay2 − 3az2 ⇒ ∂Fy
∂x
− ∂Fx

∂y
= 0

άρα ∇× F = 0.
(ϐ) ∆είξτε ότι η δύναµη:

F = x̂
[
ay
(
y2 − 3z2

)]
+ ŷ

[
3ax

(
y2 − z2

)]
+ ẑ [6axyz]

δεν είναι διατηρητική.
Υπολογίζουµε την ποσότητα ∇× F :

∂Fz
∂y

= 6axz,
∂Fy
∂z

= −6axz ⇒ ∂Fz
∂y
− ∂Fy

∂z
= 12axz

∂Fx
∂z

= −6ayz,
∂Fz
∂x

= 6ayz ⇒ ∂Fx
∂z
− ∂Fz

∂x
= −12ayz

∂Fy
∂x

= 3a(y2 − z2),
∂Fx
∂y

= 3ay2 − 3az2 ⇒ ∂Fy
∂x
− ∂Fx

∂y
= 0

άρα ∇× F = x̂(12axz) + ŷ(−12ayz).

Παράδειγµα : Υπολογισµός ∆υναµικής Ενέργειας

(α) Κάτω από ποιές προυποθέσεις η δύναµη

F = ayx̂+ bxŷ

είναι διατηρητική ;
(ϐ) Να υπολογίσετε τη συνάρτηση της δυναµικής ενέργειας ϑεωρώντας το σηµείο (0, 0) ως σηµείο αναφοράς.

(α) Η δύναµη είναι διατηρητική όταν έχουµε ∇× F = 0 για κάθε σηµείο στο χώρο:

∇× F =

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
ay bx 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 + 0 + (b− a)ẑ

΄Αρα εάν a = b τότε ∇× F = 0 ταυτοτικά µηδέν για κάθε σηµείο στο χώρο.

(ϐ) (ι) Πρώτος τρόπος υπολογισµού της συνάρτησης δυναµικής ενέργειας :
Ο γενικός τύπος είναι U(x, y)− U(0, 0) = −

∫ (x,y)

(0,0)
(Fxdx+ Fydy)

∆ιαλέγουµε κατάλληλη διαδροµή, εδώ διαλέγουµε την διαδροµή (0, 0)→ (x, 0)→ (x, y) και επίσης ορίζουµε
ότι U(0, 0) = 0

⇒ U(x, y) = −
∫ (x,0)

(0,0)

Fxdx−
∫ (x,y)

(x,0)

Fydy = 0−
∫ y

0

axdy = −axy

(ιι) ∆εύτερος τρόπος υπολογισµού της συνάρτησης δυναµικής ενέργειας :
Από τον ορισµό της δύναµης µέσω της δυναµικής ενέργειας έχουµε τις διαφορικές εξισώσεις :

Fx = −∂U
∂x

⇒ ∂U

∂x
= −ay

και
Fy = −∂U

∂y
⇒ ∂U

∂y
= −ax

Ολοκληρώνοντας την πρώτη εξίσωση ως προς x παίρνουµε

U(x, y) = −axy + f(y)
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και ολοκληρώνοντας την δεύτερη εξίσωση ως προς y έχουµε

U(x, y) = −axy + g(x)

Οι δύο αυτές εξισώσεις είναι συµβατές όταν έχουµε f(y) = g(x) = c, ακόµη c = 0 διότι U(0, 0) = 0.

Πρόβληµα 4

΄Ενα σώµα µάζας m διαγράφει τροχιά στο χώρο που δίνεται από το διάνυσµα

r = αx̂− βŷ + (γx̂− δŷ)
t2

2

όπου α, β, γ, δ σταθερές.
Βρείτε : (ι) Τη δύναµη που ασκείται στο σώµα. Είναι η δύναµη διατηρητική ;
(ιι) Την δυναµική ενέργεια εάν U(0, 0) = 0.

(ι) Υπολογίζουµε τη δύναµη από τον Νόµο του Νεύτωνα F = m
dv

dt
:

v =
dr

dt
= (γx̂− δŷ)t, a =

dv

dt
= γx̂− δŷ ⇒ F = ma = mγx̂−mδŷ

Ισχύει

∇× F =

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
mγ −mδ 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

άρα η δύναµη είναι διατηρητική.

(ιι) Υπολογίζουµε την δυναµική ενέργεια από το ολοκλήρωµα της δύναµης σε κατάλληλη διαδροµή:

U(x, y)− U(0, 0) = −
∫ (x,0)

(0,0)

Fxdx−
∫ (x,y)

(x,0)

Fydy = −mγx+mδy

4.5 ∆υναµική ενέργεια και σηµεία αναστροφής, ∆έσµιες τροχιές, σηµεία ισορρο-
πίας

Θα αναφερθούµε στην περίπτωση της µίας διάστασης.

E =
1

2
mv2 + U(x) = σταθερή

Σχεδιάζουµε πρώτα την καµπύλη της δυναµικής ενέργειας και µετά µε ϐάση τη γραφική παράσταση της
δυναµικής ενέργειας ϑα εξετάσουµε τις διάφορες δυνατές κινήσεις.

U0

E1

E2

E

x0 βα

U(x)

γ

Εάν το σώµα έχει ενέργεια E1, τότε η κίνησή του γίνεται υποχρεωτικά ανάµεσα στα σηµεία α και β, που είναι
σηµεία αναστροφής (v = 0), E = U(α) = U(β) και η τροχιά λέγεται δέσµια.
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Εάν E = U0 ⇒ v = 0, άρα το σώµα ακίνητο σε κατάσταση ευσταθούς ισορροπίας (για µικρές αποκλίσεις
γύρω από τη ϑέση ευσταθούς ισορροπίας έχουµε περιοδική κίνηση). Στην ϑέση ευσταθούς ισορροπίας ισχύει :

dU

dx

∣∣∣∣
x=x0

= 0,
d2U

dx2

∣∣∣∣
x=x0

> 0

Εάν E = E2, τότε το σώµα µπορεί να κινηθεί από τα σηµεία γ έως το άπειρο, µη δέσµια τροχιά.
Για κάθε ϑέση του σώµατος έχουµε:

v2 =
2

m
[E − U(x)] ≥ 0

⇒ dx

dt
= ±

√
2

m
[E − U(x)]⇒ t2 − t1 =

∫ x2

x1

dx√
2

m
(E − U(x))

Παράδειγµα 1: Ελατήριο

E

0 βα x

Σχήµα 4.11

U(x) =
1

2
kx2

Περιοδική κίνηση ανάµεσα στα σηµεία α και β, ταλάντωση

v2 =
2

m
[E − U(x)]

ακρότατο, σηµείο αναστροφής, για v = 0 ⇒ E =
1

2
kα2 =

1

2
kβ2 ⇒ |α| = |β|

καθώς κινείται από το 0 στο β το σώµα επιβραδύνεται, η ταχύτητα ελαττώνεται, η δυναµική ενέργεια αυξάνεται,
καθώς κινείται από το β στο 0 η ταχύτητα αυξάνεται και η δυναµική ενέργεια ελαττώνεται.

Εφαρµόζουµε στο ελατήριο την σχέση που ϐρήκαµε προηγουµένως και δίνει τον χρόνο κίνησης ανάµεσα
σε δύο σηµεία. Εάν T η περίοδος της ταλάντωσης τότε ο χρόνος κίνησης από την ϑέση ισορροπίας µέχρι το
ακρότατο είναι T4 και ισχύει :

T

4
=

∫ α

0

dx√
2
m (

1

2
kα2 − 1

2
kx2)

=

√
m

k

∫ α

0

dx√
α2 − x2

=

√
m

k

∫ 1

0

dy√
1− y2

=
π

2

√
m

k

΄Αρα η περίοδος της ταλάντωσης είναι T = 2π
√

m
k .

Παράδειγµα 2

Κάντε γραφική παράσταση της συνάρτησης δυναµικής ενέργειας

U(x) =
b

x2
− 2c

x
, b > 0, c > 0, x > 0

και περιγράψτε ποιοτικά την κίνηση σώµατος µάζας m.
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Οριακή συµπεριφορά της συνάρτησης δυναµικής ενέργειας

U(x→ 0)→∞, U(x→∞)→ 0, U(x1 =
b

2c
) = 0, U(x > x1) < 0

Ακρότατο της δυναµικής ενέργειας :
dU

dx

(
x = x0 =

b

c

)
= 0

d2U

dx2
(x0) =

2c4

b3
> 0, ελάχιστο, σηµείο ευσταθούς ισορροπίας.

U (x0 = b/c) = −c
2

b
= U0

Ενεργειακά ξεχωρίζουµε δύο περιοχές :

(ι) E ≥ 0
Το σώµα µπορεί να κινηθεί από µία ελάχιστη τιµή του x, όπου η δυναµική ενέργεια ισούται µε την ολική
ενέργεια, µέχρι το άπειρο µε ϑετική κινήτική ενέργεια για E > 0. Η κινητική ενέργεια στο άπειρο είναι µηδέν
εάν το σώµα έχει ολική ενέργεια E = 0. Εάν το σώµα έρχεται από δεξιά προς µικρότερες τιµές του x έχει ένα
σηµείο αναστροφής γ όπου γ < x1 για E > 0, εκει η κινητική ενέργεια είναι µηδέν και E = U(γ). Εάν E = 0
το σηµείο αναστροφής ειναι το x1.

(ιι) U0 < E < 0
Η κίνηση του σώµατος είναι περιοδική. Το σώµα κινείται ανάµεσα σε δύο σηµεία αναστροφής α και β,εκατέρωθεν
του x0, όπου η κινητική του ενέργεια µηδενίζεται και E = U(α) = U(β), δέσµια τροχιά.

Παράδειγµα 3: Πεδίο ϐαρύτητας της Γης

E

R

RΓ

Μέγιστο
ύψος

Σχήµα 4.12

RMΓ

m

R
F = −GMΓm

R2
R̂

U(R) = −GMΓm

R

∆ιατήρηση Μηχανικής Ενέργειας

1

2
mv2 − GMΓm

R
= σταθερό = E

Ταχύτητα ∆ιαφυγής
E(επιφάνεια της Γης) = E(σε άπειρη απόσταση)
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1

2
mv2

Γ −
GMΓm

RΓ
=

1

2
mv2
∞

εποµένως, εάν v2
∞ = 0, τότε

1

2�
�mv2

Γ = G
MΓm

RΓ
⇒ v2

Γ =
2GMΓ

RΓ

Ενέργεια Σελήνης σε κυκλική κίνηση γύρω από τη Γη
E =

1

2
MΣv

2 − GMΓMΣ

R
GMΓMΣ

R2
= MΣ

v2

R

⇒ E = −1

2
G
MΓMΣ

R
< 0

4.6 Θερµότητα και Ισχύς

Θερµότητα : Μακροσκοπικά µια άλλη µορφή ενέργειας → µη διατηρητικές δυνάµεις → µικροσκοπικά
έχουµε κινητική και δυναµική ενέργεια των µορίων του σώµατος.

Ισχύς ∆ύναµης :

P =
dW

dt

Μονάδα Ισχύος : 1 Watt = 1 J/s, 1 hP = 745, 7 W

P =
dW

dt
= F · dr

dt
= F · v

Απώλειες ισχύος σε ένα κινούµενο αυτοκίνητο

Το αυτοκίνητο είναι µια µηχανική κατασκευή χαµηλής απόδοσης, λιγότερο από 15% της διαθέσιµης ενέργειας
χρησιµοποιείται στην κίνηση του αυτοκινήτου ενώ το υπόλοιπο 85% είναι απώλειες τις οποίες ϑα περιγράψουµε
σε αυτή την παράγραφο.
Χοντρικά η κατανοµή της παραγόµενης ισχύος απο τη µηχανή του αυτοκινήτου είναι :
10% χάνεται από τριβές στα διάφορα µηχανικά µέρη όπως διαφορικό, άξονας, ιµάντας κ.λ.π..
6% τριβές στον κινητήρα.
4% κλιµατισµός, ϕώτα, ϕρένα.
65% περίπου ενεργειακές απώλειες στο περιβάλλον απο π.χ. εξάτµιση και ψυγείο που επιβάλονται από τους
νόµους της ϑερµοδυναµικής.
Από το 15% διαθέσιµης ισχύος ένα µεγάλο ποσοστό καταναλώνεται στις δυνάµεις τριβής µε το οδόστρωµα και
κυρίως για να υπερνικήσουµε την αντίσταση του αέρα η οποία εξαρτάται από το τετράγωνο της ταχύτητας του
αυτοκινήτου και το σχήµα του.

Εφαρµογή : Αυτοκίνητο που κινείται επιταχυνόµενο σε ανηφόρα

Αυτοκίνητο µάζας m έχει ταχύτητα v και επιταχύνεται καθώς κινείται σε ανηφορικό δρόµο που σχηµατίζει
γωνία θ µε τον ορίζοντα. Το αυτοκίνητο έχει επιτάχυνση a και η δύναµη τριβής που οφείλεται στον αέρα είναι
Fαν = b0 + b1v

2 αντίθετη της κίνησης του οχήµατος. Βρείτε την ισχύ που δίνει η µηχανή.

΄Εστω F δύναµη που κινεί το αυτοκίνητο. Η διανυσµατική εξίσωση κίνησης είναι :

F + Fαν +B = ma

µελετάµε την κίνηση κατά µήκος του ¨κεκλιµένου¨ επιπέδου που κινείται το αυτοκίνητο :

F − Fαν −mg sin θ = ma ⇒ F = Fαν +mg sin θ +ma

΄Αρα η ισχύς η απαραίτητη για την κίνηση του αυτοκινήτου είναι :

P = F · v = mva+ b0v + b1v
3 +mvg sin θ

Αριθµητική εφαρµογή για να δούµε το ποσοστό ισχύος που αντιστοιχεί σε κάθε όρο του προηγούµενου αθροί-
σµατος :
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΄Εστω ότι η µάζα του αυτοκινήτου είναι m = 1250 Kgr, η επιτάχυνση a = 1 m/sec, γωνία θ = 100, οι δύο όροι
στην σχέση της αντίστασης του αέρα είναι b0 ' 200 Nt και b1 ' 0.7 Kg m/sec2. Τέλος ας υποθέσουµε ότι
εχουµε ταχύτητα οχήµατος ίση µε v = 20 m/sec ' 72 Km/h:

mva = 25 kW, mvg sin θ = 43 kW, b0v = 4 kW, b1v
3 ' 6 kW ⇒ P = 78 kW

Εάν η ταχύτητα του οχήµατος διπλασιαστεί v = 40 m/sec ' 140 Km/h ϐρίσκουµε:

mva = 50 kW, mvg sin θ = 85 kW, b0v = 8 kW, b1v
3 ' 45 kW ⇒ P = 188 kW

Συµπερασµατικά µπορούµε να πούµε ότι η µεγαλύτερη κατανάλωση ισχύος οφείλεται στην ανηφόρα και
κατόπιν στην αντίσταση του αέρα η οποία είναι ανάλογη µε τον κύβο της ταχύτητας. Σηµείωση, sin 100 ' 0.1736
ενώ εάν η γωνία είναι θ = 200 τότε sin 200 ' 0.342 και η κατανάλωση ισχύος λόγω της ανηφόρας σχεδόν
διπλασιάζεται.

4.7 Πεδίο Βαρύτητας Σφαιρικού Φλοιού

A

m

l

rO θ

M

R

B

Rsinθ

dθ

Σχήµα 4.13

Ολική µάζα σφαιρικού ϕλοιού ίση µε M άρα επιφανειακή πυκνότητα µάζας σ = M/4πR2. Χωρίζουµε το
σφαιρικό ϕλοιό σε δακτυλίδια µε επίπεδο κάθετο στη γραµµή ΟΑ. Το στοιχειώδες εµβαδόν του κάθε δακτυλιδιού
είναι ∆S = (2πR sin θ) (Rdθ) όπου dθ είναι το γωνιακό εύρος του δακτυλιδιού.

⇒ ∆M(θ) = σ∆S =
M

4πR2
(2πR sin θ) (Rdθ) =

M

4πR2
2πR2 sin θdθ

⇒ dMδακτ =
M

2
sin θdθ

και

dUδακτ = −GdMδακτm

l
= −GM

2
m

sin θdθ

l

⇒ U =
∑

δακτυλίδια

δυναµικών ενεργειών από κάθε δακτυλίδι = −GMm

2

∫ π

0

sin θdθ

l

Τρίγωνο ΟΑΒ⇒ l2 = R2 + r2 − 2Rr cos θ

Παραγωγίζουµε ως προς θ αυτή την παράσταση

dl2

dθ
= 2Rr sin θ ⇒ �2ldl = �2Rr sin θdθ

⇒ dl

Rr
=

sin θdθ

l

Για τα όρια ολοκλήρωσης έχουµε: θ = 0⇒ l = r −R, θ = π ⇒ l = r +R

⇒ U = −GMm

2

1

Rr

∫ r+R

r−R
dl = −GMm

2

1

Rr
(r +R− (r −R))
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⇒ U = −GMm

2

1

Rr
2R = −GMm

r
όταν έχουµε r > R

Εάν η µάζα ϐρίσκεται µέσα στο ϕλοιό, τότε
∫ R+r

R−r
dl = 2r

⇒ U = −GMm

R
= σταθερή για κάθε r όταν έχουµε r < R

εποµένως όταν η µάζα είναι µέσα δεν δέχεται καµία δύναµη,

F = −dU

dr
= 0

Εάν λοιπόν ϑέλουµε να υπολογίσουµε τη δύναµη της Γης σε µάζα µέσα στη Γη, τότε χωρίζουµε τη Γη σε δύο
συµπαγείς ϕλοιούς, έναν µε ακτίνα (0, r) και έναν µε ακτίνα (r,RΓ). Η πυκνότητα της µάζας είναι % = MΓ

4
3πR

3
Γ

και ο εσωτερικός ϕλοιός έχει µάζα M(r) = 4
3ρπr

3. Ο εξωτερικός ασκεί δύναµη µηδέν στη m, ενώ για τον
εσωτερικό έχουµε

F = −GM(r)m

r2
= −GMΓ

R3
Γ
r3m

r2

⇒ F = −GMΓm

R3
Γ

r για r < RΓ

και
F = −GMΓm

r2
για r > RΓ.

RΓ r

F

Σχήµα 4.14

U(R) = −
∫ R

∞
F · dr = −

∫ RΓ

∞
F · dr −

∫ R

RΓ

F · dr = −GMΓm

RΓ
−
∫ R

RΓ

F · dr

= −GMΓm

RΓ
−
∫ R

RΓ

(
−GMΓm

R3
Γ

r

)
dr = . . . = −3

2

GMΓm

RΓ
+
GMΓm

R3
Γ

R2

2

όπου R η απόσταση από το κέντρο της Γης, R < RΓ.
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