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Αζήλα, 2021 



ΠΑΡΑΓΔΗΓΜΑΣΑ ΤΕΔΤΓΜΔΝΩΝ ΣΑΛΑΝΣΩΣΩΝ 

 

Παπάδειγμα. Δλεύθεπο ζύζηημα ηπιών ζωμάηων. Σξία 

βαγόληα ακαμνζηνηρίαο, κε κάδεο m1, m2 θαη m3, ζπλδένληαη κε 

ειαηήξηα ζηαζεξώλ sa θαη sb, όπσο ζην ζρήκα. Σν ζύζηεκα 

αθηλεηεί, κε ηελ απόζηαζε αλάκεζα ζηα θέληξα ησλ βαγνληώλ 

λα είλαη ίζε κε 0L . Καηά ηε ρξνληθή ζηηγκή 0t  ,  δίλεηαη 

ζηηγκηαία ώζεζε ζην βαγόλη 1, ε νπνία ηνπ πξνζδίδεη ζηηγκηαία ηαρύηεηα  1 010t   . 

(α) Θεσξήζηε έλα ζηηγκηόηππν ηεο θίλεζεο, θάπνηα ρξνληθή ζηηγκή 0t  , όηαλ ην θέληξν θάζε βαγνληνύ 

έρεη απνκαθξπλζεί από ηελ αξρηθή ηνπ ζέζε θαηά  1x t ,  2x t  θαη  3x t , αληίζηνηρα, θαη γξάςηε ηε 

δηαθνξηθή εμίζσζε θίλεζεο πνπ ηθαλνπνηεί θάζε κία από ηηο ζπλαξηήζεηο  1x t ,  2x t ,  3x t  ζεσξώληαο 

ακειεηέεο ηηο ηξηβέο από ην δάπεδν. 

 (β) Αλαδεηήζηε ιύζεηο κε ηε κνξθή Καλνληθώλ Σξόπσλ Σαιάλησζεο [δει. ππνζέζηε όηη θαη νη ηξείο 

κάδεο θηλνύληαη κε θνηλή ζπρλόηεηα (σ) θαη θάζε (θ), αιιά κε δηαθνξεηηθά πιάηε Α, Β, Γ] θαη, 

αληηθαζηζηώληαο ζηηο εμηζώζεηο θίλεζεο ηνπ εξσηήκαηνο (α), δηαηππώζηε ηε ζπλζήθε επηιπζηκόηεηαο 

ηνπ πξνβιήκαηνο. 

 (γ) ην απνηέιεζκα ηνπ εξσηήκαηνο (β) ππνζέζηε όηη 1 2 3m m m m    θαη a bs s s   θαη 

πξνζδηνξίζηε, ζπλαξηήζεη ηεο ραξαθηεξηζηηθήο ζπρλόηεηαο 0 /s m  , ηηο ζπρλόηεηεο ησλ ΚΣΣ πνπ 

πξνθύπηνπλ από ηελ επίιπζε ηεο ζπλζήθεο ηνπ εξσηήκαηνο (β). 

(δ) Πξνζδηνξίζηε ηα πειίθα ησλ πιαηώλ Β/Α θαη Γ/Α, γηα θάζε έλαλ ΚΣΣ 

(ε) Γξάςηε ηε γεληθή ιύζε ηνπ πξνβιήκαηνο σο γξακκηθό ζπλδπαζκό ΚΣΣ, αλαθέξεηε πνηέο είλαη νη 

ζηαζεξέο νινθιήξσζεο θαη εμεγήζηε από πνηέο ζπλζήθεο πξνζδηνξίδνληαη. 

 

ΑΠΑΝΣΖΖ 
 

(α)     1 1 1 2am x t s x x    

           2 2 2 1 2 3a bm x t s x x s x x      

         3 3 3 2bm x t s x x    

 (β)              1 2 3cos , cos , cos ,x t t x t t x t t               

                   2 2 2

1 2 3cos , cos , cos ,x t t x t t x t t                     

Αληηθαζηζηώληαο ζηηο εμηζώζεηο θίλεζεο ηνπ (α) παίξλνπκε έλα γξακκηθό νκνγελέο ζύζηεκα (3x3) γηα 

ηα πιάηε Α, Β, Γ, κε ζπλζήθε επηιπζηκόηεηαο 
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Από ηνλ κεδεληζκό ηνπ ηειεπηαίνπ γηλνκέλνπ, πξνθύπηνπλ νη ηξεηο ξίδεο 

1 2 0 3 00, , 3        

 

 (δ1) Αληηθαζηζηώληαο  1 0   , ζηηο εμηζώζεηο θίλεζεο ησλ καδώλ m1 θαη m3, παίξλνπκε: 

 

 

2 2 2
2 2

0 1 0 1
0 1 0 1

1 1 12 22 2 2
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Σν θπζηθό λόεκα ηόζν ηεο ζπρλόηεηαο  1 0    όζν θαη ησλ πιαηώλ  1 1 1     , είλαη όηη έρνπκε 

απεξηνδηθή θίλεζε ηνπ ζπζηήκαηνο ( 1 0    πεξίνδνο T  ), δει., είηε αθηλεζία είηε κεηαηόπηζε 

κε ίδηα ζηαζεξή ηαρύηεηα όισλ ησλ ζσκάησλ, (Παξάιιειε κεηαηόπηζε όινπ ηνπ ζπξκνύ).  

 

(δ2) Αληηθαζηζηώληαο  2 0    , ζηηο εμηζώζεηο θίλεζεο ησλ καδώλ m1 θαη m3, παίξλνπκε: 

 

 

2 2 2
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0 2 0 2
2 0 2
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0 00

   

  

           
      

             

 

Καη αληηθαζηζησληαο B2=0, ζηελ εμίζσζε θίλεζεο ηεο κάδαο m2, παίξλνπκε: 

 

 2 2 2 2 2 2

0 2 0 2 0 2 0 2 0 2 2 22 0 0                        

Αθηλεζία ηνπ θεληξηθνύ βαγνληνύ θαη ζπκκεηξηθή ηαιάλησζε ησλ άιισλ δύν (πκκεηξηθή Σαιάλησζε). 

 

(δ3) Αληηθαζηζηώληαο  3 0 3    , ζηηο εμηζώζεηο θίλεζεο ησλ καδώλ m1 θαη m3, παίξλνπκε: 

 

 

2 2 2
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0 3 0 3 3 30 3 0 3
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Παξάιιειε θίλεζε ησλ αθξαίσλ, αληίζεηα σο πξνο ην θεληξηθό, θαη κε πιάηνο ίζν κε ην κηζό από 

ην πιάηνο ηνπ θεληξηθνύ (Αληη-ζπκκεηξηθή Σαιάλησζε) 
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Οη ζηαζεξέο νινθιήξσζεο είλαη ηα ηξία πιάηε, 1,2,3  θαη νη ηξείο θάζεηο  1,2,3 , θαη πξνθύπηνπλ από ηηο 

αξρηθέο ζπλζήθεο (ζέζεηο–ηαρύηεηαο)x3. Tα ππόινηπα πιάηε 1,2,3   θαη  1,2,3   έρνπλ πξνθύςεη από ην 

εξώηεκα (δ) ζπλαξηήζεη ησλ 1,2,3 . 

 ηα ειεύζεξα ζπζηήκαηα n-ζσκάησλ, ειαζηηθά ζπδεπγκέλσλ, έρνπκε (n-1) Καλνλθνύο Σξόπνπο 

Σαιάλησζε, ελώ ν n-ζηόο ηξόπνο αληηζηνηρεί ζηελ αθηλεζία ή ηελ ηζνηαρή θίλεζε, κε ζηαζεξή ηαρύηεηα, 

όισλ ησλ ζσκάησλ ηνπ ζπζηήκαηνο. 

 

 

Παπάδειγμα. Αδπανειακή ζύζεςξη δύο εκκπεμών. Γύν ηδαληθά 

εθθξεκή κάδαο m θαη κήθνπο L, ην θαζέλα, θξέκνληαη από δύν 

δηαθνξεηηθά ζεκεία ηεο νξνθήο κηθξνύ νρήκαηνο κάδαο Μ, ην νπνίν 

κπνξεί λα θηλείηαη ειεύζεξα, ρσξίο ηξηβέο, πάλσ ζε νξηδόληην επίπεδν. 

Σν ζύζηεκα βξίζθεηαη κέζα ζε θαηαθόξπθν πεδίν βαξύηεηαο g. Σα δύν 

εθθξεκή εθηξέπνληαη θαηά κηθξέο γσλίεο από ηελ θαηαθόξπθν, έηζη 

ώζηε λα θάλνπλ ηαιαληώζεηο κηθξώλ γσληώλ, κέλνληαο ζην 

θαηαθόξπθν επίπεδν πνπ πεξλάεη από ηα ζεκεία αλάξηεζεο. α) Γξάςηε ηηο εμηζώζεηο θίλεζεο γηα θάζε 

έλα από ηα ηξία ζώκαηα (m, m, M). β) Τπνζέζηε όηη ην ζύζηεκα εθηειεί θίλεζε ζε θαλνληθό ηξόπν 

ηαιάλησζεο (ΚΣΣ : θνηλή ζπρλόηεηα) θαη δηαηππώζηε ηε ζπλζήθε ππνινγηζκνύ ησλ ζπρλνηήησλ ησλ 

θαλνληθώλ ηξόπσλ ηαιάλησζεο. γ) Δπηιύζηε ηε ραξαθηεξηζηηθή εμίζσζε, γηα ηελ πεξίπησζε m=M, θαη 

πξνζδηνξίζηε ηηο ζπρλόηεηεο θαη ηα ζρεηηθά πιάηε ησλ ΚΣΣ. 

 

ΑΠΑΝΣΖΖ 

 

Μεηξώληαο ηηο απνκαθξύλζεηο από ηηο αξρηθέο ζέζεηο εξεκίαο (αδξαλεηαθά ζεκεία αλαθνξάο, εζηηγκέλεο 

γξακκέο ζην ζρήκα), θαη ζηελ πξνζέγγηζε ησλ κηθξώλ γσληώλ, γξάθνπκε ηηο εμηζώζεηο θίλεζεο: 

 1 3
1 1 1 1x
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m x T m g
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Αλαδεηώληαο ιύζεηο κε ηε κνξθή θαλνληθώλ ηξόπσλ ηαιάλησζεο  

  1 cosx t    ,  2 cosx t    ,  3 cosx t     

θαη αληηθαζηζηώληαο ζηηο εμηζώζεηο θίλεζεο  

   2 / 0 / 0g L g L       
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πλζήθε επηιπζηκόηεηαο ηνπ  3 3 νκνγελνύο ζπζηήκαηνο, γηα ηα  , ,    
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(γ)    Τπνζέηνληαο   2

1 1 0, /m m M g L    , θαη αλαπηύζζνληαο ηελ νξίδνπζα: 

     2 2 2 2 2

0 03 0       , 

Δπνκέλσο, νη ηδηνζπρλόηεηεο θαη νη ηα αληίζηνηρα ηδην-δηαλύζκαηα είλαη 
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ρόιην: Αλ νη κεηαηνπίζεηο  x1, x2,  είραλ κεηξεζεί ζε ζρέζε κε ηηο θαηαθνξύθνπο από ηα ζεκεία 

αλάξηεζεο, ζα έπξεπε λα πξνζηεζνύλ αδξαλεηαθέο δπλάκεηο ζηηο αληίζηνηρεο κάδεο, επεηδή ηα ζεκεία 

αλάξηεζεο είλαη κε αδξαλεηθά ζεκεία αλαθνξάο. Απηνί νη όξνη ησλ αδξαλεηαθώλ δπλάκεσλ 

 1 3 2 3,m x m x  ζα έπαηδαλ ην ξόιν ζύδεπμεο ηνπ θαζελόο εθθξεκνύο κε ην όρεκα. 

 

Σν ειεθηξηθό αλάινγν ηνπ πξνεγνύκελνπ παξαδείγκαηνο είλαη ε επαγσγηθή ζύδεπμε δύν 

ηδαληθώλ θπθισκάησλ L-C, κέζσ ηεο ακνηβαίαο επαγσγήο ηνπο, ε νπνία νθείιεηαη ζηε ρσξηθή γεηηλίαζε 

ησλ δύν πελίσλ. 

 

Παπάδειγμα. ςνδςαζμόρ ελαζηικήρ και αδπανειακήρ ζύζεςξηρ. 
Σξνρήιαην όρεκα, κάδαο m1, ην νπνίν κπνξεί λα θηλείηεη ρσξίο ηξηβέο ζε 

νξηδόληην επίπεδν, ζπλδέεηαη ζε αθιόλεηα ηνηρώκαηα κέζσ δύν ειαηεξίσλ, κε 

ζηαζεξέο ζθιεξόηεηαο s1 θαη s2, αληίζηνηρα, όπσο ζην ζρήκα. Από ηελ νξνθή 

ηνπ νρήκαηνο θξέκεηαη ζεκεηαθή κάδα m2, κέζσ αβαξνύο ξάβδνπ κήθνπο L. 

Δλώ ην ζύζηεκα ζπγθξαηείηαη ζε θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο, (έηζη ώζηε ηα δύν 

ειαηήξηα λα έρνπλ ην θπζηθό ηνπο κήθνο), εθηξέπνπκε ην εθθξεκέο  2 ,m L θαηά κηθξή γσλία 

 0 0 0 0sin tan      θαη αθήλνπκε ην ζύζηεκα ειεύζεξν. (α) Γξάςηε ηηο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο 

θίλεζεο ησλ καδώλ m1 (κεηαηόπηζε: x1) θαη m2 (κεηαηόπηζε: x2), γηα θηλήζεηο κηθξνύ πιάηνπο. (β) 

Αλαδεηείζηε ιύζεηο κε ηε κνξθή Καλνληθώλ Σξόπσλ Σαιάλησζεο    1 cosx t A t   , 

   2 cosx t B t    θαη, αληηθαζηζηώληαο ζηηο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο ηνπ (α), γξάςηε ηε ζρέζε 

επηιπζεκόηεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο. (γ) Γηα ηελ πεξίπησζε πνπ 1 2m m m  , 1 2s s s   θαη 0

s g

m L
  , 

ππνινγίζηε ηηο ζπρλόηεηεο ησλ θαλνληθώλ ηξόπσλ ηαιάλησζεο, ζπλαξηήζεη ηνπ 0 , θαη ηηο θαλνληθέο 

ζπληεηαγκέλεο, 

ΑΠΑΝΣΖΖ  

(α) Δμηζώζεηο θίλεζεο  
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 (β) Αληηθαζηζηώληαο ηα    1 cosx t A t  θαη    2 cosx t B t , θαη παξαγώγνπο  έρνπκε: 
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Γηα ηελ επηιπζηκόηεηα ηνπ ζπζηήκαηνο πξέπεη λα ηζρύεη: 
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 (γ) Γηα ηελ πεξίπησζε πνπ 1 2m m m  , 1 2s s s   θαη 0

s g

m L
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ΠΔΡΗΟΓΗΚΔ ΓΗΑΣΑΞΔΗ  ΤΕΔΤΓΜΔΝΩΝ ΣΑΛΑΝΣΩΣΩΝ 

 

ηελ ελόηεηα απηή κειεηώληαη ζπζηήκαηα πνπ απνηεινύληαη από κεγάιν αξηζκό ζπδεπγκέλσλ 

ηαιαλησηώλ, νη νπνίνη όκσο βξίζθνληαη ζε κία πεξηνδηθή δηάηαμε. Έλα ηέηνην ζύζηεκα Ν-ηαιαλησηώλ 

παξνπζηάδεη έλα πιήζνο, Ν-ηνλ-αξηζκό, Καλνληθώλ Σξόπσλ Σαιάλησζεο
1
, νη νπνίνη εθδειώλνληαη, 

όπσο αλακέλεηαη, αλεμάξηεηα από ηελ πεξηνδηθόηεηα ηεο δηάηαμεο. Σν λέν ζηνηρείν ηεο πεξηνδηθόηεηαο 

έρεη σο απνηέιεζκα ηελ εκθάληζε θάπνηαο θαλνληθόηεηαο ζηε ζρέζε κεηαμύ ησλ δηαδνρηθώλ 

ζπρλνηήησλ ησλ ΚΣΣ θαη, ζε εηδηθόηεξεο πεξηπηώζεηο, ηνλ επηκεξηζκό ηνπ πεδίνπ ζπρλνηήησλ ζε 

πεξηνρέο ζπρλνηήησλ πνπ είλαη επηηξεπηέο ζην ζύζηεκα (δώλεο ζπρλνηήησλ) θαη ζε πεξηνρέο ζπρλνηήησλ 

πνπ δελ είλαη επηηξεπηέο ζην ζύζηεκα (ράζκαηα ζπρλνηήησλ). Η ζπκπεξηθνξά απηή πξνεηθάδεη, κε 

θάπνην ηξόπν, ηε ζπκπεξηθνξά ησλ ειεθηξνλίσλ όηαλ θηλνύληαη, ζύκθσλα κε ηνπο λόκνπο ηεο 

Κβαληνκεραληθήο, κέζα, π.ρ., ζην πεξηνδηθό πεξηβάιινλ ελόο θξπζηαιιηθνύ πιηθνύ, θαη ηε δεκνπξγία 

ησλ αληίζηνηρσλ ελεξγεηαθώλ δσλώλ, (ζζέλνπο, αγσγηκόηεηαο) θαη ησλ ελεξγεηαθώλ ραζκάησλ.  

Δπηπιένλ, ε κειέηε απηώλ ησλ ζπζηεκάησλ είλαη ρξήζηκε δηόηη κε κία θαηάιιει νξηαθή 

δηαδηθαζία, π.ρ., ζπλερή ππνδηπιαζηαζκό ησλ καδώλ θαη ζπλερή ππνδηπιαζηαζκό ησλ κεηαμύ ηνπο 

απνζηάζεσλ, κπνξεί θαλείο λα πξνζεγγίζεη ηηο εμηζώζεηο πνπ πεξηγξάθνπλ ηελ θιαζηθή ζπκπεξηθνξά 

ηνπ ζπλερνύο ζώκαηνο, όπσο είλαη νη θπκαηηθέο εμηζώζεηο ζε κία ή πεξηζζόηεξεο δηαζηάζεηο. 

 

Παπάδειγμα 2-3.1  Πεπιοδική γπαμμική διάηαξη Ν-ζωμαηιδίων, ίδιαρ μάζαρ m, ζε ιδανική σοπδή 

αμεληηέαρ μάζαρ, η οποία ηείνεηαι με ηάζη Τ. Μνλνδηάζηαην πεξηνδηθό ζύζηεκα απνηειείηαη από Ν 

ζεκεηαθέο κάδεο m, ζηεξεσκέλεο ζε ίζεο απνζηάζεηο a, κεηαμύ ηνπο, ζε ηδαληθή κε-εθηαηή ρνξδή 

κεδεληθήο κάδαο, ε νπνία ηείλεηαη κε ηάζε Τ. Σν κήθνο ηεο ρνξδήο είλαη  1L N a  , θαη ηα δύν άθξα 

ηεο (πνπ απέρνπλ επίζεο απόζηαζε a από ηηο αθξαίεο κάδεο) είλαη ζηεξεσκέλα ζε αθιόλεηα ζεκεία. Οη 

κάδεο δηαηαξάζζνληαη ώζηε λα εθηεινύλ ηαιάλησζε εγθάξζηα σο πξνο ηελ ρνξδή (θηλνύκελεο όιεο ζην 

                                                 
1
 Αλ ην ζύζηεκα είλαη ειεύζεξν, (δει., δελ είλαη ζηεξεσκέλνπ, κέζσ ελόο ηνπιάρηζηνλ ηαιαλησηή, ζε αθιόλεην ζεκείν), ηόηε 

ην θέληξν κάδαο ηνπ είηε ζα αθηλεηεί είηε ζα θηλείηαη ηζνηαρώο, νπόηε απηή ε α-πεξηνδηθή θίλεζε αληηζηνηρεί ζε κεδεληθή 

ζπρλόηεηα, κε απνηέιεζκα λα κεηώλνληαη θαηά κία νη ζπρλόηεηεο ησλ ΚΣΣ (από Ν, ζε Ν-1).  



ίδην νξηδόληην επίπεδν) κε κηθξά πιάηε (έηζη ώζηε γηα ηηο γσλίεο πνπ ζρεκαηίδεη ε ρνξδή, σο πξνο ηελ 

αξρηθή ηεο ζέζε, λα ηζρύεη ε πξνζέγγηζε sinζ tanζ ζ   θαη, επίζεο, ε ηάζε Τ λα δηαηεξεί ην κέηξν 

ηεο). Θεσξνύκε όηη ε ηάζε Τ ηεο ρνξδήο είλαη πνιύ κεγαιύηεξε από ην βάξνο ησλ καδώλ, έηζη ώζηε ε 

επίδξαζε ηνπ βάξνπο λα ζεσξείηε ακειεηέα ζηελ εμέιημε ηεο θίλεζεο. [Ιζνδύλακα: ζεσξνύκε όηη ην 

ζύζηεκα βξίζθεηαη εθηόο πεδίνπ βαξύηεηα θαη νη βαξπηηθέο αιιειεπηδξάζεηο κεηαμύ ησλ καδώλ είλαη 

ακειεηέεο ζε ζρέζε κε ηελ ηάζε ηεο ρνξδήο] 

 

(α) Γξάςηε ηηο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο θίλεζεο πνπ ηζρύνπλ γηα ηηο απνκαθξύλζεηο ny  από ηελ ζέζε 

ηζνξξνπίαο ηνπο. 

 

(β) Γείμηε όηη, ζε θαλνληθό ηξόπν ηαιάλησζεο (ΚΣΣ) κε ζπρλόηεηα σ , ηα πιάηε ηαιάλησζεο ηξηώλ 

δηαδνρηθώλ καδώλ ηθαλνπνηνύλ ζρέζεηο ηεο κνξθήο 1 1 0r r rcA A A    , (εμίζσζε δηαθνξώλ), θαη 

πξνζδηνξίζηε ηελ ηηκή ηεο ζηαζεξάο c , ζπλαξηήζεη  ησλ m, ω, a, T. 

 

(γ) Αλ ηα πιάηε είλαη ηεο κνξθήο sin( δ)nA C n , βξείηε ηε ζρέζε πνπ πξέπεη λα ηθαλνπνηεί ην δ , κε 

βάζε ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο. Από ηελ ζρέζε πνπ ηθαλνπνηεί ην δ  θαη απαηηώληαο λα ηθαλνπνηνύλ ηα 

1 1, ,n n nA A A 
, ηελ ζπλζήθε ηνπ εξσηήκαηνο (β), πξνζδηνξίζηε ηηο επηηξεπηέο ηηκέο ηνπ σ . 

 

(δ) Γηα ηελ πεξίπησζε Ν=3, ζρεδηάζηε ηνπο ηξεηο ΚΣΣ, είηε κε βάζε ηα απνηειέζκαηα ηνπ εξσηήκαηνο 

(γ), είηε κε βάζε επηρεηξήκαηα ζπκκεηξίαο.  

 

 

(α) Η δηαθνξηθή εμίζσζε ηνπ n-ζηνύ ζσκαηηδίνπ 

(βι. ζρήκα), γξάθεηαη 

 

1 2sinζ sinζnmy T T    

Με ηηο πξνζεγγίζεηο   sinζ ζ tanζ  , έρνπκε 

  

 1 1n n n n
n

y y y y
my T T

a a

  
     (1) 

(β) Γηα θαλνληθνύο ηξόπνπο ηαιάλησζεο (ΚΣΣ) έρνπκε  cos(σ )n ny A t  

θαη αληίζηνηρα: 1 1 cos(σ )n ny A t  ,  1 1 cos(σ )n ny A t   

 

Αληηθαζηζηώληαο ζηελ δηαθνξηθή εμίζσζε θίλεζεο, έρνπκε 

 2 2

1 1 1 1σ cos(σ ) ( 2 )cos(σ ) σ ( 2 )n n n n n n n n

a a
m A t A A A t m A A A A

T T
             

2

1 12 σ 0n n n n

a
A m A A A

T
     , ή, ηζνδύλακα 

1 1 0n n ncA A A    ,   (2) 

όπνπ 
2

2 2

02

0

σ Σ
2 σ 2 , σ

σ

a
c m

T ma
      

 

Με ηνλ ηξόπν απηό, από έλα ζύζηεκα Ν-δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ (2
εο

 ηάμεσο, γξακκηθώλ, κε ζηαζεξνύο 

ζπληειεζηέο, θαη Οκνγελέο), κεηαβαίλνπκε ζε έλα ΝΝ Οκνγελέο γξακκηθό ζύζηεκα γηα ηα πιάηε 

, 1,...,nA n N , θάζε κία από ηηο νπνίεο έρεη ηε δνκή ηεο εμίζσζεο  1 1 0n n ncA A A    , εθηόο από ηελ 

πξώηε, 1 2 0cA A  , θαη ηελ ηειεπηαία 1 0N NcA A   , γηα ηηο νπνίεο δελ ππάξρεη πξνεγνύκελνο θαη 

επόκελνο όξνο, αληίζηνηρα (δεδνκέλνπ όηη νη ζέζεηο n=0 θαη n=N+1 αλαθέξνληαη ζηα αθιόλεηα άθξα ηεο 

a a a

yn-1
yn yn+1

θ1 θ2

 



ρνξδήο).  Δπεηδή ην ζύζηεκα είλαη νκνγελέο, ε ζπλζήθε επηιπζηκόηεηάο ηνπ δηαηππώλεηαη σο 

κεδεληζκόο ηεο νξίδνπζαο ησλ ζπληειεζηώλ ηνπ 

1 0 0 0 . . . . 0

1 1 0 0 . . . . 0

0 1 1 0 0 . . . 0

0 0 1 1 0 . . . 0

0 . . . . . . . . 0
0

0 . . . . . . . . 0

0 . . . . . . . . 0

0 . . . . 0 1 1 0

0 . . . . 0 0 1 1

0 . . . . 0 0 0 1

c

c

c

c

c

c

c



 

 

 



 

 



  (3) 

Δίλαη θαλεξό όηη ην αλάπηπγκα απηήο ηεο (NN)-νξίδνπζαο ζα νδεγήζεη ζε έλα πνιπώλπκν Ν-ηάμεο, σο 

πξνο c, (δει., σο πξνο ω
2
), από ηελ απαίηεζε κεδεληζκνύ ηνπ νπνίνπ ζα πξνθύςνπλ Ν-ξίδεο, 

2 , 1,...,i i N  ,νη ζεηηθέο ξίδεο ησλ νπνίσλ ζα απνηεινύλ ηηο ζπρλόηεηεο ησλ θαλνληθώλ ηξόπσλ 

ηαιάλησζεο. 

 

(γ) Αλ ζέινπκε λα ιύζνπκε ην πξόβιεκα γηα έλα γεληθό Ν, αληί λα επηιύζνπκε ηε ραξαθηεξηζηηθή 

νξίδνπζα, κπνξνύκε λα εθκεηαιιεπηνύκε ηα ραξαθηεξηζηηθά ζπκκεηξίαο ηνπ πξνβιήκαηνο θαη λα 

δνθηκάζνπκε ζρεκαηηζκνύο ησλ πιαηώλ απνκάθξπλζεο, , 1,...,nA n N , πνπ λα έρνπλ ηε κνξθή 

«ζηάζηκσλ θπκάησλ», πξνθεηκέλνπ λα ειέγμνπκε αλ επηιύεηαη ην ζύζηεκα θαη, ζε απηή ηελ πεξίπησζε, 

λα ππνινγίζνπκε ηηο ηηκέο ραξαθηεξηζηηθώλ ζπρλνηήησλ πνπ πξνθύπηνπλ γηα ηνλ θάζε Καλνληθό Σξόπν 

Σαιάλησζεο.  

 

[Απηή ε αληηκεηώπηζε ηνπ πξνβιήκαηνο κνηάδεη κε ηνλ ηξόπν πνπ αληηκεησπίδεη θαλείο ην πξόβιεκα 

ησλ δύν όκνησλ εθθξεκώλ, ηα νπνία ζπλδένληαη κε έλα ειαηήξην πνπ έρεη θπζηθό κήθνο ίζν κε ηελ 

απόζηαζε ησλ εθθξεκώλ ζε θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο. ε απηή ηελ πεξίπησζε, είλαη επίζεο εύθνιν λα 

δηαπηζηώζεη θαλείο κε πνηνηηθά κελ, αθξηβή δε, επηρεηξήκαηα ζπκκεηξίαο, όηη ε ζπκκεηξηθή θαη ε αληη-

ζπκκεηξηθή παξακόξθσζε ηνπ ζπζηήκαηνο, έρεη σο απνηέιεζκα ηαιάλησζε κε δηαθνξεηηθή ζπρλόηεηα 

γηα θάζε πεξίπησζε, αιιά θνηλή θαη γηα ηα δύν εθθξεκή] 

Αλ ππνζέζνπκε, ινηπόλ, όηη  sinnA C n   , θαη έρνπκε Ν-ζσκαηίδηα,, ηόηε ζα πξέπεη λα 

εμαζθαιηζζεί ε αθηλεζία ησλ άθξσλ ηεο ρνξδήο, (n=0 θαη n=N+1). 

Οη σσνοριακές σσνθήκες ηεο αθηλεζίαο ησλ άθξσλ ηεο ρνξδήο, νδεγνύλ ζηα εμήο ζπκπεξάζκαηα: 

Η πξώηε απαίηεζε   0 0 0nA       (4) 

Η δεύηεξε απαίηεζε 

 1 0 sin ( 1) 0 ( 1) , 1,2,..., , 1,...n NA N N s s N N              

, 1,2,...,
1

s

s
s N

N


  


 (5)   

(ζα δείμνπκε όηη νη ηηκέο 1, 2,....s N N    αληηζηνηρνύλ ζε ιύζεηο θπζηθά ηζνδύλακεο κε ηηο 

πξνεγνύκελεο 1,...,Ν. 

Γξάθνληαο ηηο αληίζηνηρεο εθθξάζεηο γηα ηηο δύν γεηηνληθέο κεηαηνπίζεηο 

  1

π
sin[( 1)δ] sin ( 1)

1
n

s
A C n C n

N


 
     

,  



θαη  
1

π
sin[( 1)δ] sin ( 1)

1
n

s
A C n C n

N


 
     

,  

έρνπκε  1 1 sin[( 1)δ] sin[( 1)δ]
2cos(δ)

sin[ δ]

n n

n

A A C n C n

A C n

    
  . 

πλδπάδνληαο κε ην απνηέιεζκα ηνπ εξσηήκαηνο (β),
2 2

1 1 0

2

0

2σ σ

σ

n n

n

A A

A

  
 , όπνπ 2

0σ
T

ma
 , 

έρνπκε: 
2 2 2 2

0 0

2 2

0 0

2σ σ 2σ σπ
2cos(δ) 2cos

σ 1 σ

s

N

  
   

 
 

Άξα, νη επηηξεπηέο ηηκέο ηνπ σ ραξαθηεξίδνληαη από ηνλ αθέξαην δείθηε s, θαη  είλαη:  
2 2

2 20
02

0

2
2cos 2 1 cos , 1,2,...,

1 1

s
s

s s
s N

N N

  
 



   
           

 

θαη κε ηε βνήζεηα ησλ ζρέζεσλ ηεο κηζήο γσλίαο   2cos 1 2sin
2

s
s




 
  

 
, ηειηθά έρνπκε: 

   
2 2 2

0 04 sin 2 sin , 1,2,...,
2 1 2 1

s s

s s
s N

N N

 
      

 
  (6) 

Δπνκέλσο, κε αθεηεξία ηελ παξαδνρή «ζηάζηκσλ θπκάησλ»   sinnA C n    γηα ηνλ ηξόπν 

δηαηαξαρήο, θαηαιήμακε όηη απηή ε παξαδνρή είλαη ζπκβηβαζηή κε ην ζύζηεκα ησλ δηαθνξηθώλ 

εμηζώζεσλ (θαη ησλ εμηζώζεσλ δηαθνξώλ γηα ηα δηαδνρηθά πιάηε), 

θαη νδεγεί ζε έλα ζπγθεθξηκέλν θάζκα ηδηνζπρλνηήησλ, ην νπνίν 

ραξαθηεξίδεηαη από έλα άλσ όξην ζπρλνηήησλ  2s o   

Δπίζεο είλαη θαλεξό, από ηελ εμάξηεζε ησλ ηδηνζπρλνηήησλ 

ωs σο πξνο ηνλ δείθηε ηάμεο-s, όηη νη ηάμεηο s θαη 2(Ν+1)-s, δίλνπλ ηελ 

ίδηα ηδηνζπρλόηεηα  2( 1)s N s    , όπσο θαίλεηαη θαη ζην δηπιαλό 

ζρήκα. Όζνλ αθνξά ζηε ζρέζε ησλ πιάησλ ησλ δύν απηώλ θαλνληθώλ 

ηξόπσλ ηαιάλησζεο  2( 1)s N s     γηα ηελ ίδηα ζέζε n, ηζρύεη: 

 2( 1) 2( 1)
sin sin 2 sin

1 1 1

N s s

n n

N s s s
A C n C n n C n A

N N N

 
 

        
                  

 

[Ο θάησ-δείθηεο είλαη ν δείθηεο-ζέζεο θαη ν άλσ-δείθηεο είλαη ν δείθηεο-ΚΣΣ]. 

Άξα, πξάγκαηη, νη ιύζεηο ησλ ΚΣΣ πνπ είλαη δηαθνξεηηθέο κεηαμύ ηνπο είλαη νη πξώηεο Ν-σο-πξνο-ηελ-

ηάμε (όπσο ηζρπξηζζήθακε παξαπάλσ, κεηά ηελ εθαξκνγή ησλ ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ), ελώ από ηελ 

ηάμε Ν+1 θαη κεηά, παίξλνπκε θπζηθώο ηζνδύλακα απνηειέζκαηα. 

 

Μεηά ηελ αλάδεημε ησλ ζπρλνηήησλ ησλ Ν-ΚΣΣ (Ν θαλνληθώλ ηξόπσλ ηαιάλησζεο), 

μαλαγπξλώληαο ζην αξρηθό πξόβιεκα, ηνπ ππνινγηζκνύ ησλ ζπλαξηήζεσλ yn(t), κπνξνύκε λα γξάςνπκε 

ηε γεληθή ιύζε ηεο θίλεζεο, γηα θάζε ζέζε n, (n=1,...,Ν), σο γξακκηθό ζπλδπαζκό ησλ ησλ θαλνληθώλ 

ηξόπσλ ηαιάλησζεο s (s=1,…,N), κε πιάηε ηαιάλησζεο  sin ,
1

s

n s s s

s
A C n

N


  


 θαη ζπρλόηεηεο   

 
02 sin , 1,...,

2 1
s

s
s N

N


  


, δειαδή: 

     cos sin cos
1

s

n n s s s s s

s s

s
y t A t C n t

N
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Όπνπ ηα απζαίξεηα πιάηε sC  θαη νη απζαίξεηεο θάζεηο s , s=1,…,N, απνηεινύλ ηηο 2Ν ζηαζεξέο 

νινθιήξσζεο ηνπ πξνβιήκαηνο, θαη πξνθύπηνπλ από ηηο 2Ν αξρηθέο ζπλζήθεο 

   0 , 0 , 1,...,n ny t y t n N      

Πεξηζζόηεξν όκσο ελδηαθέξνλ, από ηηο γεληθέο ιύζεηο ηνπ πξνβιήκαηνο, έρεη ίζσο ν 

πξνζδηνξηζκόο ηνπ θάζκαηνο ζπρλνηήησλ ησλ ΚΣΣ, ε κνξθή ηνπ νπνίνπ είλαη έλα πξώην παξάδεηγκα 

απηνύ πνπ ζα ζπλαληήζνπκε ζηελ θπκαηηθή ησλ ζπλερώλ ζπζηεκάησλ σο «ζρέζε δηαζπνξάο», θαη καο 

επηηξέπεη λα πνύκε όηη απηή ε ζπζηνηρία ησλ πεξηνδηθώο δηαηεηαγκέλσλ Ν-ζσκάησλ, πνπ αιιειεπηδξνύλ 

κε ηνλ ίδην ηξόπν κέζσ ησλ άκεζσλ γεηηόλσλ ηεο δηάηαμεο, ιεηηνπξγεί σο έλα θίιηξν απνθνπήο πςειώλ 

ζπρλνηήησλ  02  , δεδνκέλνπ όηη, νη ζπρλόηεηεο ησλ ΚΣΣ πεξηνξίδνληαη ζην δηάζηεκα 

 00 2   , όπσο είδακε πξνεγνπκέλσο.  

 

(δ) Δθαξκνγή, γηα Ν=3: 

γηα s=1, 
π

sin[ δ] sin
4

nA C n C n
 

   
 

, 1

2

2
A C , 

2A C , 3

2

2
A C  

 

s=2, 
2π

sin[ δ] sin
4

nA C n C n
 

   
 

, 
1A C , 

2 0A  ,

 
3A C   

 

s=3, 
3π

sin[ δ] sin
4

nA C n C n
 

   
 

, 1

2

2
A C , 

2A C  , 3

2

2
A C  

 

Μία ζπκπιεξσκαηηθή κειέηε ηεο ζπκπεξηθνξάο ελόο ηέηνηνπ πεξηνδηθνύ ζπζηήκαηνο σο 

θίιηξνπ δηέιεπζεο ρακειώλ ζπρλνηήησλ, παξνπζηάδεηαη ζην επόκελν Παξάδεηγκα 10.3.2, όπνπ, 

κειεηάηαη ε ζπκπεξηθνξά ηνπ σο πξν ηελ απόθξηζε ζε εμσηεξηθή δηέγεξζε 

 

  

 

Παπαγωγή ηηρ κςμαηικήρ εξίζωζηρ για 1-διάζηαηο ζςνεσέρ ελαζηικό μέζο 

 

Θεσξνύκε έλα ηδαληθό κνλνδηάζηαην ζπλερέο ειαζηηθό κέζν, π.ρ., κία ηδαληθή ρνξδή 

ακειεηέαο δηαηνκήο ζε ζρέζε κε ην κήθνο ηεο, ε νπνία δηαζέηεη νκνηνγελή γξακκηθή ππθλόηεηα 

κάδαο,  / .dm dx   ,  θαη ε νπνία, όηαλ δελ ηείλεηαη κε κία εμσηεξηθή ηάζε, κπνξεί λα πάξεη 

νπνηνδήπνηε ζρήκα (δει., δελ δηαζέηεη εζσηεξηθή ηάζε). Σείλνπκε απηή ηε ρνξδή κε ίζεο θαη 

αληίζεηεο ηάζεηο Τ θαη ζηα δύν άθξα ηεο, νπόηε απνθηά επζύγξακκν ζρήκα, θαη νξίδνπκε σο άμνλα-x 

ηνλ άμνλα θαηά ηνλ νπνίν εθηείλεηαη ε ρνξδή. Δλώ ε ρνξδή βξίζθεηαη ππό ηάζε, πξνθαινύκε, ηε 

ρξνληθή ζηηγκή 0t  , κία αξρηθή δηαηαξαρή ηεο ρνξδήο, θαηά ηνλ άμνλα-y  y x , (π.ρ., ζηηγκηαία 

παξακόξθσζε  y f x , ή ζηηγκηαία θαηαλνκή ηαρπηήησλ  y x , ή ζπλδπαζκό θαη ησλ δύν). Σν 

απνηέιεζκα απηήο ηεο αξρηθήο δηαηαξαρήο είλαη όηη, γηα 0t  , όια ηα ζεκεία-x ηεο ρνξδήο θηλνύληαη 

έηζη ώζηε ε απνκάθξπλζε από ηελ θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο λα είλαη ζπλάξηεζε ηεο ζέζεο θαη ηνπ 

ρξόλνπ,  ,y y x t , όπνπ ηα x θαη t είλαη αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο ηνπ πξνβιήκαηνο. Ο ζηόρνο είλαη 

λα βξεζεί κία θαηάιιειε δηαθνξηθή εμίζσζε, ε νπνία λα δηέπεη ηελ θίλεζε απηήο ηεο ρνξδήο, έηζη 

s=1

s=2

s=3

 



ώζηε ε ιύζε ηεο λα είλαη ε  ,y y x t , όπνπ νη κεηαβιεηέο  ,x t  είλαη αλεμάξηεηεο κεηαμύ ηνπο, κε 

ηελ έλλνηα όηη ε απνκάθξπλζε  ,y y x t  ηεο ρνξδήο από ηελ ζέζε ηζνξξνπίαο ηεο κπνξεί λα 

αλαδεηεζεί γηα νπνηαδήπνηε ζέζε x θαη γηα νπνηαδήπνηε ρξνληθή ζηηγκή t, 

 

Η παξαγσγή απηήο ηεο δηαθνξηθήο εμίζσζεο ζα γίλεη 

κε βάζε ηνλ 2
ν
 Νόκν ηνπ Νεύησλα γηα ηελ επηηάρπλζε ελόο 

δηαθνξηθνύ ηκήκαηνο απηήο ηεο ρνξδήο πνπ βξίζθεηαη κεηαμύ 

ησλ ζεκείσλ x θαη x+dx θαη έρεη κάδα dm dx . Η αλάιπζε 

πνπ αθνινπζεί ζηεξίδεηαη ζηελ πξνζέγγηζε ησλ κηθξώλ 

γσληώλ, δει., ζηελ παξαδνρή όηη ε δηαηαξαρή ηεο ρνξδήο είλαη 

ηέηνηα ώζηε ε γσλία πνπ ζρεκαηίδεη νπνηνδήπνηε δηαθνξηθό 

ηκήκα ηεο ρνξδήο κε ηνλ άμνλα-x είλαη αξθεηά κηθξή, ώζηε λα 

ηζρύεη κε θαιή πξνζέγγηζε όηη  sin tan /dy dx     , 

όπνπ επίζεο ε θ είλαη ζπλάξηεζε ηεο ζέζεο θαη ηνπ ρξόλνπ. Η 

κεηαβνιή ηεο θ κε ηε ζέζε είλαη απηή πνπ εμαζθαιίδεη ηε κεηαβιεηή θακππιόηεηα ηεο ρνξδήο θαη 

έρεη σο απνηέιεζκα, παξά ηελ δηαηήξεζε ηνπ κέηξνπ ηεο ηάζεο ζε όιε ηελ έθηαζε ηεο ρνξδήο, λα 

ππάξρεη ζηα άθξα ελόο δηαθνξηθνύ ηκήκαηνο dm, γεληθά, κε-κεδεληθή πξνβνιή ηάζεο θαηά κήθνο ηνπ 

άμνλα-y ε νπνία θαη απνηειεί ηελ αληίζηνηρε επηηαρύλνπζα δύλακε, δει., 

    
2

,2 y

y
dm F

t






 

Η ζρέζε απηή, ζην πιαίζην ηεο πξνζέγγηζεο ησλ κηθξώλ γσληώλ, κπνξεί λα γξαθεί 

 
2 2 2 2

2 2 2 2

x dx x

y y y y y y
dx T T dx T

t x x x t x
 



         
        

         
 (1) 

Η θπκαηηθή εμίζσζε πνπ πεξηγξάθεη ε ζρέζε (1) παξνπζηάδεηαη θαη κε ηε κνξθή 
2 2

2 2 2

1 y y

c t x

 


 
, όπνπ 

ην κέγεζνο /c T   έρεη δηαζηάζεηο ηαρύηεηαο, θαη ζα απνδεηρζεί ζηε ζπλέρεηα  όηη είλαη ε 

ηαρύηεηα δηάδνζεο ηνπ θύκαηνο θαηά κήθνο ηεο ρνξδήο. 

Λύζειρ ηηρ κςμαηικήρ εξίζωζηρ (ζε 1-διάζηαζη) 

 

(α) Λύζειρ με ηη μοπθή ζηάζιμος κύμαηορ (Κανονικών Τπόπων Ταλάνηωζηρ) 

  

Με βάζε ηελ εκπεηξία απν ηνπο ζπδεπγκέλνπο ηαιαλησηέο, ζα κπνξνύζακε λα αλαδεηήζνπκε 

ιύζεηο ηεο θπκαηηθήο εμίζσζεο πνπ είλαη ζπλπθαζκέλε κε αξκνληθή θίλεζε όισλ ησλ ζεκείσλ ηεο 

ρνξδήο κε ηελ ίδηα ζπρλόηεηα σ, αιιά κε δηαθνξεηηθό πιάηνο ην νπνίν εμαξηάηαη από ηε ζέζε 

     , cosy x t f x t   .  

[Απηή ε ππόζεζε εξγαζίαο ηζνδπλακεί κε επίιπζε ηεο θπκαηηθήο εμίζσζεο κε ηε κέζνδν ησλ 

ρσξηδόκελσλ κεηαβιεηώλ      ,y x t X x T t ].  

 

Αληηθαζηζηώληαο ηελ      , cosy x t f x t  ζηελ θπκαηηθή εμίζσζε, πξνθύπηεη:  

             
2 2 2 2

2 2 2 2 2

1
cos cos 0

y y
f x t f x t f f x

c t x c c

 
   

 
         

 
 

Άξα ε ζπλάξηεζε πιάηνπο  f x  έρεη επίζεο αξκνληθή ζπκπεξηθνξά, σο πξνο x, κε “ρσξηθή 

ζπρλνηεηα” /k c , δει.,    cosf x kx    . Άξα, νη Κανονικοί Σπόποι Σαλάνηωζηρ κπνξεί 

x x dx

T

T
 x dx 

 x

x

y

 



λα είλαη επίζεο ιύζεηο ηεο θπκαηηθήο εμίζσζεο, κε ηε κνξθή ζηάζιμων κςμάηων:  

      , cos cosy x t kx t       

 

Όπσο ζα δνύκε ζε ζπγθεθξηκκέλα παξαδείγκαηα, νη ηηκέο ησλ  ,k   ζα πξνζδηνξηζηνύλ από 

ηηο ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πνπ επηθξαηνύλ ζηα άθξα («ζύλνξα») ηνπ ειαζηηθνύ κέζνπ, ελώ νη ζηαζεξέο 

 ,A   κπνξνύλ λα πξνζδηνξηζηνύλ από ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο (ηελ κεηαηόπηζε θαη ηελ ηαρύηεηα όισλ 

ησλ ζεκείσλ ηνπ ειαζηηθνύ κέζνπ ζε κία ρξνληθή ζηηγκή (π.ρ., t=0). Οη δε ηηκέο ηεο ζπρλόηεηαο 

ζπλδένληαη κε ηα, σο αλσηέξσ, ππνινγηδόκελα k, κέζσ ηεο ζρέζεο /k c . 

 

α) Λύζειρ με ηη μοπθή οδεύονηορ κύμαηορ 

 Από ηε ζπλήζε κνξθή ηεο εμίζσζεο θύκαηνο : 
2 2

2 2 2

1 y y

c t x

 


 
, κπνξνύκε λα αλαδεηήζνπκε 

ιύζεηο  ,y y x t , κεηαζρεκαηίδνληαο ηελ εμίζσζε θύκαηνο σο εμήο: 

  
   

2 2 2 2 2 2

2 22 2 2 2 2

1 y y y y y y

c t x x xct ct

     
    

     
 

Από ηελ ηειεπηαία έθθξαζε πξνθύπηεη όηη, ζηελ  ,y y x t , νη κεηαβιεηέο  ,x ct  ή/θαη  ,x ct  

πξέπεη λα παξνπζηάδνληαη κε “ηζνδύλακν” ηξόπν. Απηή ε παξαηήξεζε νδεγεί ζην ζπκπέξαζκα όηη 

κία    1,y x t f x ct   είλαη ιύζε ηεο θπκαηηθήο εμίζσζεο, όπσο κπνξεί πξάγκαηη λα απνδεηρζεί: 

   
   2

1 2
,

x ct x cty y
y x t f x ct f f f f

x x x x

    
          

   
  (11α) 

   
   2

2

1 2
,

x ct x cty y
y x t f x ct f cf cf c f

t t t t

    
          

   
 (11β) 

Από ην ζπλδπαζκό (11α)+c
2
(11b) πξνθύπηεη  

2 2

1 1

2 2 2

1 f f

c t x

 


 
. 

Όκνηα γηα ηελ    2,y x t f x ct   , πξνθύπηεη  
2 2

2 2

2 2 2

1 f f

c t x

 


 
 

Δπεηδή ε δηαθνξηθή εμίζσζε θύκαηνο είλαη γξακκηθή, πξνθύπηεη όηη θαη θάζε γξακκηθόο 

ζπλδπαζκόο ησλ δύν απηώλ ιπζεσλ:      1 1 2 2,y x t C f x ct C f x ct    , είλαη ιύζε ηεο θπκαηηθήο 

εμίζσζεο θαη, κάιηζηα, έρεη ην ζσζηό αξηζκό “ζηαζεξώλ νινθιήξσζεο”, δει., δύν ζηαζεξέο 

νινθιήξσζεο,  1 2,C C , αθνύ είλαη 2
εο

 ηάμεο δηαθνξηθή εμίζσζε. Όπσο πξνθύπηεη από ην ζπλδπαζκό 

ησλ δύν αλεμάξηεησλ κεηαβιεηώλ  ,x t  ζηηο ιύζεηο,    1 2,f x ct f x ct    , νπνηαδήπνηε θαη αλ 

είλαη ε αλαιπηηθή κνξθή ησλ     1 2,f f    , ε  2f x ct  παξνπζηάδεη κία «θπκαηνκνξθή» πνπ 

οδεύει ππορ ηα δεξιά, κε ηαρύηεηα c, ελώ ε   1f x ct  παξνπζηάδεη κία «θπκαηνκνξθή» πνπ οδεύει 

ππορ ηα απιζηεπά, κε ηαρύηεηα c. Όηαλ ε θπκαηνκνξθή είλαη αξκνληθή, ζπλήζσο απνδίδεηαη από ηηο 

ζπλαξηήζεηο  1 cosf A kx t  , ή  1 sinf A kx t  , ή κε ηε κηγαδηθή έθθξαζε 
 

1

i kx t
f Ae


  , 

όπνπ 2 /k   : ν θπκαηαξηζκόο, 2 f  : ε θπθιηθή ζπρλόηεηα,  ,f  : ζπρλόηεηα θαη κήθνο 

θύκαηνο, θαη /c f k   . 

 

 



 

Κανονικοί Σπόποι Σαλάνηωζηρ – ηάζιμα Κύμαηα 

  

 Ωο θαλνληθνί ηξόπνη ηαιάλησζεο κίαο ρνξδήο κε πεπεξαζκέλν κήθνο L, (θαη κε γξακκηθή 

ππθλόηεηα κάδαο θαη ηάζε, ρ θαη Τ, αληίζηνηρα), νξίδνληαη εθείλνη νη ηξόπνη θίλεζεο, όπνπ (θαη’ 

αλαινγία ησλ ΚΣΣ ησλ ζπδεπγκέλσλ ηαιαλησηώλ) όια ηα ζεκεία ηεο ρνξδήο ηαιαληώλνληαη αξκνληθά, 

κε ηελ ίδηα ζπρλόηεηα σ, αιιά κε δηαθνξεηηθό πιάηνο, ην νπνίν εμαξηάηαη από ηε ζέζε-x θαηά κήθνο 

ηεο ρνξδήο: ( , ) ( )cos( )y x t f x t . 

 Αληηθαζηζηώληαο απηή ηελ παξαδνρή ζηελ θπκαηηθή εμίζσζε ηεο ηδαληθήο ρνξδήο πξνθύπηεη : 
2 2 2 2

2 2 2 2 2

1
( )cos( ) ( )cos( ) cos( ) ( )cos( )

d f
f x t f x t t f x t

x c t dx c


       

 
       

 
, 

άξα :     
2

2

2
( ) 0

d f
k f x

dx
  , όπνπ  

2
2

2
k

c


 .  

Δπνκέλσο, ε ( )f x  είλαη ηεο κνξθήο ( ) sin( )f x A k x   , θαη ε ζπλνιηθή έθθξαζε ηνπ Καλνληθνύ 

Σξόπνπ Σαιάλησζεο γξάθεηαη:   ( , ) sin( )cosy x t A k x t     . 

 Γειαδή, ν ΚΣΣ ελόο ζπλερνύο κέζνπ (ρνξδή) είλαη απηό πνπ πεξηγξάθεηαη, επίζεο, σο ηάζηκν 

Κύκα, δεδνκέλνπ όηη ηα ζεκεία κεδεληζκνύ (δεζκνί) θαη κεγίζηνπ-ειαρίζηνπ (θνηιίεο) εμαξηώληαη, 

κέζσ ηνπ sin( )k x  , από ηε ζέζε-x, άξα είλαη ζηάζηκα, θαη δελ «νδεύνπλ» θαζώο πεξλάεη ν ρξόλνο. Οη 

ηηκέο ηνπ k θαη ηνπ ζ πξέπεη λα είλαη ηέηνηεο ώζηε λα ηθαλνπνηνύληαη, γηα θάζε ρξνληθή ζηηγκή, νη 

ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο πνπ επηβάιινληαη ζηα άθξα ηεο ρνξδήο, x=0 θαη x=L. 

 Οη ζπλνξηαθέο ζπλζήθεο κπνξεί λα αθνξνύλ : 

(α) αθιόλεηα ζεκεία, 0x x , νπόηε ε ηαιάλησζε ζε απηά ηα ζεκεία πξέπεη λα κεδελίδεηαη γηα θάζε 

ρξνληθή ζηηγκή, ( , ) 0oy x t  . 

(β) θηλνύκελα ζεκεία, 0x x , ζηα νπνία κπνξεί λα είλαη ζπλδεδεκέλα ζεκεηαθά ζηνηρεία αδξάλεηαο 

(ζεκεηαθή κάδα, 0m ), ειαζηηθόηεηαο (ειαηήξην,  0F sy x  ), ημώδνπο ηξηβήο (έκβνιν ζε ξεπζηό, 

 0F by x  ), νπόηε ε θίλεζή ηνπο δηέπεηαη από ηελ αληίζηνηρε εμίζσζε ηνπ Νεύησλα, 

     
0 0

0 0 0 0

x x

y y
m y x sy x by x T

x x 

     
        

      

. Η ηειεπηαία ζπλνξηαθή ζπλζήθε κπνξεί λα αθνξά 

θαη ζεκείν αζπλέρεηαο κεηαμύ δύν δηαθνξεηηθώλ ρνξδώλ, (γηα απηό ην ιόγν θαη πεξηιακβάλεη θιίζεηο ηεο 

ρνξδήο εθαηέξσζελ ηνπ ζεκείνπ 0x x . Από ηελ εμίζσζε απηή πξνθύπηεη όηη, γηα έλα άθξν ην νπνίν 

κπνξεί λα θηλείηαη ειεύζεξα, θαηά κήθνο ηεο δηεύζπλζεο y, ρσξίο εμσηεξηθέο επηδξάζεηο, 

 0 0, 0, 0m s b   , νη θιίζεηο ηεο ρνξδήο εθαηέξσζελ ηνπ ζεκείνπ 0x x  ζα πξέπεη λα ηθαλνπνηνύλ ηε 

ζρέζε 

0 0

0
x x

y y
T

x x 

     
     

      

. Αλ ην ειαζηηθό κέζν (ρνξδή) εθηείλεηαη  κόλν από ηελ κία πιεπξά ηνπ 

ζεκείν 0x x , ηόηε έρνπκε έλα ειεύζεξν ζπλνξηαθό ζεκείν, ζην νπνίν ε ζπλνξηαθή ζπλζήθε ειεύζεξνπ 

άθξνπ είλαη: 

0

0
x

y

x

 
 

 
. 

 Παξαδείγκαηα δηαθνξεηηθώλ ζπλνξηαθώλ ζπλζεθώλ ζα παξνπζηαζηνύλ ζηε ζπλέρεηα, ζε 

ζπλδπαζκό κε ζπγθεθξηκέλεο αξρηθέο ζπλζήθεο γηα ηελ θαηαλνκή απνκαθξύλζεσλ θαη ηαρπηήησλ ηεο 

ζπλνιηθήο ρνξδήο. 

 

 

 



ρόιηα: 

(1) Οη ιύζεηο ησλ ζηάζηκσλ θπκάησλ θαη νη ιύζεηο ησλ νδεπόλησλ θπκάησλ είλαη καζεκαηηθά 

ηζνδύλακεο, αθνύ νη κελ κπνξνύλ λα εθθξαζηνύλ σο γξακκηθόο ζπλδπαζκόο ησλ δε, θαη 

αληίζηξνθα. 

(2) Η θάζε κνξθή ησλ ιύζεσλ «ηαηξηάδεη» ζε δηαθνξεηηθέο νηθνγέλεηεο πξνβιεκάησλ, κε ηελ 

έλλνηα όηη πξνζθέξεη ινγηζηηθή επθνιία, αληίζηνηρα. πγθεθξηκέλα, ηα κελ νδεύνληα θύκαηα 

είλαη πξνζθνξόηεξα γηα ηελ αλάιπζε θαηλνκέλσλ αλάθιαζεο-δηέιεπζεο ζε αζπλέρεηεο νη 

νπνίεο ππάξρνπλ ζε ειαζηηθά κέζα άπεηξεο έθηαζεο, ηα δε ζηάζηκα θύκαηα πξνζθέξνπλ 

ινγηζηηθή επθνιία γηα ηελ αλάιπζε ηεο θίλεζεο ειαζηηθώλ κέζσλ πεπεξαζκέλεο έθηαζεο (πνπ 

ελδερνκέλσο, παξνπζηάδνπλ θαη αζπλέρεηεο). 

 


