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1. Διζαγωγή – Θεμελιώδη και Παράγωγα Μεγέθη – Μαθημαηικά Δργαλεία 

(ΒΛΔΠΔ: Chapt01) 

2. Νόμοι ηοσ Νεύηωνα (ΒΛΔΠΔ: Chapt02) 

 

 

3. Μη αδρανειακά ζσζηήμαηα αναθοράς – Αδρανειακές Γσνάμεις 

 

Έλα ζύζηεκα αλαθνξάο ιέκε όηη είλαη «αδξαλεηαθό» όηαλ έλα ζώκα δηαηεξεί, σο πξνο ην 

ζύζηεκα απηό,  ηελ θηλεηηθή ηνπ θαηάζηαζε  .   εάλ θαη εθόζνλ ε ζπλνιηθή 

(πξαγκαηηθή
1
) δύλακε πνπ αζθείηαη πάλσ ηνπ είλαη κεδέλ. Σα ζπζηήκαηα γηα ηα νπνία δελ 

ηθαλνπνηείηαη ε παξαπάλσ ζπλζήθε ιέκε όηη είλαη «κε αδξαλεηαθά» ζπζηήκαηα. Η 

γεληθόηεξε πεξίπησζε ελόο κε-αδξαλεηαθνύ ζπζηήκαηνο είλαη ε πεξίπησζε ελόο ζπζηήκαηνο 

αλαθνξάο ην νπνίν, σο πξνο έλα αδξαλεηαθό ζύζηεκα,  κεηαβάιιεη θαη ηελ ζέζε
2
 ηνπ θαη ηνλ 

πξνζαλαηνιηζκό ηνπ, ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ.  

Πξνθεηκέλνπ λα κειεηήζνπκε ηε ζρέζε ησλ θηλεηηθώλ θαη ησλ δπλακηθώλ κεγεζώλ 

(ηαρύηεηα, επηηάρπλζε, δύλακε) όπσο απηά γίλνληαη αληηιεπηά από έλαλ παξαηεξεηή ηνπ 

αδξαλεηαθνύ θαη έλαλ παξαηεξεηή ηνπ κε-αδξαλεηαθνύ ζπζηήκαηνο αλαθνξάο, ζα 

πξνρσξήζνπκε ζε δύν ζηάδηα. Με βάζε ηελ αξρή ηεο αλεμαξηεζίαο ησλ θηλήζεσλ, ζα 

εμεηάζνπκε πξώηα ηε κεηαβνιή ζέζεο (κε ζηαζεξό πξνζαλαηνιηζκό) ηνπ κε-αδξαλεηαθνύ 

ζπζηήκαηνο, θαη κεηά ηελ κεηαβνιή πξνζαλαηνιηζκνύ (γηα ζηαζεξή ζέζε) σο πξνο ην 

αδξαλεηαθό ζύζηεκα αλαθνξάο. 

 

3.1 Τατύηηηα και επιηάτσνζη κινηηού ως προς  

μη-περιζηρεθόμενο μη-αδρανειακό ζύζηημα αναθοράς 

 

 ηελ πεξίπησζε πνπ ηα δύν ζπζηήκαηα δηαηεξνύλ ην 

ζρεηηθό πξνζαλαηνιηζκό ηνπο θαη ην κε-αδξαλεηαθό εθηειεί 

κία απζαίξεηε κεηαθνξηθή θίλεζε σο πξνο ην αδξαλεηαθό, ε 

νπνία πεξηγξάθεηαη από ηε ζπλάξηεζε  R R t , πνπ δίλεη ηελ 

ζέζε O΄, ηνπ Ο΄x΄y΄z΄, σο πξνο ην Oxyz, ηόηε ην δηαλύζκαηα 

ζέζεο  r t  θαη  r t  ηνπ ίδηνπ θηλεηνύ, σο πξνο ηα δύν 

ζπζηήκαηα αλαθνξάο ζπλδένληαη κε ηε ζρέζε: 

       r t R t r t    (1) 

Οπόηε, παξαγσγίδνληαο σο πξνο ην ρξόλν, παίξλνπκε 

         r t R t r t V         (2) 

Η ζρέζε απηή είλαη γλσζηή θαη σο κεηαζρεκαηηζκόο ηνπ Γαιηιαίνπ γηα ηε ζρέζε ηαρπηήησλ, 

αλάκεζα ζηα δύν ζπζηήκαηα.  

ην δεύηεξν ζηάδην, παξαγσγίδνληαο ηελ (2) σο πξνο ην ρξόλν θαη πνιιαπιαζηάδνληαο κε 

ηελ κάδα ηνπ θηλεηνύ, 

             r t R t r t mr t mr t mR t        (3 α,β) 

                                                 
1
 Γειαδή, ε ζπλνιηθή δύλακε πνπ αζθείηαη από άιια πξαγκαηηθά ζώκαηα, ή από πεδία πνπ νθείινληαη ζε 

πξαγκαηηθά ζώκαηα. Με ηνλ ηξόπν απηό ζέινπκε λα αληηδηαζηείινπκε ηηο πξαγκαηηθέο δπλάκεηο, από ηηο 

αδξαλεηαθέο-δπλάκεηο ή «ςεπδν-δπλάκεηο» πνπ ζα αλαθεξζνύλ ζηε ζπλέρεηα.  

2
 Με κε ζηαζεξό ξπζκό, έηζη δειαδή ώζηε ε ζρεηηθή ηαρύηεηα ησλ δύν ζπζηεκάησλ λα είλαη .V   

O 

x 

y 

z 

O΄ 

x΄ 

y΄ 

z΄ 

r

r

R
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Δπεηδή, ζην αδξαλεηαθό ζύζηεκα, Oxyz, ηζρύεη:  mr t F , όπνπ F  είλαη ε 

ζπληζηακέλε ησλ πξαγκαηηθώλ δπλάκεσλ πνπ δξνπλ πάλσ ζηε κάδα m, ε ζρέζε (3) 

γξάθεηαη:      mr t F mR t
       (4) 

Η ηειεπηαία ζρέζε ιέεη όηη ε δηαθνξηθή εμίζσζε θίλεζεο, σο πξνο ην κε-αδξαλεηαθό 

ζύζηεκα αλαθνξάο, απαηηεί έλαλ όξν «αδξαλεηαθήο» ςεπδνδύλακεο ίζνλ κε mA , όπνπ 

A R  είλαη ε επηηάρπλζε ηνπ Ο΄x΄y΄z΄, σο πξνο ην Oxyz. 

 

[Καηά ηνλ ππνινγηζκό ησλ ρξνληθώλ παξαγώγσλ, κε ηηο νπνίεο κεηαβαίλνπκε από ηε ζρέζε 

(1) ζηε (2) θαη ζηελ (3α), έρεη γίλεη ρξήζε ηεο παξαδνρήο όηη ηα Ο΄x΄y΄z΄ θαη Oxyz  δηαηεξνύλ 

ηνλ πξνζαλαηνιηζκό ηνπο. Πξάγκαηη, ε      r t R t r t   νδεγεί ζηελ      r t R t r t  , 

κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη ˆ ˆ ˆ 0x y z   , θαη, αληίζηνηρα, ˆ ˆ ˆ 0x y z     , πξάγκα πνπ ηζρύεη, 

επεηδή θαη ηα 6 κνλαδηαία δηαλύζκαηα δηαηεξνύλ ην κέηξν ηνπο (σο κνλαδηαία) αιιά θαη ηνλ 

πξνζαλαηνιηζκό ηνπο (ιόγσ ζηαζεξνύ πξνζαλαηνιηζκνύ ησλ Ο΄x΄y΄z΄ θαη Oxyz)] 

 

[Δπίζεο, ζηηο παξαγσγίζεηο σο πξνο ηνλ ρξόλν, έρεη ππνηεζεί όηη νη ρξόλνη ησλ δύν 

ζπζηεκάησλ δηαθέξνπλ θαηά, ην πνιύ, κία πξνζζεηηθή ζηαζεξά, δει., ν ρξόλνο «ξέεη» κε ηνλ 

ίδην ξπζκό θαη γηα ηα δύν ζπζηήκαηα. Η παξαδνρή απηή είλαη άκεζα ζπλπθαζκέλε κε ηε 

ζρεηηθόηεηα ηνπ Γαιηιαίνπ θαη ηζρύεη θαη ζηηο επόκελεο παξαγξάθνπο απηήο ηεο ελόηεηαο, 

όπνπ αλαιύνληαη ηα πεξηζηξεθόκελα Με-Αδξαλεηαθά ζπζηήκαηα αλαθνξάο. Η παξαδνρή 

απηή δελ ηζρύεη, όζνλ αθνξά δύν αδξαλεηαθά ζπζηήκαηα ζε ζρεηηθή θίλεζε, ζηελ πεξίπησζε 

ηεο Δηδηθήο ρεηηθόηεηαο ηνπ Einstein, όπνπ δελ ηζρύεη, επίζεο θαη ν κεη/κόο Γαιηιαίνπ (2)]. 

 

Παράδειγμα 3.1.1 Απιό εθθξεκέο είλαη αλαξηεκέλν από ηελ 

νξνθή ελόο νρήκαηνο, ην νπνίν θηλείηαη κε ζηαζεξή νξηδόληηα 

επηηάρπλζε κέηξνπ a. Όιν ην ζύζηεκα βξίζθεηαη κέζα ζε 

νκνηόκνξθν θαηαθόξπθν πεδίν βαξύηεηαο (επηηάρπλζε 

βαξύηεηαο: g) 

(α) Αλ ην εθθξεκέο αθηλεηεί ζε ζρέζε κε ην όρεκα, δείμηε όηη 

έρεη κία ζηαζεξή γσληαθή απόθιηζε θ0 από ηελ θαηαθόξπθν 

θαη ππνινγίζηε ηελ, όπσο θαη ηελ ηάζε ηνπ λήκαηνο. 

(β) Αλ πξνθαιέζνπκε κία κηθξή γσληαθή δηαηαξαρή θαηά δθ, σο πξνο ηε γσλία «εξεκίαο» θ0, 

ηνπ εξσηήκαηνο (α), (δθ, ηέηνηα ώζηε    sin tan      θαη  cos 1   ), ηόηε δείμηε 

όηη ην εθθξεκέο ζα εθηειέζεη κία αξκνληθή ηαιάλησζε, θαη ππνινγίζηε ηελ θπθιηθή 

ζπρλόηεηα απηήο ηεο ηαιάλησζεο. 

 

ΑΠΑΝΣΗΗ 

(α) Δξγαδόκαζηε ζην κε-αδξαλεηαθό ζύζηεκα ηνπ επηηαρπλόκελνπ νρήκαηνο, σο πξνο ην 

νπνίν έρνπκε αδξαλεηαθή δύλακε θαη ζπλζήθεο ηζνξξνπίαο ζηνπο δύν άμνλεο: 

0 0 0 0

00 0

(1 ) cos cos sin (1 )

tan / (2 )(2 ) sin

mg T a g

a gma T

    

  

 


 
θαη   2 2

0T m g a    (3) 

(β) πλζήθε ζηξνθηθήο θίλεζεο πεξί ην ζεκείν αλάξηεζεο: 

                        I       (4) 

Με ζύκβαζε ζεηηθνύ πξνζήκνπ θαηά ηελ σξνινγηαθή θνξά γηα 

ηηο γσλίεο θαη ηηο ξνπέο ησλ δπλάκεσλ, έρνπκε:               

   0 0sin cos sin cosmgl mal ml g a               

                  0 0 0 0sin cos cos sin cos cos sin sinml g a                

T

mg

ma

θ0

 

T

mg

ma

θ0δθ
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0 0 0 0

0 0 0 0

sin 1 cos cos 1 sin

sin cos cos sin

ml g a

ml g g a a

      

     

       

    
 

Σειηθά:  0 0 0 0sin cos cos sinml g a g a             

Αιιά από ηε ζπλζήθε ηζνξξνπίαο (1β) παίξλνπκε 0 0sin cos 0g a   , επνκέλσο 

   2 2 2 20
0 0 0 0cos sin cos sin

T
ml g a ml ml g a

m
       

 
           

 
    (5) 

[Έγηλε ρξήζε ησλ (1α), (2α), (3)].   Αληηθαζηζηώληαο ηελ (5) ζηελ (4) έρνπκε: 

      
2 2

2 2 2 2 2

02 2
0

d d
I ml g a ml ml g a

dt dt
             

Δπνκέλσο, ε δζ ππαθνύεη ηε δηαθνξηθή εμίζσζε:    
2

2 2

2
0

d
g a l

dt
    , ε νπνία 

αληηζηνηρεί ζε απιό αξκνληθό ηαιαλησηή κε ζπρλόηεηα:  
1/ 2

2 2g a l    

Σν κε-αδξαλεηαθό ζύζηεκα ραξαθηεξίδεηαη από κία «ελεξγό επηηάρπλζε βαξύηεηαο» κέηξνπ 
2 2g g a   , πνπ πξνθύπηεη από ην δηαλπζκαηηθό άζξνηζκα ηεο βαξπηηθήο θαη ηεο 

αδξαλεηαθήο δύλακεο θαη παίδεη ξόιν ηόζν ζηα ζηαηηθά όζν θαη ζηα δπλακηθά θαηλόκελα. 

 

Παράδειγμα 3.1.2  Μία νξζνγώληα ζθήλα κε γσλία βάζεο θ 

θηλείηαη ζε νξηδόληην επίπεδν έηζη ώζηε λα έρεη ζηαζεξή νξηδόληηα 

επηηάρπλζε ίζε κε Α. ηελ επηθιηλή πιεπξά ηεο ζθήλαο ππάξρεη 

ζεκεηαθή κάδα m πνπ κπνξεί λα γιπζηξάεη ρσξίο ηξηβή. (α) Να 

ππνινγηζηεί ε ηηκή ηεο επηηάρπλζεο Α0, έηζη ώζηε ε m λα αθηλεηεί σο πξνο ηε ζθήλα. (β) Γηα 

ηηκέο ηεο επηηάρπλζεο Α<Α0, λα ππνινγηζηεί ε επηηάρπλζε ηεο κάδαο m, σο πξνο ηε ζθήλα 

θαη σο πξνο ην δάπεδν.  

 

ΑΠΑΝΣΗΗ 

(α) Όηαλ ε ζεκεηαθή κάδα αθηλεηεί σο πξνο ηε ζθήλα, ηόηε θηλείηαη 

κε νξηδόληηα επηηάρπλζε κέηξνπ Α σο πξνο ην (αδξαλεηαθό) 

δάπεδν, θαη αθηλεηεί θαηαθόξπθα. 

Αλ N : ε αληίδξαζε ηεο ζθήλαο, θάζεηα ζηελ επηθιηλή επηθάλεηα, 

ηόηε νη εμηζώζεηο θίλεζεο (νξηδόληηα) θαη αθηλεζίαο (θαηαθόξπθα) 

γηα ηελ m γξάθνληαη            0 0sin , cos tanN mA N mg A g       

(β)   Όηαλ:          0 tanA A g         ζα έρνπκε νιίζζεζε ηεο m θαζώο θηλείηαη ε ζθήλα. 

Θα κειεηήζνπκε ηελ θίλεζε ηεο m  σο πξνο ην κε-αδξαλεηαθό ζύζηεκα  ,x y   ην νπνίν 

θηλείηαη καδί κε ηε ζθήλα. Ωο πξνο απηό ην κε-αδξαλεηαθό ζύζηεκα ε κάδα m πθίζηαηαη θαη 

ηελ κε-αδξαλεηαθή ςεπδνδύλακε ˆ
non inertF mA x mA

    . 

Αλ ζπκβνιίζνπκε κε   , , , , ,
ˆ ˆ

m m x m ya x a y a   
     ηελ επηηάρπλζε ηεο m σο πξνο ηε ζθήλα (), 

ηόηε νη αληίζηνηρεο εμηζώζεηο θίλεζεο σο πξνο ην κε-αδξαλεηαθό ζύζηεκα  ,x y   γξάθνληαη 

  
, ,

, ,

sin

cos

m x

m y

ma N mA

ma N mg









 

 
 

Σν κέηξν ηεο θάζεηεο επηθαλεηαθήο δύλακεο Ν κπνξεί λα ππνινγηζηεί από ηελ θιίζε ηεο 

θίλεζεο σο πξνο ην κε-αδξαλεηαθό ζύζηεκα  ,x y   

A

M

m


 

A

M

m



N
x

y
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cos

tan sin cos
sin

mg N
N m A g

N mA


  




   


 

Σν κέηξν ηεο θαηαθόξπθεο επηηάρπλζεο πξνθύπηεη από ηελ εμίζσζε θίλεζεο : 

   , , , ,cos sin cos cos sin cos sinm y m yma mg N mg m A g a g A                 

Σν κέηξν ηεο νξηδόληηαο επηηάρπλζεο πξνθύπηεη από ηελ εμίζσζε θίλεζεο : 

   , , , ,sin sin cos sin sin cos cosm x m xma N mA m A g mA a g A                 

 

Ωο πξνο ην αδξαλεηαθό ζύζηεκα  ,x y  ηνπ Γαπέδνπ νη αληίζηνηρεο επηηαρύλζεηο είλαη: 

 

   

, , , ,

, , , ,

sin cos 1

cos sin sin tan

1 cos

sin cos sin tan sin cos sin sin

m x m y

m y m x

ma N a mg N mg

ma mg N a N N

mg g

m A g A g

 

   



       

 

 

   
     

   

   
 

 

Η γσλία ηεο ηξνρηάο ηεο m σο πξνο ην Γάπεδν 

, ,

, ,

tan
tan

tan

m y

m x

a g A

a g A











 


 

 

[Όηαλ 
0 tanA g        ηόηε ε κάδα m  θηλείηαη πξνο ηα πάλσ, ζηελ επηθιηλή πιεπξά, θαη 

γίλεηαη αληίζηνηρε αλάιπζε κε αιιαγή πξνζήκνπ ηεο ya ] 

 

Παράδειγμα 3.1.3   ώκα κάδαο Am  ζπγθξαηείηαη ζηελ 

θεθιηκέλε πιεπξά ζθήλαο κε κάδα Bm  θαη γσλία θ. Η 

επηθάλεηα κεηαμύ ησλ δύν ζσκάησλ είλαη ειεύζεξε ηξηβώλ, 

όπσο θαη ε νξηδόληηα επηθάλεηα ζηελ νπνία βξίζθεηαη ε 

ζθήλα. Κάπνηα ζηηγκή αθήλνπκε θαη ηα δύν ζώκαηα 

ειεύζεξα. Να ππνινγηζηνύλ νη επηηαρύλζεηο ηνπο. 

πκβνιίδνπκε ηηο επηηαρύλζεηο ησλ ζσκάησλ σο εμήο 

/A Ba : επηηάρπλζε ηνπ Α σο πξνο ην Β 

/Aa  : επηηάρπλζε ηνπ Α σο πξνο ην Γάπεδν 

/Ba  : επηηάρπλζε ηνπ Β σο πξνο ην Γάπεδν 

ΔΠΙΛΤΗ ΜΔ ΣΗ ΥΡΗΗ ΜΗ-ΑΓΡΝΑΝΔΙΑΚΟΤ ΤΣΗΜΑΣΟ ΑΝΑΦΟΡΑ 

ε απηή ηελ αλάιπζε ζα αλαιύζνπκε ηελ θίλεζε ηεο ζθήλαο σο πξν ην αδξαλεηαθό ζύζηεκα 

αλαθνξάο πνπ είλαη πξνζαξηεκέλν ζην Γάπεδν, αιιά ζα αλαιύζνπκε ηελ θίλεζε ηνπ 

ζώκαηνο Α σο πξνο ην κε-αδξαλεηαθό ζύζηεκα  ,x y  , ην νπνίν είλαη πξνζαξηεκέλν ζηε 

θήλα. Ωο πξνο ην κε-αδξαλεηαθό ζύζηεκα  ,x y  , έρνπκε ην πιενλέθηεκα όηη ην ζώκα Α 

αθηλεηεί θαηά ηνλ y , ελώ επηηαρύλεηαη κόλν θαηά ηνλ x  (πξάγκα πνπ δελ ηζρύεη γηα έλα 

αδξαλεηαθό ζύζηεκα αλαθνξάο πξνζαξηεκέλν ζην Γάπεδν, 

αθόκε θαη αλ έρεη άμνλεο παξάιιεινπο ζην  ,x y  ). 

ύκθσλα κε ηε ζρέζε (3α) ηεο παξαγξάθνπ 3.1, έρνπκε : 

  / / /A A B Ba a a     (1) 

ην ζρήκα θαίλνληαη νη πξαγκαηηθέο δπλάκεηο γηα ην Β, 

(αθνύ καο ελδηαθέξεη ε θίλεζή ηνπ σο πξνο ην αδξαλεηαθό 

ζύζηεκα-Γάπεδν) θαη όιεο νη δπλάκεηο (πξαγκαηηθέο θαη 

αδξαλεηαθέο) γηα ην Α, σο πξνο ην Με-Αδξαλεηαθό 

Am

Bm



 

Bm g

Am g

x̂

x̂1N

1N

2N



y
y

/A Bm a 
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ζύζηεκα  ,x y  , ην νπνίν είλαη πξνζαξηεκέλν ζην ζώκα Β. Ωο πξνο ην  ,x y  , ην ζώκα Α 

δέρεηαη ηηο πξαγκαηηθέο δπλάκεηο ηνπ βάξνπο ηνπ θαη ηεο θάζεηεο αληίδξαζεο Ν1, θαη ηελ 

αδξαλεηαθή ςεπδνδύλακε 
/

ˆ
A Bxm a   ιόγσ ηεο επηηάρπλζεο ηνπ Β.  

Ωο πξνο απηό ην ζύζηεκα  ,x y   ην ζώκα Α επηηαρύλεηαη θαηά κήθνο ηνπ άμνλα x΄ 

θαη εξεκεί θαηά κήθνο ηνπ άμνλα y΄. Οπόηε, νη αληίζηνηρεο ζπλζήθεο (γηα ηα κέηξα ησλ 

επηηαρύλζεσλ) θαηά κήθνο ησλ δύν αμόλσλ ηνπ κε-αδξαλεηαθνύ ζπζηήκαηνο, γξάθνληαη: 

Δπηηάρπλζε θαηά ηνλ x :  / /sin cosA A B A A Bm a m g m a     (2) 

Ιζνξξνπία θαηά ηνλ y   :  1 / sin cosA B AN m a m g     (3) 

Η ζπλζήθε επηηάρπλζεο ηνπ ζώκαηνο Β σο πξνο ην αδξαλεηαθό ζύζηεκα ηνπ Γαπέδνπ είλαη: 

     / 1 sinB Bm a N       (4) 

2

1 /(3) sin sin sin sin cosA B AN m a m g          (5) 

πλδπάδνληαο ηηο (4) θαη (5): 2

/ / sin sin cosB B A B Am a m a m g       

παίξλνπκε:    / 2

sin cos
ˆ

sin
Ba g x

 

 
 


 , όπνπ: /B Am m   (6) 

Δλώ, από (2) θαη (6) :  
2

/ 2

cos
ˆsin 1

sin
A Ba g x




 

 
   

 
   (7) 

ηηο (6), (7), έρεη ιεθζεί ππόςε ν πξνζαλαηνιηζκόο ησλ /A Ba  θαη /Ba  ,  νπόηε, 

αληηθαζηζηώληαο ζηε ζρέζε (1), παίξλνπκε: 

   
2

/ 2 2

cos sin cos
ˆ ˆsin 1

sin sin
Aa g x g x

  


   


 
    

  
 

Αιιά ην  x̂ δηαηεξεί ηνλ πξνζαλαηνιηζκό ηνπ ζηα  ˆ ˆ,x y , νπόηε: 

   
2

/ 2 2

cos sin cos
ˆ ˆ ˆsin 1 cos sin

sin sin
Aa g x y g x

  
  

   


 
      

  
 

/ 2 2

1
ˆ ˆsin cos sin

sin sin
Aa g x y

 
  

   


     
           

,         /B Am m   

Παξαηεξνύκε όηη γηα κεγάιεο ηηκέο ηεο κάδαο mΒ    ε επηηάρπλζε ηνπ ζώκαηνο Β 

ηείλεη ζην κεδέλ, ελώ       /
ˆ ˆ ˆlim sin cos sin sinAa g x y g x    

            . 

 

ΔΠΙΛΤΗ Δ ΑΓΡΑΝΔΙΑΚΟ ΤΣΗΜΑ ΑΝΑΦΟΡΑ 

Γηα ηελ πεξηγξαθή ηεο θίλεζεο ηνπ ζώκαηνο Α πηνζεηνύκε ζύζηεκα  ,x y  κε x-παξάιιειν 

θαη y-θάζεην ζην θεθιηκέλν επίπεδν ηεο ζθήλαο, ην νπνίν όκσο αθηλεηεί σο πξνο ην Γάπεδν, 

νπόηε ην ζώκα Α επηηαρύλεηαη θαη σο πξνο ηνπο δύν άμνλεο απηνύ ηνπ ζπζηήκαηνο, θαη γηα 

ηα κέηξα ησλ αληίζηνηρσλ πξνβνιώλ ηεο επηηάρπλζήο ηνπ ηζρύεη: 

, sinA A x Am a m g     (1α) 

    , 1cosA A y Am a m g N    (1β) 

Σα δύν ζώκαηα Α θαη Β, παξόηη 

κεηαβάιινπλ ηηο απόιπηεο ζέζεηο ηνπο, 

δηαηεξνύλ ηε ζρεηηθή ηνπο απόζηαζε, θαηά 

ηνλ άμνλα-y, όπσο θαίλεηαη θαη ζην 

δηπιαλό ζρήκα.  

Γεδνκέλνπ όηη μεθίλεζαλ θαη ηα δύν κε 

κεδεληθή ηαρύηεηα, ζα πξέπεη λα ηζρύεη 

x
y Y

X
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   / , , , , ,0A B y A y B y A y B ya a a a a      (2) 

Σν ζώκα Β επηηαρύλεηαη κόλν παξάιιεια ζην νξηδόληην επίπεδν (άμνλαο-X), ελώ αθηλεηεί 

θαηά ηνλ θαηαθόξπθν άμνλα-Y, νπόηε, γηα ην κέηξν ηεο επηηάρπλζήο ηνπ, ηζρύεη: 

1 sinB Bm a N     (3α) 

    , sinB y Ba a      (3β) 

1(1β) sin sin cos sin sinA Ay Am a m g N         (4) 

πλδπάδνληαο ηελ (4) κε ηηο (2) θαη (3α,β), παίξλνπκε : 

 
 

2

2

cos sin
sin cos sin

sin /
A B A B B B

B a

g
m a m g m a a

m m

 
  


   


 (5) 

Από ηελ (2)    , , sinA y B y Ba a a      (6α) 

Δλώ, επεηδή θαηά ηνλ άμνλα-x κνλαδηθή επηηαρύλνπζα δύλακε ηνπ Α είλαη ε x-ζπληζηώζα 

ηνπ βάξνπο ηνπ, έρνπκε: , sinA xa g      (6β) 

ηε ζπλέρεηα κπνξνύκε λα πξνβάινπκε ηηο x- θαη y-ζπληζηώζεο ηεο Aa  ζην ζύζηεκα X-Y, 

2

, , , 2 2

sin cos
cos sin sin cos sin sin cos

sin sin
A X A x A y

g
a a a g g

  
      

   
       

 
 

Όκνηα (παξαιείπνληαη ελδηάκεζεο πξάμεηο):   , 2

[1 ]sin
sin

sin
A Ya g

 


 


 


 

 

 

3.2  Μη-αδρανειακό ζύζηημα, περιζηρεθόμενο  

ως προς αδρανειακό ζύζηημα αναθοράς 

 

 Αο ζεσξήζνπκε δύν ζπζηήκαηα αλαθνξάο κε θνηλή 

αξρή, Oxyz  θαη Ox y z   , έηζη ώζηε ην πξώην λα είλαη 

αδξαλεηαθό, θαη ην δεύηεξν λα πεξηζηξέθεηαη σο πξνο ην 

πξώην κε γσληαθή ηαρύηεηα ˆ  , όπνπ   ην κέηξν ηεο 

γσληαθήο ηαρύηεηαο θαη ̂  ην κνλαδηαίν δηάλπζκα ην 

παξάιιειν πξνο ηνλ άμνλα, πεξί ηνλ νπνίνλ πεξηζηξέθεηαη 

ην Ox y z    σο πξνο ην Oxyz . [ηελ πξαγκαηηθόηεηα, ε 

ππόζεζε ηεο θνηλήο αξρήο δελ είλαη απαξαίηεηε. Οη αξρέο 

ησλ δύν ζπζηεκάησλ ζα κπνξνύζαλ λα απέρνπλ θαηά έλα 

δηάλπζκα R , ή, θαη λα θηλνύληαη κε ζηαζεξή ζρεηηθή 

ηαρύηεηα .R V    Θα κπνξνύζε, αθόκε, ην Ox y z    

λα κελ γίλεηαη πνηέ παξάιιειν πξνο ην Oxyz , θαζ’ όιε ηε δηάξθεηα ηεο πεξηζηξνθήο ηνπ. 

Όιεο απηέο νη παξαιιαγέο δελ επεξεάδνπλ θαζόινπ ηα ζπκπεξάζκαηα ζηα νπνία ζα 

θαηαιήμνπκε ζηε ζπλέρεηα, όπσο κπνξεί λα απνδεηρζεί αλαιπηηθά, κε ιίγν πην εθηελή 

δηαλπζκαηηθό ινγηζκό, ν νπνίνο παξαιείπεηαη γηα ιόγνπο νηθνλνκίαο]   

  Αλ  ˆ ˆ ˆ, ,x y z  θαη  ˆ ˆ ˆ, ,x y z    είλαη ηα κνλαδηαία δηαλύζκαηα ησλ δύν ζπζηεκάησλ, ηα 

 ˆ ˆ ˆ, ,x y z  είλαη αλεμάξηεηα ηνπ ρξόλνπ, ελώ ηα  ˆ ˆ ˆ, ,x y z    δηαηεξνύλ κελ ηνλ κνλαδηαίν 

ραξαθηήξα ηνπο αιιά κεηαβάιινπλ πξνζαλαηνιηζκό κε ην ρξόλν, έηζη ώζηε ην θαζέλα από 

απηά λα δηαγξάθεη έλα θώλν πεξί ηνλ άμνλα πεξηζηξνθήο (κε δηαθνξεηηθή γσλία θνξπθήο, 

1 2 3, ,     , γηα ην θαζέλα). [Θα κπνξνύζε λα ηζρπξηζηεί θαλείο όηη, πηνζεηώληαο ηελ νπηηθή 

ηνπ Ox y z   , ηόηε ηα  ˆ ˆ ˆ, ,x y z    δηαηεξνύλ ηνλ πξνζαλαηνιηζκό ηνπο, ελώ ην 

x 

y 

z 

x΄ 

y΄ 

z΄ 

A A

O O

ˆ 
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Oxyz πεξηζηξέθεηαη κε γσληαθή ηαρύηεηα ˆ    , νπόηε ηα κνλαδηαία  ˆ ˆ ˆ, ,x y z  αιιάδνπλ 

πξνζαλαηνιηζκό, δηαγξάθνληαο ην θαζέλα ηνλ δηθό ηνπ θώλν πεξί ηνλ άμνλα πεξηζηξνθήο. 

ε απηό ην ζεκείν πξέπεη λα δειώζνπκε όηη αληηκεησπίδνπκε ηα δύν ζπζηήκαηα σο κε-

ηζνδύλακα, δεδνκέλνπ όηη ζην Oxyz ε ζηαηηθή αιιά θαη ε δπλακηθή ησλ ζσκάησλ εμεγείηαη 

κε βάζε δπλάκεηο νη νπνίεο νθείινληαη ζε αιιειεπίδξαζε κε άιια ζώκαηα, ελώ ζην Ox y z    

ε αληίζηνηρε αλάιπζε απαηηεί ηελ παξαδνρή επηπιένλ δπλάκεσλ, θαη επνκέλσο νη ξόινη ησλ 

δύν ζπζηεκάησλ δελ είλαη αληηζηξέςηκνη.] 

 Έλα δηαλπζκαηηθό κέγεζνο A  ζα πεξηγξάθεηαη κε δηαθνξεηηθό ηξόπν ζηα δύν 

ζπζηήκαηα  1 2 3 1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆA x A y A z A x A y A z             (1) 

Η ηζόηεηα ζεκαίλεη όηη, αλ γξαθνύλ ηα  ˆ ˆ ˆ, ,x y z    ζπλαξηήζεη ησλ  ˆ ˆ ˆ, ,x y z , νη ζπληειεζηέο 

ησλ ίδησλ κνλαδηαίσλ ζηα δύν ζθέιε ηεο ηζόηεηαο, ζα είλαη ίζνη. Η ζρέζε απηή είλαη ε 

ζπλέπεηα ηεο ζρέζεο (1) ηεο παξαγξάθνπ 3.1 όηαλ νη αξρέο ησλ δύν ζπζηεκάησλ 

ζπκπίπηνπλ, δει.,   0R t  ). Αλ παξαγσγίζνπκε , σο πξνο ην ρξόλν, ηε ζρέζε (1), έρνπκε: 

   1 2 3 1 2 3
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆd A x A y A z d A x A y A z

dt dt

        
   

3 31 2 1 2
1 2 3

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

dA dAdA dA dA dA dx dy dz
x y z x y z A A A

dt dt dt dt dt dt dt dt dt

    
               

1 2 3

ˆ ˆ ˆ

F R

dA dA dx dy dz
A A A

dt dt dt dt dt

      
         

   
  (5) 

Όπνπ, νη δείθηεο F θαη R ζεκαίλνπλ όηη νη αληίζηνηρεο παξάγσγνη έρνπλ ππνινγηζηεί σο πξνο 

ην αδξαλεηαθό ζύζηεκα (F=Fixed) θαη σο πξνο ην πεξηζηξεθόκελν (R=Rotated). Απνκέλεη λα 

δνύκε αλ ππάξρεη ζπλνπηηθή γξαθή γηα ηνπο ππόινηπνπο όξνπο 1 2 3

ˆ ˆ ˆdx dy dz
A A A

dt dt dt

  
    . 

Θα κειεηήζνπκε ηελ παξάγσγν 
   

0

ˆ ˆˆ
lim
t

x t t x tdx

dt t 

   



. 

ύκθσλα  κε ην ζρήκα:      ˆ ˆ ˆx t t x t x KA          , 

 όπνπ  1 1
ˆ sin sinKA x    . Οξίδνπκε σο n̂ : ην 

κνλαδηαίν δηάλπζκα πνπ είλαη παξάιιειν ζην εθάζηνηε 

   ˆ ˆ ˆx t t x t x       , θαη ην νπνίν (ζην όξην ησλ κηθξώλ 

γσληώλ d   ) είλαη θάζεην ζην επίπεδν ησλ δύν 

δηαλπζκάησλ  ˆ, x  .  Δπνκέλσο, ζην όξην 0t   :  

1

1 1
0

ˆ ˆ sinˆ
ˆ ˆ ˆ ˆlim sin sin

t

n xdx d
n x n x

dt t dt

  
  

 

 
   


,  

θαη, ηειηθά:  1

ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆsin

dx dx
n x x

dt dt
  

 
     .   Όκνηα 

ˆ ˆ
ˆ ˆ,

dy dz
y z

dt dt
 

 
     .  

Άξα; 

     

       

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3 1 2 3

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

dx dy dz
A A A A x A y A z

dt dt dt

dx dy dz
A x A y A z A x A y A z A A A A

dt dt dt

  

    

  
                

  
                            

 

Αληηθαζηζηώληαο ηελ ηειεπηαία ζρέζε ζηε ζρέζε (5) παίξλνπκε: 

(6)R

F R

dA dA
A

dt dt


   
     

   
 

ˆdx
 x̂ t dt 

 x̂ t

d

1



O O

K

A

B
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3.3 Τατύηηηα και επιηάτσνζη κινηηού 

ως προς περιζηρεθόμενο ζύζηημα αναθοράς 

 

 Αλ ζηελ ζρέζε (6) εμεηδηθεύζνπκε ην δηάλπζκα A  κε ηα δηάλπζκα ζέζεο r , ηόηε 

παίξλνπκε ηε ζρέζε κεηαμύ ησλ ηαρπηήησλ ελόο θηλεηνύ όπσο απηέο θαίλνληαη ζε έλα 

αδξαλεηαθό (F) θαη ζε έλα πεξηζηξεθόκελν (R) ζύζηεκα αλαθνξάο κε γσληαθή ηαρύηεηα   

σο πξνο ην αδξαλεηαθό  (7)F R Rr      

Όπνπ    , RR
r   είλαη ηα κεγέζε όπσο ηα κεηξάεη ν κε-αδξαλεηαθόο παξαηεξεηήο, θαη   είλαη 

ε γσληαθή ηαρύηεηα πεξηζηξνθήο ηνπ, όπσο ηνπ ηελ αλαθέξεη ν αδξαλεηαθόο παξαηεξεηήο. 

 Γηα λα ππνινγίζνπκε ηη ζρέζε πνπ ππάξρεη αλάκεζα ζηηο επηηαρύλζεηο, όπσο απηέο 

θαίλνληαη από ηα δύν ζπζηήκαηα, ζα παξαγσγίζνπκε, σο πξνο ην ρξόλν, ηε ζρέζε (7). ε 

απηή ηελ πεξίπησζε ζα πξέπεη λα γξάςνπκε     1 2 3
ˆ ˆ ˆ

R
x y z                 θαη  λα ιάβνπκε 

ππόςε καο ηε ρξνληθή κεηαβνιή ησλ  ˆ ˆ ˆ, ,x y z   ηόζν ζην δηάλπζκα ηεο ηαρύηεηαο όζν θαη ζην 

δηάλπζκα ηεο ζέζεο, ˆ ˆ ˆ
Rr r x x y y z z          , νπόηε (ζύκθσλα κε ηελ αλάιπζε ηεο  § 3.2) 

     

 

1 2 3

2
2 3

1 3

ˆ ˆ ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

R
F R R R

R R

d d d d dr
r x y z r

dt dt dt dt dt

d d d d
x y z r x x y y z z

dt dt dt dt


      

  
   

               

   
                    

 

 

   
2 3

ˆ ˆ ˆ
F R R RR

d dx dy dz
a r x y z r

dt dt dt dt
     

    
              

  
 

Η ζρέζε απηή κπνξεί, κεηά ηηο αλαγσγέο ησλ όκνησλ όξσλ, λα γξαθεί ζπλνπηηθά σο εμήο:  

 

 2F R R R Ra a r r              (8) 

Η ηειεπηαία ζρέζε κπνξεί λα γξαθεί θαη κε ηε κνξθή 

  2R F R R Rma ma m r m m r             , 

Λακβάλνληαο ππόςε όηη Fma F , όπνπ F  ε ζπληζηακέλε ησλ πραγμαηικών δπλάκεσλ 

βάζεη ηεο νπνίαο γξάθεηαη ε δηαθνξηθή εμίζσζε θίλεζεο ζην αδξαλεηαθό ζύζηεκα 

αλαθνξάο, ηειηθά απνδεηθλύεηαη όηη ε δηαθνξηθή εμίζσζε θίλεζεο, ζην κε-αδξαλεηαθό 

ζύζηεκα αλαθνξάο γξάθεηαη  

 2R R R Rma F m r m m r              (9) 

Η ζρέζε (9) ζεκαίλεη όηη, ζην κε-αδξαλεηαθό ζύζηεκα αλαθνξάο, ε δηαθνξηθή εμίζσζε 

θίλεζεο ρξεηάδεηαη, πέξαλ ησλ πξαγκαηηθώλ δπλάκεσλ, πνπ αζθνύληαη από άιια ζώκαηα 

πάλσ ζηε κάδα m, θαη ηελ ζπλδξνκή ηξηώλ «δηνξζσηηθώλ» όξσλ, ν θαζέλαο από ηνπο 

νπνίνπο αληηζηνηρεί ζε κία δηαθνξεηηθή «αδξαλεηαθή ςεπδν-δύλακε»  ε νλνκαζία θαη ην 

θπζηθό λόεκα ησλ νπνίσλ έρεη σο εμήο: 

 

:Rm r    «Εγκάρζια δύναμη», έρεη ζρέζε κε ηελ ελδερόκελε ρξνληθή κεηαβνιή ηεο 

γσληαθήο ηαρύηεηαο    κε ηελ νπνία πεξηζηξέθεηαη ην κε-αδξαλεηαθό 

ζύζηεκα θαη νλνκάδεηαη έηζη επεηδή είλαη εγθάξζηα ζην δηάλπζκα ζέζεο, όπσο 

απηό πεξηγξάθεηαη ζην κε αδξαλεηαθό ζύζηεκα.  

2 :Rm    «Δύναμη Coriolis», παξνπζηάδεηαη όηαλ ππάξρεη θίλεζε, σο πξνο ην κε-

αδξαλεηαθό ζύζηεκα, κε ηαρύηεηα πνπ δελ είλαη παξάιιειε πξνο ηνλ άμνλα 
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πεξηζηξνθήο, θαη νλνκάζηεθε έηζη πξνο ηηκήλ ηνπ Gaspard-Gustave de 

Coriolis (1792-1843), Γάινπ καζεκαηηθνύ, κεραληθνύ θαη επηζηήκνλα, ζηνλ 

νπνίνλ νθείιεηαη ε καζεκαηηθή ηεο πεξηγξαθή (1835). 

  :Rm r     «Φσγόκενηρος δύναμη», παξνπζηάδεηαη γηα θάζε ζώκα ην νπνίν βξίζθεηαη 

έμσ από ηνλ άμνλα πεξηζηξνθήο ελόο πεξηζηξεθόκελνπ ζπζηήκαηνο 

αλαθνξάο, είλαη αλάινγε ηνπ ηεηξαγώλνπ ηεο γσληαθήο ηαρύηεηαο ηνπ κε-

αδξαλεηαθνύ ζπζηήκαηνο αλαθνξάο θαη ηεο απόζηαζεο ηνπ ζώκαηνο από ηνλ 

άμνλα πεξηζηξνθήο θαη νλνκάδεηαη έηζη δηόηη είλαη αληίζεηε από ην δηάλπζκα 

πνπ ζπλδέεη ην ζώκα κε ηνλ άμνλα πεξηζηξνθήο  

 

Μαθημαηική ζημείωζη: Η κεηάβαζε από ηε ζρέζε (6) ζηε ζρέζε (8) ζα κπνξνύζε λα γίλεη 

αληηκεησπίδνληαο ηελ ζρέζε (6) σο ηε ζρέζε πνπ νξίδεη ηνλ ζπζρεηηζκό ηνπ «ηειεζηή» ηεο 

ρξνληθήο παξαγώγνπ ζην αδξαλεηαθό ζύζηεκα (F) κε ηνλ αληίζηνηρν «ηειεζηή» ζην κε 

αδξαλεηαθό ζύζηεκα (R):  
F R

d d

dt dt


   
     

   
   (10) 

Η ζρέζε (10) ζεκαίλεη όηη αλ δξάζνπλ ζην ίδην δηάλπζκα ηα δύν κέιε ηεο ζρέζεο ζα δώζνπλ 

ην ίδην απνηέιεζκα, αξθεί ην δηάλπζκα λα πεξηγξάθεηαη ζην αληίζηνηρν ζύζηεκα, θαηά 

πεξίπησζε. Με ηελ ίδηα «ηειεζηηθή» ινγηθή, γηα ηελ δεύηεξε ρξνληθή παξάγσγν ζα είρακε  

     
2 2

F F R R

R R R
F R R R

d d d d

dt dt dt dt

d d d d

dt dt dt dt

 

   

       
            

       

       
                  

       

 

Σελ ηειεπηαία ζρέζε ηελ αληηιακβαλόκαζηε λα ιεηηνπξγεί σο «ηειεζηήο» πάλσ ζην ίδην 

δηάλπζκα (πνπ, επίζεο, πεξηγξάθεηαη ζην αληίζηνηρν ζύζηεκα, θαηά πεξίπησζε). Δπνκέλσο, 

όζνλ αθνξά ηνλ δεύηεξν θαη ηνλ ηξίην όξν ηνπ δεμηνύ ζθέινπο, δελ αιιειναλαηξνύληαη. 

Αληίζεηα:    
R R

R R R

d d d d

dt dt dt dt


  

        
               

        
. Δπνκέλσο, έρνπκε: 

   

 

2 2

2 2

2 (11)

R R
F R RR

R
F R R R

d d d d d

dt dt dt dt dt

d d d d

dt dt dt dt


   


  

          
                       

          

       
                 

       

 

Αλ ε ηειεπηαία ζρέζε δξάζεη πάλσ ζην ίδην δηάλπζκα ζέζεο r , όπσο απηό πεξηγξάθεηαη ζην 

αδξαλεηαθό ζύζηεκα αλαθνξάο, γηα ην αξηζηεξό ζθέινο ηεο (11), θαη ζην κε-αδξαλεηαθό 

ζύζηεκα γηα ην δεμηό ζθέινο ηεο (11), ηόηε παίξλνπκε αθξηβώο ηε ζρέζε (8). 

 

Παράδειγμα 3.1.4  Λεία ξάβδνο κήθνπο L πεξηζηξέθεηαη κε ζηαζεξή γσληαθή ηαρύηεηα σ, 

ζε νξηδόληην επίπεδν, πεξί θαηαθόξπθν άμνλα πνπ δηέξρεηαη από ην έλα άθξν ηεο. Καηά 

κήθνο ηεο ξάβδνπ γιηζηξάεη, ρσξίο ηξηβή, δηάηξεην ζθαηξίδην κάδαο m, ην νπνίν μεθηλάεη από 

ην ζηαζεξό άθξν ηεο ξάβδνπ, κε αξρηθή ηαρύηεηα π0. (α) Πσο κεηαβάιιεηαη ε ζέζε ηνπ 

ζθαηξηδίνπ, θαηά κήθνο ηεο ξάβδνπ, ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ θαη ζπλαξηήζεη ηεο γσλίαο θαη 

πόζν ρξόλν ρξεηάδεηαη γηα λα θζάζεη ζην άιιν άθξν; (β) Πσο κεηαβάιιεηαη ε αθηηληθή 

ηαρύηεηα ηνπ ζθαηξηδίνπ, ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ θαη ζπλαξηήζεη ηεο γσλίαο; (γ) Πσο 

κεηαβάιιεηαη ε αληίδξαζε ηεο ξάβδνπ πάλσ ζην ζσκαηίδην ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ θαη 

ζπλαξηήζεη ηεο γσλίαο; 
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Θεσξνύκε αδξαλεηαθό ζύζηεκα αλαθνξάο Oxyz κε ηελ αξρή Ο ζην ζηαζεξό άθξν ηεο 

ξάβδνπ θαη ηνλ άμνλα z θάζεην ζην νξηδόληην επίπεδν, θαη κε-αδξαλεηαθό ζύζηεκα Ox y z    

κε z z  , ην νπνίν πεξηζηξέθεηαη πεξί ηνλ z καδί κε ηε ξάβδν, έηζη ώζηε ν άμνλαο x  λα 

ζπκπίπηεη κε ηε ξάβδν. Καηά ηνλ άμνλα z z  , ην ζσκαηίδην αθηλεηεί ζην 0z z   . 

 Θα κειεηήζνπκε ηελ θίλεζε ηνπ ζθαηξηδίνπ θαηά κήθνο ηεο δηαδξνκήο 

 0,x x L   , ρσξίο ηξηβή θαη κε αξρηθή ηαρύηεηα πν. Θα ππνζέζνπκε όηη ε ηαρύηεηα ηνπ 

ζσκαηηδίνπ, σο πξνο ην Ox y z   , δελ είλαη ζηαζεξή θαη ζα γξάςνπκε ηε δηαθνξηθή εμίζσζε 

θίλεζεο ζην επίπεδν  x y   (δεδνκέλνπ όηη ζε απηό ην ζύζηεκα γλσξίδνπκε ηηο αξρηθέο 

ζπλζήθεο θαη ηα όξηα ηεο θίλεζεο) 

   2R F R R Rma ma m r m m r             

όπνπ  ˆ
Rma mx x   

, .
ˆ

Fma F F Ay   
    

  0Rm r   

     ˆ ˆˆ2 2 2Rm m z x m x y                

              2ˆ ˆ ˆˆ ˆ ˆ
Rm r m z z x x m z x y m x x                            

Αληηθαζηζηώληαο ηνπο παξαπάλσ όξνπο ζηελ αξρηθή εμίζσζε έρνπκε: 

  2ˆ ˆ ˆ ˆ2mx x Ay m x y m x x          , 

ε νπνία  γξάθεηαη, θαηά ζπληζηώζεο, 

  
2 2 (1 )ˆ ˆ

(1 )ˆ ˆ2 2

mx x m x x x x

Ay m x y A m x

 

 

         
   

       
 

Γηα ηελ x΄-ζπληζηώζα ηεο δηαθνξηθήο, 2x x  , αλαδεηνύκε κία ζπλάξηεζε  x t  πνπ ε 

δεύηεξε ρξνληθή παξάγσγόο ηεο είλαη αλάινγε ηεο αξρηθήο ζπλάξηεζεο επί κία ζεηηθή 

πνζόηεηα, άξα ζα έρεη ηε κνξθή:         2t tx t Ae x t Ae     , πνπ, αλ αληηθαηαζηαζνύλ 

ζηελ αληίζηνηρε δηαθνξηθή, δίλνπλ    2 2       ,  πνπ ζεκαίλεη όηη ηε δηαθνξηθή ηελ 

ηθαλνπνηνύλ ιύζεηο θαη ηεο κνξθήο   tx t ae   , θαη ηεο κνξθήο    tx t be   . Δπνκέλσο, ε 

γεληθή ιύζε είλαη     t tx t ae be     .  

Η γσλία ηεο ξάβδνπ, σο πξνο ηελ αξρηθή ηεο ζέζε, είλαη  t t   

(α) Οη ζηαζεξέο νινθιήξσζεο a, b, ζα ππνινγηζηνύλ από ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο, σο εμήο: 

      0 0 0 t tx t a b a b x t a e e              

       0 0 0
0 0

0
0 sinh

2 2

t t
t t

t

e e
x t a e e a x t t

 
    

   
  






 
           

 
 

Δπίζεο:     0 0 sinh
2

e e
x

  
 

 

 
   

 
 

Σν ζπλνιηθό ρξνληθό δηάζηεκα ππνινγίδεηαη επηιύνληαο σο πξνο tολ, ηελ  x t L
   

     10
0

1
sinh sinh /L t t L 


  

 

   ,  

όπνπ 
1sinh
: ε αληίζηξνθε ζπλάξηεζε ηνπ sinh . 

 

(β) Η αθηηληθή ηαρύηεηα, είλαη: 
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      0 0 0cosh cosh
2

t t

x

e e
x t t

 

     




 
    

 
 

(γ) Η αληίδξαζε ηεο ξάβδνπ πάλσ ζην ζθαηξίδην ππνινγίδεηαη από ηελ (1 β) 

    0 02 2 cosh 2 coshA m x m t m        

 

Παξαηήξεζε – ρόιην 1 : Η αλάιπζε πνπ πξνεγείηαη είλαη πξαθηηθά ηζνδύλακε κε ην λα 

ιύζεη θαλείο ην πξόβιεκα ζε επίπεδεο πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο. Υξεζηκνπνηώληαο ηελ 

έθθξαζε γηα ηελ επηηάρπλζε, όπσο ππνινγίζηεθε ζε επίπεδεο πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο, 

   2 ˆ ˆ2a          , ε δηαθνξηθή εμίζσζε θίλεζεο γξάθεηαη 

   2 ˆ ˆ ˆ2m m A             (2) 

δεδνκέλνπ όηη ε κόλε δύλακε πνπ αζθείηαη ζην επίπεδν θίλεζεο είλαη ε αληίδξαζε ηεο 

ξάβδνπ, ε νπνία (επεηδή δελ ππάξρνπλ ηξηβέο) είλαη θάζεηε ζηελ ξάβδν θαη παξάιιειε κε ηε 

θνξά θίλεζεο ηεο ξάβδνπ. Αλ ιεθζεί ππόςε όηη . 0       , ηόηε ε γσληαθή 

θαη ε αθηηληθή ζπληζηώζα ηεο εμίζσζεο (2) γξάθνληαη 

  
 

 

2 2ˆ 0

2ˆ ˆ2

m

A mm A

    

   

     
   

     

 

Οη νπνίεο είλαη αθξηβώο ηζνδύλακεο κε ηηο  (1 α,β) θαη επηιύνληαη όπσο παξαπάλσ. 

 

Παξαηήξεζε – ρόιην 2 : Αλ επέκελε θάπνηνο λα ιύζεη ην 

πξόβιεκα ζην αδξαλεηαθό ζύζηεκα αλαθνξάο Oxyz  θαη ζε 

θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο, ηόηε νη δηαθνξηθέο εμηζώζεηο θίλεζεο 

ζηνπο δύν άμνλεο x  θαη  y  γξάθνληαη: 

        sin , cosmx A t t my A t t     (3 α,β) 

ε απηό ην ζύζηεκα ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ, ε αληίδξαζε Α 

ηεο ξάβδνπ, σο άγλσζηε ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ, εηζέξρεηαη θαη 

ζηηο δύν εμηζώζεηο, κε απνηέιεζκα λα κελ είλαη άκεζα επηιύζηκν, θαη ε απαινηθή ηεο  Α(t) 

λα κελ είλαη πξνθαλήο. 

Γείμηε όηη νη ιύζεηο πνπ πξνθύπηνπλ ζε αδξαλεηαθέο θαξηεζηαλέο ζπληεηαγκέλεο, από ηνλ 

κεηαζρεκαηηζκό ησλ ιύζεσλ πνπ πξνέθπςαλ ζε επίπεδεο πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο: 

                   0 0cos sinh cos , sin sinh sinx t t t t t y t t t t t
 

       
 

     

ηθαλνπνηνύλ ηηο δηαθνξηθέο εμηζώζεηο (3 α,β) κε ζπλεπή ηξόπν, κε ηελ πξνϋπόζεζε όηη ε 

αληίζηαζε παίξλεη ηελ ηηκή πνπ ππνινγίζηεθε ζην εξώηεκα (γ) 

   0 02 cosh 2 coshA m t m      

[Υξεζηκνπνηείζηε σο ιήκκα, ή, απνδείμηε όηη:      
sinh cosh

cosh , sinh
d u d u

u u
du du

  ] 

 

Παξαηήξεζε – ρόιην 3 : ηελ πεξίπησζε πνπ ην ζθαηξίδην αθελόηαλ ειεύζεξν (ρσξίο 

αξρηθή ηαρύηεηα), ηελ ζηηγκή t=0 πνπ θ=0, ζην ζεκείν 0x , ηόηε: (α) αλ 0 0x  , ην ζθαηξίδην 

ζα παξέκελε ζην ίδην ζεκείν (γηαηί;), (β) αλ 00 x L  , ην ζθαηξίδην ζα άξρηδε λα θηλείηαη 

πξνο κεγαιύηεξεο απνζηάζεηο από ην θέληξν πεξηζηξνθήο. Σν πξόβιεκα απηό επηιύεηαη πάιη 

κε ηε βνήζεηα ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ  (1 α,β)  2 , 2x x A m x     , 

κε αξρηθέο ζπλζήθεο     00 , 0 0x t x x t     . [Βξείηε ηηο αληίζηνηρεο ιύζεηο]. 

 t t 

A

x

y

 


