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1. Εηζαγωγή – Θεκειηώδε θαη Παξάγωγα Μεγέζε – Μαζεκαηηθά Εξγαιεία 

(ΒΛΕΠΕ: ENOTHTA_01) 

 

2. Νόκνη ηνπ Νεύηωλα 

 

2.1 Δηαηύπωζε ηωλ λόκωλ ηνπ Νεύηωλα θαη γεληθά ζρόιηα (Chapt02-1) 

2.2 Επίιπζε ηεο εμίζωζεο θίλεζεο ηνπ Νεύηωλα (Chapt02-2) 

 

2.3  Ώζεζε δύλακεο θαη κεηαβνιή νξκήο 

 

Από ηνλ 3
ν
 Νόκν ηνπ Νεύησλα πξνθύπηεη όηη  

2 2

1 1

f

i

p t t

f i

p t t

d p Fdt d p Fdt p p Fdt          

Ολνκάδνπκε ηελ πνζόηεηα Fdt  δηαθνξηθή ώζεζε ηεο δύλακεο F  γηα ην ρξνληθό δηάζηεκα 

dt , νπόηε ε πξνεγνύκελε ζρέζε: 
2

1

t

f i

t

p p Fdt   , είλαη ηζνδύλακε κε ηελ δηαπίζησζε όηη ε 

κεηαβνιή νξκήο ελόο ζσκαηηδίνπ είλαη ίζε κε ην νινθιήξσκα ηεο ώζεζεο ηεο ζπλνιηθήο 

δύλακεο πνπ αζθείηαη πάλσ ζην ζσκαηίδην. Η έλλνηα ηεο ώζεζεο είλαη ηδηαίηεξα ρξήζηκε 

ζηελ πεξίπησζε ρξνλν-κεηαβαιιόκελεο δύλακεο  F F t , ε νπνία κπνξεί λα κεηαηνπίδεη 

ειάρηζηα ή θαη θαζόινπ ην ζεκείν εθαξκνγήο ηεο, αιιά ην κέηξν ηεο κεηαβάιιεηαη κε έλα 

«παικηθό» ηξόπν κέζα ζε έλα ρξνληθό δηάζηεκα Γt, μεθηλώληαο από κεδεληθή ηηκή θαη 

θαηαιήγνληαο πάιη ζε κεδεληθή ηηκή, (όπσο ζπκβαίλεη, π.ρ., ζηελ πεξίπησζε θξνύζεο), 

νπόηε ε ζπλνιηθή κεηαβνιή νξκήο κπνξεί λα ππνινγηζηεί σο νινθιήξσκα ηεο ώζεζεο 

      
0

p F t dt



    

Παξάδεηγκα 2.3.1 (α) Μειεηήζηε ηελ ηδαληθή κεραλή ηνπ Atwood (κε 

εθηαηά λήκαηα θαη ακειεηέα κάδα λεκάησλ θαη ηξνραιίαο), 

αλαιύνληαο ηελ θίλεζε ησλ επηκέξνπο καδώλ. (β) Αληηκεησπίζηε ηελ 

κεραλή σο έλα θιεηζηό ζύζηεκα ζην νπνίν αζθνύληαη νη εμσηεξηθέο 

δπλάκεηο (i) ηεο βαξύηεηαο θαη (ii) ηνπ ζεκείνπ αλάξηεζεο ηεο 

ηξνραιίαο, θαη δείμηε όηη ην απνηέιεζκα ηνπ (β) είλαη ζπλεπέο κε ηα 

απνηειέζκαηα ηνπ (α). [Τπνζέζηε 1 2m m  

 

(α) Νήκαηα κή-εθηαηά θαη ακειεηέαο κάδαο, άξα:  1 1T T ,   2 2T T   

Σξνραιία ακειεηέαο κάδαο: 1 1 2 2T T T T T      

Μεδεληθή κεηαθνξηθή θίλεζε ηεο ηξνραιίαο: 1 2 2T T T   . 

Νήκαηα κε-εθηαηά: Δπηηαρύλζεηο ίδηνπ κέηξνπ γηα ηηο 1 2,m m , 1 2z z z    

Δμηζώζεηο θίλεζεο γηα ηηο δύν κάδεο (ζύκβαζε πξνζήκσλ: Θεηηθέο κεηαηνπίζεηο πξνο ηα 

θάησ:ζεηηθά       1 2 1 2z t z t z t z z z a         ) :  

1 1m z m g T    (1),   2 2m z T m g     (2) 

Αθαηξώληαο:    
 

 
1 2

1 2 1 2

1 2

m m
m m a m m g a g

m m


    


 

1T 

1T 2T

2T 

1 2T T 

2m

1m
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Αληηθαζηζηώληαο ζηελ (1): 

 

 

 

 
1 2 1 2

1 1 1 1 1 1

1 2 1 2

m m m m
m a m g T m g m g T T m g m g

m m m m

 
       

 
 

Άξα:  
 

 

 

 
1 2 1 2 1 2

1 1

1 2 1 2 1 2

2m m m m m m
T m m g T g

m m m m m m

  
    

   
 

 

(β)  Αληηκεησπίδνληαο ηε κεραλή Atwood σο θιεηζηό ζύζηεκα, ην νπνίν δέρεηαη εμσηεξηθέο 

δπλάκεηο (i) από ηε βαξύηεηα θαη (ii) από ην ζεκείν αλάξηεζεο ηεο ηξνραιίαο, έρνπκε 

   , 1 1 2 2 1 2
ˆ2

dP d
F m m m m g T z

dt dt


            (3) 

Αιιά,    1 1 2 2 1 2
ˆ

d
m m m m az

dt
       (4) 

(3), (4)  :     1 2 1 2 2m m a m m g T    , ε νπνία είλαη ζε ζπλέπεηα κε ηηο (1) θαη (2), αθνύ 

πξνθύπηεη από ηελ πξόζζεζε (1)+(2). 

 

 

  2.4. Σπζηήκαηα κεηαβιεηήο κάδαο 

 

 ΢ηε γεληθή πεξίπησζε θαηά ηελ νπνία κεηαβάιιεηαη ε κάδα θάπνηνπ ζπζηήκαηνο, κε 

ηελ πξνζζήθε ή ηελ αθαίξεζε κάδαο, ε κειέηε ηεο θίλεζεο ηνπ ζπζηήκαηνο γίλεηαη κέζσ ηεο 

γεληθήο δηαηύπσζεο ηνπ 2
νπ

 λόκνπ ηνπ Νεύησλα, πνπ ζα κπνξνύζε λα γξαθεί κε ηε κνξθή 

   
 d mdp d dm

F F m F
dt dt dt dt

 
         (1) 

Καηά ηελ εθαξκνγή απηήο ηεο ζρέζεο ρξεηάδεηαη ηδηαίηεξε πξνζνρή γηα ηνλ 

θαζνξηζκό ησλ κεγεζώλ πνπ εκπιέθνληαη, θαζώο θαη ησλ πξνζήκσλ ηνπο. ΢ηελ απνθπγή 

ιαζώλ βνεζά ε εθαξκνγή ηεο αξρηθήο ζρέζεο κε ηε κνξθή 

     
t dt t

dp F dt p p F dt 
       (2) 

΢ηε ζρέζε (2), ε ηηκή ηεο νξκήο θαηά ηηο ρξνληθέο ζηηγκέο t  θαη t dt  πξέπεη λα 

ππνινγίδεηαη επί ηεο ζπλνιηθήο κάδαο (ζπκπεξηιακβάλνληαο θαη ηελ πξνζηηζέκελε ή 

αθαηξνύκελε κάδα), ελώ πξέπεη λα ιακβάλεηαη πξόλνηα ώζηε όιεο νη ηαρύηεηεο λα 

αλαθέξνληαη ζην ίδην (ζπλήζσο ην εξγαζηεξηαθό) ζύζηεκα αλαθνξάο, (ελώ, π.ρ., γηα 

πξαθηηθνύο ιόγνπο, ε ηαρύηεηα ηεο αθαηξνύκελεο ή πξνζηηζέκελεο κάδαο δίδεηαη, ζε αξθεηέο 

πεξηπηώζεηο, ζε ζρέζε κε ηελ «θπξίσο» κάδα ηνπ ζπζηήκαηνο).  

Γηα λα δηεπθξηληζηνύλ νη παξαπάλσ επηζεκάλζεηο, αθνινπζνύλ ζπγθεθξηκέλεο 

εθαξκνγέο. 

 

Παξάδεηγκα 2.4.1 Πύξαπινο εθηνμεύεη αέξηα κε ξπζκό:  / .dm dt    , θαη κε 

ζρεηηθή ηαρύηεηα u , σο πξνο ηνλ πύξαπιν. Να ππνινγηζηεί ε ηαρύηεηα ηνπ ππξαύινπ ζηηο 

πεξηπηώζεηο θίλεζεο (α) εθηόο πεδίνπ βαξύηεηαο, (β) κέζα ζε ζηαζεξό πεδίν βαξύηεηαο. 

[Αληηκεησπίζηε ην δήηεκα, σο πξόβιεκα κίαο δηάζηαζεο, (θαηαθόξπθε θίλεζε)] 

 

Έζησ  M t  ε ζπλνιηθή κάδα ηνπ ζπζηήκαηνο (όρεκα+θαύζηκν+νμεηδνηηθό) θάπνηα ρξνληθή 

ζηηγκή t , θαηά ηελ νπνία ν πύξαπινο έρεη ηαρύηεηα  . Καηά ηε ρξνληθή ζηηγκή t t  , ην 

ζύζηεκα έρεη κάδα    M t t M t t    , θαη θηλείηαη κε ηαρύηεηα   . Σελ ίδηα 

ρξνληθή ζηηγκή, θαπζαέξηα ζπλνιηθήο κάδαο t , εθηνμεύνληαη κε ζρεηηθή ηαρύηεηα u , σο 
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πξνο ηνλ πύξαπιν, άξα κε ζρεηηθή ηαρύηεηα u   , σο πξνο ην ζύζηεκα «εξγαζηεξίνπ» 

(ηελ Γε). Με βάζε ηα πξνεγνύκελα, γξάθνπκε ηελ νξκή θαηά ηηο δύν ρξνληθέο ζηηγκέο 

          p t M t t M    

       p t t M t t u               

Μεηά ηα αλαπηύγκαηα ησλ γηλνκέλσλ θαη ηηο αλαγσγέο νκνίσλ όξσλ, ε ζρέζε κεηαβνιήο ηεο 

νξκήο:     p t t p t F t    , (ζην όξην 0t  )  γξάθεηαη 

    Md udt F dt      (1) 

 

(α) Δθηόο πεδίνπ βαξύηεηαο, 0F  , νπόηε ε (1) γίλεηαη 

  
 

 

 
0

0

0 0

d M tudt
Md udt M t d udt d u

M t M t


     

 


       

 
 

Οινθιεξώλνληαο:  
 

 
 0 0

0 0
0 0

ln
t

t

d M t M
d u t u

M t M t

 
 

 


   

    

Αο ππνζέζνπκε όηη 
0m είλαη ε ζπλνιηθή κάδα ησλ πιηθώλ «Καύζηκν+Ομεηδνηηθό» θαη m

 

είλαη ε θαζαξή κάδα ηνπ ππξαύινπ, ηόηε 
0 0M m m  . Καηά ηε ρξνληθή ζηηγκή εμάληιεζεο 

ησλ πιηθώλ «Καύζηκν+Ομεηδνηηθό»,  
0 0t t m   , ε ηειηθή ηαρύηεηα ηνπ ππξαύινπ ζα 

είλαη 0 0 0
max max

0 0

ln ln ln 1
M m m m

u u u
M m m m

 

 

 
     

  
. Γει., ε κέγηζηε ηαρύηεηα 

ηνπ ππξαύινπ εμαξηάηαη κόλν από ην πειίθν ησλ καδώλ «Καύζηκα»/«Όρεκα», θαη από ηελ 

ηαρύηεηα εθηόμεπζεο u ησλ θαπζαεξίσλ, σο πξνο ηνλ πύξαπιν,  θαη είλαη αλεμάξηεηε από 

ηνλ ξπζκό μ θαη, επνκέλσο, θαη από ηνλ νιηθό ρξόλν ιεηηνπξγίαο. Όπσο κπνξεί λα 

δηαπηζηώζεη θάπνηνο, ζην ίδην απνηέιεζκα θαηαιήγνπκε επίζεο όηαλ ε εθηόμεπζε 

θαπζαεξίσλ γίλεηαη κε ελδηάκεζεο δηαθνπέο ιεηηνπξγίαο ηνπ θηλεηήξα
1
. 

 

(β) Δληόο ζηαζεξνύ πεδίνπ βαξύηεηαο,   0F m t g    , νπόηε ε (1) γίλεηαη 

   0

0

u
md udt m t gdt d g dt

m t


   



 
        

 
 

Οινθιεξώλνληαο, όπσο ζην (α) έρνπκε:   0

0

ln
m

t u gt
m t




 


, 

Παξαηεξνύκε όηη ε δηαθνξά από ην εξώηεκα (α) δελ είλαη παξά ε ειεύζεξε πηώζε ζε 

ζηαζεξό πεδίν βαξύηεηαο, κε ηελ θνηλή επηηάρπλζε βαξύηεηαο g, αλεμάξηεηα από ηελ κάδα. 

 

 

Παξάδεηγκα 2.4.2 (α) Βαγνλέην κάδαο m0 

αξρίδεη, ζε ρξόλν t=0, λα θηλείηαη, ζε νξηδόληην 

επίπεδν ρσξίο ηξηβέο, θαηά κήθνο επζείαο ππό 

ηελ επίδξαζε ζηαζεξήο νξηδόληηαο F. 

Σαπηόρξνλα, αξρίδεη λα πξνζηίζεηαη ζην 

βαγνλέην ζηηάξη, κε ζηαζεξή παξνρή dm/dt=κ, 

από έλα ζεξηζηηθό κεράλεκα, ην νπνίν ζηέθεηαη 

                                                 
1
 
1
 Αλ θαη ην απνηέιεζκα απηό πξνθύπηεη άκεζα από ην λόκν κεηαβνιήο ηεο νξκήο ηνπ Νεύησλα, (ρσξίο θακία 

επηπιένλ παξαδνρή), αλαθέξεηαη κεξηθέο θνξέο θαη σο εμίζσζε ηνπ Σζηνιθόθζθη από ην όλνκα ηνπ Ρώζνπ 

Κνλζηαληίλ Σζηνιθόθζθη (1857-1935) ν νπνίνο ζπλεηζέθεξε ζεκαληηθά ζε ζρεηηθέο κειέηεο. 

 

F

(dm/dt)=κ
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αθίλεην. Βξείηε ηελ ρξνληθή εμέιημε ηεο ηαρύηεηαο π=π(t) θαη ηεο επηηάρπλζεο a=a(t) ηνπ 

βαγνλέηνπ, γηα όζν δηάζηεκα ε ρνάλε θόξησζεο βξίζθεηαη πάλσ από ην βαγνλέην. β) Να 

επαλαιάβεηε ηνλ ππνινγηζκό ησλ π=π(t) θαη a=a(t), ζηελ πεξίπησζε πνπ ην ζεξηζηηθό 

κεράλεκα θαη ε ρνάλε θόξησζεο θξνληίδνπλ λα αθνινπζνύλ ην βαγνλέην κε ηελ ίδηα, θάζε 

ζηηγκή, ηαρύηεηα κε απηό. (γ) ΢ρεδηάζηε, ζε θνηλό ζρήκα, ηε ρξνληθή εμάξηεζε ηεο 

ηαρύηεηαο γηα ηηο δύν πεξηπηώζεηο (α) θαη (β), θαη ζρνιηάζηε ηε ζρέζε ησλ δύν 

απνηειεζκάησλ. 

 

α) Η εμσηεξηθή δύλακε F επηηαρύλεη ην βαγνλέην καδί κε ην θνξηίν. Θα κειεηήζνπκε ην 

ζύζηεκα αλάκεζα ζε δύν ρξνληθέο ζηηγκέο, t, θαη t+dt, θαηά ηηο νπνίεο ην ζύζηεκα πξέπεη 

λα αθνξά ηελ ίδηα πνζόηεηα ζπλνιηθήο κάδαο, άξα ηελ κάδα m(t)=m0+κt θαη ηελ κάδα 

dm=κdt 

Σελ ρξνληθή ζηηγκή t, ην βαγνλέην έρεη ζπλνιηθή κάδα (καδί κε ην θνξηίν) 

m(t)=m0+κt, ε νπνία θηλείηαη κε ηαρύηεηα π, ελώ ε κάδα dm, πνπ ζα πξνζηεζεί θαηά ηελ 

δηάξθεηα (t, t+dt) έρεη κεδεληθή νξηδόληηα ζπληζηώζα ηαρύηεηαο,  άξα 

0( ) ( )P P t m t      + (κdt)0 

Σελ ρξνληθή ζηηγκή t+dt, ην βαγνλέην έρεη ζπλνιηθή κάδα (καδί κε ην θνξηίν) 

m(t)=m0+κt+κdt, ε νπνία θηλείηαη κε ηαρύηεηα π+dπ άξα 

0( ) ( )( )P P t dt m t dt d           

Αξα: 0( ) ( )P P Fdt m t d dt Fdt           , όπνπ  έρνπλ γίλεη αλαγσγέο 

όκνησλ όξσλ θαη έρνπλ παξαιεθζεί όξνη δηαθνξηθώλ αλώηεξε ηάμεο (όπσο, π.ρ., κdtdπ, ην 

νπνίν παξαιείπεηαη σο δηαθνξηθό δεύηεξεο ηάμεο). Από ηελ ηειεπηαία εμίζσζε : 

 

0( ) ( ) ( ) ( )om t d dt Fdt m t d F dt               

 

( )( ) o

o o

d m td dt d F

F m t F m t

 

   


     

   
 

 

0 0
0

ln( ) ln( ) ln ln
t o

o t

m tF
F m t

F m






 

 


          

0

1
lnln

0

0

1
( )( )

( )

om tF

m oF
o

o

m t
e e Fm F m t

F m

F

Ft F
t

m t






 



  
 

   
           

     


 

Γηα ηελ επηηάρπλζε ηνπ ζπζηήκαηνο, παξαγσγίδνπκε ηελ ζρέζε ηεο ηαρύηεηαο, κε ηνλ ρξόλν: 

0

2

0

( ) 0
( )

Fmd
a a a t

dt m t




     


 

Η επηηάρπλζε ζα κπνξνύζε λα ππνινγηζηεί από ηελ ζρέζε : 

2

( ) ( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ) ( )

o o

o
o

o o

d
m t d F dt m t F

dt

FmF
m t a F a a

m t m t


    


 

 

       


       

 

 

β) Γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ην ζεξηζηηθό κεράλεκα θαη ε ρνάλε θόξησζεο θξνληίδνπλ λα 

αθνινπζνύλ ην βαγνλέην κε ηελ ίδηα, θάζε ζηηγκή, ηαρύηεηα κε απηό, ε πξόζζεηε πνζόηεηα 

κdt έρεη ήδε ηαρύηεηα π=π(t), νπόηε ε ζρέζε κεηαβνιήο ηεο νξκήο έρεη σο εμήο: 
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0 0( ) ( ) ( ) ( )P P t m t dt m t dt               

0( ) ( )( )P P t dt m t dt d          .  

Αξα:  
0( )( )P P m t dt d Fdt          

0( )m t d Fdt     

όπνπ έρεη παξαιεθζεί ν όξνο κdtdπ, σο 2
εο

 ηάμεο. 

Οινθιεξώλνληαο ηελ ηειεπηαία ζρέζε παίξλνπκε: 
0

ln 1
F t

m






 
  

 
 

γ)  Οη δύν ηξόπνη εμάξηεζεο ηεο π=π(t), θαίλνληαη ζην επόκελν ζρήκα  

΢πγθξίλνληαο ηηο δύν πεξηπηώζεηο, 

δηαπηζηώλνπκε όηη, παξ’ όηη έρνπκε 

εθαξκνγή ζηαζεξήο δύλακεο, ζηελ 

πεξίπησζε (α) έρνπκε νξηαθή ηαρύηεηα, 

(επεηδή πξέπεη λα πξνζδίδεηαη ηαρύηεηα θάζε 

θνξά ζην λέν πνζό κάδαο κdt), ελώ ζηελ 

πεξίπησζε (β) ε ηαρύηεηα ηείλεη ζην άπεηξν 

κε κνξθή ln(κt/m0) 

Δπαλαιάβεηε ηελ κειέηε γηα ηνλ 

ππνινγηζκό ηεο δύλακεο πνπ πξέπεη λα 

εθαξκνζηεί ζην βαγνλέην, σο ζπλάξηεζεο 

ηνπ ρξόλνπ, αλ ν ζηόρνο είλαη λα θηλείηαη ην 

βαγνλέην κε ζηαζεξή ηαρύηεηα  , ηόζν ζηελ 

πεξίπησζε (α) όζν θαη ζηελ πεξίπησζε (β). 

 

 

Παξάδεηγκα 2.4.3   Οκνηνγελήο αιπζίδα, κάδαο m0 θαη ζπλνιηθνύ κήθνπο L απνηίζεηαη, 

κέζα ζε ζηαζεξό πεδίν βαξύηεηαο (g), πάλσ ζε νξηδόληην ηξαπέδη θαη αλαζεθώλεηαη πάιη, κε 

ηηο εμήο θηλήζεηο. 

(α) Καηά ηελ απόζεζε, ελώ ην θάησ άθξν ηεο αθνπκπά ζην ηξαπέδη, ην άιιν άθξν ηεο, πνπ 

βξίζθεηαη ζε ύςνο L, αθήλεηαη κε αξρηθή ηαρύηεηα κεδέλ, έηζη ώζηε ε αιπζίδα λα 

ζρεκαηίζεη έλα ζσξό ακειεηένπ ύςνπο. 

Καηά ηελ αλάιεςε, κπνξνύκε λα κειεηήζνπκε δύν δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο αλάιεςεο (δύν 

δηαθνξεηηθά πεηξάκαηα) 

(β1) Καηά ηελ αλάιεςε, ηελ αλαζεθώλνπκε κεηαθηλώληαο θαηαθόξπθα ην έλα άθξν ηεο κε 

ζηαζεξή ηαρύηεηα  .  

(β2) Καηά ηελ αλάιεςε, ηελ αλαζεθώλνπκε κεηαθηλώληαο θαηαθόξπθα ην έλα άθξν ηεο, κε 

κεδεληθή αξρηθή ηαρύηεηα θαη ζηαζεξή επηηάρπλζε a. 

Να ππνινγίζεηε, θαη ζηηο ηξεηο πεξηπηώζεηο, ηελ δύλακε πνπ αζθείηαη ζηελ αιπζίδα: ζηελ (α) 

πεξίπησζε, από ην ηξαπέδη, ζπλαξηήζεη ηνπ κήθνπο x πνπ έρεη ελαπνηεζεί,  ζηηο πεξηπηώζεηο 

(β1) θαη (β2), από ην κεραληζκό αλύςσζεο, ζπλαξηήζεη ηνπ κήθνπο x πνπ έρεη αλαζεθσζεί. 

 

Δίλαη ρξήζηκν λα απνδώζνπκε ζηελ αιπζίδα κία γξακκηθή ππθλόηεηα κάδαο 0mdm

dx L
   . 

 

(α) Σν θηλνύκελν κήθνο ηεο αιπζίδαο εθηειεί ειεύζεξε πηώζε ζε ζηαζεξό πεδίν βαξύηεηαο. 

Δπνκέλσο, ηε ρξνληθή ζηηγκή t, όιν ην θηλνύκελν ηκήκα έρεη ηαρύηεηα  t gt   θαη ην άλσ 

άθξν ηεο αιπζίδαο έρεη δηαλύζεη απόζηαζε   21

2
x t gt , (πνπ ζπκπίπηεη κε ην κήθνο πνπ έρεη 

ελαπνηεζεί ζην ηξαπέδη θαη αληηζηνηρεί ζε αθίλεηε κάδα     20 1

2

m
m t x t gt

L
   

 

0 2 4 6 8 10

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

(F/μ)*ln[1+(μt/m
0
)]

(Ft/m
0
)[1+(μt/m

0
)]

-1

μt/m
0

Τ
α

χ
ύ
τη

τα
 (

F
/μ

)
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Σε ρξνληθή ζηηγκή t ην ηξαπέδη πξέπεη (i) λα εμηζνξξνπήζεη ην βάξνο απηνύ ηνπ κήθνπο (ηεο 

αθίλεηεο κάδαο) θαη (ii) λα εμαζθαιίζεη θαη ην ζσζηό ξπζκό κεηαβνιήο ηεο νξκήο (αιιά 

κόλν γηα ηκήκα dm πνπ απνηίζεηαη κε ηαρύηεηα υ(t), από ηε ρξνληθή ζηηγκή t κέρξη ηελ t+dt) 

    20 1

2

mdp dm
F m t g gt g t

dt L dt


 
    

 
, όπνπ  t gt   θαη 

  0
dm t m gt

dt L
  

     
2 2 2 2 2 2

20 0 0 031

2 2 2

m m g t m g t m g tdp dm
F m t g gt g t F t

dt L dt L L L


 
        

 
 

Αιιά   21

2
x t gt , θαη επνκέλσο    03

x
F x m g

L
  

Άξα: ζε όιε ηελ δηάξθεηα ηεο απόζεζεο, ην ηξαπέδη αζθεί 3/πιάζηα δύλακε από απηή πνπ 

αληηζηνηρεί ζην βάξνο ηεο αιπζίδαο πνπ βξίζθεηαη ήδε επάλσ ηνπ. Η δύλακε απηή 

επηκεξίδεηαη, θαηά ην 1/3 γηα ηελ εμηζνξξόπεζε ηνπ βάξνπο, θαη θαηά ηα 2/3 γηα ηνλ 

ζηηγκηαίν κεδεληζκό ηεο νξκήο. Μεηά ηελ νινθιήξσζε ηεο απόζεζεο, ε δύλακε πνπ αζθεί ην  

ηξαπέδη κεηώλεηαη αζπλερώο από ηελ ηηκή 3m0g ζηελ ηηκή m0g, αθνύ εθιείπεη πιένλ ε 

απαίηεζε κεδεληζκνύ ηεο νξκήο, ε νπνία αληηζηνηρεί ζηα 2/3 ηεο ζπλνιηθήο δύλακεο, θάζε 

ρξνληθή ζηηγκή. 

 

Πξνζνρή: Θα κπνξνύζε θαλείο λα αλαξσηεζεί, γηαηί, θαηά ηελ αλάπηπμε ηεο βαζηθήο πξώηεο 

ζρέζεο:  
dp

F m t g
dt

  , δελ ζπλερίδνπκε ππνινγίδνληαο ηελ παξάγσγν ηεο νξκήο σο εμήο   

     
 

 
 20 1

2

d t dm tmdp
F m t g gt g m t t

dt L dt dt




   
       

     
 

Θα κπνξνύζακε λα είρακε πξνρσξήζεη κε απηό ηνλ ηξόπν, αξθεί λα είκαζηε αξθεηά 

πξνζεθηηθνί ώζηε λα ζπκεζνύκε όηη έρνπκε νξίζεη σο m(t) ηελ αθίλεηε κάδα, νπόηε, γηα 

απηήλ ηελ κάδα ηζρύεη   
 

0
d t

dt


 , (αθνύ ήηαλ θαη παξακέλεη αθίλεηε), άξα, ε ηειηθή ζρέζε 

είλαη απηή πνπ ρξεζηκνπνηνύκε παξαπάλσ. Η πηζαλόηεηα ιάζνπο πξνθύπηεη από ην 

ελδερόκελν  λα αληηθαηαζηίζεη θάπνηνο,     20 1

2

m
m t x t gt

L
  ,  θαη   t gt  , μερλώληαο 

όηη απηά ηα δύν κεγέζε αλαθέξνληαη ζε δηαθνξεηηθά ππνζπζηήκαηα, [ην m(t)  ζην αθίλεην 

θαη ην υ(t) ζην θηλνύκελν ηκήκα ηεο αιπζίδαο], νπόηε ζα θαηέιεγε ζε ιάζνο απνηέιεζκα. 

 

ΓΙΑΦΟΡΔΣΙΚΑ Δπίιπζε από δηαθνξεηηθή νπηηθή γσλία: Τπνινγίδνπκε ηε ζπλνιηθή νξκή 

ηεο αιπζίδαο, θάζε ρξνληθή ζηηγκή, (όρη κόλν ην δηαθνξηθό ηκήκα πνπ απνηίζεηαη) θαη ηελ 

αληίζηνηρε κεηαβνιή νξκήο. Γηα ην ζθνπό απηό, ηώξα νξίδνπκε σο m(t) ηελ κάδα ηνπ 

θηλνύκελνπ ηκήκαηνο ηεο αιπζίδαο (πνπ είλαη εθείλν πνπ δηαζέηεη νξκή), νπόηε 

          2 30 01 1

2 2

m m
P t m t t L gt gt g Lt gt

L L


    
               

    
 

   2 20 0
0 0 0

3 1
3 3

2 2

dP t dP tm m x
g L gt m g g gt m g m g

dt L dt L L

   
         

   
 

Απηή ε κεηαβνιή νξκήο νθείιεηαη ζε δύν εμσηεξηθέο δπλάκεηο: ζην ζπλνιηθό βάξνο 

m0g πνπ αζθείηαη ζηελ αιπζίδα (από ην βαξπηηθό πεδίν) θαη ηελ αληίζεηε πξνο ην βάξνο 

δύλακε δύλακε, Fηξαπ, πνπ αζθείηαη από ην ηξαπέδη 

, 0 0 0 03 3
dP x x

F m g F m g m g F m g
dt L L

           

(ζε ζπλέπεηα κε ηελ πξνεγνύκελε αλάιπζε) 
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(β1) Καηά ηελ αλάιεςε ηεο αιπζίδαο, μεθηλάκε από ηελ ίδηα ζεκειηώδε ζρέζε, γηα ηελ 

δύλακε από ηνλ κεραληζκό αλύςσζεο :     
dp dm

F m t g m t g
dt dt

    ,  

όπνπ ν πξώηνο όξνο αληηζηνηρεί ζηελ εμηζνξξόπεζε ηνπ βάξνπο (γηα ην θηλνύκελν ηκήκα πνπ 

έρεη αλαζεθσζεί)  θαη ν δεύηεξνο όξνο εμαζθαιίδεη ηελ κεηαβνιή νξκήο (ε νπνία αθνξά 

κόλν ην ηκήκα dm πνπ απνθηά ηαρύηεηα υ θαηά ην δηάζηεκα dt, δεδνκέλνπ όηη ην θηλνύκελν 

ηκήκα δηαηεξεί ζηαζεξή ηαρύηεηα). ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, πνπ ε ηαρύηεηα αλύςσζεο είλαη 

ζηαζεξή, ην ύςνο πνπ έρεη αλπςσζεί, ηε ρξνληθή ζηηγκή t είλαη 

       0 0m mdm
x t t m t x t t

L dt L
          

Αληηθαζηζηώληαο:        
2

20 0 0m m mdm
F m t g tg F x g x

dt L L L g


  

 
       

 
. 

Άξα: όζν δηαξθεί ε αλάιεςε ηεο αιπζίδαο από ην ηξαπέδη κε ζηαζεξή ηαρύηεηα  , ε δύλακε 

πνπ αζθεί ν αλπςσηηθόο κεραληζκόο είλαη ίζε κε ην εθάζηνηε βάξνο ηεο αλπςσκέλεο 

αιπζίδαο /mgx L , απμεκέλν θαηά ηνλ ζηαζεξό παξάγνληα 2 /m L , ν νπνίνο αληηζηνηρεί ζηε 

ζηηγκηαία κεηαβνιή νξκήο θαη κεδελίδεηαη αζπλερώο, κόιηο νινθιεξσζεί ε αλάιεςε ηεο 

αιπζίδαο από ην ηξαπέδη. 

 

ΓΙΑΦΟΡΔΣΙΚΑ (Δπίιπζε από δηαθνξεηηθή νπηηθή γσλία): Η ζπλνιηθή εμσηεξηθή δύλακε 

εμαζθαιίδεη ηελ ζπλνιηθή κεηαβνιή νξκήο 

      2 2 20 0 0 0 0m m m m mdP d d
F m t g m t t F m t g tg

dt dt dt L L L L L
      

 
          

 

  
2

20 0 0m m m
F xg F g x

L L L g




 
     

 
 

(β2)          2 201
. ,

2 2

m
a t at x t at m t x t at

L
          

Οπόηε ε νξκή ηνπ ηκήκαηνο ηεο αιπζίδαο πνπ έρεη αλπςσζεί:  

       2 30

2

m
P t m t t a t

L
    

     
2

2 2 3 2 2 20 0 0 0 03
3

2 2 2 2 2

m m m m m atdP d
F m t g at g a t at g a t F t g a

dt L dt L L L L

 
         

 

       
2

0 03 3
2

m at m
F t g a F x g a x

L L
      

 

΢ρόιην γηα ην ελεξγεηαθό ηζνδύγην ησλ δηαδηθαζηώλ. 

Τπνινγίδνπκε ηα ελεξγεηαθά κεγέζε ηεο πεξίπησζεο (β2), πνπ είλαη θαη ε ιηγόηεξν 

ηεηξηκέλε. Σν έξγν ηεο αλπςσηηθήο δύλακεο F, κέρξη ην ζεκείν πνπ ην άλσ άθξν ηεο 

αιπζίδαο βξίζθεηαη ζε απόζηαζε x από ην ηξαπέδη, είλαη :  

     
2

0

0

3
2

x

F

m x
W x F x dx g a

L
    

Με επίπεδν αλαθνξάο κεδεληθήο δπλακηθήο ελέξγεηαο ην επίπεδν ηνπ ηξαπεδηνύ, ε δπλακηθή 

θαη ε θηλεηηθή ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο, θαηά ηελ έλαξμε ηεο δηαδηθαζίαο είλαη ίζε κε 

κεδέλ. Όηαλ ην άλσ άθξν βξίζθεηαη ζε απόζηαζε x από ην ηξαπέδη, ε θηλεηηθή θαη ε 

δπλακηθή ελέξγεηα ηνπ ηκήκαηνο πνπ έρεη αλπςσζεί είλαη : 

         2 2 20 0 01
,

2 2 2 2
K

m m mx x
E x m x x ax E x m x g xg gx

L L L
        
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΢πγθξίλνπκε ην έξγν ηεο εμσηεξηθήο δύλακεο κε ηε ζπλνιηθή δπλακηθή ελέξγεηα ηνπ 

ζπζηήκαηνο, σο ζπλάξηεζε ηεο απόζηαζεο x ηνπ άλσ άθξνπ από ην ηξαπέδη. 

     
 2

0

2 2

K

F K

E xm ax
W x E x E x

L
       

 

Παξαηήξεζε-΢ρόιην: Όπσο θάλεθε από ηνλ πξνεγνύκελν ππνινγηζκό, ζε όιεο ηηο αλσηέξσ 

δηαδηθαζίεο δελ δηαηεξείηαη ε κεραληθή ελέξγεηα ηνπ ζπζηήκαηνο.  

΢ηελ πεξίπησζε (α) έρνπκε κία κείσζε ηεο δπλακηθήο ελέξγεηαο θαηά / 2mgL , κε 

κεδεληθή αξρηθή θαη ηειηθή θηλεηηθή ελέξγεηα (δηαδηθαζία αλάινγε ηεο πιαζηηθήο θξνύζεο). 

 ΢ηηο πεξηπηώζεηο (β1) θαη (β2), ε νινθιήξσζε ηεο αλπςσηηθήο δύλακεο  
0

L

F x dx , 

δίλεη έξγν κεγαιύηεξν από ην άζξνηζκα ηεο ηειηθήο δπλακηθήο ελέξγεηαο θαη ηεο ηειηθήο 

θηλεηηθήο ελέξγεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο.  

 Άξα, έρνπκε απώιεηα ελέξγεηαο θαη θαηά ηελ «εθδίπισζε» ηεο αιπζίδαο, σζάλ ε 

εθδίπισζε λα απνηειεί επίζεο κία «κε-ειαζηηθή» δηαδηθαζία. Έζησ θαη αλ δελ ππάξρεη 

αλαιπηηθόο ηξόπνο πεξηγξαθήο ηεο ηξηβήο πνπ αλαπηύζζεηαη θαηά ηε δηάξθεηα ηεο 

εθδίπισζεο θάζε θξίθνπ, ελ ηνύηνηο είλαη δπλαηόο ν ππνινγηζκόο ηνπ ζπλνιηθνύ 

απνηειέζκαηνο όπσο παξαπάλσ. 

 

Παξάδεηγκα 2.4.4 Βπηηνθόξν όρεκα, κάδαο Μ1, κεηαθέξεη λεξό, ζπλνιηθήο κάδαο Μ2, θαη 

θηλείηαη ρσξίο ηξηβέο, πάλσ ζε επζύγξακκε δηαδξνκή, κε ηαρύηεηα V0. Σε ρξνληθή ζηηγκή 

t=0 αξρίδεη λα αζθείηαη ζην όρεκα ζηαζεξή δύλακε F, νκόξξνπε πξνο ηελ V0, θαη 

ηαπηόρξνλα αξρίδεη λα εθηνμεύεηαη λεξό από ηελ πίζσ πιεπξά ηνπ βπηηνθόξνπ, κε ζηαζεξή 

ηαρύηεηα v1, σο πξνο ην βπηηνθόξν, θαη κε ζηαζεξή παξνρή dm/dt=κ. (α) Γξάςηε ηελ 

εμίζσζε θίλεζεο κε βάζε ην λόκν κεηαβνιήο ηεο νξκήο. (β) Τπνινγίζηε ηελ ηαρύηεηα ηνπ 

βπηηνθόξνπ, ζπλαξηήζεη ηνπ ρξόλνπ, γηα όζν ρξνληθό δηάζηεκα ππάξρεη λεξό ζην όρεκα. 

  

ΑΠΑΝΣΗ΢Η 

 

(α) Αλ είλαη Μ1 : ε κάδα ηνπ βπηηνθόξνπ θαη  2 2m t M t  : ε κάδα ηνπ λεξνύ, ηόηε ν 

λόκνο  κεηαβνιήο ηεο νξκήο ηνπ ζπζηήκαηνο, αλάκεζα ζε δύν ρξνληθέο ζηηγκέο t θαη t+dt, 

ππνινγίδεηαη σο εμήο: 

      1 2P P t M m t t     

       1 2 1P P t dt M m t dm d dm d v             , 

Όπνπ ε πνζόηεηα dm  έρεη αθαηξεζεί από ηελ «αξρηθή» πνζόηεηα    1 2M m t  θαη έρεη 

εθηνμεπζεί κε ζρεηηθή ηαρύηεηα 1v , σο πξνο ην όρεκα, θαη επνκέλσο, κε ηαρύηεηα 

 1d v     σο πξνο ην αδξαλεηαθό εξγαζηεξηαθό ζύζηεκα σο πξνο ην νπνίν γξάθεηαη ν 

λόκνο κεηαβνιήο ηεο νξκήο (δεδνκέλνπ όηη ε εθηόμεπζή ηνπ έρεη σο άκεζν απνηέιεζκα ηελ 

κεηαβνιή ηαρύηεηαο απν ηελ ηηκή   ζηελ ηηκή d  ). Οπόηε: 

   

        1 2 1 1 2

P t dt P t Fdt

M m t dm d dm d v M m t Fdt    

  

        
 

    

   

1 2 1 1 2 1

1 2 1

M m t d v dm Fdt M M t d v dt Fdt

M M t d F v dt

   

  

        

   
  

(β)  Υσξίδνληαο ηηο κεηαβιεηέο υ θαη t : 
   

 
1 1 2

1 2

F v d M M t
d

M M t

 


 

  
 

 
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Οινθιεξώλνληαο:  
   

 
0

1 1 2

1 20

t

V t

F v d M M t
d

M M t

  


 


  
 

    

 

 
 

 
 

01 1

0 1 2 0 1 20
ln ln

t t

t t

F v F v
V M M t V M M t

 
   

 





 
           

Σειηθά:   1 2
0 1

1 2

ln
F M M

t V v
M M t


 

   
     

    

 

Η ηειηθή ηαρύηεηα αληηζηνηρεί ζηε ρξνληθή ζηηγκή 
0 2 0: 0t M t  , νπόηε 

   2
max 0 0 1

1

ln 1
F M

t V v
M

 


  
      

   

 

 

Παξάδεηγκα 2.4.5 Βπηηνθόξν όρεκα, κάδαο Μ0, κεηαθέξεη λεξό, ζπλνιηθήο κάδαο m0, θαη 

θηλείηαη ρσξίο ηξηβέο, πάλσ ζε επζύγξακκε δηαδξνκή, κε αξρηθή ηαρύηεηα V0. Σε ρξνληθή 

ζηηγκή t=0 αξρίδεη λα εθηνμεύεηαη λεξό από ηνλ ππζκέλα ηνπ βπηηνθόξνπ, κε ζηαζεξή 

παξνρή dm/dt=κ θαη κε ηέηνηα ζρεηηθή δηαλπζκαηηθή ηαρύηεηα σο πξνο ην βπηηνθόξν, ώζηε 

θάζε ζηηγκή ην λεξό λα εθηειεί θαηαθόξπθε πηώζε πξνο ην νδόζηξσκα, ρσξίο νξηδόληηα 

ζπληζηώζα ηαρύηεηαο (σο πξνο ην νδόζηξσκα). (α) Γξάςηε ηελ εμίζσζε θίλεζεο κε βάζε ην 

λόκν κεηαβνιήο ηεο νξκήο. (β) Τπνινγίζηε ηελ ηαρύηεηα ηνπ βπηηνθόξνπ, ζπλαξηήζεη ηνπ 

ρξόλνπ, γηα όζν ρξνληθό δηάζηεκα ππάξρεη λεξό ζην όρεκα. (γ) Δπαλαιάβεηε ηνλ ππνινγηζκό 

γηα ηελ πεξίπησζε πνπ ην λεξό εθηνμεύεηαη κε ζηαζεξή ζρεηηθή ηαρύηεηα υ0, σο πξνο ην 

βπηηνθόξν, θάζεηα ζηελ ηαρύηεηα V0 

  

ΑΠΑΝΣΗ΢Η 

 

(α) Γηα λα εθηνμεύεηαη ην λεξό από ηνλ ππζκέλα ηνπ βπηηνθόξνπ, κε ζηαζεξή παξνρή 

dm/dt=κ θαη κε ηέηνηα ζρεηηθή δηαλπζκαηηθή ηαρύηεηα σο πξνο ην βπηηνθόξν, ώζηε θάζε 

ζηηγκή ην λεξό λα εθηειεί θαηαθόξπθε πηώζε πξνο ην νδόζηξσκα, ρσξίο νξηδόληηα 

ζπληζηώζα ηαρύηεηαο (σο πξνο ην νδόζηξσκα), πξέπεη λα εθηνμεύεηαη κε ζρεηηθή ηαρύηεηα, 

σο πξνο ην βπηηνθόξν, ίζε θαηά κέηξν θαη κε αληίζεηε θνξά από ηε ζηηγκηαία ηαρύηεηα ηνπ 

βπηηνθόξνπ σο πξνο ην νδόζηξσκα. Με απηό ηνλ ηξόπν, ε απόιπηε νξηδόληηα ηαρύηεηα ηνπ 

λεξνύ, θαηά ηε ζηηγκή ηεο εθηόμεπζεο, σο πξνο ην νδόζηξσκα, είλαη κεδέλ θαη, επνκέλσο, ην 

λεξό εθηειεί ειεύζεξε πηώζε πξνο ην νδόζηξσκα θαη δελ ζπλεηζθέξεη, κεηά ηελ εθηόμεπζή 

ηνπ, ζηελ νξηδόληηα ζπληζηώζα ηεο νξκήο ηνπ ζπζηήκαηνο 

 

          0 0 0P P t M m t t M m t t          

        0 0P P t dt M m t dm d M m t d                

      

        

 

0 0

0 0 0

0 00 0

P P M m t dm d M m t

M m t M m t d dm dmd M m t

P P M m t d dt

 

 

  

    

  

       

       

      

 

(β)  
 

0 0

0 0

0
d dt

P P M m t d dt
M m t

 

 
  

 
       

 
 

      
 

 

 

 
0

0 0 0 0

0 0 0 00

t

V t

d M m t d M m td d

M m t M m t

  

   


   
     

      
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 

 

 

 
0 0 0 0

0

0 0 0 0 0

ln ln
M m M m

V
V M m t M m t




 

 
  

   
 θαη  max 0 0 01 /V m M    

 

(γ) Σν ηκήκα dm ηνπ λεξνύ πνπ εθηνμεύεηαη θαηαθόξπθα κε ζηαζεξή ζρεηηθή ηαρύηεηα υ0, 

σο πξνο ην βπηηνθόξν, θάζεηα ζηελ ηαρύηεηα V0, πξνζιακβάλεη ηελ ζηηγκηαία νξηδόληηα 

ηαρύηεηα ηνπ βπηηνθόξνπ 

 

               0 0 0P P t M m t t M m t t          

                 0 0P P t dt M m t dm d dm d M m t d                  

         0 0 00 0 0P P M m t d M m t M m t d                 

Γηα λα ηζρύεη ε ηειεπηαία ζρέζε, γηα θάζε ρξνληθή ζηηγκή t, 00 .d V       

 

Σν απνηέιεζκα ήηαλ αλακελόκελν, δεδνκέλνπ όηη ην ηκήκα ηνπ ζπζηήκαηνο dm δηαηεξεί ηελ 

νξηδόληηα ζπληζηώζα ηεο ηαρύηεηάο ηνπ, νπόηε θαη ην ππόινηπν ηκήκα ηνπ ζπζηήκαηνο 

πξέπεη λα δηαηεξήζεη επίζεο ηελ ηαρύηεηά ηνπ, πξνθεηκέλνπ λα δηαηεξεζεί ε ζπλνιηθή νξκή. 

 

 

Παξάδεηγκα 2.4.6   ΢ε πεξηνρή ηνπ δηαζηήκαηνο ππάξρεη αθίλεην νκνγελέο αέξην 

δηαπιαλεηηθήο ζθόλεο. Σε ρξνληθή ζηηγκή 00 t  κπαίλεη κέζα ζηελ πεξηνρή απηή έλαο 

κεηεσξίηεο. Δθείλε ηε ζηηγκή ν κεηεσξίηεο έρεη κάδα 0M  θαη θηλείηαη κε ηαρύηεηα 0 . Ο 

κεηεσξίηεο αξρίδεη λα παξαζύξεη δηαπιαλεηηθή ζθόλε θαη λα απμάλεη έηζη ηε κάδα ηνπ κε 

ζηαζεξό ξπζκό 
dt

dm
(ππνηίζεηαη όηη ε ζθόλε πνπ παξαζύξεηαη από ηνλ κεηεσξίηε θηλείηαη 

θάζε ρξνληθή ζηηγκή κε ηελ ηαρύηεηα   πνπ έρεη απηόο εθείλε ηε ζηηγκή). Δπηπιένλ, ν 

κεησξίηεο πθίζηαηαη δύλακε ηξηβήο πνπ είλαη ίζε θαηά κέηξν κε ,k όπνπ k  είλαη ζεηηθή 

ζηαζεξά. (α) Βξείηε ηελ ηαρύηεηα 1  πνπ έρεη ν κεηεσξίηεο όηαλ ε κάδα ηνπ είλαη ίζε κε 

01 2MM   θαη ηε ρξνληθή ζηηγκή 1t  ζηελ νπνία ζπκβαίλεη απηό. (β) Βξείηε ην έξγν ηεο 

ηξηβήο από ηε ρξνληθή ζηηγκή 00 t   έσο ηε ζηηγκή 1t . Δίλαη απηό ην έξγν ίζν κε ηε 

κεηαβνιή ηεο θηλεηηθήο ελέξγεηαο ηνπ ζπζηήκαηνο κεηεσξίηεο-ζθόλε ζην ρξνληθό δηάζηεκα 

κεηαμύ ησλ ζηηγκώλ 00 t   θαη 1t ; Γηθαηνινγήζηε ηελ απάληεζή ζαο.. 

 

ΑΠΑΝΣΗ΢Η 

 

(α) Έζησ όηη ηε ρξνληθή ζηηγκή t ν κεηεσξίηεο θηλείηαη κε ηαρύηεηα υ θαη έρεη κάδα m, ελώ 

ηε ρξνληθή ζηηγκή t+dt ν κεηεσξίηεο θηλείηαη κε ηαρύηεηα υ+dυ θαη έρεη κάδα m+dm. Από ηε 

ζρέζε dp = Fdt βξίζθνπκε 

   









m

dmkddm
kdmmddtkdtFmddmm 1






   

0 0 0
0

0 0

ln ln ln ln ,
M M Mm

M m m m

 


   


   
         

   
όπνπ .21 




k
 

Δπνκέλσο γηα 02m M  βξίζθνπκε 

2

0 0
0

02 4

M

M


  

 
   

 
 

Απηό ζπκβαίλεη ηε ρξνληθή ζηηγκή 1t  πνπ:   0
1 0 1 0 12

M
m t M t M t


      
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Ιζνδύλακα: 
   0

0

M t d k dtmd dm k dt

m M t dm dt k

     

  

         
    

        
 

 

 

2

0 0
0

0 0

1 1

2

d M t Md

M t M t


 

    

  
      

  
 

 

(β) Σν έξγν ηεο ηξηβήο είλαη ίζν κε  

1 1 0 0

0 0 0 0

4
2 2

2 2 2 40
0 0 04 4

x t m m

x t m m

M dm dm
W k dx k dt k M

m m
    


            

Σειηθά : 
   

2 4 2

0 0 0 03 3

0 0

1 1 7

243 2 3
W M M

M M
  

 
    

  

 

Δπνκέλσο, ην άζξνηζκα ηεο αξρηθήο θηλεηηθήο ελέξγεηαο θαη ηνπ έξγνπ ηεο ηξηβήο είλαη ίζν 

κε :    2 2 2 2

, 0 0 0 0 0 0 0 0 , ,

1 7 5 10 1 10

2 24 24 3 16 3
K K KE W M M M M E E      

 
       

 
 

Παξαηεξνύκε όηη, θαη’ απόιπηε ηηκή, .W K    Απηό ζπκβαίλεη επεηδή έλα κέξνο ηεο 

αξρηθήο θηλεηηθήο ελέξγεηαο κεηαηξέπεηαη ζε ζεξκόηεηα ιόγσ ηεο ηξηβήο ηνπ κεηεσξίηε κε 

ην αέξην ζθόλεο, ελώ έλα κέξνο κεηαηξέπεηαη ζε δπλακηθή ελέξγεηα παξακόξθσζεο (θαη ελ 

κέξεη θαη ζε ζεξκόηεηα) ιόγσ ηεο πιαζηηθήο θξνύζεο πνπ πθίζηαληαη νη θόθθνη ζθόλεο πνπ 

πξνζπίπηνπλ ζηνλ κεηεσξίηε. 


