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Βαρύτητα	κοντά	στην	επιφάνεια	της	Γης

<latexit sha1_base64="I69Sijo+SdALZ7Ut2mfiy/ILARA="></latexit>

~F = �G
M�m

r2
r̂ ) ~F (y) = �G

M�m

(R� + y)2
ŷ ⇡ �G

M�m

R2
�

ŷ ) ~F = �mgŷ

<latexit sha1_base64="7AKZDIOdBW9r18qbmu9YAqkdgcA="></latexit>

g ⌘ GM�

R2
�

= 9.81
m

s2

G	=	6.674	×	10−11	m3/(kg	s2)

MΓ	=	5.972	×	1024	kg

RΓ	=	6.371	×	106	m

y	<<	RΓ

RΓ
r

Κοντά	στην	επιφάνεια	της	Γης	η	
βαρυτική	δύναμη	είναι	σταθερή	
(ομογενές	πεδίο	βαρύτητα)	και	
ίση	με	mg.

<latexit sha1_base64="6Tzpg319aUMsOPq3F94jHnHIrHo="></latexit>

F (y) = G
M�m

(R� + y)2
=

GM�m

R2
�

✓
1 +

y

R�

◆�2

) F (y) ⇡ mg(1� 2y

R�
)

(1 + x)a ≈
x≪1

1 + ax

Ανάπτυγμα	Taylor	για	x	=	y/RΓ	<<	1
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Ορμή	&	στροφορμή	υλικού	σημείου

!p = m!υ
!
L = !r × !p

ορμή στροφορμή

L

r v
p

m
✦ η	ορμή	p	είναι	διάνυσμα	παράλληλο	στην
ταχύτητα	και	δεν	εξαρτάται	από	το	σημείο
αναφοράς

✦ η	στροφορμή	L	είναι	διάνυσμα	κάθετο	στο
επίπεδο	που	ορίζεται	από	την	ορμή	του
σωματιδίου	και	το	διάνυσμα	θέσης	αυτού
ως	προς	ένα	δεδομένο	σημείο	αναφοράς
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Θεμελιώδεις	νόμοι	του	Newton

1ος	Νόμος:	ένα	σώμα	διατηρεί	την	κινητική	του	κατάσταση	(δηλαδή	παραμένει
ακίνητο	ή	κινείται	ευθύγραμμα	ομαλά)	αν	ασκείται	σε	αυτό	μηδενική	δύναμη.	Σε	αυτή	
την	περίπτωση	λέμε	ότι	το	σώμα	είναι	ελεύθερο.

2ος	Νόμος:	αν	σε	ένα	σώμα	ασκηθεί	δύναμη	F	τότε	αυτό	κινείται	έτσι	ώστε	ο
ρυθμός	μεταβολής	της	ορμής	του	να	ισούται	με	τη	δύναμη.

<latexit sha1_base64="wp09GKQ39CaUV1i/z/nj9HQGELc=">AAACBHicdZDLSsNAFIYn9VbrLeqym8EiuAqJ1NYuhKIgLivYCzShTCaTdujkwsykUEIWbnwVNy4UcetDuPNtnKalqOgPA2e+/xxmzu/GjAppmp9aYWV1bX2juFna2t7Z3dP3DzoiSjgmbRyxiPdcJAijIWlLKhnpxZygwGWk646vZn53QrigUXgnpzFxAjQMqU8xkgoN9LI9ITi9zi5snyOcevk1zrLUk9lAr5hGo1Zt1OrQMsxcUJF61TprLEkFLNQa6B+2F+EkIKHEDAnRt8xYOinikmJGspKdCBIjPEZD0ldliAIinDRfIoPHinjQj7g6oYQ5/T6RokCIaeCqzgDJkfjtzeBfXj+R/rmT0jBOJAnx/CE/YVBGcJYI9CgnWLKpKhDmVP0V4hFSaUiVW0mFsNz9/6Jzalg1o3pbrTQvF3EUQRkcgRNggTpoghvQAm2AwT14BM/gRXvQnrRX7W3eWtAWM4fgh7T3L3EKmUo=</latexit>

~F =
d~p

dt

<latexit sha1_base64="D/Sxrybu/h4sWLLyYUFElDi5RKk=">AAACA3icdZDLSgMxFIYz9VbrbdSdboJFcOMwU8bWLoSiIC4r2Au0w5BJM21o5kKSKZRhwI2v4saFIm59CXe+jemFoqI/BE6+/xyS83sxo0Ka5qeWW1peWV3Lrxc2Nre2d/TdvaaIEo5JA0cs4m0PCcJoSBqSSkbaMSco8BhpecOrid8aES5oFN7JcUycAPVD6lOMpEKuftAdEZxeZ25qlbKL08WtZGWuXjSNatmulivQMsypoCIV2zqrLkgRzFV39Y9uL8JJQEKJGRKiY5mxdFLEJcWMZIVuIkiM8BD1SUeVIQqIcNLpDhk8VqQH/YirE0o4pd8nUhQIMQ481RkgORC/vQn8y+sk0j93UhrGiSQhnj3kJwzKCE4CgT3KCZZsrAqEOVV/hXiAOMJSxVZQISx2/79olgyrbNi3drF2OY8jDw7BETgBFqiAGrgBddAAGNyDR/AMXrQH7Ul71d5mrTltPrMPfkh7/wKudpeT</latexit>

~F12 = �~F21

<latexit sha1_base64="DjBicAq28lk5Y/trUiAt73hurP0=">AAAB+XicdZDLSgMxFIYz9VbrbdSlm2ARXA0zUlu7EIqCuKxgL9AOJZNm2mCSGZJMoQzzJm5cKOLWN3Hn25hOS1HRHwI/3zmHc/IHMaNKu+6nVVhZXVvfKG6WtrZ3dvfs/YO2ihKJSQtHLJLdACnCqCAtTTUj3VgSxANGOsHD9azemRCpaCTu9TQmPkcjQUOKkTZoYNv9CcHpTXbJc4OygV12nXq1Uq/WoOe4uaAhtYp3Xl+SMlioObA/+sMIJ5wIjRlSque5sfZTJDXFjGSlfqJIjPADGpGesQJxovw0vzyDJ4YMYRhJ84SGOf0+kSKu1JQHppMjPVa/azP4V62X6PDCT6mIE00Eni8KEwZ1BGcxwCGVBGs2NQZhSc2tEI+RRFibsEomhOXf/zftM8erOpW7SrlxtYijCI7AMTgFHqiBBrgFTdACGEzAI3gGL1ZqPVmv1tu8tWAtZg7BD1nvXz6GlBY=</latexit>

~F = m~am	=	σταθερή

3ος	Νόμος:	αν	δύο	σώματα	ασκούν	μεταξύ	τους	κεντρικές	δυνάμεις,	τότε	αυτές
έχουν	ίσο	μέτρο	και	αντίθετη	κατεύθυνση.

1 2
F12F21Προσοχή:	ο	3ος	Νόμος	δεν	ισχύει	

υποχρεωτικά	αν	οι	δυνάμεις	
εξαρτώνται	από	την	ταχύτητα	
(π.χ.	μαγνητική	δύναμη).

Οι	νόμοι	του	Newton	είναι	αξιωματικοί,	
δηλαδή	δεν	αποδεικνύονται	από	άλλη	θεωρία	

- επιβεβαιώνονται	μόνο	πειραματικά!
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Παράδειγμα	#1

Ένα	σωματίδιο	βρίσκεται	ακίνητο	στην	αρχή	του	θετικού	ημιάξονα	x	όταν	αρχίζει	να	

ασκείται	σε	αυτό	μεταβλητή	δύναμη	 για	 .	Να	βρείτε	το	x(t)	και	

τη	μέση	ταχύτητα	στο	διάστημα	 .

F(t) = F0 (1 −
t
τ ) t ≤ τ

[0,τ]

⃗F = m ⃗a ⇒ F(t) ̂x = ma ̂x ⇒ a =
F0

m (1 −
t
τ )

dυ
dt

=
F0

m (1 −
t
τ ) ⇒ ∫

υ

0
dυ′￼=

F0

m ∫
t

0 (1 −
t′￼
τ ) dt′￼⇒ υ(t) =

F0

m (t −
t2

2τ )

s = x(τ) =
F0τ2

3m

ῡ =
s
τ

=
F0τ
3m

x(t) = ∫
t

0
υ(t′￼)dt′￼=

F0

m ∫
t

0 (t′￼−
1
3

t′￼3) dt′￼=
F0τ2

6m (3
t2

τ2
−

t3

τ3 )

a(t)

	υ(t)

x(t)



13

Αντίσταση		ρευστού	(π.χ.	αέρας)	-	οπισθέλκουσα	δύναμη

v Fα

ρευστό

Fa ∼ ρAυk

ρ:	πυκνότητα	ρευστού

A:	εμβαδόν	διατομής	
κινούμενου	σώματος

k=1	για	μικρές	ταχύτητες

k=2	για	μεγάλες	ταχύτητες	
(η	τυρβώδης	ροή	πίσω	από	το	σώμα	
γίνεται	εντονότερη)

Fa

οπισθέλκουσα	δύναμη


(drag	force)
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Παράδειγμα	#2

Ένα	σωματίδιο	βρίσκεται	κινείται	κατά	τον	θετικό	ημιάξονα	x	με	ταχύτητα	υ0	όταν	
αρχίζει	να	ασκείται	σε	αυτό	μεταβλητή	δύναμη	 .	Να	περιγράψετε	την
κίνηση	του	σώματος.

⃗F = − k ⃗υ

F υυ0
⃗F = m ⃗a ⇒ − k ⃗υ =

d ⃗υ
dt

⇒ − kυ =
dυ
dt

dυ
υ

= −
k
m

dt ⇒ ∫
υ

υ0

dυ′￼
υ′￼

= −
k
m ∫

t

0
dt′￼⇒ ln |υ | − ln |υ0 | = −

k
m

t ⇒ υ(t) = υ0 e− k
m t

x(t) = x(0) + ∫
t

0
υ(t′￼)dt′￼= υ0 ∫

t

0
e− k

m t′￼dt′￼⇒

x(t) =
mυ0

k (1 − e− k
m t)

υ0

mυ0

k

υ

t

t

x
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Παράδειγμα	#3

Ένα	σωματίδιο	βρίσκεται	κινείται	κατά	τον	θετικό	ημιάξονα	x	με	ταχύτητα	υ0	όταν	
αρχίζει	να	ασκείται	σε	αυτό	μεταβλητή	δύναμη	 .	Να	περιγράψετε	την	
κίνηση	του	σώματος.

⃗F = − kυ2 ̂υ

F υυ0
⃗F = m ⃗a ⇒ − kυ2 ̂υ =

d ⃗υ
dt

⇒ − kυ2 =
dυ
dt

−
k
m

dt =
dυ
υ2

⇒ −
k
m

t = ∫
υ

υ0

dυ′￼
υ2

⇒ −
k
m

t =
1
υ0

−
1
υ

⇒ υ(t) =
υ0

1 + kυ0t
m

x(t) = x(0) + ∫
t

0
υ(t′￼)dt′￼= ∫

t

0

υ0

1 + kυ0t′￼
m

dt′￼⇒

x(t) =
m
k

ln (1 +
kυ0t
m )

υ0

υ

t

t

x
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Παράδειγμα	#4

Ένα	σωματίδιο	βάλλεται	κατακόρυφα	προς	τα	επάνω	με	ταχύτητα	υ0	και	βρίσκεται	υπό	
την	επίδραση	της	σταθερής	δύναμης	του	βάρους.	Η	αντίσταση	του	αέρα	είναι		

.	Να	περιγράψετε	την	κίνηση	του	σώματος.⃗F = − k ⃗υ

w
F

Σ ⃗F = m ⃗a ⇒ ⃗w + ⃗F = m ⃗a ⇒ − mg − kυ = m
dυ
dt

⇒
dυ

υ + mg
k

= −
k
m

dt ⇒

∫
υ

υ0

dυ′￼
υ′￼+ mg

k

= −
k
m

t ⇒ ln (υ +
mg
k ) − ln (υ0 +

mg
k ) = −

k
m

t ⇒

υ(t) = (υ0 +
mg
k ) e− kt

m −
mg
k

x(t) = x(0) + ∫
t

0
υ(t′￼)dt′￼= ∫

t

0 [(υ0 +
mg
k ) e− kt′￼

m −
mg
k ] dt′￼⇒

x(t) =
m
κ (υ0 +

mg
k ) (1 − e− kt

m ) −
mg
k

t
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Παράδειγμα	#4	(συνέχεια)

Ένα	σωματίδιο	βάλλεται	κατακόρυφα	προς	τα	επάνω	με	ταχύτητα	υ0	και	βρίσκεται	υπό	
την	επίδραση	της	σταθερής	δύναμης	του	βάρους.	Η	αντίσταση	του	αέρα	είναι		

.	Να	περιγράψετε	την	κίνηση	του	σώματος.⃗F = − k ⃗υ

w
F υ0

τ

τ

t

t

υ

x
xmax

υ(τ) = 0 ⇒ e− kτ
m =

1

1 + kυ0

mg

⇒ τ =
m
k

ln (1 +
kυ0

mg )

xmax = x(τ) =
mυ0

k
−

m2g
k2

ln (1 +
kυ0

mg )
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Παράδειγμα	#5

Ένα	σωματίδιο	αφήνεται	να	πέσει	κατακόρυφα	προς	τα	κάτω	χωρίς	αρχική	ταχύτητα	
και	βρίσκεται	υπό	την	επίδραση	της	σταθερής	δύναμης	του	βάρους.	Η	αντίσταση	του	
αέρα	είναι		 .	Να	περιγράψετε	την	κίνηση	του	σώματος.⃗F = − k ⃗υ

Σ ⃗F = m ⃗a ⇒ ⃗w + ⃗F = m ⃗a ⇒ mg − kυ = m
dυ
dt

⇒
dυ

υ − mg
k

= −
k
m

dt ⇒

∫
dυ

υ − mg
k

= −
k
m

t + C ⇒ ln υ −
mg
k

= −
k
m

t + C ⇒ υ −
mg
k

= C1e− kt
m

υ(0) = 0 ⇒ C1 =
mg
k

⇒ υ(t) =
mg
k (1 − e− kt

m )

x(t) = x(0) + ∫
t

0
υ(t′￼)dt′￼=

mg
k ∫

t

0 (1 − e− kt′￼
m ) dt′￼⇒ x(t) =

mgt
k

−
m2g
k2 (1 − e− kt

m )

w

Fx
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Παράδειγμα	#5	(συνέχεια)

Ένα	σωματίδιο	αφήνεται	να	πέσει	κατακόρυφα	προς	τα	κάτω	χωρίς	αρχική	ταχύτητα	
και	βρίσκεται	υπό	την	επίδραση	της	σταθερής	δύναμης	του	βάρους.	Η	αντίσταση	του	
αέρα	είναι		 .	Να	περιγράψετε	την	κίνηση	του	σώματος.⃗F = − k ⃗υ

υ(t) =
mg
k (1 − e− kt

m )

x(t) =
mgt

k
−

m2g
k2 (1 − e− kt

m )

mg
k

t

t

υ

x

οριακή	ταχύτητα
Η	οριακή	ταχύτητα	αποκτάται	

ασυμπτωτικά	και	επιτυγχάνεται	όταν	w=F

Για t μεγάλο:		x(t) →
mg
k (t −

m
k )

w

Fx
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Παράδειγμα	#6

Ένα	σώμα	μάζας	m	εκτοξεύεται	με	ταχύτητα	υ0	από	την	επιφάνεια	της	Γης.	Να	βρείτε:	
α)	την	ταχύτητα	του	σώματος	συναρτήσει	της	απόστασης	από	το	κέντρο	της	Γης,	β)	τη	
μέγιστη	απόσταση	στην	οποία	θα	φτάσει	το	σώμα,	γ)	την	ελάχιστη	ταχύτητα	υ0	ώστε	
το	σώμα	να	μην	επιστρέψει	στη	Γη	(ταχύτητα	διαφυγής).

x

F

υ0

RΓ

⃗F = m ⃗a ⇒ − G
MΓm

x2
= m

dυ
dt

⇒ − G
MΓ

x2
=

dυ
dx

dx
dt

⇒

−G
MΓ

x2
d x = υdυ ⇒ − GMΓ ∫

x

RΓ

d x′￼
x′￼2 = ∫

υ

υ0

υ′￼dυ ⇒ GMΓ ( 1
x

−
1
RΓ ) =

1
2 (υ2 − υ2

0) ⇒

υ(x) = υ2
0 − 2GMΓ ( 1

RΓ
−

1
x )

x = xmax ⇒ υ(xmax) = 0 ⇒ xmax =
2GMΓRΓ

2GMΓ − υ2
0 RΓ

υ0 < υδ =
2GMΓ

RΓ

Το	σώμα	σταματάει	όταν	

Η	εξίσωση	έχει	λύση	μόνο	αν
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Άσκηση

Ένα	μικρό	σώμα	αφήνεται	να	ολισθήσει	στο	εσωτερικό	μιας	λείας	ημισφαιρικής	
επιφάνειας	ακτίνας	R.	Να	υπολογίσετε	τη	γωνιακή	ταχύτητα	του	σώματος	και	τη	
δύναμη	που	δέχεται	από	την	επιφάνεια	καθώς	κινείται	πάνω	σε	αυτή.

w

N

θ

θ

Σ ⃗F = m ⃗a ⇒ wθ
̂θ + (wr − N ) ̂r = mR··θ ̂θ − mRω2 ̂r

⃗a = − R ·θ2 ̂r + R··θ ̂θ = − Rω2 ̂r + R ·ω ̂θ

wθ = mR ·ω ⇒ mg cos θ = mR
dω
dt

⇒ Rω
dω
dθ

= g cos θ

∫
ω

0
ω′￼dω′￼=

mg
R ∫

θ

0
cos θ′￼dθ′￼⇒

mg sin θ − N = − mRω2 ⇒ N = mg sin θ + mRω2 ⇒

N(θ) = 3mg sin θ

ω(θ) =
2g
R

sin θ

Χρησιμοποιούμε	
πολικές	συντεταγμένες

·θ = ω, ··θ = ·ω
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Άσκηση

Ένα	μικρό	σώμα	αφήνεται	να	ολισθήσει	από	την	κορυφή	μιας	λείας	σφαιρικής	
επιφάνειας	ακτίνας	R.	Να	βρείτε	το	σημείο	στο	οποίο	θα	χάσει	το	σώμα	την	επαφή	με	
τη	σφαίρα.

Σ ⃗F = m ⃗a ⇒ wθ
̂θ + (N − wr) ̂r = mR··θ ̂θ − mRω2 ̂r

wθ = R ·ω ⇒ mg sin θ = mR
dω
dt

⇒ Rω
dω
dθ

= g sin θ

∫
ω

0
ω′￼dω′￼=

mg
R ∫

θ

0
sin θ′￼dθ′￼⇒

N − mg cos θ = − mRω2 ⇒ N = mg cos θ − mRω2 ⇒

N(θ) = mg (3 cos θ − 2)

ω(θ) =
2g
R

(1 − cos θ)

θ

N

w
θ

Η	επαφή	χάνεται	όταν

	

με	ταχύτητα	

N(θ0) = 0 ⇒ cos(θ0) =
2
3

⇒ θ0 ≈ 48.2o

ω(θ0) =
2g
3R

R

⃗a = − R ·θ2 ̂r + R··θ ̂θ = − Rω2 ̂r + R ·ω ̂θ

Χρησιμοποιούμε	
πολικές	συντεταγμένες

·θ = ω, ··θ = ·ω



Οι	τύποι	ισχύουν	και	για	υ0	<	0	
(βολή	προς	τα	κάτω).	Τα	

διαγράμματα	είναι	για	υ0	>	0.
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Κατακόρυφη	βολή	στο	ομογενές	πεδίο	βαρύτητας

υ0/g 2υ0/g

υ
υ0

−υ0

t

υ0/g 2υ0/g

y

y0

t

t =
υ0
g

1 + 1 +
2y0g

υ2
0

y0 +
υ2

0

2g

y0

⃗a = − g ̂y ⇒ a = g

⃗υ = υ0 ̂y + ⃗at = (υ0 − gt) ̂y ⇒ υ = υ0 − gt

⃗r = y ̂y = y0 ̂y + υ0t ̂y −
1
2

gt2 ̂y ⇒ y = y0 + υ0t −
1
2

gt2
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Οριζόντια	βολή	στο	ομογενές	πεδίο	βαρύτητας

⃗a = − g ̂y ⇒ ax = 0, ay = g
⃗v = vx ̂x − vy ̂y ⇒ vx = v0, vy = gt

vx
vx

vx

vy

vy v

v
v

θ
r

y0
y

xR

⃗r = x ̂x + y ̂y ⇒ x = v0t, y = y0 −
1
2

gt2

tan θ =
vy

vx
=

gt
v0

⇒ θ = arctan ( gt
v0 )

R = v0t0 = v0
2y0

g
v = v2

x + v2
y = v2

0 + g2t2

y(x) = y0 − ( g
2v2

0 ) x2

Εξισώσεις	κίνησης

Γωνία	που	σχηματίζει	η	
ταχύτητα	με	τον	οριζόντιο	άξονα

Εξίσωση	τροχιάς

Βεληνεκές

Μέτρο	ταχύτητας
Χρόνος	κίνησης y(t0) = 0 ⇒ t0 =

2y0

g
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Άσκηση

Ένας	πύραυλος	βάλλεται	οριζόντια	με	ταχύτητα	υ1	από	ύψος	H.	Σε	απόσταση	S	πάνω	
στο	έδαφος	βρίσκεται	πυροβόλο	που	μπορεί	να	ρίξει	βλήμα	κατακόρυφα	με	ταχύτητα	
υ2.	Να	βρείτε	τη	συνθήκη	ώστε	να	μπορέσει	το	βλήμα	να	χτυπήσει	τον	πύραυλο,	έχοντας	
εκτοξευθεί	ταυτόχρονα.	Εφαρμογή	για	H=50	m,		υ1	=5	m/s,	S	=	10	m,	g=10	m/s2.	Ποια	
είναι	η	γωνία	μεταξύ	των	ταχυτήτων	των	δύο	σωμάτων;

υ1

v2

v1

θ

H
y

x

υ2

S

x1(t) = υ1t, y1(t) = H −
1
2

gt2

x2(t) = S, y2(t) = υ2t −
1
2

gt2

x1(t0) = x2(t0) ⇒ t0 =
S
υ1

y1(t0) = y2(t0) ⇒ H −
1
2

gt2
0 = υ2t0 −

1
2

gt2
0 ⇒ t0 =

H
υ2

S
υ1

=
H
υ2
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Άσκηση	(συνέχεια)

t0 =
S
υ1

=
10
5

s = 2 s

υ2 = υ1
H
S

⇒ υ2 = 5
50
10

m
s

⇒ υ2 = 25
m
s

⃗v1(t) = (υ1, − gt), ⃗v2(t) = (0, υ2 − gt)

⃗v1(t0) = ⃗v1(4) = (5, − 20)
m
s

⃗v2(t0) = ⃗v2(4) = (0, 25 − 10 ⋅ 2)
m
s

= (0, 5)
m
s

cos θ(t0) =
⃗v1(t0) ⋅ ⃗v2(t0)

| ⃗v1(t0) | | ⃗v2(t0) |
=

5 ⋅ 0 − 20 ⋅ 5

52 + 202 02 + 52
≈ − 0.97 ⇒ θ ≈ 166o
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Πλάγια	βολή	στο	ομογενές	πεδίο	βαρύτητας

vx = v0 cos θ, x = v0 cos θt
vy = v0 sin θ − gt, y = v0 sin θt −

1
2

gt2

y = tan θ x −
g

2v2
0 cos2 θ

x2

R = x(tf ) =
v2

0 sin 2θ
g

Εξισώσεις	κίνησης

Εξίσωση	τροχιάς

Χρόνος	ανόδου	(tr)	και	
συνολικός	χρόνος	κίνησης	(tf)

vy(tr) = 0 ⇒ tr =
v0 sin θ

g
, ymax = y(tr) =

v2
0 sin2 θ

2g

y(tf ) = 0 ⇒ tf =
2v0 sin θ

g
= 2tr

Βεληνεκές
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Άσκηση

y0

θ

v0

xx0

φ

Με	ποια	γωνία	θ	πρέπει	βληθεί	το	βλήμα	από	την	αρχή	
των	αξόνων	ώστε	να	πετύχει	το	σώμα	που	κάνει	
ελεύθερη	πτώση	από	το	σημείο	(x0,y0)	πριν	αυτό	φτάσει	
στο	έδαφος;

yσ(t) = y0 −
1
2

gt2 yβ(t) = v0 sin θ t −
1
2

gt2

yσ(t1) = yβ(t1) ⇒ y0 −
1
2

gt2
1 = v0 sin θ t1 −

1
2

gt2
1 ⇒ y0 = v0 sin θ t1

xσ(t1) = xβ(t1) ⇒ x0 = v0 cos θ t1

y0

x0
= tan θ = tan ϕ ⇒ θ = ϕ

R ≥ x0 ⇒ x0g ≤ v2
0 sin 2θ ⇒ v2

0 ≥
x0g

2 sin θ cos θ

v2
0 ≥

x0g
2 tan θ cos2 θ

=
x0g

2 y0

x0 (1 +
y2

0

x2
0 )

⇒ v0 ≥
g (x2

0 + y2
0)

2y0
1

cos2 θ
= 1 + tan2 θ

Συνθήκη	συνάντησης	πριν	
φτάσει	το	σώμα	στο	έδαφος
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Άσκηση

Ένα	σώμα	βάλλεται	με	ταχύτητα	υ0	και	γωνία	θ	ως	προς	ένα	κεκλιμένο	επίπεδο	γωνίας	
a. Να	βρείτε	τη	γωνία	θ	ώστε	να	μεγιστοποιείται	η	απόσταση	στην	οποία	θα	χτυπήσει
το	βλήμα	το	κεκλιμένο	επίπεδο.

θ
a

υ0 R

x0 x

y y1 = tan(θ + a) ⋅ x −
g

2υ2
0 cos2(θ + a)

⋅ x2

y2 = tan a ⋅ x

x0 = R cos a

x0 =
2υ2

0

g
cos2(θ + a)[tan(θ + a) − tan a] =

2υ2
0

g [sin(θ + a)cos(θ + a) − cos2(θ + a)tan a]

d x0

dθ
= 0 ⇒ cos2(θ + a) − sin2(θ + a) + 2 cos(θ + a)sin(θ + a)tan a = 0 ⇒ cos(2θ + 2a) + sin(2θ + 2a)tan a = 0 ⇒

tan(2θ + 2a) = −
1

tan a
= tan ( π

2
+ a) ⇒ θ =

π
4

−
a
2

tan(θ + a) ⋅ x0 −
g

2υ2
0 cos2(θ + a)

⋅ x2
0 = tan a ⋅ x0 ⇒

Σημείο	τομής:	y1(x0) = y2(x0) ⇒

Το	R	είναι	μέγιστο	όταν	το	x0	είναι	μέγιστο
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Τριβή

Τριβή	Τ
Δύναμη	F

Κάθετη	αντίδραση	N μs	≳	μk

Ts,max=μsN
Tk=μkN

T=F

T=σταθερή

Fκατωφλίου Ασκούμενη	Δύναμη

Τριβή

ακινησία
κίνηση

Η	στατική	τριβή	εμφανίζεται	καθώς	ένα	σώμα	τείνει	να	κινηθεί	και	
έχει	φορά	αντίθετη	από	την	επερχόμενη	μεταβολή.	Μπορεί	να	
πάρει	οποιαδήποτε	τιμή	μέχρι	μιας	μέγιστης,	η	οποία	ισούται	με	
μsN	(μs	είναι	ο	συντελεστής	στατικής	τριβής).	


Η	τριβή	ολίσθησης	εμφανίζεται	αφού	το	σώμα	αρχίσει	να	κινείται	
και	ισούται	με	μN	(μ	είναι	ο	συντελεστής	στατικής	τριβής,	με	μ	<	μs).

Η	τριβή	οφείλεται	στην	ηλεκτροστατική	
αλληλεπίδραση	μεταξύ	των	ατελειών	
των	δύο	επιφανειών.
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Άσκηση

Ένα	σώμα	μάζας	m2	εφάπτεται	στην	κατακόρυφη	επιφάνεια	του	σώματος	μάζας	m1	
στο	οποίο	ασκείται	εξωτερική	δύναμη	F.	Αν	το	σώμα	μάζας	m1	μπορεί	να	κινείται	σε	
λείο	οριζόντιο	επίπεδο	και	ο	συντελεστής	στατική	τριβής	με	το	σώμα	μάζας	m2	είναι	μs	
να	βρείτε	την	ελάχιστη	τιμή	της	F	έτσι	ώστε	τα	δύο	σώματα	να	αποτελούν	
συσσωμάτωμα.

F

N1

w1

N N

Ts

Ts

w2

m1
m2

a =
F

m1 + m2
N =

m2F
m1 + m2

Ts ≤ μsN ⇒ m2g ≤ μs
m2F

m1 + m2
⇒

F ≥
(m1 + m2)g

μs

F − N = m1a

N1 = Ts + m1g

N = m2a

Ts = m2g

Νόμοι	Newton



32

Άσκηση

Ένα	σώμα	μάζας	m1	είναι	τοποθετημένο	σε	κεκλιμένο	επίπεδο	γωνίας	θ	και	συνδέεται	
μέσω	αβαρούς	και	μη	εκτατού	νήματος	με	τροχαλία.	Οι	συντελεστές	στατικής	τριβής	
και	τριβής	ολίσθησης	με	το	επίπεδο	είναι	μs	και	μ,	αντίστοιχα.	Να	βρείτε	την	ελάχιστη	
μάζα	m2	που	πρέπει	να	κρεμάσουμε	στην	τροχαλία	ώστε	να	κινηθεί	το	σύστημα	και	
την	επιτάχυνση	που	θα	προκύψει	αν	προκληθεί	κίνηση.

w2

F

F

F

F
N

w1

Ts

θ

Ts = m2g − m1g sin θ ≤ μsN ⇒

m2 ≤ m1 (sin θ + μs cos θ)

m2g − m2a − μm1g cos θ − m1g sin θ = m1a ⇒

a = g
m2 − m1 (sin θ + μ cos θ)

m1 + m2

w2 = F
F = w1 sin θ + Ts

N = w1 cos θ

ισορροπία

m2g ≤ m1g sin θ + μsm1g cos θ ⇒

F − μN − m1g sin θ = m1a ⇒
m2g − F = m2a
F − T − m1g sin θ = m1a
N = m1g cos θ

κίνηση

αυτή	είναι	η	συνθήκη	για	να	
μην	κινείται	το	σύστημα,	οπότε	
η	ελάχιστη	μάζα	για	να	κινηθεί	
είναι	m2 ≥ m1 (sin θ + μs cos θ)
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Άσκηση

Ένα	όχημα	βρίσκεται	σε	κυκλική,	στροφή	ακτίνας	r	και	κλίσης	θ.	Ο	συντελεστής	στατικής	τριβής	
μεταξύ	του	οχήματος	και	του	οδοστρώματος	είναι	μs.	Αν	το	όχημα	είναι	ακίνητο,	πόσο	πρέπει	να	
είναι	το	μs	ώστε	να	μην	κυλίσει	προς	τα	κάτω;	Για	μικρότερη	τιμή	του	μs,	πόση	ταχύτητα	πρέπει	να	
έχει	το	όχημα	για	να	διατηρήσει	την	κυκλική	του	τροχιά;	Πόση	είναι	η	μέγιστη	δυνατή	τιμή	της	
ταχύτητας;

T
r

θ

θ
N Ny

Nx

w

θ

Ty
T ≤ μsN

Tx

Ts ≤ μsN ⇒ N tan θ ≤ μsN ⇒ μs ≥ tan θ

Ts = mg sin θ −
mυ2

r
cos θ

Ts ≤ μsN ⇒ mg sin θ −
mυ2

r
cos θ ≤ μs

mυ2

r
sin θ + μsmg cos θ ⇒

mυ2

r (μs sin θ + cos θ) ≥ mg (sin θ − μs cos θ) ⇒

Επειδή	το	όχημα	τείνει	να	κινηθεί	προς	τα	κάτω,	η	στατική	τριβή	
έχει	φορά	προς	τα	επάνω.	Το	ίδιο	θα	συμβεί	και	για	μικρή	
ταχύτητα	κίνησης.

ΣFy = 0 ⇒ Ny + Ty = w ⇒ N cos θ + Ts sin θ = mg

ΣFx = 0 ⇒ Nx = Tx ⇒ N sin θ = Ts cos θ

Ισορροπία

ΣFx = mar ⇒ Nx − Tx = m
υ2

r
⇒ N sin θ − Ts cos θ = m

υ2

r

ΣFy = 0 ⇒ Ny + Ty = w ⇒ N cos θ + Ts sin θ = mg

Κυκλική	κίνηση

υ2 ≥ gr
tan θ − μs

1 + μs tan θ
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Άσκηση	(συνέχεια)

Tx
T

r

θ

θ
N Ny

Nx

w

θ Ty

T ≤ μsN Ts =
mυ2

r
cos θ − mg sin θN =

mυ2

r
sin θ + mg cos θ

Ts ≤ μsN ⇒
mυ2

r
cos θ − mg sin θ ≤ μs

mυ2

r
sin θ + μsmg cos θ ⇒

mυ2

r (cos θ − μs sin θ) ≤ mg (μs cos θ + sin θ) ⇒ υ2 ≤ gr
μs + tan θ

1 − μs tan θ

Ένα	όχημα	βρίσκεται	σε	κυκλική,	στροφή	ακτίνας	r	και	κλίσης	θ.	Ο	συντελεστής	στατικής	τριβής	
μεταξύ	του	οχήματος	και	του	οδοστρώματος	είναι	μs.	Αν	το	όχημα	είναι	ακίνητο,	πόσο	πρέπει	να	
είναι	το	μs	ώστε	να	μην	κυλίσει	προς	τα	κάτω;	Για	μικρότερη	τιμή	του	μs,	πόση	ταχύτητα	πρέπει	να	
έχει	το	όχημα	για	να	διατηρήσει	την	κυκλική	του	τροχιά;	Πόση	είναι	η	μέγιστη	δυνατή	τιμή	της	
ταχύτητας;

Επειδή	το	όχημα	κινείται	με	αρκετή	ταχύτητα,	τείνει	να	
εγκαταλείψει	την	κυκλική	τροχιά,	οπότε	η	στατική	τριβή	έχει	
φορά	προς	τα	κάτω.

ΣFx = mar ⇒ Nx + Tx = m
υ2

r
⇒ N sin θ + Ts cos θ = m

υ2

r

ΣFy = 0 ⇒ Ny = Ty + w ⇒ N cos θ = Ts sin θ + mg

Κυκλική	κίνηση
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Άσκηση

Ένα	σώμα	μήκους	L	και	μάζας	M	είναι	τοποθετημένο	οριζόντια,	με	το	άκρο	του	να	εφάπτεται	στη	
διαχωριστική	γραμμή	μεταξύ	δύο	επιφανειών	με	συντελεστές	τριβής	ολίσθησης	μ1	και	μ2,	όπως	
φαίνεται	στο	σχήμα.	Αν	δώσουμε	αρχική	ταχύτητα	υ0	στο	σώμα,	να	βρείτε	πόση	απόσταση	θα	
διανύσει	μέχρι	να	σταματήσει.

x=0

υ0

μ1 μ2

L
M

υ
T1 T2

x

N

w

Αν	η	ταχύτητα	δεν	είναι	αρκετά	μεγάλη,	δεν	θα	προλάβει	να	εισέλθει	
ολόκληρο	στην	περιοχή	2.	Οπότε	διακρίνουμε	δύο	περιπτώσεις.

Περίπτωση	(Α):		 	το	σώμα	διανύει	
απόσταση	S	<	L.

υ2
0 < gL(μ1 + μ2)

ΣFx = Ma ⇒ − T1 − T2 = M
dυ
dt

⇒ − μ1g
L − x

L
M − μ2g

x
L

M = Mυ
dυ
d x

⇒

υdυ = −
g
L [μ1 (L − x) + μ2x] d x ⇒ ∫

υ

υ0

υ′￼dυ′￼= −
g
L ∫

x

0
[μ1 (L − x′￼) + μ2x′￼] d x′￼

1
2 (υ2 − υ2

0) = −
g
L

μ1 (L x −
x2

2 ) + μ2
x2

2
⇒ υ2 = υ2

0 −
g
L [μ1 (2L x − x2) + μ2x2]

Θεωρούμε	ότι	το	σώμα	αποτελείται	
από	δύο	τμήματα,	ένα	σε	κάθε	
επιφάνεια.	Η	μάζα	κάθε	τμήματος	
είναι	ανάλογη	του	μήκους.

m1 =
L − x

L
M, m2 =

x
L

M

υ(L) = υ2
0 − gL (μ1 + μ2)

Περίπτωση	(Β):		 	το	σώμα	διανύει	
απόσταση	S	>	L.

υ2
0 > gL(μ1 + μ2)
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Άσκηση	(συνέχεια)

Δ = 4μ2
1 g2L2 + 4Lυ2

0 g(μ2 − μ1) = 4g2L2 [μ2
1 + (μ2 − μ1)

υ2
0

gL ]

S = L
μ2

1 + (μ2 − μ1) υ2
0

gL − μ1

μ2 − μ1

Περίπτωση	(Α):		υ2
0 < gL(μ1 + μ2)

υ(S ) = 0 ⇒ υ2
0 −

g
L [μ1 (2LS − S2) + μ2S2] = 0 ⇒

g(μ2 − μ1)S2 + 2gLμ1S − υ2
0 L = 0

υ2(x) = υ2
0 −

g
L [μ1 (2L x − x2) + μ2x2], x ≤ Lx=0

υ0

μ1 μ2

L
M

υ
T1 T2

x

N

w

Η	άλλη	λύση	του	τριωνύμου	είναι	
αρνητική	και	απορρίπτεται.

Ένα	σώμα	μήκους	L	και	μάζας	M	είναι	τοποθετημένο	οριζόντια,	με	το	άκρο	του	να	εφάπτεται	στη	
διαχωριστική	γραμμή	μεταξύ	δύο	επιφανειών	με	συντελεστές	τριβής	ολίσθησης	μ1	και	μ2,	όπως	
φαίνεται	στο	σχήμα.	Αν	δώσουμε	αρχική	ταχύτητα	υ0	στο	σώμα,	να	βρείτε	πόση	απόσταση	θα	
διανύσει	μέχρι	να	σταματήσει.
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Άσκηση	(συνέχεια)

ΣFx = Ma ⇒ − T2 = M
dυ
dt

⇒ − μ2gM = Mυ
dυ
d x

⇒

∫
υ

υ(L)
υ′￼dυ′￼= − gμ2 ∫

x

L
d x′￼⇒ υ2 = υ2(L) − 2μ2g(x − L) ⇒

υ(x) = υ2
0 + gL(μ2 − μ1) − 2μ2gx, x ≥ L

υ(S ) = 0 ⇒

x=0

υ0

μ1 μ2

L
M

υ
T1 T2

x

N

w

Περίπτωση	(Β):		υ2
0 > gL(μ1 + μ2)

υ(L) = υ2
0 − gL (μ1 + μ2)

Εφόσον	το	σώμα	εισέρχεται	πλήρως	
στην	περιοχή	2	με	ταχύτητα	υ(L),	θα	
πρέπει	να	εξετάσουμε	εκ	νέου	τον	2ο	Ν.	
Newton	καθώς	αλλάζουν	οι	δυνάμεις	
που	ασκούνται	στο	σώμα.

S =
υ2

0 + gL(μ2 − μ1)
2μ2g

Ένα	σώμα	μήκους	L	και	μάζας	M	είναι	τοποθετημένο	οριζόντια,	με	το	άκρο	του	να	εφάπτεται	στη	
διαχωριστική	γραμμή	μεταξύ	δύο	επιφανειών	με	συντελεστές	τριβής	ολίσθησης	μ1	και	μ2,	όπως	
φαίνεται	στο	σχήμα.	Αν	δώσουμε	αρχική	ταχύτητα	υ0	στο	σώμα,	να	βρείτε	πόση	απόσταση	θα	
διανύσει	μέχρι	να	σταματήσει.
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Άσκηση
Ένα µικρό σώµα µάζας m αρχίζει να ολισθαίνει σε κεκλιµένο επίπεδο που σχηµατίζει γωνία θ µε το οριζόντιο επίπεδο. 

Ο συντελεστής τριβής ολίσθησης µ µεταβάλλεται γραµµικά µε την απόσταση x από το σηµείο εκκίνησης, µ = λx (όπου λ > 0), 
κατά µήκος του κεκλιµένου επιπέδου. 

α) Γράψτε τη διαφορική εξίσωση κίνησης του σώµατος κατά µήκος του κεκλιµένου επιπέδου.

β) Ολοκληρώστε τη διαφορική εξίσωση ώστε να υπολογίσετε την ταχύτητα v = v(x) κατά µήκος του κεκλιµένου επιπέδου.

γ) Να υπολογίσετε την απόσταση που θα διανύσει το σώµα µέχρι να σταµατήσει.

δ) Βρείτε τη θέση όπου µεγιστοποιείται η ταχύτητα καθώς και τη µέγιστη ταχύτητα.

x

T

w

N

θ

θ

ΣFy = 0 ⇒ N = wy = mg cos θ

ΣFx = m
dv
dt

⇒ wx − T = m
dv
dt

⇒ mg sin θ − μN = m
dv
dt

⇒

g sin θ − λ xg cos θ =
dv
dt

⇒ v
dv
d x

= g sin θ − λ xg cos θ

∫ vdv = ∫ (g sin θ − gλ x cos θ) d x ⇒ v2 = 2g sin θx − gλ cos θx2 + C

v(0) = 0 ⇒ C = 0

v(S ) = 0 ⇒ 2g sin θ S − gλ cos θ S2 = 0 ⇒ S = 0 ή S =
2 tan θ

λ

v = max ⇒ ΣFx = 0 ⇒ mg sin θ = λ x0mg cos θ ⇒ x0 =
tan θ

λ

vmax = v(x0) = 2g sin θ
tan θ

λ
− gλ cos θ

tan2 θ
λ2

⇒ vmax =
g sin2 θ
λ cos θ

α)

β)

γ)

δ)

v/vmax

x /x0

v (x) = vmax 2 ( x
x0 ) − ( x

x0 )
2

Το	σώμα	επιταχύνεται	αρχικά	λόγω	του	
βάρους	με	ολοένα	μικρότερη	επιτάχυνση	
εξαιτίας	της	αυξανόμενης	τριβής.	Η	μέγιστη	
ταχύτητα	παρατηρείται	όταν	a	=	0.

v(x) = 2g sin θx − gλ cos θx2




