
ΣΕΜΦΕ

Ασκήσεις στη Συναρτησιακή Ανάλυση Ι

(2ο φυλλάδιο ασκήσεων)

Ασκηση 1 (ανισότητα Young). ΄Εστω a, b ≥ 0 και p, q > 1, τέτοια ώστε 1
p+

1
q =

1. Να δείξετε ότι

ab ≤ ap

p
+

bq

q
.

Ασκηση 2 (ανισότητα Hölder). ΄Εστω a1, ..., an, b1, ..., bn ≥ 0 και p, q > 1,
τέτοια ώστε

1
p + 1

q = 1. Να δείξετε ότι

n∑
i=1

aibi ≤ (

n∑
i=1

api )
1
p (

n∑
i=1

bqi )
1
q .

Ασκηση 3 (ανισότητα Minkowski). ΄Εστω a1, ..., an, b1, ..., bn ∈ R και p ≥ 1.
Να δείξετε ότι

(

n∑
i=1

|ai + bi|p)
1
p ≤ (

n∑
i=1

|ai|p)
1
p + (

n∑
i=1

|bi|p)
1
p .

Ασκηση 4. ΄Εστω X χώρος με νόρμα και Y υπόχωρος του X. Να δείξετε ότι
η κλειστότητα Y του Y είναι επίσης υπόχωρος του X

Ασκηση 5. ΄Εστω Y υπόχωρος του χώρου Banach (X, ∥ · ∥). Να δείξετε ότι ο
(Y, ∥ · ∥) είναι χώρος Banach αν και μόνο αν ο Y είναι κλειστός.

Ασκηση 6. Να δείξετε ότι αν η ακολουθία (fn) του C([a, b]) συγκλίνει στην
f : [a, b] → R ομοιόμορφα, τότε f ∈ C([a, b]).
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