
Αρμονική Ανάλυση (2025–26)

Ασκήσεις – Φυλλάδιο 3

(Παραδίδετε έξι από τις ασκήσεις. Ημερομηνία παράδοσης: 5 Ιουνίου 2026)

1. Ορίζουμε Qn : R → R με Qn(x) = 1
γn

(1 − x2)n χ[−1,1](x), n = 1, 2, . . ., όπου γn =
∫ 1

−1(1 − t2)ndt.

Αποδείξτε πλήρως ότι η {Qn}n>1 είναι οικογένεια καλών πυρήνων και ότι f ∗Qn −→ f ομοιόμορφα για κάθε
φραγμένη ομοιόμορφα συνεχή συνάρτηση f : R→ R.

2. ΄Εστω f, g ∈ R(T). Αποδείξτε ότι

lim
n→∞

∫ π

−π
g(x)(f(x)− sn(f, x)) dx = 0.

3. (α) ΄Εστω f ∈ C(T). Εξηγήστε γιατί ‖f − sn(f)‖2 6 ‖f − σn(f)‖2 για κάθε n ∈ N, και με βάση αυτήν την
παρατήρηση αποδείξτε ότι lim

n→∞
‖f − sn(f)‖2 = 0.

(β) ΄Εστω f ∈ R(T), η οποία είναι συνεχής στο x0. Αποδείξτε ότι αν υπάρχει το lim
n→∞

sn(f, x0) τότε είναι ίσο

με f(x0).

4. ΄Εστω f ∈ C(T). Υποθέτουμε ότι f(0) = 0 και ότι υπάρχει η f ′(0). Αποδείξτε ότι η συνάρτηση

g(x) =
f(x)

eix − 1

επεκτείνεται συνεχώς στο 0, άρα g ∈ C(T). Στη συνέχεια, αποδείξτε ότι f̂(k) = ĝ(k−1)− ĝ(k) για κάθε k ∈ Z
και από αυτό συμπεράνατε ότι

sn(f, 0) −→ 0 = f(0).

5. (α) ΄Εστω g, f, fn ∈ R([a, b) με ‖fn − f‖2 → 0. Ορίζουμε

h(x) =

∫ x

a

f(t)g(t) dt και hn(x) =

∫ x

a

fn(t)g(t) dt, x ∈ [a, b].

Αποδείξτε ότι hn → h ομοιόμορφα.

(β) ΄Εστω f ∈ R(T). Αποδείξτε ότι, για κάθε x ∈ [0, 2π],∫ x

0

f(t) dt =
a0x

2
+

∞∑
k=1

∫ x

0

(ak cos kt+ bk sin kt) dt,

δηλαδή μπορούμε να ολοκληρώσουμε τη σειρά Fourier της f όρο προς όρο, ακόμα κι αν αυτή αποκλίνει.

6. (α) Αποδείξτε ότι αν a 6= 0 τότε

eax =
e2πa − 1

π

(
1

2a
+

∞∑
k=1

a cos kx− k sin kx

a2 + k2

)
, 0 < x < 2π.

(β) Για 0 < x < 2π και a 6= 0 υπολογίστε τα αθροίσματα των σειρών

∞∑
k=1

a cos kx

a2 + k2
και

∞∑
k=1

k sin kx

a2 + k2
.



(γ) Χρησιμοποιώντας την ταυτότητα Parseval υπολογίστε τα

∞∑
k=1

1

(a2 + k2)2
και

∞∑
k=1

k2

(a2 + k2)2
.

7. Αποδείξτε το δεύτερο μέρος του κριτηρίου του Weyl: αν μια ακολουθία αριθμών ξ1, ξ2, . . . στο [0, 1) είναι
ισοκατανεμημένη, τότε για κάθε k ∈ Z \ {0} ισχύει ότι

1

N

N∑
n=1

e2πikξn −→ 0 καθώς το N →∞.

[Υπόδειξη: Αρκεί να δείξετε ότι
1
N

N∑
n=1

f(ξn) →
∫ 1

0
f(x) dx για όλες τις συνεχείς συναρτήσεις f . Αποδείξτε

πρώτα το ίδιο αν η f είναι η δείκτρια συνάρτηση ενός διαστήματος.]

8. ΄Εστω f, g ∈ S(R). Είναι γνωστό ότι f ∗ g ∈ S(R). Αποδείξτε ότι

‖f ∗ g‖2 6 ‖f‖1‖g‖2.

[Υπόδειξη: Ταυτότητα Plancherel.]

9. Δείξτε ότι: για κάθε ε > 0 η συνάρτηση F (ξ) = 1
(1+|ξ|2)ε είναι ο μετασχηματισμός Fourier μιας συνάρτησης

f ∈ L1(Rn).

Υπόδειξη. Θεωρήστε την

f(x) =

∫ ∞
0

Kδ(x)e−πδδε−1dδ,

όπου Kδ(x) = δ−n/2e−π|x|
2/δ
. Χρησιμοποιώντας το θεώρημα Fubini ελέγξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη, και

στη συνέχεια δείξτε ότι

f̂(ξ) =

∫ ∞
0

e−πδ|ξ|
2

e−πδδε−1dδ.

Τέλος, υπολογίστε αυτό το ολοκλήρωμα (θα χρειαστείτε την Γ(s) =
∫∞
0
e−tts−1dt, s > 0).

10. (α) ΄Εστω f ∈ R(T). Αποδείξτε ότι

sn(f, x) =
1

π

∫ π

0

[
f(x+ t) + f(x− t)

] sin (n+ 1
2

)
t

2 sin t
2

dt.

(β) ΄Εστω f ∈ C(T). Αποδείξτε ότι ‖sn(f)‖∞ = o(lnn).

Υπόδειξη: Θεωρήστε τη διαφορά sn(f, x)− f(x). Χρησιμοποιώντας το (α) μπορείτε να την γράψετε ως

1

π

∫ π

0

[
f(x+ t) + f(x− t)− 2f(x)

] sin (n+ 1
2

)
t

2 sin t
2

dt.

Φράξτε το

In =
1

π

∫ π

0

∣∣f(x+ t) + f(x− t)− 2f(x)
∣∣ sin

(
n+ 1

2

)
t

2 sin t
2

dt

κατάλληλα (ανεξάρτητα από το x) και δείξτε ότι In/ lnn −→ 0 καθώς το n→∞.


