Ocewpia Métpou xouw ONoxAfpworns (2025-26)
Aoxrfoeig — PuAAd&SLO 2

(TTapodidete €1 and Tic aoxfoeic. Huepounvio napddoone: 25 Noepfpiou 2025)

1. Eow X # @ xu ¢ : P(X) — [0, +00] ewtepwnd yétpo. Anodeilte ot av {A, 152, eivon por axohoudin
EEvav avd 00 p-peTprioeY cLVORWY, toTE Yo xdde E C X woylel 61

fen(§)) S

n=1

2. (o) Eotww ¢ : P(X) — [0, +00] éva e€wtepind pétpo 010 un xevd oivoho X, xou éotw A C X. Anodel&te 61
0 A elvou -petpriowo av xon pévo av yio xdlde B C A xou xdde C' C X\ A woyvet 6t o(BUC) = ¢(B)+¢(C).
(B) Eotww @1, 92 : P(X) — [0, +00] e€wtepind pétpa 010 un xevéd abvoho X . Amodeilte 6t n ¢ = max{p1, 2}
elvow enlone e€wtepind pétpo.

3. Aépe 6u éva E C R éyer onpeio ouundxvewons oto drelpo av yio xdde gpaypévo ddotnua [a, b] to obvoro
E\ [a,b] etvou vrepaprdprowo. Opilouue ¢ : P(R) — [0, 00] pe ¢(E) = 0 av 1o E civon apripriowo, p(E) =1
av 10 E ebvar unepapiuriowo xau dev éxel onueio ouunixvwong oto dnepo, xou ¢(E) = +o0o av 10 E éyel
onuelo ouundxvwone oto dnepo. Amodellte 61l M @ elvon e€wtepind pétpo oto R xou 61t éva A C R elvou
P-UeTEROWO av xou povo av 1o A f 1o R\ A elvon aprduroipo.

4. Eotw p éva nenepocpévo pétpo oty B(R). Trodétoupe 61t yio xdde E C R pe A(E) = 0 wylel 6t
w(E) =0. Anodeilte 6t yio xdde € > 0 undpyet 6 > 0 tétoo dote av E C R xou A(E) < § t6te p(E) < e.

5. Eotww A C R. Anodei&te ot 10 A elvar Lebesgue petpriowo av xan pévo av yio xdde € > 0 undpyouv
avouxtd oOvora U xau V tétowa dote ECU, U\ E CV xau A(V) <e.

6. Koataoxevdote éva avowtd cvvoho U C [0,1] pe tic e€hc Widtnree:
() To U etvou uxvd oo [0,1].
(B) AU) < 1.
(v) T xéde avowxtd ddotnua (a,b) C [0,1] wyder 6t A(U N (a,b)) > 0.

7. Eotw A C R? Lebesgue petphoo utocivoro tou R, Anodelfe 6t

o0

Aa(A) = inf{Za(Bn) CAC [j Bn}

i=1

6mou o infimum nodpveton Téve and dhec Tic apripfioipes xahldelc Tou A and avorxtoie dioxouc { By, }o2 xou
a(B) = mr? yu évav dloxo oxtivac 7. Suurnepdvote 6t av T elvon opdoydvioc petacymuatiopde tou R? téte

Aa(A) = X2 (T'(A)).

8. 'Eotw D muxvé unocUvoro tou R. Anodeléte 6t av to A C R elvon Lebesgue petpriowo cdvoho xou
AMAA(A+12)) =0 yia xdde x € D, t6te A(A) =0H AR\ A) =0.
9. Anodeilte 61 undpyetl pdivouca axohoudio {4, }52L; cuvérwv A, C [0,1] étoi dote A*(Ay,) = 1 vy xdde

n € N xot ﬂAn:Q

n=1



10. Eotw E Lebesgue petprioo otvoro otov RF ue A\p(F) < +00, 0 onolo éyel tnv oxbéhovdn oo yio
x&e x € E vndpyet p(x) > 0 tétolog Hote, v xdde 0 < r < p(x),

Me(E O Bz,7)) > %)\k(B(a:, ")),

6mou B(z, ) elvon M ovouxt| undhar ue xévtpo & xou axtiva . Anodeilte 6t yia xdde € > 0 undpyet petpriowo
obvoro F C E této0 dote M\, (E \ F) < € xou undpyet t > 0, aveldptntoc and 10 z, TET010¢ MOTE, Yo x8de
x € F xou vy xdde 0 < r < ¢,

Me(E N Bla,r)) > %)\k(B(a:, ).

Ioy el 1 nponyoluevn tpdtaon av A, (E) = 400; AwttohoyAote tny andvinoy| coc.



