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Δυναμικόσ Προγραμματιςμόσ

Αλγοριθμικό Τεχνικό

Δυναμικός Προγραμματισμός
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Δυναμικόσ Προγραμματιςμόσ

ΕΊΝΑΙ… Τεχνικό Σχεδύαςησ Αλγορύθμων !!!

με ευρύτατο πεδύο εφαρμογών !

και με χρόςη εκεύ όπου 
ϊλλεσ πιο ειδικευμϋνεσ τεχνικϋσ αποτυγχϊνουν !





και, όχι … Τεχνικό Προγραμματιςμού !!!

Δυναμικός Προγραμματισμός

Αλγοριθμικό Τεχνικό !
!! !

!
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Ο όροσ «προγραμματιςμόσ» την εποχό εκεύνη ςόμαινε                           
«ςχεδιαςμόσ ενεργειών» (planning), ενώ

ο όροσ «δυναμικόσ προγραμματιςμόσ» ςόμαινε               
«πολυεπύπεδο, χρονικϊ μεταβαλλόμενο ςχεδιαςμό 
πολλαπλών διεργαςιών» !!!

Επινοόθηκε από τον Richard Bellman το 1950

Τότε ο προγραμματιςμόσ όταν μια απόκρυφη, ςπϊνια 
δραςτηριότητα την οπούα αςκούςαν τόςο πολύ λύγοι που 
δεν ϊξιζε καν να την αναφϋρουν.

Γιατύ αυτόσ ο όροσ και η ονομαςύα

Δυναμικόσ Προγραμματιςμόσ

Δυναμικός Προγραμματισμός

?
?? ?

?

? ?
?
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Ακολουθύα Fibonacci

Ελϊχιςτεσ διαδρομϋσ ςε DAG
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Δυναμικός Προγραμματισμός

Ασ θυμηθούμε δύο γνωςτϊ μασ προβλόματα !
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Δυναμικός Προγραμματισμός

Ακολουθύα Fibonacci
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Δυναμικός Προγραμματισμός

Ακολουθύα Fibonacci

fib1(n)

if n = 0 then return 0

if n = 1 then return 1

return fib1(n-1)+fib1(n-2)
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Δυναμικός Προγραμματισμός

Ακολουθύα Fibonacci

fib1(n)

if n = 0 then return 0

if n = 1 then return 1

return fib1(n-1)+fib1(n-2)
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Δυναμικός Προγραμματισμός

Ακολουθύα Fibonacci

fib1(n)

if n = 0 then return 0

if n = 1 then return 1

return fib1(n-1)+fib1(n-2)
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Δυναμικός Προγραμματισμός

Ακολουθύα Fibonacci

fib1(n)

if n = 0 then return 0

if n = 1 then return 1

return fib1(n-1)+fib1(n-2)
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4 2 1 056 3

fib(n) = fib(n-1) + fib(n-2)

Δυναμικός Προγραμματισμός

Ακολουθύα Fibonacci
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4 2 1 056 3

fib(n) = fib(n-1) + fib(n-2)

fib(2) = fib(1) + fib(0)

Δυναμικός Προγραμματισμός

012

Ακολουθύα Fibonacci
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4 2 1 056 3

fib(3) = fib(2) + fib(1)

fib(n) = fib(n-1) + fib(n-2)

Δυναμικός Προγραμματισμός

0123

Ακολουθύα Fibonacci
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4 2 1 056 3

fib(4) = fib(3) + fib(2)

fib(n) = fib(n-1) + fib(n-2)

Δυναμικός Προγραμματισμός

01235

Ακολουθύα Fibonacci
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4 2 1 056 3

fib(5) = fib(4) + fib(3)

fib(n) = fib(n-1) + fib(n-2)

012358

Δυναμικός Προγραμματισμός

Ακολουθύα Fibonacci
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i-1i i-2

fib(i) = fib(i-1) + fib(i-2)

Μπορώ να λύςω ϋνα υποπρόβλημα εύκολα 
εϊν ϋχω «βρει» και «κρατόςει» τισ λύςεισ «μικρότερων» 

υποπροβλημϊτων !!!

Δυναμικός Προγραμματισμός

Ακολουθύα Fibonacci
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i-1i i-2

F(i) = F(i-1) + F(i-2)

Αλγόριθμοσ FIBONACCI

1.

2.

3.

return F(n)

fib2(n)

if n = 0 then return 0

if n = 1 then return 1

F(0) = 0, F(1) = 1 {F πίνακασ μήκουσ n}

for i = 2, 3, …, n4.

5.

Κρατόςτε αυτϊ τα 2 
ςτοιχεύα του Αλγόριθμου !!!

Δυναμικός Προγραμματισμός

Ακολουθύα Fibonacci
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Χαρακτηριςτικό ενόσ DAG:  Τοπολογικό Ταξινόμηςη
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Δυναμικός Προγραμματισμός

Ελϊχιςτεσ διαδρομϋσ ςε DAG
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4

Γιατύ αυτό το χαρακτηριςτικό βοηθϊει ςτον 
υπολογιςμό των ε.δ. από ϋνα κόμβο, ϋςτω τον s ?

Δυναμικός Προγραμματισμός

Ελϊχιςτεσ διαδρομϋσ ςε DAG

8

Χαρακτηριςτικό ενόσ DAG:  Τοπολογικό Ταξινόμηςη
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Ασ εςτιϊςουμε ςε ϋνα κόμβο, ϋςτω ςτον κόμβο x

Ο μόνοσ τρόποσ για να φθϊςουμε ςτον x εύναι 
μϋςω των προκατόχων του:  v ό  u !!!

4

Δυναμικός Προγραμματισμός

Ελϊχιςτεσ διαδρομϋσ ςε DAG

8

Χαρακτηριςτικό ενόσ DAG:  Τοπολογικό Ταξινόμηςη
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Δυναμικός Προγραμματισμός

Ελϊχιςτεσ διαδρομϋσ ςε DAG

d(x) = min{d(v) + 4, d(u) + 2}

Επομϋνωσ, για να βρούμε την ε.δ. από τον s μϋχρι τον x, 
αρκεύ μόνο να ςυγκρύνουμε τισ δύο διαδρομϋσ:

8

Χαρακτηριςτικό ενόσ DAG:  Τοπολογικό Ταξινόμηςη
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d(t) = min{ d(x)+9, d(v)+5, d(u)+8 }

Μια τϋτοια ςχϋςη 
ιςχύει για  κόμβο !!!
π.χ., για τον κόμβο t :

Αν υπολογύςουμε τισ τιμϋσ d(.) με τη ςειρϊ τησ Τοπoλογικόσ 
Ταξινόμηςησ τότε:

Όταν φθϊςουμε ςτον κόμβο x θα ϋχουμε όλεσ τισ 
πληροφορύεσ για τον υπολογιςμό του d(x).

Δυναμικός Προγραμματισμός

Ελϊχιςτεσ διαδρομϋσ ςε DAG
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d(x) = min(u,x)E{d(u) + w(u,x)}

1. Initialize(G,s)

2.

3. για κάθε κόμβο xV-{s} ςε τοπολογική ςειρά:

4. return d(.)

Topological-Sorting(G)

Κρατόςτε αυτϊ τα 2 
ςτοιχεύα του Αλγόριθμου !!!

Δυναμικός Προγραμματισμός

Ελϊχιςτεσ διαδρομϋσ ςε DAG

Αλγόριθμοσ SP-DAG
r ts v x
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Ο αλγόριθμοσ SP-DAG 

επιλύει υποπροβλόματα, τησ μορφόσ: 

Αρχύζει από το «μικρότερο» υποπρόβλημα και προχωρϊει ςε 
«μεγαλύτερα» υποπροβλόματα !!!

Ένα υποπρόβλημα το θεωρούμε «μεγϊλο» εϊν πρϋπει να 
λύςουμε πολλϊ ϊλλα υποπροβλόματα πριν φθϊςουμε ςε αυτό !!!

Δυναμικός Προγραμματισμός

Παρατηρόςεισ !!! 

Ελϊχιςτεσ διαδρομϋσ ςε DAGΕλϊχιςτεσ διαδρομϋσ ςε DAG
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u
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{d(x) | xV-{s}}





Εδώ, η ςυνϊρτηςη μασ εύναι ϋνα ελϊχιςτο αθροιςμϊτων !



Θα μπορούςε κϊλλιςτα να εύναι μια ςυνϊρτηςη:

μεγύςτου οπότε θα υπολογύζαμε τισ max διαδρομϋσ, ό 

ελαχύςτου γινομϋνων
οπότε θα υπολογύζαμε την διαδρομό με 
το ελϊχιςτο γινόμενο ακμών

Δυναμικός Προγραμματισμός

Σε κϊθε κόμβο x
ο αλγόριθμοσ SP-DAG
υπολογύζει μια ςυνϊρτηςη των τιμών των ε.δ των προκατόχων
του κόμβου x

Παρατηρόςεισ !!! 

Ελϊχιςτεσ διαδρομϋσ ςε DAGΕλϊχιςτεσ διαδρομϋσ ςε DAG
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Η Βαςικό Ιδϋα !!!

Δυναμικός Προγραμματισμός

Χαρακτηριςτικϊ Δυναμικού Προγραμματιςμού

!
!! !

!
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Η Βαςικό Ιδϋα !!!... Λύςησ προβλόματοσ Π με ΔΠ: 

Yπολογύζουμε ϋνα ςύνολο υποπροβλημϊτων του Π

Λύνουμε τα υποπρ/ματα ξεκινώντασ από «μικρότερα», 
αποθηκεύουμε τισ λύςεισ τουσ, και προχωρϊμε προσ 
«μεγαλύτερα» χρηςιμοποιώντασ τισ αποθηκευμϋνεσ 
λύςεισ των μικρότερων (bottom-up) !!!

Παύρνουμε τη λύςη του αρχικού μασ προβλόματοσ Π, 
λύνοντασ όλα τα υποπρ/ματα με καθοριςμϋνη ςειρϊ !!!

Eπινοούμε μια ςχϋςη για την λύςη ενόσ υποπροβλόματοσ

Δυναμικός Προγραμματισμός

Χαρακτηριςτικϊ Δυναμικού Προγραμματιςμού

4

3

2

1
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Προςοχό !!! 

Στο ΔΠ το «μοντϋλο τησ τεχνικόσ» θα μπορούςαμε να 
το θεωρόςουμε ότι εύναι ϋνα γρϊφημα G τύπου DAG !!!

Οι κόμβοι του G αντιςτοιχούν ςτα υποπροβλόματα και 
οι ακμϋσ του ςτισ εξαρτόςεισ ανϊμεςα ςε αυτϊ:





Το Α θεωρεύται «μικρότερο» υποπρόβλημα από το Β, ό

Για να λύςουμε το Β χρειαζόμαςτε την λύςη του Α !!!

ΒΑ

Δυναμικός Προγραμματισμός

Χαρακτηριςτικϊ Δυναμικού Προγραμματιςμού
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Υπϊρχει διϊταξη των υποπροβλημϊτων και μια ςχϋςη που 
δεύχνει πωσ θα λυθεύ ϋνα υποπρόβλημα

ϋχοντασ τισ λύςεισ «μικροτϋρων» υποπρ/των, 

δηλαδό, υποπρ/των που εμφανύζονται νωρύτερα ςτη διϊταξη !

Θεμελιώδησ Ιδιότητα του ΔΠ !!! 

ΒΑ DC E

Μεγάλο-ΥΠ = f(Μικρότερα-ΥΠ)

Διϊταξη:

Σχϋςη:

Δυναμικός Προγραμματισμός

Χαρακτηριςτικϊ Δυναμικού Προγραμματιςμού
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Διαύρει-και-Βαςύλευε vs ΔΠ !!!

Δυναμικός Προγραμματισμός

Χαρακτηριςτικϊ Δυναμικού Προγραμματιςμού
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Διαύρει-και-Βαςύλευε vs ΔΠ !!!

Στην τεχνικό Δ-και-Β ϋνα Π μεγϋθουσ n εκφρϊζεται 
ςυναντόςει υποπροβλημϊτων Π(1), Π(2), …, Π(k) που 
εύναι ςημαντικά μικρότερα, για παρϊδειγμα n/2, και 
δεν επικαλύπτονται !!!



Λόγω αυτόσ τησ απότομησ 
μεύωςησ του μεγϋθουσ του Π, 
το δϋνδρο τησ αναδρομόσ ϋχει: 



O(logn) βϊθοσ

O(nc) πλόθοσ κόμβων !!!

Δυναμικός Προγραμματισμός

Χαρακτηριςτικϊ Δυναμικού Προγραμματιςμού
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Δυναμικός Προγραμματισμός

Διαύρει-και-Βαςύλευε vs ΔΠ !!!

 Αντύθετα, ςτην τεχνικό του ΔΠ τα υποπροβλημϊτων
Π(1), Π(2), …, Π(k) μπορεύ να εύναι ελάχιςτα μικρότερα, 
για παρϊδειγμα το Π(i) βαςύζεται ςτο Π(i-1), και να 
επικαλύπτονται !!!

Π(4)

Π(1) Π(2) Π(3)

Π(1) Π(1) Π(2)

Π(1)

O(n) βϊθοσ

O(cn) πλόθοσ κόμβων, c>1

Εκθετικό πλόθοσ κόμβων !!!

Εδώ ςυνόθωσ, το δϋνδρο τησ 
αναδρομόσ ϋχει: 

Χαρακτηριςτικϊ Δυναμικού Προγραμματιςμού


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Δυναμικός Προγραμματισμός

υπολογύζουμε ϋνα ςύνολο υποπροβλημϊτων του Π,
λύνουμε κϊθε υποπρόβλημα μύα μόνο φορϊ,  
αποθηκεύουμε τη λύςη του, και 
χρηςιμοποιούμε αυτό, εϊν χρειαςτεύ να το ξαναλύςουμε!!! 

Αποφεύγουμε ϋτςι να λύνουμε ξανϊ-και-ξανϊ πολλϋσ 
φορϋσ τα ύδια-και-ύδια υποπροβλόματα !!!

Ο ΔΠ εύναι μια πολύ ιςχυρό αλγοριθμικό τεχνικό !!!
με ευρύτατο πεδύο εφαρμογών !!! 

Συνοπτικϊ, ςτο ΔΠ:

Χαρακτηριςτικϊ Δυναμικού Προγραμματιςμού
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Προβλήματα Δυναμικού Προγραμματισμού

Μϋγιςτεσ Αύξουςεσ Υποακολουθύεσ

Διορθωτικό Απόςταςη

Πολλαπλαςιαςμόσ Ακολουθύασ Πινϊκων

Ελϊχιςτεσ Αξιόπιςτεσ Διαδρομϋσ

Πανζευκτικϋσ Ελϊχιςτεσ Διαδρομϋσ

Σακύδιο (Knapsack)
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Μασ δύδεται μια ακολουθύα n αριθμών

Α = (a1, a2, …, an)

και μασ ζητεύται να υπολογύςουμε μύα αύξουςα υπακολουθύα τησ 
Α με το μϋγιςτο μόκοσ.

Μια ακολουθύα Α΄ = (ai1, ai2, …, aik) εύναι αύξουςα 
υπακολουθύα τησ Α εϊν: 

ai1 < ai2 < … < aik και 1  i1 < i2 < … < ik n

Πρόβλημα

Μϋγιςτεσ Αύξουςεσ Υποακολουθύεσ

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός

1
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Μϋγιςτεσ Αύξουςεσ Υποακολουθύεσ1

Η μϋγιςτη αύξουςα υπακολουθύα τησ

Α = (5, 2, 8, 6, 3, 6, 9, 7)

εύναι η Α΄ = (2, 3, 6, 9) με μόκοσ 4.

Παρϊδειγμα

Οι υπακολουθύεσ Β΄ = (2, 6, 3, 6, 9) και C΄ = (5, 6, 6, 7) τησ Α δεν       
εύναι ϋγκυρεσ διότι δεν εύναι (γνηςύωσ) αύξουςεσ.

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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25 68 3 96 7

Δημιουργούμε ϋνα γρϊφημα G με ΟΛΕΣ τισ δυνατϋσ 
μεταβϊςεισ (από αριθμό ςε μεγαλύτερο που ϋπεται) !!!

Α = (5, 2, 8, 6, 3, 6, 9, 7)

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

Θα χρηςιμοποιόςουμε ΔΠ
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Παρατηρόςτε ότι:

Το γρϊφημα G εύναι DAG !!!

Υπϊρχει 1-1 αντιςτοιχύα ανϊμεςα ςτισ αύξουςεσ 
υπακολουθύεσ και ςτισ διαδρομϋσ αυτού του DAG !!!

(1)

(2)

25 68 3 96 7

25 68 3 96 7

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

Θα χρηςιμοποιόςουμε ΔΠ
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Το γρϊφημα G εύναι DAG !!!(1)

(2)

25 68 3 96 7

25 68 3 96 7

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

Παρατηρόςτε ότι:

Υπϊρχει 1-1 αντιςτοιχύα ανϊμεςα ςτισ αύξουςεσ 
υπακολουθύεσ και ςτισ διαδρομϋσ αυτού του DAG !!!

Θα χρηςιμοποιόςουμε ΔΠ
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Υπολογιςμόσ: 

Μεγαλύτερησ διαδρομόσ ςε DAG !!!

Το γρϊφημα G εύναι DAG !!!(1)

(2)

Επομϋνωσ, το πρόβλημϊ μασ ανϊγεται ςτον υπολογιςμό 
τησ μεγαλύτερησ διαδρομόσ ςτο γρϊφημα G !!!

25 68 3 96 7

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

Παρατηρόςτε ότι:

Υπϊρχει 1-1 αντιςτοιχύα ανϊμεςα ςτισ αύξουςεσ 
υπακολουθύεσ και ςτισ διαδρομϋσ αυτού του DAG !!!

Θα χρηςιμοποιόςουμε ΔΠ
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25 68 3 96 7

1

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

Θα χρηςιμοποιόςουμε ΔΠ
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25 68 3 96 7

1 1

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

Θα χρηςιμοποιόςουμε ΔΠ
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25 68 3 96 7

1 1 2

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

Θα χρηςιμοποιόςουμε ΔΠ
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25 68 3 96 7

1 1 2 2

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

Θα χρηςιμοποιόςουμε ΔΠ
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25 68 3 96 7

1 1 2 2 2

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

Θα χρηςιμοποιόςουμε ΔΠ
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25 68 3 96 7

1 1 2 2 2 3

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

Θα χρηςιμοποιόςουμε ΔΠ
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25 68 3 96 7

1 1 2 2 2 3 4

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

Θα χρηςιμοποιόςουμε ΔΠ
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25 68 3 96 7

1 1 2 2 2 3 4 4

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

Θα χρηςιμοποιόςουμε ΔΠ
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25 68 3 96 i

L(i)

L(i) = 1 + max{L(j) : (j,i) E(G)}

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

Θα χρηςιμοποιόςουμε ΔΠ
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Ορύςτε ο αλγόριθμοσ:

L(i) = 1 + max{L(j) : (j,i) E(G)}

1. για i = 1, 2, …, n:

2. return max1in{L(i)}

L(i) = εύναι το μόκοσ τησ μεγαλύτερησ διαδρομόσ, ό
ιςοδύναμα, τησ μϋγιςτησ αύξουςασ υπακολουθύασ, 

που τελειώνει ςτον κόμβο i=1,2,…,n

25 68 3 96 7

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

Θα χρηςιμοποιόςουμε ΔΠ
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25 68 3 96 7

1 1 2 2 2 3 4 4

Η μϋγιςτη αύξουςα υπακολουθύα ϋχει μόκοσ 4

Α = (5, 2, 8, 6, 3, 6, 9, 7)

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

Μϋγιςτη Αύξουςα Υπακολουθύα:
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25 68 3 96 7

1 1 2 2 2 3 4 4

Ποια εύναι η υπακολουθύα ?

7

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

Α = (5, 2, 8, 6, 3, 6, 9, 7)Μϋγιςτη Αύξουςα Υπακολουθύα:

52Θεμελιώδη Θζματα Επιστήμης Υπολογιστών



25 68 3 96 7

1 1 2 2 2 3

76

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

Α = (5, 2, 8, 6, 3, 6, 9, 7)

Ποια εύναι η υπακολουθύα ?

Μϋγιςτη Αύξουςα Υπακολουθύα:
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25 68 3 96 7

1 1 2 2 2

7632

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

Α = (5, 2, 8, 6, 3, 6, 9, 7)

Ποια εύναι η υπακολουθύα ?

Μϋγιςτη Αύξουςα Υπακολουθύα:
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(2, 3, 6, 7) 

Λύςη !

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

Α = (5, 2, 8, 6, 3, 6, 9, 7)

Ποια εύναι η υπακολουθύα ?

Μϋγιςτη Αύξουςα Υπακολουθύα:
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{L(i): 1in}Ορύςαμε, υποπροβλόματα:

Υπϊρχει μια διϊταξη των υποπροβλημϊτων, 

και μια ςχϋςη που δεύχνει πωσ θα λυθεύ ϋνα υποπρόβλημα 
ϋχοντασ τισ λύςεισ «μικροτϋρων» υποπροβλημϊτων !!!

που ϋχουν τη Θεμελιώδη Ιδιότητα του ΔΠ !!! 

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

L(i) = 1 + max{L(j) : (j,i) E(G)}

για i = 1, 2, …, n:

Γιατύ εύναι ΔΠ ?
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Το αρχικό μασ πρόβλημα λύνεται με ϋνα «πϋραςμα» 
των n=|A| κόμβων

Ο υπολογιςμόσ του L(i) απαιτεύ χρόνο ανϊλογο του 
βαθμού ειςόδου του κόμβου i του G

Συνολικϊ, χρόνο τϊξησ |Ε(G)|  O(m)

Μέγιστες Αύξουσες Υποακολουθίες

για i = 1, 2, …, n:

Πολυπλοκότητα

L(i) = 1 + max{L(j) : (j,i) E(G)}
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Όταν ϋνασ ελεγκτόσ ορθογραφύασ ςυναντϊ μια πιθανό 
ανορθόγραφη λϋξη

Κύνητρο

α1α2 … αn

εξετϊζει το λεξικό του για ϊλλεσ λϋξεισ 
που εύναι «κοντϊ» ςτην ανορθόγραφη!! 

β1β2 … βm

γ1γ2 … γk

ω1ω2 … ωp

…

Λεξικό

Ποια εύναι η κατϊλληλη ϋννοια τησ 
“εγγύτητασ” δύο λϋξεων ό ςυμβολοςειρών ?

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός

Διορθωτικό Απόςταςη2
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Ένα μϋτρο τησ “εγγύτητασ” ανϊμεςα ςε δύο λϋξεισ 
ό ςυμβολοςειρϋσ α και β, εύναι οι διορθώςεισ που 
πρϋπει να κϊνουμε, ϋτςι ώςτε α  β ό β  α

Κύνητρο

Ποιεσ διορθώςεισ μπορούμε να κϊνουμε ? 

Διαγραφή ςυμβόλου

Ειςαγωγή ςυμβόλου

Αντικατάςταςη ςυμβόλου

3 πρϊξεισ 
ςε ςυμβολοςειρϋσ 

Διορθωτικό Απόςταςη2

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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Έςτω οι δύο λϋξεισ SNOWY και SUNNY. 

Παρϊδειγμα

Μπορούμε να πϊρουμε την μύα από την ϊλλη με διαφορετικϊ 
ςύνολα αλλαγών/πρϊξεων

S – N O W Y

S U N N - Y

- S N O W - Y

S U N - - N Y

Διορθωτικό Απόςταςη2

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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Έςτω οι δύο λϋξεισ SNOWY και SUNNY. 

Παρϊδειγμα

Μπορούμε να πϊρουμε την μύα από την ϊλλη με διαφορετικϊ 
ςύνολα αλλαγών/πρϊξεων

S – N O W Y

S U N N - Y

- S N O W - Y

S U N - - N Y

U N - S U - - N

Διορθωτικό Απόςταςη2

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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Έςτω οι δύο λϋξεισ SNOWY και SUNNY. 

Παρϊδειγμα

Μπορούμε να πϊρουμε την μύα από την ϊλλη με διαφορετικϊ 
ςύνολα αλλαγών/πρϊξεων

S – N O W Y

S U N N - Y

- S N O W - Y

S U N - - N Y- O W - S O W -

Διορθωτικό Απόςταςη2

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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S – N O W Y

S U N N - Y

- S N O W - Y

S U N - - N Y

Κόςτοσ 3 Κόςτοσ 5

Ορύζουμε ωσ κόςτοσ διόρθωςησ δύο ςυμβολοςειρών α και β, 
το πλόθοσ των πρϊξεων που πρϋπει να κϊνουμε για να πϊρουμε 
από την μύα ςτην ϊλλη !!!

Διορθωτικό Απόςταςη2

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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S – N O W Y

S U N N - Y

- S N O W - Y

S U N - - N Y

Διορθωτικό Απόςταςη2

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός

Κόςτοσ 3 Κόςτοσ 5

To ελϊχιςτο κόςτοσ διόρθωςησ δύο ςυμβολοςειρών 
ονομϊζεται διορθωτικό απόςταςη (edit distance) αυτών.
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S – N O W Y

S U N N - Y

Κόςτοσ 3

Ε(SUNNY,SNOWY) = 3

Διορθωτικό Απόςταςη2

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός

To ελϊχιςτο κόςτοσ διόρθωςησ δύο ςυμβολοςειρών 
ονομϊζεται διορθωτικό απόςταςη (edit distance) αυτών.
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Μασ δύνονται δύο ςυμβολοςειρϋσ α και β με n και m
ςύμβολα, αντύςτοιχα,   

α1, α2, …, αn και β1, β2, …, βm

και μασ ζητεύται να υπολογύςουμε την διορθωτικό 
απόςταςη

αυτών.

Πρόβλημα

Ε(α, β)

Διορθωτικό Απόςταςη2

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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Όταν αυτϊ επιλϋγονται ώςτε να ϋχουν την

η διατύπωςη ενόσ αλγόριθμου εύναι εύκολη υπόθεςη !!! 

Θεμελιώδη Ιδιότητα του ΔΠ !!! 

Ποια εύναι τα υποπροβλόματα ? 

Τότε, επαναληπτικϊ επιλύουμε τα υποπροβλόματα κατϊ ςειρϊ 
αυξανόμενου μεγϋθουσ !

Υπϊρχει μια διϊταξη των υποπροβλημϊτων, 

και μια ςχϋςη που δεύχνει πωσ θα λυθεύ ϋνα υποπρόβλημα
ϋχοντασ τισ λύςεισ «μικροτϋρων» υποπροβλημϊτων !!!

Διορθωτική Απόσταση

Στο ΔΠ το πιο κρύςιμο ερώτημα εύναι το εξόσ:
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Θϋλουμε την Ε(α,β) ανϊμεςα ςτισ δύο ςυμβολοςειρϋσ

α[1..n]=(α1, α2, …, αn) και β[1..m]= (β1, β2, …, βm)

Ποιο εύναι ϋνα καλό υποπρόβλημα ?

Εύναι αυτό που «προχωρϊει» τη λύςη του ςυνολικού 
προβλόματοσ !!!

Πρϋπει 
να επινοόςουμε κϊτι ϋξυπνο !

!
!
!!
!

!Τι θα λϋγατε να εξετϊςουμε την Ε( )  
ςε προθϋματα (prefix) των α και β !

Διορθωτική Απόσταση
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Παρϊδειγμα:

α[1..i]=(α1, α2, …, αi) και β[1..j]= (β1, β2, …, βj)

και ασ ςυμβολύςουμε Ε(i,j) την διορθωτικό απόςταςη 
αυτού του υποπροβλόματοσ

P O L Y N O M I A L

E X P O N E N T I A L α[1..7]

β[1..5]

Το υποπρόβλημα: Ε(7,5) 

Διορθωτική Απόσταση

Ασ πϊρουμε δύο προθϋματα (prefix) των α και β, 
μόκουσ i ≤ n και j ≤ m  :
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α[1..i]=(α1, α2, …, αi) και β[1..j]= (β1, β2, …, βj)

Διορθωτική Απόσταση

Ασ πϊρουμε δύο προθϋματα (prefix) των α και β, 
μόκουσ i ≤ n και j ≤ m  :

και ασ ςυμβολύςουμε Ε(i,j) την διορθωτικό απόςταςη 
αυτού του υποπροβλόματοσ

Παρϊδειγμα:

P O L Y N O M I A L

E X P O N E N T I A L α[1..4]

β[1..2]

Το υποπρόβλημα: Ε(4,2) 
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α[1..i]=(α1, α2, …, αi) και β[1..j]= (β1, β2, …, βj)

Διορθωτική Απόσταση

Ασ πϊρουμε δύο προθϋματα (prefix) των α και β, 
μόκουσ i ≤ n και j ≤ m  :

και ασ ςυμβολύςουμε Ε(i,j) την διορθωτικό απόςταςη 
αυτού του υποπροβλόματοσ

Παρϊδειγμα:

P O L Y N O M I A L

E X P O N E N T I A L α[1..1]

β[1..5]

Το υποπρόβλημα: Ε(1,5) 
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Διορθωτική Απόσταση

α[1..i]=(α1, α2, …, αi) και β[1..j]= (β1, β2, …, βj)

Ασ πϊρουμε δύο προθϋματα (prefix) των α και β, 
μόκουσ i ≤ n και j ≤ m  :

και ασ ςυμβολύςουμε Ε(i,j) την διορθωτικό απόςταςη 
αυτού του υποπροβλόματοσ

Παρϊδειγμα:

P O L Y N O M I A L

E X P O N E N T I A L α[1..11]

β[1..10]

ΤΕΛΙΚΟΣ ΣΤΟΧΟΣ: E(11, 10) 
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Διορθωτική Απόσταση

α[1..i]=(α1, α2, …, αi) και β[1..j]= (β1, β2, …, βj)

Ασ πϊρουμε δύο προθϋματα (prefix) των α και β, 
μόκουσ i ≤ n και j ≤ m  :

και ασ ςυμβολύςουμε Ε(i,j) την διορθωτικό απόςταςη 
αυτού του υποπροβλόματοσ

Λύςη:

ΒΕΛΤΙΣΤΗ ΛΥΣΗ: E(11, 10) = 6

- - P O L Y N O M I A L

E X P O N E N - T I A L
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Διορθωτική Απόσταση

Θα πρϋπει να εκφρϊςουμε το υποπρόβλημα Ε(i,j) 
ςυναρτόςει μικρότερων υποπροβλημϊτων !!!

Τι γνωρύζουμε για την καλύτερη διόρθωςη (ςτούχιςη) 
ανϊμεςα ςτισ ςυμβολοςειρϋσ α[1..i] και β[1..j] ?

Γνωρύζουμε ότι για την δεξιότερη ςτόλη ιςχύει μύα 
από τισ ακόλουθεσ τρεισ περιπτώςεισ :

- β[j] β[j]

α[i] - α[i]
ό   ό                                 
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Κόςτοσ ςε κϊθε περύπτωςη:

- β[j] β[j]

α[i] - α[i]
ό  ό                                 

Διορθωτική Απόσταση
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1η Περύπτωςη: Επιφϋρει κόςτοσ 1
Και απομϋνει να διορθώςουμε 
(ςτοιχύςουμε) τισ ςυμβολοςειρϋσ

Όμωσ, αυτό εύναι ακριβώσ το υποπρόβλημα  Ε(i-1, j)

α[1..i-1] και β[1..j]

Διορθωτική Απόσταση

- β[j] β[j]

α[i] - α[i]
ό  ό                                 

Κόςτοσ ςε κϊθε περύπτωςη:
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2η Περύπτωςη: Επιφϋρει κόςτοσ 1
Και απομϋνει να διορθώςουμε 
(ςτοιχύςουμε) τισ ςυμβολοςειρϋσ

Όμωσ, αυτό εύναι ακριβώσ το υποπρόβλημα Ε(i, j-1)

α[1..i] και β[1..j-1]

Διορθωτική Απόσταση

- β[j] β[j]

α[i] - α[i]
ό  ό                                 

Κόςτοσ ςε κϊθε περύπτωςη:
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3η Περύπτωςη: Επιφϋρει κόςτοσ 1 (εϊν α[i]≠β[j])
ό κόςτοσ 0 (εϊν α[i]=β[j])
Και απομϋνει να διορθώςουμε τισ

Τώρα, το υποπρόβλημα εύναι ακριβώσ το  Ε(i-1, j-1)

α[1..i-1] και β[1..j-1]

Διορθωτική Απόσταση

- β[j] β[j]

α[i] - α[i]
ό  ό                                 

Κόςτοσ ςε κϊθε περύπτωςη:
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Διορθωτική Απόσταση

Επομϋνωσ, ϋχουμε εκφρϊςει το Ε(i, j) ςυναρτόςει
τριών μικροτέρων υποπροβλημϊτων:

Ε(i-1, j) Ε(i, j-1) Ε(i-1, j-1)

Όμωσ, δεν γνωρύζουμε ποιο από αυτϊ εύναι ςωςτό!!! 

Οπότε θα τα δοκιμϊςουμε όλα και θα επιλϋξουμε το 
καλύτερο:

Ε(i,j) = min {1+Ε(i-1,j), 1+Ε(i,j-1),  {0|1} +Ε(i-1,j-1)}
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Edit-distance(a[1..n],b[1..m])

Initialize()1.

2.

3. return E(n,m)

for i 1 to n

for j 1 to m

E(i,j) min {1+E(i-1,j), 1+E(i,j-1),
{0|1} +E(i-1,j-1)}

for i 1 to n
E(i,0)=i

for j 1 to m 
E(0,j)=j

Διορθωτική Απόσταση

Αλγόριθμοσ
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Αλγόριθμοσ

Edit-distance(a[1..n],b[1..m])

Initialize()1.

2.

3. return E(n,m)

for i 1 to n

for j 1 to m

E(i,j) min {1+E(i-1,j), 1+E(i,j-1),
{0|1} +E(i-1,j-1)}

O(nm)

Συνολικό
Πολυπλοκότητα

Διορθωτική Απόσταση
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Το Ε(4,3) αντιςτοιχεύ ςτισ ςυμβολοςειρϋσ EXPO και POL

Ασ πϊρουμε τισ ςυμβολοςειρϋσ 

P O L Y N O M I A L

E X P O N E N T I A L

Εδώ, θϋςαμε το Ερώτημα !!!   

Τι ιςχύει για την δεξιότερη ςτόλη ςε μια βϋλτιςτη λύςη 
του υποπροβλόματοσ Ε(4,3) ?  

και το υποπρόβλημα

Ε(4, 3)

Παρϊδειγμα

Διορθωτική Απόσταση

82Θεμελιώδη Θζματα Επιστήμης Υπολογιστών



Ασ πϊρουμε τισ ςυμβολοςειρϋσ 

Ε(4, 3)

- L         L

O - O
ό                       ό

Άρα, Ε(4,3) = min{1+Ε(3,3), 1+Ε(4,2), 1+Ε(3,2)}

Παρϊδειγμα

Διορθωτική Απόσταση

και το υποπρόβλημα

Τρεισ περιπτώςεισ μπορούν να ιςχύουν:

P O L Y N O M I A L

E X P O N E N T I A L
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P   O   L   Y   N   O   M   I   A   L

E 

X 

P 

O 

N 

E 

N 

T 

I 

A 

L

0 1 2   3   4   5   6   7   8   9   10

1  1 2 3   4   5   6   7   8   9   10

2 2 2 3 4 5   6   7   8   9   10

3 2 3   3 4 5   6   7   8   9   10

4 3 2 3 4 5 5 6 7 8   9

5  4   3   3 4   4 5   6   7   8    9

6  5   4   4 4 5   5   6   7   8    9

7  6   5   5 5 4   5   6   7   8    9

8 7   6   6 6 5   5   6   7   8    9

9 8   7   7 7 6   6 6 6 7    8

10 9   8   8 8 7   7 6   7   6    7

11 10   9   8   9   8   8 8 8 7    6

Ε(11,10)

ΛΥΣΗ

= 6 

Διορθωτική Απόσταση

Οι λύςεισ 
όλων των 
υποπρ/μϊτων

Ε(i,j) 

ςχηματύζουν
ϋνα 

1110

διδιϊςτατο
πύνακα

Παρϊδειγμα
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P   O   L   Y   N   O   M   I   A   L

E 

X 

P 

O 

N 

E 

N 

T 

I 

A 

L

0 1 2     j-1   j  j+1         m-1  m

1

2

i-1

i

i+1                                

n-1                                   

n 

Ε(n,m)

Ε(i,j)

Διορθωτική Απόσταση

Διορθωτική απόςταςη = Ε(n,m) 

ΛΥΣΗ

Παρϊδειγμα

Συνολικϊ, τα 
υποπροβλόματα

Ε(i,j) 

ςχηματύζουν
ϋνα 

nm

διδιϊςτατο
πύνακα
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Edit-distance(a[1..11],b[1..10])

return E(11,10) = 6

a[1..11] = 

b[1..10] = POLYNOMIAL
EXPONENTIAL

- - P O L Y N O M I A L

E X P O N E N - T I A L

Διορθωτική Απόσταση

Παρϊδειγμα

Αλγόριθμοσ
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Έςτω ότι θϋλουμε να πολλαπλαςιϊςουμε 4 πύνακεσ
Α  B  C  D

διαςτϊςεων  
50  20,    20  1,    1  10   και   10  100

Μπορούμε να υπολογύςουμε το γινόμενο των 4 
πινϊκων μασ με πολλούσ διαφορετικούσ τρόπουσ !

Ο πολλαπλαςιαςμόσ πινϊκων δεν εύναι αντιμεταθετικόσ             
(Α  B  B  Α), αλλϊ εύναι προςεταιριςτικόσ, που ςημαύνει:
(Α  B)  C = Α  (B  C)

Πολλαπλαςιαςμόσ Ακολουθύασ Πινϊκων3

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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Εϊν ΝΑΙ : Ποιοσ τρόποσ εύναι ο καλύτεροσ ?

Ερώτημα !!!  Υπϊρχει διαφορϊ ?

Πολλαπλαςιαςμόσ Ακολουθύασ Πινϊκων3

Έςτω ότι θϋλουμε να πολλαπλαςιϊςουμε 4 πύνακεσ
Α  B  C  D

διαςτϊςεων  
50  20,    20  1,    1  10   και   10  100

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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O πολλ/ςμόσ δύο πινϊκων Α  B διαςτϊςεων 
n  m και m  p απαιτεύ nmp πολλαπλαςιαςμούσ

Α  ((B  C)  D) 20110 + 2010100 + 5020100      120.200

(Α  (B  C))  D 20110 + 502010 + 5010100        60.200

(Α  B)  (C  D) 50201+ 110100 + 501100            7.000

Διϊταξη Παρενθϋςεων             Υπολογιςμόσ Κόςτουσ                 Κόςτοσ

Πολλαπλαςιαςμόσ
Α  B  C  D

Α

Β

C

D

50  20

20  1

1  10

10 100

Πολλαπλαςιαςμόσ Ακολουθύασ Πινϊκων3

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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Μασ δύδεται μια ακολουθύα n πινϊκων (ςυμβατών 
διαςτϊςεων) 

Α1, Α2, …, Αn

και μασ ζητεύται να υπολογύςουμε το γινόμενο 

Α1  Α2  …  Αn

κϊνοντασ το ελϊχιςτο πλόθοσ πολλαπλαςιαςμών.

Πολλαπλαςιαςμόσ Ακολουθύασ Πινϊκων3

Πρόβλημα

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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Από το ειςαγωγικό παρϊδειγμα εύδαμε ότι η ςειρϊ των 
πολλαπλαςιαςμών επηρεϊζει πολύ τον χρόνο επύλυςησ
του προβλόματοσ !!!!

Να ακολουθόςουμε ϊπληςτη προςϋγγιςη ?      
επιλϋγοντασ πϊντοτε το φθηνότερο διαθϋςιμο πολλ/ςμό !

Α  ((B  C)  D) 20110 + 2010100 + 5020100      120.200

(Α  (B  C))  D 20110 + 202010 + 5010100        60.200

(Α  B)  (C  D) 50201+ 110100 + 501100            7.000

Διϊταξη Παρενθϋςεων             Υπολογιςμόσ Κόςτουσ                 Κόςτοσ

Αποτυχύα !!!

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων
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Πωσ θα βρούμε τη βϋλτιςτη ςειρϊ των πολλ/μών ?
όταν θϋλουμε να υπολογύςουμε το γινόμενο n πινϊκων 

Α1  Α2  Α3  …  Αn-1  Αn

διαςτϊςεων  
m0m1, m1m2, m2m3, …, mn-2mn-1,  mn-1mn.

Παρατόρηςη

Μια ςειρϊ πολλ/μών μπορεύ να αναπαραςταθεύ πολύ 
φυςικϊ με ϋνα δυαδικό δϋνδρο:

οι αρχικού πύνακεσ αντιςτοιχούν ςτα φύλλα

οι ενδιϊμεςοι κόμβοι εύναι τα ενδιϊμεςα γινόμενα

η ρύζα εύναι το τελικό αποτϋλεςμα







Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων
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Α

Α

Α

ΒΒ Β CC

C

D

D

D

((Α  B)  C)  D) Α  ((B  C)  D) (Α  (B  C))  D

Παρϊδειγμα

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων

93Θεμελιώδη Θζματα Επιστήμης Υπολογιστών



Δϋνδρα - Διατϊξεισ

Α

Α

Α

ΒΒ Β CC

C

D

D

D

((Α  B)  C)  D) Α  ((B  C)  D) (Α  (B  C))  D

Οι δυνατϋσ διατϊξεισ με τισ οπούεσ μπορεύ να εκτελεςτεύ ο 
πολλ/ςμόσ n πινϊκων αντιςτοιχούν ςτα διαφορετικϊ πλόρη 
δυαδικϊ δϋνδρα n κόμβων

Πόςα εύναι τα δϋνδρα αυτϊ ? 

Δυςτυχώσ, το πλόθοσ τουσ εύναι εκθετικό !!!

Ω(2n)

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων
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Ένα από τα δϋνδρα αυτϊ εύναι βϋλτιςτο!!

Εϊν το δϋνδρο T εύναι βϋλτιςτο, τότε εύναι βϋλτιςτα 
και τα υποδϋνδρα Τ1 και Τ2 τησ ρύζασ του.

Ερώτηςη! Ποια εύναι τα υποπροβλόματα που 
αντιςτοιχούν ςτα υποδϋνδρα Τ1 και Τ2

του βϋλτιςτου δϋνδρου T ?

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων

Δϋνδρα - Διατϊξεισ

Α

Α

Α

ΒΒ Β CC

C

D

D

D

((Α  B)  C)  D) Α  ((B  C)  D) (Α  (B  C))  D
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εύναι γινόμενο τησ μορφόσ:  Αi  Αi+1  …  Αj

Γενικϊ, το υποπρόβλημα που αντιςτοιχεύ ςε ϋνα 
υποδϋνδρο ενόσ βϋλτιςτου δϋνδρου T

= Αi..j 

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων

εύναι γινόμενα τησ μορφόσ:

Tα υποπροβλόματα που αντιςτοιχούν ςτα υποδϋνδρα
Τ1 και Τ2 τησ ρύζασ ενόσ βϋλτιςτου δϋνδρου T

Α1  Α2  …  Αk

Αk+1  …  Αn

(Τ1)

(Τ2)
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C[i,j] = min κόςτοσ του πολλ/ςμού Αi  Αi+1  …  Αj

όπου κόςτοσ εύναι το πλόθοσ των πολλαπλαςιαςμών 
αυτού του υποπροβλόματοσ

Το μικρότερο υποπρόβλημα το παύρνουμε όταν i = j, 
όπου ςε αυτό την περύπτωςη δεν ϋχουμε κϊτι να 
πολλαπλαςιϊςουμε, οπότε C[i,j]=0

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων

Ορύζουμε
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Θεωρούμε το βϋλτιςτο υποδϋνδρο Τij , j > i, για το
γινόμενο Αi  Αi+1  …  Αj

Η ρύζα του υποδϋνδρου Τij χωρύζει το γινόμενο

Αi  Αi+1  …  Αj

Αi  Αi+1  …  Αk Αk+1  Αk+2  …  Αj

Β C

Α

ςε δύο τμόματα, για κϊποιο k, i  k  j.

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων
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ςυν το κόςτοσ του πολλ/ςμού των πινϊκων 

Αi  Αi+1  …  Αk και    Αk+1  Αk+2  …  Αj

που εύναι mi-1  mk  mj.

Αi ..k και Αk+1 ..j

Πρϋπει απλώσ να βρούμε το ςημεύο χωριςμού k για το 
οπούο το κόςτοσ C[i,j] εύναι το μικρότερο!!!

Διϊςταςη Αi

mi-1mi

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων

Τότε, το κόςτοσ C[i,j] του υποδϋνδρου Τij θα εύναι:

το κόςτοσ υπολογιςμού των μερικών γινομϋνων
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ςυν το κόςτοσ του πολλ/ςμού των πινϊκων 

Αi  Αi+1  …  Αk και    Αk+1  Αk+2  …  Αj

που εύναι mi-1  mk  mj.

Αi ..k και Αk+1 ..j

C[i,j] = min i  k  j {C[i,k] + C[k+1,j] + mi-1  mk  mj}

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων

Τότε, το κόςτοσ C[i,j] του υποδϋνδρου Τij θα εύναι:

το κόςτοσ υπολογιςμού των μερικών γινομϋνων
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C[i,j] = min i  k  j {C[i,k] + C[k+1,j] + mi-1  mk  mj}

Αναδρομό? 

ΌΧΙ, ευχαριςτώ!!!

Ω(2n)

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων

Σχϋςη που δύδει τη λύςη ενόσ υποπροβλόματοσ από 
«μικρότερα» υποπροβλόματα
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C[i,j] = min i  k  j {C[i,k] + C[k+1,j] + mi-1  mk  mj}

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων

ΝΑΙ, θα πϊρω!!!

Δυναμικόσ Προγραμματιςμόσ ?

Ερώτηςη: Πόςα υποπροβλόματα ϋχω ?

Ένα για κϊθε ζεύγοσ (i, j)  O(n2)

Σχϋςη που δύδει τη λύςη ενόσ υποπροβλόματοσ από 
«μικρότερα» υποπροβλόματα
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Matrix-Chain()

for i 1 to n: C(i,i)=0

j  i + s

1.

2.

3. return C[1,n]

for s 1 to n-1

for i 1 to n-s

C[i,j]min{C[i,k]+C[k+1,j]+mi-1mkmj}

for k i to j

O(n3)

Συνολικό
Πολυπλοκότητα

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων

Αλγόριθμοσ
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1 2 3 4 5 6 

0 15,750 7,875 9,375 11,875 15,125

0 2,625 4,375 7,125 10,500

0 750 2,500 5,375

0 1,000 3,500

0 5,000

0

1

2

3

4

5

6

Α1

Α2

Α3

Α4

Α5

Α6

30  35

35  15

15  5

5  10

10  20

20  25

C[1,1] = 0

C[2,2] = 0

C[6,6] = 0
...

Παρϊδειγμα

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων
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1 2 3 4 5 6 

0 15,750 7,875 9,375 11,875 15,125

0 2,625 4,375 7,125 10,500

0 750 2,500 5,375

0 1,000 3,500

0 5,000

0

1

2

3

4

5

6

Α1

Α2

Α3

Α4

Α5

Α6

30  35

35  15

15  5

5  10

10  20

20  25

C[1,2] = 30  35  15 = 15,750

C[2,3] = 35  15  5  =  2,625

C[5,6] = 10  20  25 =  5,000
...

Παρϊδειγμα

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων
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1 2 3 4 5 6 

0 15,750 7,875 9,375 11,875 15,125

0 2,625 4,375 7,125 10,500

0 750 2,500 5,375

0 1,000 3,500

0 5,000

0

1

2

3

4

5

6

Α1

Α2

Α3

Α4

Α5

Α6

30  35

35  15

15  5

5  10

10  20

20  25

Παρϊδειγμα

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων

106Θεμελιώδη Θζματα Επιστήμης Υπολογιστών



1 2 3 4 5 6 

0 15,750 7,875 9,375 11,875 15,125

0 2,625 4,375 7,125 10,500

0 750 2,500 5,375

0 1,000 3,500

0 5,000

0

1

2

3

4

5

6

Α1

Α2

Α3

Α4

Α5

Α6

30  35

35  15

15  5

5  10

10  20

20  25

C[2,5] = min C[2,3]+C[4,5]+ m1m3m5 =  7,125

C[2,2]+C[3,5]+ m1m2m5 = 13,000

C[2,4]+C[5,5]+ m1m4m5 = 11,375

Παρϊδειγμα

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων
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1 2 3 4 5 6 

0 15,750 7,875 9,375 11,875 15,125

0 2,625 4,375 7,125 10,500

0 750 2,500 5,375

0 1,000 3,500

0 5,000

0

1

2

3

4

5

6

Α1

Α2

Α3

Α4

Α5

Α6

30  35

35  15

15  5

5  10

10  20

20  25

C[1,6] = 15,125Τελικό Αποτϋλεςμα:

Παρϊδειγμα

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων
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1 2 3 4 5 6 

0 15,750 7,875 9,375 11,875 15,125

0 2,625 4,375 7,125 10,500

0 750 2,500 5,375

0 1,000 3,500

0 5,000

0

1

2

3

4

5

6

Α1

Α2

Α3

Α4

Α5

Α6

30  35

35  15

15  5

5  10

10  20

20  25

Ποια εύναι η βϋλτιςτη λύςη τησ Α1  Α2  …  Α6 ?

Παρϊδειγμα

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων
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1 2 3 4 5 6 

0 15,750 7,875 9,375 11,875 15,125

0 2,625 4,375 7,125 10,500

0 750 2,500 5,375

0 1,000 3,500

0 5,000

0

1

2

3

4

5

6

Α1

Α2

Α3

Α4

Α5

Α6

30  35

35  15

15  5

5  10

10  20

20  25

C[2,5] = min C[2,3]+C[4,5]+ m1m3m5 =  7,125

C[2,2]+C[3,5]+ m1m2m5 = 13,000

C[2,4]+C[5,5]+ m1m4m5 = 11,375

Παρϊδειγμα

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων

110Θεμελιώδη Θζματα Επιστήμης Υπολογιστών



Α1

Α2

Α3

Α4

Α5

Α6

30  35

35  15

15  5

5  10

10  20

20  25

C[2,5] = min C[2,3]+C[4,5]+ m1m3m5 =  7,125

C[2,2]+C[3,5]+ m1m2m5 = 13,000

C[2,4]+C[5,5]+ m1m4m5 = 11,375

1 2 3 4 5 6 

0 15,750 7,875 9,375 11,875 15,125

0 2,625 4,375 3 10,500

0 750 2,500 5,375

0 1,000 3,500

0 5,000

0

1

2

3

4

5

6

Παρϊδειγμα

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων

111Θεμελιώδη Θζματα Επιστήμης Υπολογιστών



Α1

Α2

Α3

Α4

Α5

Α6

30  35

35  15

15  5

5  10

10  20

20  25

1 2 3 4 5 6 

0 1  1 3 3 3

0 2      3      3 3

0 3      3 3

0 4       5

0 5

0

1

2

3

4

5

6

Α1  Α2  Α3  Α4  Α5  Α6

( Α1  Α2  Α3 )  ( Α4  Α5  Α6 )

( Α1  ( Α2  Α3 ) )  ( ( Α4  Α5 )  Α6 )

C[1,6] = 15,125

Παρϊδειγμα

Πολλαπλασιασμός Ακολουθίας Πινάκων
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Σε εφαρμογϋσ ςυμβαύνει ςυχνϊ τα βϊρη των ακμών 
και οι ελϊχιςτεσ διαδρομϋσ να μην απεικονύζουν 
ολόκληρη την αλόθεια !!! 

Για παρϊδειγμα, ςε ϋνα δύκτυο επικοινωνιών, ακόμα 
και αν τα βϊρη των ακμών απεικονύζουν πιςτϊ τισ 
καθυςτερόςεισ μετϊδοςησ, μπορεύ να υπϊρχουν ϊλλοι 
παρϊγοντεσ που εμπλϋκονται ςε μια ε.δ !!!

Κύνητρο

Ελϊχιςτεσ Αξιόπιςτεσ Διαδρομϋσ4

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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Θα μπορούςε, για παρϊδειγμα, κϊθε επιπλϋον ακμό 
ςτην ε.δ να εύναι ϋνασ παρϊγοντασ «αβεβαιότητασ» 
που ελλοχεύει κύνδυνουσ απώλειασ πακϋτων! 

Κύνητρο

Τότε, θα θϋλαμε να 
αποφύγουμε 
διαδρομϋσ με πϊρα 
πολλϋσ ακμϋσ!

Ελϊχιςτεσ Αξιόπιςτεσ Διαδρομϋσ4

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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3
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y
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5
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1 t

1

4

5

Ελϊχιςτεσ Αξιόπιςτεσ Διαδρομϋσ4

d(s,t)=(s,u,x,y,t)

Κόςτοσ 5
Πλήθοσ ακμών 4

δ(s,t)=(s,y,t)

Κόςτοσ 6
Πλήθοσ ακμών 2

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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Έςτω ϋνα ϋμβαρο γρϊφημα G, δύο κόμβοι του s και t, 
και ϋνασ ακϋραιοσ k.

Θϋλουμε να υπολογύςουμε μια ε.δ ςτο G

s t 

η οποία να χρηςιμοποιεί το πολύ k ακμέσ !!!

Πρόβλημα

Ελϊχιςτεσ Αξιόπιςτεσ Διαδρομϋσ4

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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Ελάχιστες Αξιόπιστες Διαδρομές

Υπϊρχει κϊποιοσ αποτελεςματικόσ τρόποσ να 
προςαρμόςουμε τον αλγόριθμο του Dijkstra ςτο νϋο 
μασ πρόβλημα ?

Μϊλλον Όχι !!!

Ο αλγόριθμοσ του Dijkstra εςτιϊζει ςτο μόκοσ κϊθε 
ε.δ. χωρύσ να «θυμϊται» το πλόθοσ των ακμών ςτη 
διαδρομό !

Ακόμα και να το θυμόταν, δεν θα μπορούςε να επιλϋξει την
ελϊχιςτη με το πολύ k ακμϋσ !!!
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Ελάχιστες Αξιόπιστες Διαδρομές

Μόπωσ ο Δυναμικόσ Προγραμματιςμόσ μασ λύςει 
το πρόβλημα ?

Ασ ορύςουμε για κϊθε κόμβο v και κϊθε ακϋραιο i  k

να εύναι το κόςτοσ τησ ελϊχιςτησ διαδρομόσ s v 
η οποία να χρηςιμοποιεί το πολύ i ακμέσ

Προφανώσ, ιςχύει:

d(s,0) = 0 
d(v,0) = ∞   vV-{s}

d(s,v,i) = d(v,i)
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d(v,i)= min{d(v,i-1),min(u,v)E {d(u,i-1)+ w(u,v)}}

Αυτό όταν… Τελειώςαμε !!!

Ο αλγόριθμοσ πλϋον γρϊφεται πολύ εύκολα, 
ςχεδόν μόνοσ του !!!

Ελάχιστες Αξιόπιστες Διαδρομές

Πολύ φυςικϊ, η γενικό εξύςωςη ενημϋρωςησ, εύναι:
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K-shortest-path(G,w,k)

Initialize()1.

2.

3. return C(k)

for i 1 to k

for each vV-{s}

d(v,i) min {C(v, i-1),C(u, i-1)+w(u,v)}

for i 1 to n
C(i,0)=∞ 

C(s,0)=0

for each uAdj(v)

Ελάχιστες Αξιόπιστες Διαδρομές

Αλγόριθμοσ
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d(v,0) =

s  p  r  x  y  t

0  ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

Παρϊδειγμα

Ελάχιστες Αξιόπιστες Διαδρομές
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d(v,0) =

s  p  r  x  y  t

d(v,1) = 0  1 -1  ∞ 5  ∞

0  ∞ ∞ ∞ ∞ ∞
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y
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1

4

5

-1

Παρϊδειγμα

Ελάχιστες Αξιόπιστες Διαδρομές

s
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d(v,0) =

s  p  r  x  y  t

d(v,1) =

d(v,2) = 0  1 -2  2  4  6

d(y,2) = min{d(y,1), min (u,y)E{d(u,1)+w(u,y)}}

= min{5, min{0+5, 1+3, ∞+1}} = 4

0  ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

0  1 -1  ∞ 5  ∞

Παρϊδειγμα

Ελάχιστες Αξιόπιστες Διαδρομές
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s  p  r  x  y  t

0  1 -2  2  4  6

d(v,3) = 0  1 -3  2  3  6

d(y,3) = min{4, min{0+5, 1+3, 2+1}} = 3

0  ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

0  1 -1  ∞ 5  ∞

d(v,0) =

d(v,1) =

d(v,2) =

Παρϊδειγμα

Ελάχιστες Αξιόπιστες Διαδρομές
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d(s,v,0)

s  p  r  x  y  t

d(s,v,1)

d(s,v,2) 0  1 -2  2  4  6

d(s,v,3) 0  1 -3  2  3  6

d(s,v,4) 0  1 -4  2  3  4

0  ∞ ∞ ∞ ∞ ∞

0  1 -1  ∞ 5  ∞

Παρϊδειγμα

Ελάχιστες Αξιόπιστες Διαδρομές
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Σε πολλϋσ εφαρμογϋσ, χρειαζόμαςτε να ϋχουμε όχι μόνο 
την ε.δ μεταξύ s t ενόσ G τϊξησ n, αλλϊ μεταξύ κϊθε 
ζεύγουσ κόμβων του!!! 

Κύνητρο

Μπορούμε να λύςουμε το πρόβλημα ?

Φυςικϊ ΝΑΙ !!! 
Εφαρμόζοντασ n φορϋσ τον αλγόριθμο των Bellman-
Ford (επιτρϋπονται αρνητικϊ βϊρη)

5 Πανζευκτικϋσ Ελϊχιςτεσ Διαδρομϋσ

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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O(n2m)

Ο Bellman-Ford εκτελεύται ςε O(nm) χρόνο, και 
επομϋνωσ:

Σε πόςο χρόνο ?

Μπορούμε καλύτερα ?

ΝΑΙ !!! με τον αλγόριθμο των Floyd-Watshall

ο οπούοσ βαςύζεται ςε ΔΠ, ςε χρόνο: O(n3)

5 Πανζευκτικϋσ Ελϊχιςτεσ Διαδρομϋσ

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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Έςτω ϋνα ϋμβαρο γρϊφημα G (με αρνητικϊ ακμικϊ
βϊρη) τϊξησ n και μεγϋθουσ m.

Θϋλουμε να υπολογύςουμε τισ ε.δ ςτο G

x y 

για κάθε ζεύγοσ κόμβων (x, y), x, y  V(G) !!!

Πρόβλημα

5 Πανζευκτικϋσ Ελϊχιςτεσ Διαδρομϋσ

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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Κρύςιμο Ερώτημα ΔΠ 

Υπϊρχει κϊποιο καλό υποπρόβλημα για τον υπολογιςμό 
των αποςτϊςεων μεταξύ κϊθε ζεύγουσ κόμβων ?

Το να λύςουμε το πρόβλημα υπολογύζοντασ όλο και 
περιςςότερα ζεύγη κόμβων δε βοηθϊ, καθώσ οδηγεύ 
πύςω ςτον αλγόριθμο O(n2m) !!!

Πρϋπει 
να επινοόςουμε κϊτι ϋξυπνο !

να βρούμε μια νϋα ιδϋα !
!
!
!! !

!

Πανζευκτικές Ελάχιστες Διαδρομές
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Να μια ιδϋα !!!

u1x u2 u3 uk y

Ασ πϊρουμε μια ε.δ x y

Ενδιϊμεςοι Κόμβοι

Υποθϋςτε ότι δεν επιτρϋπουμε ενδιϊμεςουσ κόμβουσ !!!

Τότε, μπορούμε να λύςουμε το πρόβλημα των π.ε.δ,  
καθώσ για κϊθε ζεύγοσ κόμβων x, y του G: 

η ε.δ x y εύναι η ακμό (x, y), εϊν υπϊρχει !!!

Πανζευκτικές Ελάχιστες Διαδρομές
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Πανζευκτικές Ελάχιστες Διαδρομές

Να μια ιδϋα !!!

u1x u2 u3 uk y

Ασ πϊρουμε μια ε.δ x y

Ενδιϊμεςοι Κόμβοι

Αν διευρύνουμε ςταδιακϊ το ςύνολο των ενδιϊμεςων 
κόμβων, ϋναν κϊθε φορϊ, ενημερώνοντασ τα μόκη 
των ε.δ ςε κϊθε διεύρυνςη,

τι μπορούμε να πετύχουμε !!!
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Πανζευκτικές Ελάχιστες Διαδρομές

Να μια ιδϋα !!!

u1x u2 u3 uk y

Ασ πϊρουμε μια ε.δ x y

Ενδιϊμεςοι Κόμβοι

Μπορούμε να διευρύνουμε το ςύνολο των ενδιϊμεςων 
κόμβων ϋωσ να γύνει όλο το ςύνολο κόμβων V !!!

Τότε όμωσ ϋχουμε λύςει το πρόβλημα των π.ε.δ !!!

132Θεμελιώδη Θζματα Επιστήμης Υπολογιστών



Αριθμούμε τουσ κόμβουσ του V ωσ {1,2, …,n}

d(i,j,k) ςυμβολύζουμε το μόκοσ τησ ε.δ i j

με ενδιϊμεςουσ κόμβουσ ΜΟΝΟ από 
το ςύνολο {1,2, …,k}

d(i,j,0) = w(i,j) εϊν υπϊρχει η ακμό (i,j)

Επομϋνωσ,

Πανζευκτικές Ελάχιστες Διαδρομές

Τυποπούηςη τησ ιδϋασ !!!
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Πανζευκτικές Ελάχιστες Διαδρομές

Τι πρϋπει να ελϋγξουμε όταν επεκτεύνουμε το ενδιϊμεςο 
ςύνολο κατϊ ϋνα κόμβο ?

{1,2, …,k-1}  {1,2, …,k}

Πρϋπει να επανεξετϊςουμε όλα τα ζεύγη κόμβων i,j
και να ελϋγξουμε εϊν η χρόςη του k ωσ ενδιϊμεςου κόμβου 
μασ δύνει μια ςυντομότερη διαδρομό i j

i j

k

d(i,j,k-1)

d(i,k,k-1)
d(k,j,k-1)

αυτό εύναι 
εύκολο !!!
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Πανζευκτικές Ελάχιστες Διαδρομές

Μια ε.δ i j η οπούα χρηςιμοποιεύ τον k μαζύ με   
ϊλλουσ κόμβουσ χαμηλότερησ αρύθμηςησ {1,2, …,k-1},
περνϊει από τον k μύα μόνο φορϊ !!!

γιατύ δεν υπϊρχουν 
αρνητικού κύκλοι

d(i,j,k-1)

d(i,k,k-1)
d(k,j,k-1)

i j

k
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Πανζευκτικές Ελάχιστες Διαδρομές

Έτςι, η χρόςη του k ωσ ενδιϊμεςου κόμβου μασ δύνει μια 
ςυντομότερη διαδρομό i j εϊν και μόνο εϊν:

d(i,j,k-1)

d(i,k,k-1)
d(k,j,k-1)

d(i,k,k-1) + d(k,j,k-1) < d(i,j,k-1)

οπότε η τιμό: 

d(i,j,k) θα πρϋπει να ενημερωθεύ ανϊλογα !!! 

i j

k
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d(i,j,k)=

w(i,j)

min {d(i,j,k-1), 
d(i,k,k-1) + d(k,j,k-1)}

if k=0

if k 1

d(i,j,0) = w(i,j) εϊν υπϊρχει η ακμό (i,j)

Αναδρομικό ςχϋςη:

Πανζευκτικές Ελάχιστες Διαδρομές

Σχϋςη Επύλυςησ Υποπροβλημϊτων
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All-pair-Shortest-Paths(G,w)

Initialize(G)1.

2.

3. return d(i,j,n)

for k 1 to n

for i 1 to n

d(i,j,k) min {d(i,j,k-1), 
d(i,k,k-1) + d(k,j,k-1)}

for j 1 to k

for i 1 to n
for j 1 to n 

C(i,i)=0
for all (i,j)E

d(i,j,0)=w(i,j)

Πανζευκτικές Ελάχιστες Διαδρομές

Αλγόριθμοσ Floyd-Warshall
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2. for k 1 to n

for i 1 to n

d(i,j,k)  min {d(i,j,k-1), 
d(i,k,k-1) + d(k,j,k-1)}

for j 1 to k

O(n3)
Συνολικό
Πολυπλοκότητα Αλγόριθμου:

Το πιο χρονοβόρο βόμα:

Πανζευκτικές Ελάχιστες Διαδρομές

Πολυπλοκότητα

139Θεμελιώδη Θζματα Επιστήμης Υπολογιστών



1 2 3 4 5

0 3 8 ∞ -4

∞ 0 ∞ 1 7

∞ 4 0 ∞ ∞

2 ∞ -5 0 ∞

∞ ∞ ∞ 6 0

1

2

3

4

5

d(i,j,0)

Παρϊδειγμα

Πανζευκτικές Ελάχιστες Διαδρομές
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1 2 3 4 5

0 3 8 ∞ -4

∞ 0 ∞ 1 7

∞ 4 0 ∞ ∞

2 5 -5 0 -2

∞ ∞ ∞ 6 0

1

2

3

4

5

d(i,j,1)

d(4,2,1)= min{d(4,2,0),d(4,1,0)+d(1,2,0)}

= min{∞,2+3} = 5

Παρϊδειγμα

Πανζευκτικές Ελάχιστες Διαδρομές
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1 2 3 4 5

0 3 8 ∞ -4

∞ 0 ∞ 1 7

∞ 4 0 ∞ ∞

2 5 -5 0 -2

∞ ∞ ∞ 6 0

1

2

3

4

5

d(i,j,1)

d(4,2,2)= min{d(4,2,1),d(4,2,1)+d(2,2,1)}

= min{5,5+0} = 5

d(4,2,2)

Παρϊδειγμα

Πανζευκτικές Ελάχιστες Διαδρομές
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1 2 3 4 5

0 3 8 ∞ -4

∞ 0 ∞ 1 7

∞ 4 0 ∞ ∞

2 5 -5 0 -2

∞ ∞ ∞ 6 0

1

2

3

4

5

d(i,j,1)

d(3,4,2)= min{d(3,4,1),d(3,2,1)+d(2,4,1)}

= min{∞,4+1} = 5

d(3,4,2)

Παρϊδειγμα

Πανζευκτικές Ελάχιστες Διαδρομές
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1 2 3 4 5

0 3 8 ∞ -4

∞ 0 ∞ 1 7

∞ 4 0 ∞ ∞

2 5 -5 0 -2

∞ ∞ ∞ 6 0

1

2

3

4

5

d(i,j,1)

d(3,5,2)= min{d(3,5,1),d(3,2,1)+d(2,5,1)}

= min{∞,4+7} = 11

d(3,5,2)

Παρϊδειγμα

Πανζευκτικές Ελάχιστες Διαδρομές
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1 2 3 4 5

0 3 -3 2 -4

3 0 -4 1 -1

6 4 0 5 3

2 -1   -5 0 -2

7 5 1 6 0

1

2

3

4

5

d(i,j,5)

Παρϊδειγμα

Πανζευκτικές Ελάχιστες Διαδρομές
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Κατϊ την διϊρκεια μιασ κλοπόσ, ϋνασ διαρρόκτησ 
βρύςκει περιςςότερα λϊφυρα απ΄ όςα περύμενε και 
πρϋπει να αποφαςύςει τι θα πϊρει !!!

Το «ςακύδιό» του (knapsack) 
μπορεύ να μεταφϋρει W κιλϊ !!!

Υπϊρχουν n εύδη 

με βϊρη w1, w2, …, wn
και αξύα v1, v2, …, vn

6 Σακύδιο

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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Το ερώτημα που τον απαςχολεύ !!!
Ποιοσ εύναι ο πλϋον πολύτιμοσ ςυνδυαςμόσ ειδών 
που μπορεύ να βϊλει ςτο ςακύδιό του ?

Το «ςακύδιό» του (knap-sack) 
μπορεύ να μεταφϋρει W κιλϊ !!!

Υπϊρχουν n εύδη 

με βϊρη w1, w2, …, wn
και αξύα v1, v2, …, vn

6 Σακύδιο

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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Παρϊδειγμα

Έςτω ότι το ςακύδιο χωρϊει W=10 κιλϊ, και

Εύδοσ   Βϊροσ    Τιμό

Α     6    30 €
Β     3    14 €
Γ     4    16 €
Δ     2     9 €

?

?

?

?

?
?

6 Σακύδιο

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός

148Θεμελιώδη Θζματα Επιστήμης Υπολογιστών



Παρϊδειγμα

Έςτω W=10 κιλϊ, και

Εύδοσ   Βϊροσ    Τιμό

Α     6    30 €
Β     3    14 €
Γ     4    16 €
Δ     2     9 €

Δύο Εκδοχϋσ

Υπϊρχουν απεριόριςτεσ 
ποςότητεσ από κϊθε 
εύδοσ

Υπϊρχει μύα μόνο  
ποςότητα από κϊθε εύδοσ

6 Σακύδιο

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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Παρϊδειγμα

Έςτω W=10 κιλϊ, και

Εύδοσ   Βϊροσ    Τιμό

Α     6    30 €
Β     3    14 €
Γ     4    16 €
Δ     2     9 €

Δύο Εκδοχϋσ

Υπϊρχουν απεριόριςτεσ 
ποςότητεσ από κϊθε 
εύδοσ

Βϋλτιςτη Επιλογό

1 από είδοσ Α w=6 30€
2 από είδοσ Δ w=4 18€

Συνολική Τιμή 48€

6 Σακύδιο

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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Παρϊδειγμα

Έςτω W=10 κιλϊ, και

Δύο Εκδοχϋσ

Υπϊρχει μύα μόνο  
ποςότητα από κϊθε εύδοσ

Βϋλτιςτη Επιλογό

1 από είδοσ Α 30€
1 από είδοσ Γ 16€ 46€

6 Σακύδιο

Εύδοσ   Βϊροσ    Τιμό

Α     6    30 €
Β     3    14 €
Γ     4    16 €
Δ     2     9 €

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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Μασ δύδεται ϋνα ςύνολο n αντικειμϋνων

S = {a1, a2, …, an}

με ακϋραια βϊρη wi και αξύεσ vi (1  i  n), και μύα τιμό W,

και μασ ζητεύται να υπολογύςουμε ϋνα υποςύνολο αντικειμϋνων 

S’  S με μϋγιςτη ςυνολικό αξύα C και με ςυνολικό βϊροσ  W, 
δηλαδό,

max C = Σa  S’ vi και   Σa  S’ wi  W

Πρόβλημα

i i

6 Σακύδιο (Knapsack)

Προβλήματα - Δυναμικός Προγραμματισμός
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Ασ δούμε την εκδοχό που επιτρϋπει επανϊληψη !

Μπορούμε να εξετϊςουμε την περύπτωςη 
ςακιδύων μικρότερησ χωρητικότητασ w  W

Και, όπωσ πϊντα, το κρύςιμο ερώτημα ςτο ΔΠ εύναι:

Ποια εύναι τα υποπροβλόματα ? 

Μπορούμε να «ςυρρικνώςουμε» το αρχικό πρόβλημα 
με δύο τρόπουσ: 

Την περύπτωςη λιγότερων ειδών 1, 2, …, i  n

(1)

(2)

Σακίδιο :  Με επανάληψη

ό
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Ορύζουμε:

C(w) = Μax Τιμό που παύρνουμε με ςακύδιο χωρητικότητασ w

Ερώτημα !!!   

Μπορούμε να εκφρϊςουμε το 
υποπρόβλημα C(w) ςυναρτόςει 
μικρότερων υποπροβλημϊτων ?

?
?
?? ?

?

Ο πρώτοσ περιοριςμόσ επιβϊλει να ϋχουμε μικρότερεσ 
χωρητικότητεσ !

Σακίδιο :  Με επανάληψη
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Εϊν η βϋλτιςτη λύςη του C(w) περιλαμβϊνει το εύδοσ i βϊρουσ wi, 
τότε η αφαύρεςη του i από το ςακύδιο δύδει μια βϋλτιςτη λύςη για 
το υποπρόβλημα C(w-wi) !!!

Έςτω μια βϋλτιςτη λύςη του υποπροβλόματοσ C(w), 
που περιλαμβϊνει : 

τα εύδη p, …, i, …, q

τϋτοια ώςτε wp+ …+ wi+ …+ wq  w

με max τιμό C(w)= vp+ …+ vi+ …+ vq

Σακίδιο :  Με επανάληψη







Το υποπρ/μα C(w) εύναι απλώσ το C(w- wi) + vi, για κϊποιο i

Με ϊλλα λόγια:
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Ποιο εύναι αυτό το i ?  … δεν γνωρύζουμε !!!    

Τότε, δεν ϋχουμε παρϊ να πϊρουμε όλεσ τισ δυνατότητεσ!

C(w) = max i : w  w {C(w-wi) + vi}i

Ορύςτε πωσ !!!    

όπου, ωσ ςυνόθωσ, η ςύμβαςό μασ εύναι ότι  η μϋγιςτη τιμό του 
κενού ςυνόλου εύναι 0 !!!

Σακίδιο :  Με επανάληψη

Το υποπρ/μα C(w) εύναι απλώσ το C(w- wi) + vi, για κϊποιο i.

Με ϊλλα λόγια:
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Αλγόριθμοσ

Κnapsack1(w[1..n], v[1..n], W)

C(0)=01.

2.

3. return C(W)

for w 1 to W

C(w) max {C(w-w(i)) + v(i): w(i)  w}

O(nW)

Συνολικό
Πολυπλοκότητα

Τελειώςαμε ! … ο αλγόριθμοσ τώρα γρϊφεται μόνοσ 
του και εύναι ιδιαιτϋρα κομψόσ !!!

Σακίδιο :  Με επανάληψη

i

157Θεμελιώδη Θζματα Επιστήμης Υπολογιστών



Γνωρύζουμε ότι ϋνα πρόβλημα ΔΠ εκφρϊζεται 
με ϋνα  γρϊφημα G τύπου DAG !!!



Ποιο εύναι το DAG του προβλόματοσ 
του ςακιδύου με επανϊληψη ?

Εύλογο ερώτημα !!!

?
?
?? ?

?

Ασ μεύνουμε λύγο ακόμα ςε αυτό την εκδοχό του 
προβλόματοσ !

Σακίδιο :  Με επανάληψη
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21 43 5 76 8

Εύδοσ   Βϊροσ    Τιμό

A 6    30 €
B 3    14 €
Γ     4    16 €
Δ     2     9 €

9 100

Κόμβοι DAG ⇔ Χωρητικότητα Σακιδύου W

Χωρητικότητα W= 10

Το DAG του προβλόματοσ

Σακίδιο :  Με επανάληψη
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9

16
14

21 43 5 76 8 9 100

C(2)

0 0 9 14 18

{2,3, 4}  5

C(5) = C(5-2) + 9

C(5) = C(5-3) + 14

C(5) = C(5-4) + 16

C(1) C(3)

23

Χωρητικότητα W= 10

Το DAG του προβλόματοσ

Σακίδιο :  Με επανάληψη

C(w)= max {C(w-w(i))+v(i): w(i) w}

C(4)C(0)

Εύδοσ   Βϊροσ    Τιμό

A 6    30 €
B 3    14 €
Γ     4    16 €
Δ     2     9 €

= 23

= 23

= 16

160Θεμελιώδη Θζματα Επιστήμης Υπολογιστών



9

16
14

21 43 5 76 8 9 100

C(2)

0 0 9 14 18
C(6) = C(6-2) + 9

C(6) = C(6-3) + 14

C(6) = C(6-4) + 16

C(1) C(3)
= 27

= 28

= 25

23

Χωρητικότητα W= 10

Το DAG του προβλόματοσ

Σακίδιο :  Με επανάληψη

C(w)= max {C(w-w(i))+v(i): w(i) w}

C(4)C(0)

Εύδοσ   Βϊροσ    Τιμό

A 6    30 €
B 3    14 €
Γ     4    16 €
Δ     2     9 €

{2, 3, 4, 6}  6

C(6) = C(6-6) + 30 = 30

30

C(5)

30

0 0 9 14 18 23
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9

16
14

9

16
14

21 43 5 76 8 9 100

30

Σακύδιο με επανϊληψη    ⇔ Max διαδρομό ςε DAG

Χωρητικότητα W= 10

Το DAG του προβλόματοσ

…

Σακίδιο :  Με επανάληψη

{2, 3, 4, 6}  7

C(w)= max {C(w-w(i))+v(i): w(i) w}

Εύδοσ   Βϊροσ    Τιμό

A 6    30 €
B 3    14 €
Γ     4    16 €
Δ     2     9 €

0 0 9 14 18 230 0 9 14 18 23 30
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9

16
14

9

16
14

21 43 5 76 8 9 100

30

Χωρητικότητα W= 10

Το DAG του προβλόματοσ

Σακίδιο :  Με επανάληψη

Σακύδιο με επανϊληψη    ⇔ Max διαδρομό ςε DAG

{Δ} λύςη για w = 2 με C(w) = 9

Εύδοσ   Βϊροσ    Τιμό

A 6    30 €
B 3    14 €
Γ     4    16 €
Δ     2     9 €

…0 0 9 14 18 230 0 9 14 18 23 30
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9

16
14

9

16
14

21 43 5 76 8 9 100

30

Χωρητικότητα W= 10

Το DAG του προβλόματοσ

Σακίδιο :  Με επανάληψη

Σακύδιο με επανϊληψη    ⇔ Max διαδρομό ςε DAG

{Β} λύςη για w = 3 με C(w) = 14

Εύδοσ   Βϊροσ    Τιμό

A 6    30 €
B 3    14 €
Γ     4    16 €
Δ     2     9 €

…0 0 9 14 18 230 0 9 14 18 23 30
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9

16
14

9

16
14

21 43 5 76 8 9 100

30

Χωρητικότητα W= 10

Το DAG του προβλόματοσ

Σακίδιο :  Με επανάληψη

Σακύδιο με επανϊληψη    ⇔ Max διαδρομό ςε DAG

{Δ,Δ} λύςη για w = 4 με C(w) = 18

Εύδοσ   Βϊροσ    Τιμό

A 6    30 €
B 3    14 €
Γ     4    16 €
Δ     2     9 €

…0 0 9 14 18 230 0 9 14 18 23 30
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9

16
14

9

16
14

21 43 5 76 8 9 100

30

Σακύδιο με επανϊληψη    ⇔ Max διαδρομό ςε DAG

Χωρητικότητα W= 10

Το DAG του προβλόματοσ

Σακίδιο :  Με επανάληψη

{Δ,Β} λύςη για w = 5 με C(w) = 23

Εύδοσ   Βϊροσ    Τιμό

A 6    30 €
B 3    14 €
Γ     4    16 €
Δ     2     9 €

…0 0 9 14 18 230 0 9 14 18 23 30
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9

16
14

9

16
14

21 43 5 76 8 9 100

30

Σακύδιο με επανϊληψη    ⇔ Max διαδρομό ςε DAG

Χωρητικότητα W= 10

Το DAG του προβλόματοσ

Σακίδιο :  Με επανάληψη

{Α} λύςη για w = 6 με C(w) = 30

Εύδοσ   Βϊροσ    Τιμό

A 6    30 €
B 3    14 €
Γ     4    16 €
Δ     2     9 €

…0 0 9 14 18 230 0 9 14 18 23 30
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9

16
14

9

16
14

21 43 5 76 8 9 100

30

Σακύδιο με επανϊληψη    ⇔ Max διαδρομό ςε DAG

Χωρητικότητα W= 10

Το DAG του προβλόματοσ

Σακίδιο :  Με επανάληψη

{Α,Δ,Δ} τελική λύςη, C(w) = 48

Εύδοσ   Βϊροσ    Τιμό

A 6    30 €
B 3    14 €
Γ     4    16 €
Δ     2     9 €

…0 0 9 14 18 230 0 9 14 18 23 30 48

9 9
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Ποιεσ Αλγοριθμικϋσ Τεχνικϋσ ϋχουμε δει ϋωσ τώρα ?

Αλγοριθμικϋσ Τεχνικϋσ, όπωσ:

Διαύρει-και-Βαςύλευε

Άπληςτη Επιλογό




Πρόςφατα, προςθϋςαμε και την τεχνικό

Δυναμικόσ Προγραμματιςμόσ

Α

Β

C

D

50  20

20  1

1  10

10 100
S – N O W Y

S U N N - Y

Αλγοριθμικές Τεχνικές & Προβλήματα
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Αλγοριθμικές Τεχνικές: Επισκόπηση

170Θεμελιώδη Θέμαηα Επιζηήμης Υπολογιζηών

 Divide-and-Conquer (διαύρει-και-κυρύευε):

διαύρεςη ςε ανεξϊρτητα υποπροβλόματα, αναδρομικϋσ ςχϋςεισ, 
υλοπούηςη με αναδρομό κυρύωσ (top-down), ςπανύωσ επαναληπτικϊ
(δύςκολη υλοπούηςη)

 Dynamic Programming (δυναμικόσ προγραμματιςμόσ):

αρχό βελτιςτότητασ υπολύςεων, διαύρεςη ςε επικαλυπτόμενα
υποπροβλόματα (DAG / πύνακασ), αναδρομικϋσ ςχϋςεισ, υλοπούηςη
επαναληπτικϊ κυρύωσ (bottom up), κϊποιεσ φορϋσ και με αναδρομό
(με προςοχό: χρόςη memoization !)

 Greedy (ϊπληςτη μϋθοδοσ):

ϊπληςτη αμετϊκλητη επιλογό, χτύςιμο λύςησ βόμα-βόμα, βϋλτιςτη 
επύλυςη ςταδιακϊ αυξανόμενων υποπροβλημϊτων, υλοπούηςη
επαναληπτικϊ κυρύωσ


