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Ηλεκτρομηχανική Μετατροπή Ενέργειας

Ασκήσεις

Σταύρος Αθ. Παπαθανασίου
Καθ. ΕΜΠ

Εισαγωγή στα Συστήματα Ηλεκτρικής Ενέργειας (ΣΗΕ)
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Λύση
α)

ℛ = 2ℛ𝑔𝑔 = 2 ⋅
1
𝜇𝜇0
⋅
𝑔𝑔
𝐴𝐴

=
2 ⋅ 10−3

4𝜋𝜋 ⋅ 10−7 ⋅ 250 ⋅ 10−4
= 6,366 ⋅ 104

𝛢𝛢𝛢𝛢
𝑊𝑊𝑊𝑊

β)

𝐿𝐿 𝑔𝑔 =
𝑁𝑁2

ℛ(𝑔𝑔)
=
𝑁𝑁2𝜇𝜇0𝐴𝐴
2𝑔𝑔

𝐹𝐹 𝑔𝑔 =
1
2
𝐼𝐼2
𝜕𝜕𝐿𝐿𝑔𝑔
𝜕𝜕𝑔𝑔

= −
𝜇𝜇0𝐴𝐴
4𝑔𝑔

𝑁𝑁𝐼𝐼 2 ≥ 𝐹𝐹𝐵𝐵 → 𝑁𝑁𝐼𝐼 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 =
2
𝜇𝜇0
𝑔𝑔

𝐹𝐹𝐵𝐵
𝐴𝐴

= 1128 𝐴𝐴𝛢𝛢

𝑁𝑁𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 =
1128

2
= 564 𝛢𝛢𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜀𝜇𝜇.

γ)

𝑊𝑊𝜋𝜋 =
1
2
𝐿𝐿𝐼𝐼2 =

𝑁𝑁𝐼𝐼 2𝜇𝜇0𝐴𝐴
2𝑔𝑔

=
𝜇𝜇0𝐴𝐴
4𝑔𝑔

⋅
4𝑔𝑔2𝐹𝐹𝐵𝐵
𝜇𝜇0𝐴𝐴

= 𝑔𝑔𝐹𝐹Β = 10 𝐽𝐽
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ΕΜΠ

Λύση

α)

𝐹𝐹 =
1
2
𝐼𝐼2
𝜕𝜕𝐿𝐿
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝐿𝐿 =
𝑁𝑁2

ℛ

ℛ = 2ℛ𝑔𝑔 = 2 ⋅
1
𝜇𝜇0
⋅
𝑔𝑔
𝐴𝐴𝑔𝑔

⇒ ℛ =
2
𝜇𝜇0
⋅

𝑔𝑔
𝑎𝑎 − 𝑥𝑥 𝑊𝑊

→ 𝐿𝐿 =
𝜇𝜇0𝑁𝑁2𝑊𝑊
2𝑔𝑔

𝑎𝑎 − 𝑥𝑥

𝐹𝐹 = −
𝜇𝜇0𝑁𝑁2𝐼𝐼2𝑊𝑊

4𝑔𝑔

𝐹𝐹 = −
4𝜋𝜋 ⋅ 10−7 ⋅ 106 ⋅ 22 ⋅ 2 ⋅ 10−2

4 ⋅ 2 ⋅ 10−3
= −4𝜋𝜋 𝑁𝑁
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β)

𝐵𝐵𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 =
𝛷𝛷𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑎𝑎𝑊𝑊

=
𝑁𝑁𝐼𝐼

2𝑎𝑎𝑊𝑊ℛ𝑔𝑔𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 
=
𝜇𝜇0𝑁𝑁𝐼𝐼

2𝑔𝑔
=

4𝜋𝜋 ⋅ 10−7 ⋅ 103 ⋅ 2
4 ⋅ 10−3

= 0,2𝜋𝜋 𝑇𝑇

γ)

𝑒𝑒 =
𝜕𝜕𝜀𝜀
𝜕𝜕𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝐼𝐼
𝑑𝑑𝐿𝐿
𝑑𝑑𝑥𝑥

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑

= −
𝜇𝜇0𝑁𝑁2𝑊𝑊𝐼𝐼
2𝑔𝑔

𝑑𝑑𝑥𝑥
𝑑𝑑𝑑𝑑

=
4𝜋𝜋 ⋅ 10−7 ⋅ 106 ⋅ 2 ⋅ 10−2 ⋅ 2

2 ⋅ 2 ⋅ 10−3
⋅ 0,5 = 2𝜋𝜋 𝑉𝑉
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ΕΜΠ

Λύση

α)

𝑅𝑅 =
𝑁𝑁𝑠𝑠𝑁𝑁𝑟𝑟
𝑀𝑀

=
1000 ⋅ 100

𝑀𝑀
= 107

𝐴𝐴𝛢𝛢
𝑊𝑊𝑊𝑊

β)
𝜀𝜀𝑠𝑠 = 𝐿𝐿𝑠𝑠𝑟𝑟𝐼𝐼𝑟𝑟 = 0,1 𝑊𝑊𝑊𝑊

γ)

𝑇𝑇𝜋𝜋 = 𝑖𝑖𝑠𝑠𝑖𝑖𝑟𝑟
𝑑𝑑𝐿𝐿𝑠𝑠𝑟𝑟
𝑑𝑑𝜃𝜃

= −𝛭𝛭𝑖𝑖𝑠𝑠𝑖𝑖𝑟𝑟𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜃𝜃

𝑇𝑇 = 0 → 𝜃𝜃1 = 0 και 𝜃𝜃2 = 0
δ)

𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕𝜃𝜃

= −𝑀𝑀𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝑟𝑟𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 για 𝜃𝜃 = 0, 𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕𝜃𝜃

= −𝑀𝑀𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝑟𝑟 < 0 ευσταθής
𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕𝜃𝜃

= −𝑀𝑀𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝑟𝑟𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 για 𝜃𝜃 = 𝜋𝜋, 𝜕𝜕𝑇𝑇
𝜕𝜕𝜃𝜃

= 𝑀𝑀𝐼𝐼𝑠𝑠𝐼𝐼𝑟𝑟 > 0 ασταθής



9Καθ. Σταύρος Αθ. Παπαθανασίου
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Παράδειγμα: Η διφασική Μηχανή
𝐿𝐿𝑚𝑚𝑚𝑚 = 𝐿𝐿𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝐿𝐿𝑠𝑠 = 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜃𝜃.

𝐿𝐿𝑓𝑓𝑓𝑓 = 𝐿𝐿𝑓𝑓 = 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜃𝜃.
𝐿𝐿𝑚𝑚𝑓𝑓 = 𝑀𝑀𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃
𝐿𝐿𝑏𝑏𝑓𝑓 = 𝑀𝑀𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜃𝜃
𝐿𝐿𝑚𝑚𝑏𝑏 = 0

αφού τα πεδία των φάσεων a, b είναι κάθετα 
μεταξύ τους.
𝑟𝑟𝑠𝑠 η αντίσταση τυλίγματος στάτη

α) 𝑇𝑇 = 𝑇𝑇 𝜃𝜃 ;
β) 𝜃𝜃 = 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜃𝜃. (δρομέας ακίνητος) 𝐼𝐼𝑚𝑚 = 5 𝐴𝐴, 𝐼𝐼𝑏𝑏 = 5 𝐴𝐴, 𝐼𝐼𝑓𝑓 = 10 𝐴𝐴. Πώς θα 
κινηθεί ο δρομέας;
γ) 𝐼𝐼𝑓𝑓 = 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎𝜃𝜃. 𝑖𝑖𝑚𝑚 = 2𝐼𝐼𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜔𝜔𝑑𝑑, 𝑖𝑖𝑏𝑏 = 2𝐼𝐼𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜔𝜔𝑑𝑑, 𝜃𝜃 = 𝜔𝜔𝑑𝑑 − 𝛿𝛿: η θέση του άξονα 
του πεδίου δρομέα ως προς άξονα φάσης α. Ποια η μέση ροπή �𝑇𝑇 ?
δ) Για το (γ) ποιες οι 𝑈𝑈𝑚𝑚 𝑑𝑑 ,𝑈𝑈𝑏𝑏 𝑑𝑑 ;
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Λύση

α)

𝑇𝑇 =
1
2
𝑖𝑖𝑚𝑚2
𝑑𝑑𝐿𝐿𝑚𝑚𝑚𝑚
𝑑𝑑𝜃𝜃

+
1
2
𝑖𝑖𝑏𝑏2
𝑑𝑑𝐿𝐿𝑏𝑏𝑏𝑏
𝑑𝑑𝜃𝜃

+
1
2
𝑖𝑖𝑓𝑓2
𝑑𝑑𝐿𝐿𝑓𝑓𝑓𝑓
𝑑𝑑𝜃𝜃

+ 𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑏𝑏
𝑑𝑑𝐿𝐿𝑚𝑚𝑏𝑏
𝑑𝑑𝜃𝜃

+ 𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑓𝑓
𝑑𝑑𝐿𝐿𝑚𝑚𝑓𝑓
𝑑𝑑𝜃𝜃

+ 𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑓𝑓
𝑑𝑑𝐿𝐿𝑏𝑏𝑓𝑓
𝑑𝑑𝜃𝜃

→

𝑇𝑇 = 𝑖𝑖𝑚𝑚𝑖𝑖𝑓𝑓
𝑑𝑑𝐿𝐿𝑚𝑚𝑓𝑓
𝑑𝑑𝜃𝜃

+ 𝑖𝑖𝑏𝑏𝑖𝑖𝑓𝑓
𝑑𝑑𝐿𝐿𝑏𝑏𝑓𝑓
𝑑𝑑𝜃𝜃

𝑇𝑇 = 𝑀𝑀𝑖𝑖𝑓𝑓(𝑖𝑖𝑏𝑏𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 − 𝑖𝑖𝑚𝑚𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜃𝜃)
Γενική έκφραση στιγμιαίας ροπής.
β)

𝑇𝑇 = 𝑀𝑀𝐼𝐼𝑓𝑓 𝐼𝐼𝑏𝑏𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 − 𝐼𝐼𝑚𝑚𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜃𝜃 = 50𝑀𝑀 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 − 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜃𝜃
𝑇𝑇 ≠ 0 εκτός αν 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 = 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜃𝜃 ⇒ 𝜃𝜃 = 45° ή 𝜃𝜃 = 225°. Θέσεις ισορροπίας.

𝑑𝑑𝑇𝑇
𝑑𝑑𝜃𝜃

= −50𝑀𝑀 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜃𝜃 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜃𝜃 ⇒
𝜃𝜃 = 45°: 𝑑𝑑𝑇𝑇

𝑑𝑑𝜃𝜃
< 0 Ευσταθής

𝜃𝜃 = 225°: 𝑑𝑑𝑇𝑇
𝑑𝑑𝜃𝜃

> 0 Ασταθής
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Άρα ευσταθής ισορροπία στις 45°.
Εκεί τα πεδία στάτη-δρομέα ευθυγραμμίζονται.
Στις 225° ίδια διεύθυνση, αλλά αντίθετες φορές

γ) 
𝑇𝑇 = 2𝑀𝑀𝐼𝐼𝐼𝐼𝑓𝑓 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜔𝜔𝑑𝑑 ⋅ cos 𝜔𝜔𝑑𝑑 − 𝛿𝛿 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜔𝜔𝑑𝑑 ⋅ sin 𝜔𝜔𝑑𝑑 − 𝛿𝛿

Άρα:
𝑇𝑇 = 2𝑀𝑀𝐼𝐼𝐼𝐼𝑓𝑓𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝛿𝛿 = �𝑇𝑇  𝑇𝑇~𝐹𝐹𝑠𝑠𝐹𝐹𝑟𝑟𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝛿𝛿𝑠𝑠𝑟𝑟

Διαπιστώσεις
• Σύγχρονη 2Φ μηχανή: Παράγει �𝑇𝑇 ≠ 0 για 𝜔𝜔𝑚𝑚 = 𝜔𝜔𝑠𝑠
• 𝑇𝑇 𝑑𝑑 = �𝑇𝑇 → δεν υπάρχει πάλμωση: χαρακτηριστικό των πολυφασικών 

μηχανών
• Κινητήρας για 𝛿𝛿 > 0 (πεδίο δρομέα έπεται του στάτη)
• Γεννήτρια για 𝛿𝛿 < 0 (πεδίο δρομέα προηγείται του στάτη)
• 𝑇𝑇𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 = 2𝑀𝑀𝐼𝐼𝐼𝐼𝑓𝑓: ροπή αποσυγχρονισμού (μέγιστη ροπή)
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δ)

𝑢𝑢𝑚𝑚 = 𝑟𝑟𝑚𝑚𝑖𝑖𝑚𝑚 +
𝑑𝑑𝜀𝜀𝛼𝛼
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑖𝑖𝑚𝑚 +
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐿𝐿𝑠𝑠𝑖𝑖𝑚𝑚 + 𝐿𝐿𝑚𝑚𝑓𝑓𝑖𝑖𝑓𝑓

𝑢𝑢𝑏𝑏 = 𝑟𝑟𝑏𝑏𝑖𝑖𝑏𝑏 +
𝑑𝑑𝜀𝜀𝑏𝑏
𝑑𝑑𝑑𝑑

= 𝑟𝑟𝑠𝑠𝑖𝑖𝑏𝑏 +
𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

𝐿𝐿𝑠𝑠𝑖𝑖𝑏𝑏 + 𝐿𝐿𝑏𝑏𝑓𝑓𝑖𝑖𝑓𝑓

Άρα
𝑢𝑢𝑚𝑚 = 2𝑟𝑟𝑠𝑠𝐼𝐼𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜔𝜔𝑑𝑑 − 2𝜔𝜔𝐿𝐿𝐼𝐼𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜔𝜔𝑑𝑑 − 𝜔𝜔𝑀𝑀𝐼𝐼𝑓𝑓sin(𝜔𝜔𝑑𝑑 − 𝛿𝛿)
𝑢𝑢𝑏𝑏 = 2𝑟𝑟𝑠𝑠𝐼𝐼𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝜔𝜔𝑑𝑑 + 2𝜔𝜔𝐿𝐿𝐼𝐼𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝜔𝜔𝑑𝑑 + 𝜔𝜔𝑀𝑀𝐼𝐼𝑓𝑓cos(𝜔𝜔𝑑𝑑 − 𝛿𝛿)

όροι 𝑅𝑅 ⋅ 𝐼𝐼
ωμική πτώση τάσης

όροι 𝐿𝐿 𝑑𝑑𝑚𝑚
𝑑𝑑𝑑𝑑

τάσεις Μ/Σ
όροι 𝑖𝑖 𝑑𝑑𝑑𝑑

𝑑𝑑𝑑𝑑
τάσεις ταχύτητας



13Καθ. Σταύρος Αθ. Παπαθανασίου

ΕΜΠ
Χρήσιμες Τριγωνομετρικές Ταυτότητες

𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝐴𝐴𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝐵𝐵 =
1
2

cos 𝐴𝐴 − 𝐵𝐵 − cos 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝐴𝐴𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝐵𝐵 =
1
2

cos 𝐴𝐴 − 𝐵𝐵 + cos 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵

𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝐴𝐴𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝐵𝐵 =
1
2

sin 𝐴𝐴 − 𝐵𝐵 + sin 𝐴𝐴 + 𝐵𝐵

𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝐴𝐴 + 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝐵𝐵 = 2 sin
𝐴𝐴 + 𝐵𝐵

2
⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠

𝐴𝐴 − 𝐵𝐵
2

𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝐴𝐴 − 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝐵𝐵 = 2 sin
𝐴𝐴 − 𝐵𝐵

2
⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠

𝐴𝐴 + 𝐵𝐵
2

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝐴𝐴 + 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝐵𝐵 = 2 cos
𝐴𝐴 + 𝐵𝐵

2
⋅ 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠

𝐴𝐴 − 𝐵𝐵
2

𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝐴𝐴 − 𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝐵𝐵 = 2 sin
𝐴𝐴 + 𝐵𝐵

2
⋅ 𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠

𝐵𝐵 − 𝐴𝐴
2

𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠2𝐴𝐴 = 2𝑠𝑠𝑖𝑖𝑠𝑠𝐴𝐴𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠𝐴𝐴
𝑐𝑐𝑐𝑐𝑠𝑠2𝐴𝐴 = cos2 𝐴𝐴 − sin2 𝐴𝐴 = 1 − 2 sin2 𝐴𝐴 = 2 cos2 𝐴𝐴 − 1

𝑑𝑑𝑎𝑎𝑠𝑠2𝐴𝐴 =
2𝑑𝑑𝑎𝑎𝑠𝑠𝐴𝐴

1 − tan2 𝐴𝐴
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