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Αξηζκεηηθνί ππνινγηζκνί

▪ Δύξεζε ΜΚΓ (Δπθιείδεηνο αιγόξηζκνο)

▪ Ύςσζε ζε δύλακε

▪ Αξηζκνί Fibonacci

▪ Πνιιαπιαζηαζκόο αθεξαίσλ

▪ Divide-and-Conquer

▪ Δπίιπζε αλαδξνκώλ: master theorem
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Δύξεζε Μέγηζηνπ Κνηλνύ Γηαηξέηε (gcd) 

Γελ είλαη ινγηθό λα αλάγεηαη ζην πξόβιεκα εύξεζεο πξώησλ

παξαγόλησλ γηαηί απηό δελ ιύλεηαη απνδνηηθά.

Απιόο αιγόξηζκνο: O(min(α,b))

Αιγόξηζκνο κε αθαηξέζεηο: O(max(α,b))

Αιγόξηζκνο ηνπ Δπθιείδε: O(log(α+b))

z := min(a,b)

while (a mod z ≠ 0) and (b mod z ≠ 0) do z := z-1

i := a ; j := b
while ( i ≠ j ) do if i > j then  i := i - j  else j := j – i
return i 

i := a ; j := b
while ( i > 0) and ( j > 0) do

if i > j then  i := i mod j   else j := j mod i
return i + j 
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Δύξεζε Μέγηζηνπ Κνηλνύ Γηαηξέηε 

(gcd): πινπνίεζε κε αλαδξνκή

Αιγόξηζκνο κε αθαηξέζεηο: O(max(α,b))

Αιγόξηζκνο ηνπ Δπθιείδε: O(log(α+b))

if b=0 then GCD(a,b):= a
else GCD(a,b):= GCD(b, a mod b)

if a=b then GCD(a,b):=a
else if a>b then GCD(a,b):= GCD(a-b,b)

else GCD(a,b):= GCD(a,b-a)
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Πνιππινθόηεηα Δπθιείδεηνπ
■ O(log max(α,b)): ζε θάζε 2 επαλαιήςεηο ην πνιύ ν 

κεγαιύηεξνο αξηζκόο ππνδηπιαζηάδεηαη:

■ Πεξίπη. 1.  αξρηθά: (α, b),    b ≤ α/2

■ ζε 1 επαλάιεςε:  (b, α mod b)

α b

α mod b

b α mod b
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Πνιππινθόηεηα Δπθιείδεηνπ
■ O(log max(α,b)): ζε θάζε 2 επαλαιήςεηο ην πνιύ ν 

κεγαιύηεξνο αξηζκόο ππνδηπιαζηάδεηαη:

■ Πεξίπη. 2.  αξρηθά: (α, b),    b > α/2

■ ζε 1 επαλάιεςε:  (b, c)

■ ζε 2 επαλαιήςεηο:  (c,  b mod c)

α b

c = α mod b

b c

c b mod c

(c < α/2)
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Πνιππινθόηεηα Δπθιείδεηνπ 

Αιγόξηζκνπ

■ O(log max(α,b)): ζε θάζε 2 επαλαιήςεηο ην πνιύ ν 

κεγαιύηεξνο αξηζκόο ππνδηπιαζηάδεηαη

■ Ω(log max(α,b)): γηα δεύγε δηαδνρηθώλ αξηζκώλ

Fibonacci Fk-1, Fk, ν αιγόξηζκνο θάλεη k επαλαιήςεηο

(γηαηί;), θαη k = Θ(logFk), αθνύ Fk ≈ θk/√5,  

(ηζρύεη Fk = [θk – (1-θ)k ]/√5,  θ = (1+√5)/2 : σπςζή ηομή)

■ Άξα ε πνιππινθόηεηα ηνπ Δπθιείδεηνπ είλαη

Θ(log max(α,b)) = Θ(log (α+b)) 

■ Bit complexity: O(log3(max(α,b))) 



8

Ύςσζε ζε δύλακε

power(a, n)

result := 1;
for i := 1 to n do

result := result*a;    
return result

Πνιππινθόηεηα: O(n) – εθζεηηθή! (γηαηί;)
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Ύςσζε ζε δύλακε

power(a, n)

result := 1;
for i := 1 to n do

result := result*a;    
return result

Πνιππινθόηεηα: O(n) – εθζεηηθή! (γηαηί;)

υρ ππορ ηο μήκορ ηηρ ειζόδος: 

O(n) = (2logn) = O(2len(n))

logn < len(n) ≤ logn+1 
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... κε επαλαιακβαλόκελν ηεηξαγσληζκό 

(Gauss)

fastpower(a, n)

result := 1;
while n>0 do

if odd(n) then result:=result*a;
n := n div 2;
a := a*a 

return result

Πνιππινθόηεηα: O(logn) - πνιπσλπκηθή

υρ ππορ ηο μήκορ ηηρ ειζόδος: O(logn) = (len(n))

Ιδέα:  a13 = a8+4+1 = a8 a4 a1



Παξάδεηγκα ζε Python

def fastpower(a,n):
res=1
while (n>0):
if (n%2==1):

res=res*a 
print (n, a, res)     
n=n//2 
a=a*a 

return res

Εκτέλεση: print (fastpower(15, 507))

11
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a^n computation: a=15, n=507 

---------------------------

n a res 

---------------------------

507 15 15 

253 225 3375 

126 50625 3375 

63 2562890625 8649755859375 

31 6568408355712890625 56815128661595284938812255859375 

15 43143988327398919500410556793212890625 

245123124779553476933979997334084321991554134001489728689193

7255859375 

7

186140372879473421546741060475570282012336420507381262723356

4853668212890625 

456273098478477754404871005449560512605808364897244527162041

372045715025563297070224521967231717463114783889244208126001

4674626290798187255859375 

Παξάδεηγκα ζε Python: εθηέιεζε



Παξάδεηγκα ζε Python: εθηέιεζε
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. . . . . 

1

120050042531184094299874716051889779577766242877999774926621

511666739054560393666116288901943297970025344754226257166624

937808359064757447892755473928062711328282864028330039243822

312184801024809026818185212475825302998589583459405014766541

044631750295336452974762075918135906249517574906349182128906

25 

189787821718375110360762239350954129966731376201805406772602

442272623305647775089332670743514799079383484405610052572959

489905303006182040948649980490955066029181857035802223386098

036059919330482483657720145859824904754399181629709999530085

887946894416436785712070915319327998703108254211607359805831

177526935506324973606577448389957910588756698435943358452701

472306966001783648996571417819411171853449747320497842238598

203675133090389640160833787160530771936112655849181000704050

329471980267281185338842889154689834276189225020172717011238

228371563475037862855909764903117320500314235687255859375



Παξάδεηγκα ζε Python: εθηέιεζε
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15 ^ 507 =  

189787821718375110360762239350954129966731376201805406772602

442272623305647775089332670743514799079383484405610052572959

489905303006182040948649980490955066029181857035802223386098

036059919330482483657720145859824904754399181629709999530085

887946894416436785712070915319327998703108254211607359805831

177526935506324973606577448389957910588756698435943358452701

472306966001783648996571417819411171853449747320497842238598

203675133090389640160833787160530771936112655849181000704050

329471980267281185338842889154689834276189225020172717011238

228371563475037862855909764903117320500314235687255859375

Παπαηήπηζη: an  έρεη ηεπάζηιο πιήζνο ςεθίσλ: O(n loga). 
Βit complexity αναγκαζηικά εθζεηηθή!  (βι. θαη παξαθάησ)
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Modular exponentiantion: an mod p

fastmodpower(a,n,p)

result := 1;
while n>0 do

if odd(n) then res:=res*a mod p;
n := n div 2;
a := a*a mod p

return res

Arithmetic complexity: O(log n) = O(len(n))

Bit complexity: O(logn log2p) - πνιπσλπκηθή

υρ ππορ ηο μήκορ ηηρ ειζόδος: O(len(n). len(p)2)

Έλαο αποδοηικόρ θαη ππακηικά σπήζιμορ αιγόξηζκνο

(έιεγρνο πξώησλ θαηά Fermat: an-1 mod n =? 1 )



Παξάδεηγκα ζε Python

def fastmodpower(a,n,p):
res=1
while (n>0):
if (n%2==1):

res=res*a % p
print (n, a, res)     
n=n//2 

a=a*a % p
return res

Εκτέλεση: print (fastmodpower(15,126,127))

(Fermat primality test: an-1 mod n =? 1 )
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Παξάδεηγκα ζε Python: εθηέιεζε

17

Fermat Primality Test

a^(n-1) mod n computation: a=15, n=127

---------------------------

n a res 

---------------------------

126 15 1

63 98 98

31 79 122

15 18 37

7 70 50

3 74 17

1 15 1

1
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Bit complexity γηα ππνινγηζκό an ;

▪ ‘Αθειήο’ αιγόξηζκνο, i-νζηή επαλάιεςε: πνι/κόο a κε ai-1

O((i-1) log(a)2)    Σπλνιηθά: O(n2 log(a)2) = O(4len(n) len(a)2)

μη αποδοηικόρ! 

▪ Αιγόξηζκνο ηεηξαγσληζκνύ: O(n2 log(a)2) επίζεο! (γηαηί;)

▪ Τεηξαγσληζκόο κε πνιι/ζκό Gauss-Karatsuba:  

O(nlog3 logalog3) = O(3len(n)len(a)1.59) [πποζεσώρ!]

▪ Πεξαηηέξσ βειηηώζεηο [Harvey, van der Hoeven]:  

O(n loga (logn + loglogα)) = O(2len(n)len(a) (len(n) + log(len(α)))  …

καλύηεπορ, αιιά επίζεο μη αποδοηικόρ

▪ Εγγενώρ δύζκολο πξόβιεκα: an  έρεη εκθετικό πιήζνο bits

(πποαιπεηικό, εκηόρ ύληρ)
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Αξηζκνί Fibonacci

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...

F0 = 0,  F1 = 1 

Fn = Fn-1 + Fn-2 ,  n >=2

o Πξόβιεκα: Γίλεηαη n, λα ππνινγηζηεί ην Fn

o Πόζν γξήγνξν κπνξεί λα είλαη ην πξόγξακκά καο;
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Αξηζκνί Fibonacci –

αλαδξνκηθόο αιγόξηζκνο

Fib1(n)
if (n<2) then return n
else return Fib1(n-1)+Fib1(n-2)

■ Πνιππινθόηεηα: T(n) = T(n-1) + T(n-2) + c, 

δει. ε T(n) νξίδεηαη νπζηαζηηθά όπσο ε F(n) (ζπλ κηα
ζηαζεξά), νπόηε απνδεηθλύεηαη επαγσγηθά όηη:

Τ(n) ≥ c’ F(n) = Ω(1.618n) = Ω(1.6182len(n)
)

(διπλά εκθεηική σο πξνο κέγεζνο εηζόδνπ!)
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Αξηζκνί Fibonacci –

θαιύηεξνο αιγόξηζκνο

Fib2(n)
a:=0; b:=1;
for i:=2 to n do

c:=b; b:=a+b; a:=c;
return b

■ Πνιππινθόηεηα:  O(n)

■ Δίλαη πνιπσλπκηθή;
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Αξηζκνί Fibonacci –

θαιύηεξνο αιγόξηζκνο

Fib2(n)
a:=0; b:=1;
for i:=2 to n do

c:=b; b:=a+b; a:=c;
return b

■ Πνιππινθόηεηα:  O(n)

■ Δίλαη πνιπσλπκηθή; Ότι! : O(n) = O(2len(n))
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Αξηζκνί Fibonacci –

αθόκα θαιύηεξνο αιγόξηζκνο

Μπνξνύκε λα γξάςνπκε ηνλ ππνινγηζκό ζε κνξθή 
πηλάθσλ:

Από απηό ζπκπεξαίλνπκε:

… θαη ην πιήζνο ησλ αξηζκεηηθώλ πξάμεσλ (απιθμηηική

πολςπλοκόηηηα) κεηώλεηαη ζε O(logn) = O(len(n))
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Αξηζκνί Fibonacci –

αθόκα θαιύηεξνο αιγόξηζκνο

Άσκηση:

- έζησ όηη ζέινπκε λα βξνύκε F(n) mod t, γηα θάπνην

δνζκέλν αθέξαην t . Πνηνο αιγόξηζκνο ππεξηεξεί;

- βξείηε ηελ πολςπλοκόηηηα τηθιοππάξευν (bit 

complexity) ηνπ παξαπάλσ αιγνξίζκνπ. Σπγθξίλεηε κε ηνλ 

επαλαιεπηηθό αιγόξηζκν.
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Σεκαληηθή αιγνξηζκηθή ηερληθή

Divide-and-Conquer !

(Γηαίξεη-θαη-Κπξίεπε ή Γηαίξεη-θαη-Βαζίιεπε)

Πνηα ηδέα είλαη θνηλή θαη ζηνπο 3 πξνεγνύκελνπο 

αιγόξηζκνπο (Δπθιείδε, Repeated Squaring, Fibonacci 

κε πίλαθα);
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Divide-and-Conquer

• Φξνληθή πνιππινθόηεηα αιγόξηζκσλ «δηαίξεη-θαη-θπξίεπε»

κε δηαηύπσζε θαη ιύζε αλαδξνκηθήο εμίζσζεο ρξόλνπ 

εθηέιεζεο.  

• MergeSort

– Τ(n) : ρξόλνο γηα ηαμηλόκεζε n ζηνηρείσλ.

• T(n / 2) : ηαμηλόκεζε αξηζηεξνύ ηκήκαηνο (n / 2 ζηνηρεία).

• T(n / 2) : ηαμηλόκεζε δεμηνύ ηκήκαηνο (n / 2 ζηνηρεία).

• O(n) : ζπγρώλεπζε ηαμηλνκεκέλσλ ηκεκάησλ. 
–

T(n) = 2 T(n / 2) + O(n), T(1) = O(1)

– Φξόλνο εθηέιεζεο ΜergeSort: T(n) = ?
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Γέληξν Αλαδξνκήο

T(n) = 2 T(n / 2) + O(n),   

Τ(1) = O(1)

Δέντρο αναδρομής :

Ύςνο : O(log n)

#θνξπθώλ : O(n)

Φξόλνο / επίπεδν : O(n)

Σσνολικός τρόνος : O(n log n) 
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Πνιιαπιαζηαζκόο Αθεξαίσλ
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Πνιππινθόηεηα Πνιιαπιαζηαζκνύ
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+ cn

+ 4 cn/2

+ 16 cn/4

... ...   ...   ...   ...   ...   ...   ...  ...

…...

4k ‘θύιια’, ρξνληθή πνιππι/ηα  α.4k = O(n2)

+ 4(k-1) cn/2(k-1)

…   ...   ...   ...   ...   ...   ...   ...  

Τ(n)

T(n/2) T(n/2) T(n/2) T(n/2)

T(n/4) T(n/4) ….. ….... ….... …..

T(1) T(1) ..…..….. ….... …....…....

T(2) …..….. ….. ….….. .

<(4/2)k cn
.

.

.

≤ 2(logn+1) cn

= O(n2)

Φξνλ. 

πνι/ηα 

Σςνολικά: O(n2)

Ύςνο

δέλδξνπ

Απόδειξη:
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Πνιππινθόηεηα Πνιιαπιαζηαζκνύ
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Βειηησκέλνο Πνιιαπιαζηαζκόο 

(Gauss-Karatsuba)
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Πνιππινθόηεηα Βειηίσζεο
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+ cn

+ 3 c n/2

+ 9 c n/4

... ...   ...   ...   ...   ...   ...   ...  ...

…...

3k ‘θύιια’, ρξνληθή πνιππι/ηα  α.3k = O(3logn) = O(nlog3)

+ 3(k-1) c n/2(k-1)

…   ...   ...   ...   ...   ...   ...   ...  

Τ(n)

T(n/2) T(n/2) T(n/2) T(n/2)

T(n/4) T(n/4) ….. ….... ….... …..

T(1) T(1) ..…..….. ….... …....…....

T(2) …..….. ….. ….…..

<2.(3/2)k cn
.

.

.

≤ 3.(3/2)(logn) cn

= O(nlog3)

Φξνλ. 

πνι/ηα 

Σςνολικά: O(nlog3)

Ύςνο

δέλδξνπ

Απόδειξη:
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Πνιππινθόηεηα Βειηίσζεο
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Master Theorem (απιή κνξθή)

Αλ T(n) = aT (n /b) + O(n), 

γηα ζεηηθνύο αθέξαηνπο a, b

θαη Τ(1) = O(1)

ηόηε:

O(n), αλ a<b

O(n logn), αλ a=b

O(nlogba), αλ a>b

T(n) =
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+ cn

+ a c n/b

+ a2 c n/b2

... ...   ...   ...   ...   ...   ...   ...  ...

…...

ak ‘θύιια’, ρξνληθή πνιππι/ηα  c’.ak = O(alogbn) = O(nlogba) ≤

+ a(k-1) c n/b(k-1)

…   ...   ...   ...   ...   ...   ...   ...  

Τ(n)

T(n/b) T(n/b) T(n/b)

T(n/b2) ….. ….... ….... …..

T(1) T(1) ..…..….. ….... …....…....

…..….. ….. ….…..

.

.

.

≤cnΣ0
k -1  (a/b)i

Φξνλ. 

πνι/ηα 

Ύςνο

δέλδξνπ

Απόδειξη:

T(n/b2)

...

...

a

a

O(n), αλ a<b

O(n logn), αλ a=b

O(nlogba), αλ a>b

=

…
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Master Theorem (γεληθή κνξθή)

Αλ T(n) = aT(n/b) + O(nd), 

γηα ζεηηθνύο αθέξαηνπο a, b, d

θαη Τ(1) = O(1)

ηόηε:

O(nd), αλ a<bd

O(nd logn), αλ a=bd

O(nlogba), αλ a>bd

T(n) =
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Master Theorem: εθαξκνγή
Αλ T(n) = aT(n/b) + O(nd), γηα ζεηηθνύο αθέξαηνπο a, b, d

θαη Τ(1) = O(1) ηόηε:

Matrix Multiplication

• 'Standard' divide-and-conquer: T(n) = 8T(n/2) + O(n2)

=> T(n) = O(n3) 

• Strassen's algorithm: T(n) = 7T(n/2) + O(n2)

=> T(n) = O(nlog7) 

O(nd), αλ a<bd

O(nd logn), αλ a=bd

O(nlogba), αλ a>bd

T(n) =



Αιγόξηζκνη divide & conquer
Ο(logn) if x<A[n/2] search(A[1,n/2+)… δπαδηθή αλαδήηεζε

Ο(log3(max(a,b))) GCD(a,b) := GCD(b,amod b)    εύξεζε ΜΚΓ

Ο(logn log2a) modpow(a,n,p) := modpow(a2,n/2,p)

modular exponentiation

Ο(logn) * αλγόριθμος πίνακα ππνινγηζκόο n-νζηνύ

[*αξηζκ. πνιππι/ηα] fast doubling αξηζκνύ Fibonacci

Ο(n logn) mergesort(Α*1, n/2]) ηαμηλόκεζε

mergesort(Α*n/2+1, n]) κε ζπγρώλεπζε

merge(Α*1, n/2+, Α*n/2+1, n])

Ο(nlog3) Gauss-Karatsuba πνιι/ζκόο n-bit αξηζκώλ

Ο(nlog7) Strassen πνιι/ζκόο πηλάθσλ n x n


