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Αλγόριθμος

 Webster‟s 50 ρξόληα πξηλ: αλύπαξθηνο όξνο

 Oxford‟s, 1971: «erroneous refashioning of algorism: 

calculation with Arabic numerals»

 Abu Jaffar Mohammed Ibn Musa Al-Khowarizmi, 

محمد بن موسى ,الخوارزمي 9νο αη. κ.Χ.

 Παξαδείγκαηα:

 Επθιείδεηνο αιγόξηζκνο (Επθιείδεο, 3νο αη. π.Χ.) γηα

εύξεζε ΜΚΔ

 Αξηζκνί Fibonacci (Leonardo Pisano Filius Bonacci, 

13νο αη. κ.Χ.)

 Τξίγσλν Pascal (Yang Hui, 13νο αη. κ.Χ.)
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Αλγόριθμος (συν.)

 Πξσηαξρηθή έλλνηα. Μέζνδνο επίιπζεο πξνβιήκαηνο 

δνζκέλε σο πεπεξαζκέλν ζύλνιν θαλόλσλ (ελεξγεηώλ, 

δηεξγαζηώλ) πνπ επελεξγνύλ ζε δεδνκέλα (data).

 Πεπεξαζκέλε εθηέιεζε (finiteness).

 Κάζε θαλόλαο νξίδεηαη επαθξηβώο θαη ε αληίζηνηρε 

δηεξγαζία είλαη ζπγθεθξηκέλε (definiteness).

 Δέρεηαη κεδέλ ή πεξηζζόηεξα κεγέζε εηζόδνπ (input).

 Δίλεη ηνπιάρηζηνλ έλα κέγεζνο σο απνηέιεζκα (output).

 Μεραληζηηθά απνηειεζκαηηθόο, εθηέιεζε κε “κνιύβη θαη 

ραξηί” (effectiveness).
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Αλγόριθμος Ευκλεϊδη

 if a>b then GCD(a,b):= GCD(a mod b, b)
else GCD(a,b):= GCD(a, b mod a)

(a mod b =  ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο a div b) 

ΜΚΔ (172 , 54)   =          
ΜΚΔ (10 , 54)   =           
ΜΚΔ (10 , 4)   =           
ΜΚΔ (2 , 4)   =           
ΜΚΔ (2 , 0)  = 2
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Αλγόριθμος Ευκλεϊδη

 if a>b then GCD(a,b):= GCD(a mod b, b)
else GCD(a,b):= GCD(a, b mod a)

(a mod b =  ην ππόινηπν ηεο δηαίξεζεο a div b)

 Ο Εςκλείδειορ αλγόπιθμορ είναι ο καλύηεπορ γνυζηόρ 

αλγόπιθμορ για ΜΚΔ!

 Αλνηρηό εξώηεκα: είλαη βέιηηζηνο;
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Τρϊγωνο Pascal (Yang Hui)

Δησλπκηθνί ζπληειεζηέο / ζπλδπαζκνί:

(a+b)4 = a4 + 4a3b + 6a2b2 + 4ab3 + b4

1

1 1

1 2 1

1 3 3 1

1 4 6 4 1
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Σημαντικές τεχνικές

 Επαλάιεςε (Iteration)

 Αλαδξνκή (Recursion)

 Επαγσγή (Induction)
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Πύργοι Ανόι (Hanoi Towers)

πεγή: wikipedia
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πεγή: wikipedia

Πύργοι Ανόι (Hanoi Towers)
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Πύργοι Ανόι (Hanoi Towers): 
αναδρομή

procedure move_anoi(n from X to Y using Z)
begin

if n = 1 then
move top disk from X to Y

else
move_anoi(n-1 from X to Z using Y);
move top disk from X to Y;
move_anoi(n-1 from Z to Y using X)

end
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Πύργοι Ανόι (Hanoi Towers): 
αναδρομή σε Python

def hanoi(ndisks, startPeg, endPeg, usePeg):

if ndisks > 0:

hanoi(ndisks-1, startPeg, usePeg, endPeg)

print ("Move disk", ndisks, "from peg", startPeg, 

"to peg", endPeg) 

hanoi(ndisks-1, usePeg, endPeg, startPeg)

Δοκιμάστε: hanoi(5, "X", "Y", "Z")
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Πύργοι Ανόι (Hanoi Towers): 
επανάληψη

Επανάλαβε (μέχρι να επιτευχθεί η 
μετακίνηςη):

• Μετακίνηςε κατά τη θετική φορά 
τον μικρότερο δίςκο

• Κάνε την μοναδική επιτρεπτή 
κίνηςη που δεν αφορά τον 
μικρότερο δίςκο
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Πύργοι Ανόι (Hanoi Towers)

• Πνηό είλαη ην πιήζνο θηλήζεσλ 

ησλ δύν ηξόπσλ γηα n δίζθνπο;

• Γίλεηαη θαιύηεξα;

πεγή: wikipedia
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Υπολογιστικά προβλήματα

 Δίλεηαη αθέξαηνο n: πόζν γξήγνξα κπνξνύκε λα 

ππνινγίζνπκε:

 ην άζξνηζκα ησλ αξηζκώλ 1...n

 αλ ν n είλαη πξώηνο

 ηνλ n-νζηό αξηζκό Fibonacci
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Και ένα ακόμη...

 Πόζν γξήγνξα κπνξνύκε λα ππνινγίζνπκε:

ην ειάρηζην πιήζνο δνθηκώλ γηα λα βξνύκε ζε 

πνην ύςνο ζπάεη έλα γπάιηλν αληηθείκελν 

 αλ καο ελδηαθέξεη αθξίβεηα εθαηνζηνύ

 αλ καο ελδηαθέξεη ύςνο κέρξη n εθαηνζηά

 αλ δηαζέηνπκε 1 δνθηκαζηηθό αληηθείκελν;

 αλ δηαζέηνπκε 2 δνθηκαζηηθά αληηθείκελα;

 αλ δηαζέηνπκε k δνθηκαζηηθά αληηθείκελα;
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Αποδοτικότητα αλγορϊθμου

 Μεηξάκε ην θόζηνο αιγνξίζκνπ ζαλ ζπλάξηεζε ησλ

ππνινγηζηηθώλ πόξσλ πνπ απαηηνύληαη ζε ζρέζε κε ην 

κέγεζνο ηεο (αλαπαξάζηαζεο ηεο) εηζόδνπ ζηελ σειπόηεπη 

πεπίπηυζη:

costA(n) = max {θόζηνο αιγνξίζκνπ Α γηα είζνδν x}

κεηαμύ όισλ 

ησλ εηζόδσλ

x κήθνπο n

 Παξάδεηγκα:  time-costMS(n) <= c nlogn

(MS = MergeSort, c κία ζηαζεξά)
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 Σπλήζσο καο ελδηαθέξεη ην θόζηνο ζε ρξόλν, ή αιιηώο ε 

ρξνληθή πνιππινθόηεηα.

 Ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεη θαη ην θόζηνο ζε ρώξν, ή αιιηώο 

ρσξηθή πνιππινθόηεηα.

 Παξάδεηγκα:  space-costMS(n) <= c’ n

(MS = MergeSort, c’ θάπνηα ζηαζεξά)

Αποδοτικότητα αλγορϊθμου
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Ασυμπτωτικός συμβολισμός (i)
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Συμβολισμός Ο : παραδεϊγματα

 BubbleSort:  ΤBS(n) = Ο(n2)

 InsertionSort:  ΤIS(n) = Ο(n2)

 MergeSort:  ΤMS(n) = Ο(n logn)

 Πξνζνρή: πνιππινθόηεηα ρεηξόηεξεο πεξίπησζεο: 

ην θόζηνο ηεο ρεηξόηεξεο πεξίπησζεο γηα ηελ 

MergeSort είλαη ην πνιύ cnlogn
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Ασυμπτωτικός συμβολισμός (ii)
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Συμβολισμός Ω : παραδεϊγματα

 BubbleSort:  ΤBS(n) = Ω(n2)

 InsertionSort:  ΤIS(n) = Ω(n2)

 MergeSort:  ΤMS(n) = Ω(n logn)

 Πξνζνρή: πνιππινθόηεηα ρεηξόηεξεο πεξίπησζεο: ην 

θόζηνο ηεο ρεηξόηεξεο πεξίπησζεο γηα ηελ MergeSort

είλαη ηνπιάρηζηνλ cnlogn
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Ασυμπτωτικός συμβολισμός (iii)
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 BubbleSort:  ΤBS(n) = Θ(n2)

 InsertionSort:  ΤIS(n) = Θ(n2)

 MergeSort:  ΤMS(n) = Θ(n logn)

 Πξνζνρή: πνιππινθόηεηα ρεηξόηεξεο πεξίπησζεο: ην 

θόζηνο ηεο ρεηξόηεξεο πεξίπησζεο γηα ηελ MergeSort

είλαη ην πνιύ cnlogn θαη ηνπιάρηζηνλ c’nlogn

Συμβολισμός Θ : παραδεϊγματα
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Ασυμπτωτικός συμβολισμός : 
συμβάσεις και ιδιότητες

 Γξάθνπκε:  g(n) = O(f(n)) αληί γηα  g(n) Є O(f(n))

 Θ(f) = O(f ) ∩ Ω(f )

 p(n) = Θ(nk), γηα θάζε πνιπώλπκν p

 Ο(poly) = U O(nk)   (γηα όια ηα k Є N)
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log*n: πόζεο θνξέο πξέπεη λα ινγαξηζκήζνπκε ην n γηα λα 

θηάζνπκε θάησ από ην 1 (αληίζηξνθε ππεξεθζεηηθήο)

A: Ackermann.

α: αληίζηξνθε ηεο Α.

Ασυμπτωτικός συμβολισμός : 
συμβάσεις και ιδιότητες
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Γιατϊ ασυμπτωτικός συμβολισμός;

http://bigocheatshee

t.com/

Source: bigocheatsheet.com/
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Ασυμπτωτικός συμβολισμός:  
απόδειξη φραγμάτων

Θεώπημα. log(n!) = Θ(n logn)

Απόδειξη: αζπκπησηηθά (γηα n > n0) ηζρύεη:

(n/2)n/2 < n! < nn => 

(1/2) n (logn - 1) < log(n!) < n logn => 

(1/4) n logn < log(n!) < n logn

Πξνζνρή: κπνξείηε λα ρξεζηκνπνηήζεηε θαλόλα de l‟Hospital, 

αιιά ζπλήζσο γίνεηαι και πιο απλά, όπυρ παπαπάνυ!
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Πολυπλοκότητα αλγορϊθμων: 
απλοποιήσεις
 Σπρλά ζεσξνύκε σο μέγεθορ ηηρ ειζόδος ην πιήζνο 

ησλ ζηνηρείσλ εηζόδνπ κόλν (αγλνώληαο ην κέγεζόο ηνπο 

ζε bits): 

 ηθαλνπνηεηηθή εθηίκεζε, αλ νη ηπρόλ αξηζκνί εηζόδνπ είλαη 

«κηθξνί» ζε ζρέζε κε ηελ ππόινηπε είζνδν

 ή αλ είλαη «κεγάινη» αιιά ε ηηκή ηνπο δελ επεξεάδεη ην 

πιήζνο ησλ ζηνηρεησδώλ πξάμεσλ: π.ρ. ηαμηλόκεζε κε 

ζπγθξίζεηο (BubbleSort, MergeSort, InsertionSort), 

εύξεζε ζπληνκόηεξσλ δηαδξνκώλ (Dijkstra, Bellman-

Ford), εύξεζε MST (Prim, Kruskal).
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Πολυπλοκότητα αλγορϊθμων: 
απλοποιήσεις
 Θεσξνύκε αθόκε όηη θάζε ζηνηρεηώδεο αξηζκεηηθή πξάμε 

(πξόζζεζε, πνι/ζκόο, ζύγθξηζε) έρεη κνλαδηαίν θόζηνο

(1 βήκα):

απηό ιέγεηαη απιθμηηική πολςπλοκόηηηα (arithmetic 

complexity) θαη είλαη ζπλήζσο ηθαλνπνηεηηθή εθηίκεζε 

(δείηε θαη word RAM model)

 ε εθηίκεζε ηεο πολςπλοκόηηηαρ τηθιοππάξευν (bit 

complexity) είλαη απαξαίηεηε όηαλ νη αξηζκνί 

«κεγαιώλνπλ» πνιύ θαηά ηε δηάξθεηα εθηέιεζεο: π.ρ. 

ύςσζε ζε δύλακε, n-νζηόο Fibonacci
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Πολυπλοκότητα προβλήματος

 Είλαη ε πνιππινθόηεηα ηνπ βέιηηζηνπ αιγνξίζκνπ πνπ 

ιύλεη ην πξόβιεκα.

costΠ(n) = min {costA(n)}

κεηαμύ όισλ ησλ αιγνξίζκσλ

Α πνπ επηιύνπλ ην Π

 Παξάδεηγκα: time-costSORT(n) = O(n logn)

(SORT = πξόβιεκα ηαμηλόκεζεο)

 Γηα λα δείμνπκε βεληιζηόηηηα αλγοπίθμος ρξεηάδεηαη θαη 

απόδειξη ανηίζηοισος κάηυ θπάγμαηορ:  Ω(n logn)
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Ανάλυση χρονικής 
πολυπλοκότητας αλγορϊθμων
Μέηξεζε βεκάησλ πνπ ζα εθηειεζηνύλ:

 είηε κε απεπζείαο άζξνηζε πιήζνπο βεκάησλ

(επαλαιεπηηθνί αιγόξηζκνη) 

 Π.ρ.:  TBS(n) <= c n2 = O(n2)
(BS = BubbleSort, c θάπνηα ζηαζεξά)

 είηε κε επίιπζε αλαδξνκηθώλ ζρέζεσλ 

(αλαδξνκηθνί αιγόξηζκνη)

 Π.ρ.:  TMS(n) <= 2TMS(n/2)+cn =…= O(n logn)
(MS = MergeSort, c θάπνηα ζηαζεξά)
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Πϊνακας χρονικής πολυπλ/τας

Ο(1) a := b*c; απιέο εληνιέο

Ο(logn) if x<A[n/2] search(A[1,n/2])… δπαδηθή αλαδήηεζε

Ο(n) for i:=1 to n do <Ο(1)> απιόο βξόρνο

Ο(n logn) mergesort(Α[1, n/2]) ηαμηλόκεζε

mergesort(Α[n/2+1, n]) κε ζπγρώλεπζε

merge(Α[1, n/2], Α[n/2+1, n])

Ο(n2) for i:=1 to n dο δηπιόο βξόρνο

for j:=1 to n do <Ο(1)>

Ο(2n) for all S ⊆ {0,1}n do <Ο(1)> ππνζύλνια

Ο(n!) for all ς in S[n] do <Ο(1)> κεηαζέζεηο
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Αριθμητικοϊ υπολογισμοϊ

 Εύξεζε ΜΚΔ (Επθιείδεηνο αιγόξηζκνο)

 Ύςσζε ζε δύλακε

 Αξηζκνί Fibonacci

 Πνιιαπιαζηαζκόο αθεξαίσλ

 Divide-and-Conquer

 Επίιπζε αλαδξνκώλ: master theorem
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Εύρεση Μέγιστου Κοινού Διαιρέτη (gcd)

Δελ είλαη ινγηθό λα αλάγεηαη ζην πξόβιεκα εύξεζεο πξώησλ

παξαγόλησλ γηαηί απηό δελ ιύλεηαη απνδνηηθά.

Απιόο αιγόξηζκνο: O(min(α,b))

Αιγόξηζκνο κε αθαηξέζεηο: O(max(α,b))

Αιγόξηζκνο ηνπ Επθιείδε: O(log(α+b))

z := min(a,b)

while (a mod z ≠ 0) and (b mod z ≠ 0) do z := z-1

i := a ; j := b
while ( i ≠ j ) do if i > j then  i := i - j  else j := j – i
return i

i := a ; j := b
while ( i > 0) and ( j > 0) do

if i > j then  i := i mod j   else j := j mod i
return i + j 
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Εύρεση Μέγιστου Κοινού Διαιρέτη 
(gcd): υλοποϊηση με αναδρομή

Αιγόξηζκνο κε αθαηξέζεηο: O(max(α,b))

Αιγόξηζκνο ηνπ Επθιείδε: O(log(α+b))

if b=0 then GCD(a,b):= a
else GCD(a,b):= GCD(b, a mod b)

if a=b then GCD(a,b):=a
else if a>b then GCD(a,b):= GCD(a-b,b)

else GCD(a,b):= GCD(a,b-a)
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Πολυπλοκότητα Ευκλεϊδειου
 O(log max(α,b)): ζε θάζε 2 επαλαιήςεηο ην πνιύ ν 

κεγαιύηεξνο αξηζκόο ππνδηπιαζηάδεηαη:

 Πεξίπη. 1.  αξρηθά: (α, b),  b ≤ α/2

 ζε 1 επαλάιεςε: (b, α mod b)

α b

α mod b

b α mod b
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Πολυπλοκότητα Ευκλεϊδειου
 O(log max(α,b)): ζε θάζε 2 επαλαιήςεηο ην πνιύ ν 

κεγαιύηεξνο αξηζκόο ππνδηπιαζηάδεηαη:

 Πεξίπη. 2.  αξρηθά: (α, b),  b > α/2

 ζε 1 επαλάιεςε: (b, α mod b)

 ζε 2 επαλαιήςεηο: (α mod b, b mod (α mod b))

α b

α mod b

b α mod b

α mod b b mod (α mod b)
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Πολυπλοκότητα Ευκλεϊδειου 
Αλγόριθμου
 O(log max(α,b)): ζε θάζε 2 επαλαιήςεηο ην πνιύ ν 

κεγαιύηεξνο αξηζκόο ππνδηπιαζηάδεηαη

 Ω(log max(α,b)): γηα δεύγε δηαδνρηθώλ αξηζκώλ 

Fibonacci Fk-1, Fk, ν αιγόξηζκνο θάλεη k επαλαιήςεηο

(γηαηί;), θαη k = Θ(logFk), αθνύ Fk ≈ θk/√5,

(θ = (1+√5)/2 : σπςζή ηομή)

 Άξα ε πνιππινθόηεηα ηνπ Επθιείδεηνπ είλαη

Θ(log max(α,b)) = Θ(log (α+b)) 

 Bit complexity: O(log3(max(α,b))) 
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Ύψωση σε δύναμη

power(a, n)

result := 1;
for i := 1 to n do

result := result*a;    
return result

Πνιππινθόηεηα: O(n) – εθζεηηθή! (γηαηί;)
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Ύψωση σε δύναμη

power(a, n)

result := 1;
for i := 1 to n do

result := result*a;    
return result

Πνιππινθόηεηα: O(n) – εθζεηηθή! (γηαηί;)

υρ ππορ ηο μήκορ ηηρ 

ειζόδος: O(2logn) = O(2len(n))

logn ≤ len(n) ≤ logn+1 
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... με επαναλαμβανόμενο 
τετραγωνισμό (Gauss)
fastpower(a, n)

result := 1;
while n>0 do

if odd(n) then result:=result*a;
n := n div 2;
a := a*a 

return result

Ιδέα:  a13 = a8+4+1 = a8 a4 a1 = a1.2
3

+1.2
2

+0.2
1

+1.2
0

Πνιππινθόηεηα: O(logn) - πνιπσλπκηθή

υρ ππορ ηο μήκορ ηηρ ειζόδος: O(len(n))



Παράδειγμα σε Python

def fastpower(a,n):
res=1
while (n>0):
if (n%2==1):

res=res*a 
print (n, a, res)     
n=n//2 
a=a*a 

return res

Εκτέλεση: print (fastpower(15, 507))

42



Παράδειγμα σε Python: εκτέλεση
εκτέλεσης

43

Python 3.5.2 (default, Dec 2015, 13:05:11) [GCC 4.8.2] on 

linux

15 ^ 507 computation 

---------------------------

n a res 

---------------------------

507 15 15 

253 225 3375 

126 50625 3375 

63 2562890625 8649755859375 

31 6568408355712890625 56815128661595284938812255859375 

15 43143988327398919500410556793212890625 

245123124779553476933979997334084321991554134001489728689193

7255859375 

7 

186140372879473421546741060475570282012336420507381262723356

4853668212890625 

456273098478477754404871005449560512605808364897244527162041

372045715025563297070224521967231717463114783889244208126001



Παράδειγμα σε Python: εκτέλεση

44

4674626290798187255859375 

1 

120050042531184094299874716051889779577766242877999774926621

511666739054560393666116288901943297970025344754226257166624

937808359064757447892755473928062711328282864028330039243822

312184801024809026818185212475825302998589583459405014766541

044631750295336452974762075918135906249517574906349182128906

25 

189787821718375110360762239350954129966731376201805406772602

442272623305647775089332670743514799079383484405610052572959

489905303006182040948649980490955066029181857035802223386098

036059919330482483657720145859824904754399181629709999530085

887946894416436785712070915319327998703108254211607359805831

177526935506324973606577448389957910588756698435943358452701

472306966001783648996571417819411171853449747320497842238598

203675133090389640160833787160530771936112655849181000704050

329471980267281185338842889154689834276189225020172717011238

228371563475037862855909764903117320500314235687255859375



Παράδειγμα σε Python: εκτέλεση
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15 ^ 507 =  

189787821718375110360762239350954129966731376201805406772602

442272623305647775089332670743514799079383484405610052572959

489905303006182040948649980490955066029181857035802223386098

036059919330482483657720145859824904754399181629709999530085

887946894416436785712070915319327998703108254211607359805831

177526935506324973606577448389957910588756698435943358452701

472306966001783648996571417819411171853449747320497842238598

203675133090389640160833787160530771936112655849181000704050

329471980267281185338842889154689834276189225020172717011238

228371563475037862855909764903117320500314235687255859375
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Bit complexity για an ;

 „Αθειήο‟ αιγόξηζκνο, i-νζηή επαλάιεςε: πνι/κόο a κε ai-1

O((i-1) len(a)2) Συνολικά: O(n2 len(a)2) = O(4len(n) len(a)2)

 Αιγόξηζκνο ηεηξαγσληζκνύ: O(n2 len(a)2) επίζεο!

(γηαηί;)

 Τεηξαγσληζκόο κε πνιι/ζκό Gauss-Karatsuba:

O(nlog3 logalog3) = O(3len(n)len(a)1.59) [προςεχώσ!]

 Πεξαηηέξσ βειηηώζεηο [Harvey, van der Hoeven]:

O(n loga (logn + loglogα)) = 
O(2len(n)len(a) (len(n) + log(len(α)))  … αλλά όχι πρακτικός
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Modular exponentiantion an mod p

fastmodpower(a,n,p)

result := 1;
while n>0 do

if odd(n) then res:=res*a mod p;
n := n div 2;
a := a*a mod p

return res

Arithmetic complexity: O(log n) = O(len(n))

Bit complexity: O(logn log2p) - πνιπσλπκηθή

υρ ππορ ηο μήκορ ηηρ ειζόδος: O(len(n). len(p)2)

l



Παράδειγμα σε Python

def fastmodpower(a,n,p):
res=1
while (n>0):
if (n%2==1):

res=res*a % p
print (n, a, res)     
n=n//2 
a=a*a % p

return res

Εκτέλεση: print (fastmodpower(15,126,127))

(Fermat primality test: an-1 mod n =? 1 )

48



Παράδειγμα σε Python: εκτέλεση
εκτέλεσης

49

Python 3.5.2 (default, Dec 2015, 13:05:11)

[GCC 4.8.2] on linux

126 15 1

63 98 98

31 79 122

15 18 37

7 70 50

3 74 17

1 15 1

1
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Αριθμοϊ Fibonacci

0, 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, ...

F0 = 0,  F1 = 1 

Fn = Fn-1 + Fn-2 ,  n >=2

o Πξόβιεκα: Δίλεηαη  n, λα ππνινγηζηεί ην Fn

o Πόζν γξήγνξν κπνξεί λα είλαη ην πξόγξακκά καο;
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Αριθμοϊ Fibonacci –
αναδρομικός αλγόριθμος

Fib1(n)
if (n<2) then return n
else return Fib1(n-1)+Fib1(n-2)

 Πνιππινθόηεηα: T(n) = T(n-1) + T(n-2) + c, 

δει. ε T(n) νξίδεηαη νπζηαζηηθά όπσο ε F(n) (ζπλ κηα 
ζηαζεξά), νπόηε απνδεηθλύεηαη όηη:

Τ(n) = c’.F(n) = Ω(1.618n) = Ω(1.6182len(n)
)
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Αριθμοϊ Fibonacci –
καλύτερος αλγόριθμος

Fib2(n)
a:=0; b:=1;
for i:=2 to n do

c:=b; b:=a+b; a:=c;
return b

 Πνιππινθόηεηα:  O(n)

 Είλαη πνιπσλπκηθή;
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Αριθμοϊ Fibonacci –
καλύτερος αλγόριθμος

Fib2(n)
a:=0; b:=1;
for i:=2 to n do

c:=b; b:=a+b; a:=c;
return b

 Πνιππινθόηεηα:  O(n)

 Είλαη πνιπσλπκηθή; Όσι! : O(2len(n))
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Αριθμοϊ Fibonacci –
ακόμα καλύτερος αλγόριθμος

Μπνξνύκε λα γξάςνπκε ηνλ ππνινγηζκό ζε κνξθή 
πηλάθσλ:

Από απηό ζπκπεξαίλνπκε:

… θαη ην πιήζνο ησλ αξηζκεηηθώλ πξάμεσλ (απιθμηηική 

πολςπλοκόηηηα) κεηώλεηαη ζε O(logn) = O(len(n))
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Αριθμοϊ Fibonacci –
ακόμα καλύτερος αλγόριθμος

Άσκηση:

- βξείηε ηελ πολςπλοκόηηηα τηθιοππάξευν (bit 

complexity) ηνπ παξαπάλσ αιγνξίζκνπ. Σπγθξίλεηε κε ηνλ 

επαλαιεπηηθό αιγόξηζκν.

- ηη ηζρύεη αλ ζέινπκε ην απνηέιεζκα mod t, γηα θάπνην 

δνζκέλν αθέξαην t; Πνηνο αιγόξηζκνο ππεξηεξεί;
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Σημαντική αλγοριθμική τεχνική

Divide-and-Conquer !

(Δηαίξεη-θαη-Κπξίεπε)

Πνηα ηδέα είλαη θνηλή θαη ζηνπο 3 πξνεγνύκελνπο 

αιγόξηζκνπο (Επθιείδε, Repeated Squaring, Fibonacci 

κε πίλαθα);
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Divide-and-Conquer

• Χξνληθή πνιππινθόηεηα αιγόξηζκσλ «δηαίξεη-θαη-θπξίεπε»

κε δηαηύπσζε θαη ιύζε αλαδξνκηθήο εμίζσζεο ρξόλνπ 

εθηέιεζεο.  

• MergeSort

– Τ(n) : ρξόλνο γηα ηαμηλόκεζε n ζηνηρείσλ.

• T(n / 2) : ηαμηλόκεζε αξηζηεξνύ ηκήκαηνο (n / 2 ζηνηρεία).

• T(n / 2) : ηαμηλόκεζε δεμηνύ ηκήκαηνο (n / 2 ζηνηρεία).

• O(n) : ζπγρώλεπζε ηαμηλνκεκέλσλ ηκεκάησλ. 
–

T(n) = 2 T(n / 2) + O(n), T(1) = O(1)

– Χξόλνο εθηέιεζεο ΜergeSort: T(n) = ?
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Δέντρο Αναδρομής

T(n) = 2 T(n / 2) + O(n), 

Τ(1) = O(1) T(n)

T(n / 2)T(n / 2)

T(n / 4) T(n / 4) T(n / 4) T(n / 4)

log2 n

.

.

.

cn

cn

+

cn

+

.

.

.

+

Θ(n log n)

cn/2 cn/2

cn

cn/4 cn/4 cn/4 cn/4

Δένηπο αναδπομήρ :

Ύςνο : O(log n)

#θνξπθώλ : O(n)

Χξόλνο / επίπεδν : O(n)

Σςνολικόρ σπόνορ : O(n log n) 
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Πολλαπλασιασμός Ακεραϊων
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Πολυπλοκότητα Πολλαπλασιασμού
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+ cn

+ 4 cn/2

+ 16 cn/4

... ...   ...   ...   ...   ...   ...   ...  ...

…...

4k „θύιια‟, ρξνληθή πνιππι/ηα α.4k = O(n2)

+ 4(k-1) cn/2(k-1)

…   ...   ...   ...   ...   ...   ...   ...  

Τ(n)

T(n/2) T(n/2) T(n/2) T(n/2)

T(n/4) T(n/4) ….. ….... ….... …..

T(1) T(1) ..…..….. ….... …....…....

T(2) …..….. ….. ….….. .

<(4/2)k cn
.

.

.

≤ 2(logn+1) cn

= O(n2)

Χξνλ. 

πνι/ηα 

Σςνολικά: O(n2)

Ύςνο

δέλδξνπ

Απόδειξη:
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Πολυπλοκότητα Πολλαπλασιασμού
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Βελτιωμένος Πολλαπλασιασμός 
(Gauss-Karatsuba)
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Πολυπλοκότητα Βελτϊωσης
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+ cn

+ 3 c n/2

+ 9 c n/4

... ...   ...   ...   ...   ...   ...   ...  ...

…...

3k „θύιια‟, ρξνληθή πνιππι/ηα α.3k = O(3logn) = O(nlog3)

+ 3(k-1) c n/2(k-1)

…   ...   ...   ...   ...   ...   ...   ...  

Τ(n)

T(n/2) T(n/2) T(n/2) T(n/2)

T(n/4) T(n/4) ….. ….... ….... …..

T(1) T(1) ..…..….. ….... …....…....

T(2) …..….. ….. ….…..

<2.(3/2)k cn
.

.

.

≤ 3.(3/2)(logn) cn

= O(nlog3)

Χξνλ. 

πνι/ηα 

Σςνολικά: O(nlog3)

Ύςνο

δέλδξνπ

Απόδειξη:



66

Πολυπλοκότητα Βελτϊωσης
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Master Theorem (απλή μορφή)

Αλ T(n) = aT (n /b) + O(n), 

γηα ζεηηθνύο αθέξαηνπο a, b

θαη Τ(1) = O(1)

ηόηε:

O(n), αλ a<b

O(n logn), αλ a=b

O(nlogba), αλ a>b

T(n) =
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+ cn

+ a c n/b

+ a2 c n/b2

... ...   ...   ...   ...   ...   ...   ...  ...

…...

ak „θύιια‟, ρξνληθή πνιππι/ηα c’.ak = O(alogbn) = O(nlogba) ≤

+ a(k-1) c n/b(k-1)

…   ...   ...   ...   ...   ...   ...   ...  

Τ(n)

T(n/b) T(n/b) T(n/b)

T(n/b2) ….. ….... ….... …..

T(1) T(1) ..…..….. ….... …....…....

…..….. ….. ….…..

.

.

.

≤cnΣ0
k -1  (a/b)i

Χξνλ. 

πνι/ηα 

Ύςνο

δέλδξνπ

Απόδειξη:

T(n/b2)

...

...

a

a

O(n), αλ a<b

O(n logn), αλ a=b

O(nlogba), αλ a>b

=

…
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Master Theorem (γενική μορφή)

Αλ T(n) = aT(n/b) + O(nd), 

γηα ζεηηθνύο αθέξαηνπο a, b, d

θαη Τ(1) = O(1)

ηόηε:

O(nd), αλ a<bd

O(nd logn), αλ a=bd

O(nlogba), αλ a>bd

T(n) =
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Master Theorem: εφαρμογή
Αλ T(n) = aT(n/b) + O(nd), γηα ζεηηθνύο αθέξαηνπο a, b, d

θαη Τ(1) = O(1) ηόηε:

Matrix Multiplication

•'Standard' divide-and-conquer: T(n) = 8T(n/2) + O(n2)

=> T(n) = O(n3) 

•Strassen's algorithm: T(n) = 7T(n/2) + O(n2)

=> T(n) = O(nlog7) 

O(nd), αλ a<bd

O(nd logn), αλ a=bd

O(nlogba), αλ a>bd

T(n) =



Αλγόριθμοι divide & conquer
Ο(logn) if x<A[n/2] search(A[1,n/2])… δπαδηθή αλαδήηεζε

Ο(max(len(a),len(b))3) GCD(a,b) := GCD(b,a mod b) εύξεζε ΜΚΔ

Ο(len(n)) * pow(a,n) := pow(a2,n/2) ύςσζε ζε δύλακε

Ο(len(n)) * αλγόριθμοσ πίνακα ππνινγηζκόο n-νζηνύ 

fast doubling αξηζκνύ Fibonacci

Ο(n logn) mergesort(Α[1, n/2]) ηαμηλόκεζε

mergesort(Α[n/2+1, n]) κε ζπγρώλεπζε

merge(Α[1, n/2], Α[n/2+1, n])

Ο(nlog3) αλγόριθμοσ Gauss-Karatsuba πνιιαπιαζηαζκόο

n-ςήθησλ αξηζκώλ

Ο(nlog7) αλγόριθμοσ Strassen πνιιαπιαζηαζκόο

πηλάθσλ n x n
* αριθμητική πολυπλοκότητα, len(x) = #ψηφίων του x = Θ(log x)


