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Μηχανές πεπερασµένων

καταστάσεων (FSM)

� Τρόπος κωδικοποίησης αλγορίθµων.

� Τρόπος περιγραφής συστηµάτων πεπερασµένων
καταστάσεων:

� Μοντελοποιούν µια θεµελιώδη (φαινοµενική) αντίφαση των
υπολογιστικών (και άλλων) συστηµάτων: πεπερασµένο µέγεθος
συστήµατος, απεριόριστο µέγεθος εισόδου.

� Ορίζονται µε εσωτερικές καταστάσεις και προκαθορισµένο τρόπο
µετάβασης από µία κατάσταση σε άλλη µε βάση την τρέχουσα

κατάσταση και την είσοδο. Μπορεί να έχουν και έξοδο.

� Εφαρµογές σε πλήθος επιστηµονικών πεδίων.
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Παράδειγµα: µηχανή καφέ (i)

Προδιαγραφές

• ∆ύο είδη καφέ: ελληνικός ή φρέντο.

• Κόστος καφέ: 40 λεπτά.

• Επιτρέπονται κέρµατα 10, 20, ή 50 λεπτών.

Σχεδίαση

• Πόσες καταστάσεις χρειαζόµαστε;
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Παράδειγµα: µηχανή καφέ (ii)

Σχεδίαση του συστήµατος

� Εσωτερικές καταστάσεις: q0, q1, q2, q3, q4, q5

� qi : έχουν δοθεί µέχρι στιγµής 10*i λεπτά

� ∆υνατές είσοδοι (ενέργειες): P1, P2, P5, K1, K2

� Ρ1, Ρ2, Ρ5 : εισαγωγή κέρµατος 10, 20, ή 50 λεπτών

� Κ1, Κ2 : κουµπί 1 για ελληνικό καφέ, 2 για φρέντο

� ∆υνατές έξοδοι: E1, E2, E3, E4, E5, ΕΛ, ΦΡ
� Ei : επιστροφή 10*i λεπτών

� ΕΛ : παροχή ελληνικού καφέ

� ΦΡ : παροχή φρέντο
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Παράδειγµα: µηχανή καφέ (iii)

q4, E5

q4, E4

q4, E3

q4, E2

q4, Ε1

Ρ5

q0, ΕΛ

q3, -

q2, -

q1, -

q0, -

Κ1

q0, ΦΡq4, E2q4, Ε1q4

q3, -q4, Ε1q4, -q3

q2, -q4, -q3, -q2

q1, -q3, -q2, -q1

q0, -q2, -q1, -q0

Κ2Ρ2Ρ1
Είσοδος

Κατάστ.

� Πίνακας καταστάσεων: δείχνει ποια είναι η επόµενη
κατάσταση και η έξοδος για κάθε συνδυασµό τρέχουσας
κατάστασης και εισόδου. Αρχική κατάσταση: q0.
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Παράδειγµα: µηχανή καφέ (iv)
� ∆ιάγραµµα καταστάσεων: παρέχει τις ίδιες πληροφορίες
µε τον πίνακα καταστάσεων µε πιο εποπτικό τρόπο. 

Αρχική κατάσταση: q0 (σηµειώνεται µε βέλος).

K1/-
K2/-

Ρ1/-

q0 q1

K1/-
K2/-

q2

q3

q4

Ρ1/-

Ρ2/-

Ρ5/E2

Ρ1/E1 
Ρ2/E2 
Ρ5/E5

Ρ5/E1K1/EΛ
K2/ΦΡ
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Παράδειγµα II: αριθµητική modulo

� Κατασκευή µηχανής που να κάνει την πράξη n mod 3

� Πόσες καταστάσεις χρειαζόµαστε;

� Χρήση ιδιότητας: n mod 3 = (n1+...+nk) mod 3,

ni τα (δεκαδικά) ψηφία του n Αποδείξτε το!

1,4,7 / 1

q0 q1

q2

0,3,6,9 / 0
0,3,6,9 / 1

1,4,7 / 2

0,3,6,9 / 2

2,5,8 / 2
1,4,7 / 0

2,5,8 / 0

2,5,8 / 1
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Παράδειγµα II: αριθµητική modulo

� Απλοποίηση: αν ενδιαφέρει µόνο η διαιρετότητα µε το 3 
δεν χρειάζεται έξοδος

� Ορίζουµε καταστάσεις αποδοχής (διπλός κύκλος)

0,3,6,9
1,4,7

q0 q1

q2

0,3,6,9

1,4,7

0,3,6,9

2,5,8
1,4,7

2,5,8

2,5,8

εκτέλεση µε είσοδο 403: 

(q0)403 → 4(q1)03 → 40(q1)3 → 403(q1) 

ΑΠΟΡΡΙΨΗ
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Αριθµητική modulo: ασκήσεις

� Άσκηση 1: φτιάξτε µηχανή ελέγχου διαιρετότητας
µε το 5

� Άσκηση 2: φτιάξτε µηχανή ελέγχου διαιρετότητας
µε το 7
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� Μηχανές πεπερασµένων καταστάσεων χωρίς έξοδο: 

κάποιες καταστάσεις αποδέχονται, ενώ οι υπόλοιπες
απορρίπτουν. Καταστάσεις αποδοχής συµβολίζονται µε
επιπλέον κύκλο.

� Ένα αυτόµατο έχει κάποιες εσωτερικές καταστάσεις q0, 

q1, q7, q15, ... , και µια συνάρτηση µετάβασης δ που
καθορίζει την επόµενη κατάσταση του αυτοµάτου µε
βάση την τρέχουσα κατάσταση και την συµβολοσειρά
εισόδου. Αποδέχεται ή απορρίπτει τη συµβολοσειρά
εισόδου.

� Αναγνωριστές γλωσσών (δηλαδή επιλύουν προβλήµατα
απόφασης, κατάλληλα κωδικοποιηµένα).

Αυτόµατα
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Αυτόµατα και τυπικές γλώσσες

� Τυπικές γλώσσες: χρησιµοποιούνται για την κωδικοποίηση
υπολογιστικών προβληµάτων αλλά και τον ορισµό
γλωσσών προγραµµατισµού.

Π.χ. L = {x ∈ {0,1}* | x δυαδική γραφή πρώτου αριθµού}

� Αυτόµατα: χρησιµεύουν για την αναγνώριση τυπικών
γλωσσών και για την κατάταξη της δυσκολίας των
αντίστοιχων προβληµάτων:

� Κάθε αυτόµατο αναγνωρίζει µια τυπική γλώσσα: το

σύνολο των συµβολοσειρών που το οδηγούν σε

κατάσταση αποδοχής.
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Παράδειγµα: αναγνώριση περιττών

� q0: τελευταίο ψηφίο διάφορο του 1

� q1: τελευταίο ψηφίο ίσο µε 1

� η q0 λέγεται αρχική κατάσταση ενώ η q1 λέγεται
κατάσταση αποδοχής (ή και τελική)

� εκτέλεση µε είσοδο 0110: 
(q0)0110 → 0(q0)110 → 01(q1)10 → 011(q1)0 → 0110(q0)   ΑΠΟΡΡΙΨΗ

� εκτέλεση µε είσοδο 101: 
(q0)101 → 1(q1)01 → 10(q0)1 → 101(q1) ΑΠΟ∆ΟΧΗ

1

0

0 1q0 q1
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Άλλα αυτόµατα

� Μηχανισµοί: χωρίς είσοδο – έξοδο: δ(qi) = qj

εκτέλεση: q0 -> qj -> qk -> qm . . .

� Αυτόµατα στοίβας (PDA, pushdown automata): έχουν
πολύ περισσότερες δυνατότητες καθώς µπορούν να
χρησιµοποιήσουν µνήµη (σε µορφή στοίβας).

� Μηχανές Turing (TM): έχουν ακόµη περισσότερες
δυνατότητες καθώς έχουν απεριόριστη µνήµη (σε µορφή
ταινίας, µε δυνατότητα επιστροφής). 

� Γραµµικά περιορισµένα αυτόµατα (LBA): είναι ΤΜ µε
µνήµη γραµµικά περιορισµένη (ως προς το µήκος της
εισόδου).
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Άλλες τυπικές γλώσσες 1L1 := {w ∈ {a; b}∗ | w áñ÷ßæåé ìå ′a′}

L2 := {w ∈ {1; 3}∗ | w ðåñéÝ÷åé Üñ�éï ðëÞèïò ′1′}

L3 := {w ∈ {a; b}∗ | w åßíáé ðáëéíäñïìéêÞ }
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Παράδειγµα: DFA για L1

εκτέλεση µε είσοδο abba : 

(q0)abba → a(q1)bba → ab(q1)ba → abb(q1)a → abba(q1)

1L1 := {w ∈ {a; b}∗ | w áñ÷ßæåé ìå ′a′}

L w ; w ðåñéÝ÷åé Üñ�éï ðëÞèïò

L w a; b w åßíáé ðáëéíäñïìéêÞ
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Τυπικός ορισµός DFA

� Q : το σύνολο των καταστάσεων του Μ (πεπερασµένο), 
π.χ. Q = {q0, q1, q2}

� Σ : πεπερασµένο αλφάβητο εισόδου (Σ ∩ Q = ∅), 

π.χ. Σ = {a,b}

� δ : Q x Σ → Q : συνάρτηση µετάβασης, π.χ. δ(q0,a) = q1

� q0∈ Q : αρχική κατάσταση

� F ⊆ Q: σύνολο τελικών καταστάσεων (αποδοχής), 
π.χ. F = {q1}

� Ντετερµινιστικό πεπερασµένο αυτόµατο
(Deterministic Finite Automaton, DFA): 

πεντάδα Μ =  (Q,Σ,δ,q0,F)
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Γλώσσα µε DFA και γλώσσα χωρίς DFA 1L2 := {w ∈ {a; b}∗ | w ðåñéÝ÷åé Üñ�éï ðëÞèïò ′a′} 1L w a; b w áñ÷ßæåé ìå a

L w ; w ðåñéÝ÷åé Üñ�éï ðëÞèïò

L3 := {w ∈ {a; b}∗ | w åßíáé ðáëéíäñïìéêÞ }
Αποδεικνύεται ότι δεν υπάρχει DFA που να αναγνωρίζει την L3 !

(χρειάζεται µνήµη µε µέγεθος που εξαρτάται από την είσοδο)
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� Επέκταση συνάρτησης δ: Q x Σ* → Q

Η επεκτεταµένη δ δέχεται ως ορίσµατα µια κατάσταση q

και µια συµβολοσειρά u και δίνει την κατάσταση όπου θα
βρεθεί το αυτόµατο αν ξεκινήσει από την q και διαβάσει
την u.

� Ορισµός επεκτεταµένης δ (σχήµα πρωταρχικής
αναδροµής):

όπου w είναι συµβολοσειρά οποιουδήποτε µήκους, ενώ α
απλό σύµβολο του αλφαβήτου

Αποδοχή DFA: τυπικοί ορισµοί























δ(q, ε) = q

δ(q, wa) = δ(δ(q, w), a)
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Αποδοχή DFA: τυπικοί ορισµοί

� Ένα DFA αποδέχεται µία συµβολοσειρά u ανν
δ(q0,u) ∈ F

� Ένα DFA M αποδέχεται τη γλώσσα

L(M) = {w | δ(q0,w) ∈ F}

� Οι γλώσσες που γίνονται αποδεκτές από DFA 

λέγονται κανονικές
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Μη ντετερµινιστικά αυτόµατα

� Ντετερµινιστικά αυτόµατα: για κάθε συνδυασµό
κατάστασης / συµβόλου εισόδου υπάρχει
µοναδική επόµενη κατάσταση

� Μη-ντετερµινιστικά αυτόµατα: 

� για κάθε συνδυασµό κατάστασης / συµβόλου
εισόδου υπάρχει επιλογή από σύνολο
δυνατών επόµενων κατάστασεων

� αποδοχή αν κάποια σειρά επιλογών οδηγεί σε
αποδοχή
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Μη ντετερµινιστικά
πεπερασµένα αυτόµατα

� NFA (Non-deterministic Finite Automaton): για
κάθε κατάσταση και σύµβολο εισόδου επιλέγεται
µία από ένα σύνολο δυνατών επόµενων
κατάστασεων.

� NFAε (NFA µε ε-κινήσεις): µπορεί να αλλάζει
κατάσταση χωρίς ανάγνωση επόµενου
συµβόλου.
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Παράδειγµα NFA

Στη συνάρτηση µετάβασης,
κενό σύνολο σηµαίνει ότι η
τρέχουσα εκτέλεση
απορρίπτει
(προσοχή: µπορεί κάποια
άλλη να αποδέχεται).
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Παράδειγµα NFA

∆ένδρο υπολογισµού
για είσοδο ααbαα

ΑΠΟ∆ΟΧΗ
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Τυπικός ορισµός NFA

πεντάδα Μ =  (Q,Σ,δ,q0,F)

� Q : το σύνολο των καταστάσεων του Μ (πεπερασµένο)

� Σ : πεπερασµένο αλφάβητο εισόδου (Σ ∩ Q = ∅)

� δ : Q x Σ → Pow(Q) : συνάρτηση µετάβασης, 
π.χ. δ(qi, a) = { qj , qk , qm }

� q0∈ Q : αρχική κατάσταση

� F ⊆ Q: σύνολο τελικών καταστάσεων (αποδοχής) 

Υπενθύµιση: στη συνάρτηση µετάβασης, κενό σύνολο
σηµαίνει ότι η συγκεκριµένη εκτέλεση απορρίπτει
(προσοχή: µπορεί κάποια άλλη να αποδέχεται).
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Αποδοχή NFA: τυπικοί ορισµοί

� Ένα ΝFA αποδέχεται συµβολοσειρά w αν δ(q0,w) ∩ F ≠ ∅

� Ένα NFA M αποδέχεται τη γλώσσα

L(M) = {w | δ(q0,w) ∩ F ≠ ∅}

� Σηµείωση: η συνάρτηση δ είναι επεκτεταµένη ώστε να
δέχεται σαν ορίσµατα µια κατάσταση q και µια
συµβολοσειρά w και να δίνει το σύνολο των καταστάσεων
όπου µπορεί να βρεθεί το αυτόµατο αν ξεκινήσει από την q

και διαβάσει την w

� Παράδειγµα: δ(q0, aa) = {q0 ,q1 ,q2} , δ(q0, ba) = {q0 ,q1}
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Ισοδυναµία NFA και DFA

� Θεώρηµα Rabin-Scott:  για κάθε NFA υπάρχει
ένα DFA που αποδέχεται την ίδια γλώσσα.

� Εποµένως τα DFA και τα NFA αναγνωρίζουν
ακριβώς την ίδια κλάση γλωσσών: τις
κανονικές γλώσσες (regular languages).

� Οι κανονικές γλώσσες αντιστοιχούν σε
κανονικές παραστάσεις (regular expressions):

π.χ.  (a+b)*bbab(a+b)*
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NFA � DFA (i)

NFA για τη γλώσσα L4 ("2 συνεχόµενα a")

Κατασκευάζουµε το δυναµοσύνολο των
καταστάσεων. Αρχική κατάσταση: {q0}. 
Τελικές: όσες περιέχουν τελική.

Υπόδειξη: εξετάζουµε µόνο
προσβάσιµα από {q0} σύνολα καταστάσεων.
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DFA για τη γλώσσα L4

NFA για τη γλώσσα L4

NFA � DFA (ii)

Υπόδειξη: εξετάζουµε
µόνο προσβάσιµα
από {q0} σύνολα
καταστάσεων.

√
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NFA για τη γλώσσα L4

DFA για τη γλώσσα L4

NFA � DFA (iii)

√

√Υπόδειξη: εξετάζουµε
µόνο προσβάσιµα
από {q0} σύνολα
καταστάσεων.
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NFA για τη γλώσσα L4

DFA για τη γλώσσα L4

NFA � DFA (iv)

√

√

√

Υπόδειξη: εξετάζουµε
µόνο προσβάσιµα
από {q0} σύνολα
καταστάσεων.
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NFA για τη γλώσσα L4

DFA για τη γλώσσα L4

NFA � DFA (v)

√

√

√

√
Υπόδειξη: εξετάζουµε
µόνο προσβάσιµα
από {q0} σύνολα
καταστάσεων.
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NFA για τη γλώσσα L4

DFA για τη γλώσσα L4

NFA � DFA (vi)

√

√

√

√
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√

√

√

√

DFA για τη γλώσσα L4

NFA για τη γλώσσα L4

NFA � DFA (vii)

Οι µη προσβάσιµες

καταστάσεις δεν

παίζουν ρόλο!
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Έστω το NFA Μ =  (Q,Σ,q0,F,δ). 

Ένα ισοδύναµο DFA M'= (Q',Σ,q'
0,F',δ'), ορίζεται ως εξής:

� Q' = Pow(Q),  δηλαδή οι καταστάσεις του Μ’ είναι όλα τα
υποσύνολα καταστάσεων του Μ.

� q'
0 = {q0}, 

� F' = {R ∈ Q' | R ∩ F ≠ ∅}, δηλαδή µια κατάσταση του Μ'
είναι τελική αν περιέχει µια τελική κατάσταση του Μ.

� δ'(R, a) = {q ∈ Q | q ∈ δ(r, a) για r ∈ R}, είναι δηλαδή το
σύνολο των καταστάσεων όπου µπορεί να βρεθεί το Μ
ξεκινώντας από οποιαδήποτε κατάσταση του συνόλου R

και διαβάζοντας το σύµβολο a (a-κίνηση).

NFA � DFA: η µέθοδος τυπικά
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Αυτόµατα µε ε-κινήσεις: NFAε
� Επιτρέπουν µεταβάσεις χωρίς να διαβάζεται σύµβολο

(ισοδύναµα: µε είσοδο το κενό string ε). 

� Αποδέχονται τις συµβολοσειρές που µπορούν να
οδηγήσουν σε τελική κατάσταση, χρησιµοποιώντας
ενδεχοµένως και ε-κινήσεις.

Παράδειγµα:
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Iσοδυναµία NFAε µε DFA: 

παράδειγµα
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NFAε � DFA: η µέθοδος τυπικά

Έστω το NFAε Μ =  (Q,Σ,q0,F,δ). 

Ένα ισοδύναµο DFA M'= (Q',Σ,q'
0,F',δ'), ορίζεται ως εξής:

� Q' = Pow(Q),  δηλαδή οι καταστάσεις του Μ’ είναι όλα τα
υποσύνολα καταστάσεων του Μ.

� q'
0 = ε-κλείσιµο(q0) (ε-κλείσιµο(qi)= {p | pπροσβάσιµη

κατάσταση από την qi µόνο µε ε-κινήσεις})

� F' = {R ∈ Q' | R ∩ F ≠ ∅}, δηλαδή µια κατάσταση του Μ’
είναι τελική αν περιέχει µια τελική κατάσταση του Μ.

� δ'(R,a) = {q ∈ Q | q ∈ ε-κλείσιµο(δ(r, a)) για r ∈ R}, 
δηλαδή δ'(R, a) είναι το σύνολο των καταστάσεων όπου µπορεί να
βρεθεί το Μ ξεκινώντας από οποιαδήποτε κατάσταση του R , 
κάνοντας µία a-κίνηση και χρησιµοποιώντας στη συνέχεια
οσεσδήποτε ε-κινήσεις.
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NFAε � DFA: παράδειγµα

ε-κλείσιµο της q1={q1,q2,q5}
ε-κλείσιµο της q2={q2}
ε-κλείσιµο της q3={q3}
ε-κλείσιµο της q4={q2,q4}
ε-κλείσιµο της q5={q5}
ε-κλείσιµο της q6={q5,q6}

Αρχική κατάσταση
{q1,q2,q5}

Τελικές οι µπλέ
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NFAε � DFA: εναλλακτική µέθοδος
(σε NFA πρώτα)

�Έστω το NFAε Μ = (Q,Σ,q0,F,δ). 

� Κατασκευάζουµε πρώτα ισοδύναµο NFA M'= (Q,Σ,q0,F',δ')

ως εξής:

� F' = F U {q0} αν ε-κλείσιµο(q0) περιέχει τελική, 
F' = F αλλιώς.

� δ'(q, a) = ε-κλείσιµο(δ(ε-κλείσιµο(q), a)), (δ επεκτ/νη)

δηλαδή δ'(q, a) είναι το σύνολο των καταστάσεων όπου
µπορεί να βρεθεί το Μ ξεκινώντας από την κατάσταση q, 
χρησιµοποιώντας οσεσδήποτε ε-κινήσεις, µία a-κίνηση, και
χρησιµοποιώντας ξανά οσεσδήποτε ε-κινήσεις.

� Από το M' κατασκευάζουµε ισοδύναµο DFA.
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NFAε � DFA: εναλλακτική µέθοδος
(σε NFA πρώτα, ταχύτερα)

�Έστω το NFAε Μ =  (Q,Σ,q0,F,δ). 

� Κατασκευάζουµε πρώτα ισοδύναµο NFA M'= (Q,Σ,q0,F',δ')

ως εξής:

� F' : είναι το F µαζί µε κάθε κατάσταση q για την οποία
το ε-κλείσιµο(q) περιέχει κάποια τελική.

� δ'(q, a) = δ(ε-κλείσιµο(q), a), (δ επεκτ/νη)

δηλαδή δ'(q, a) είναι το σύνολο των καταστάσεων όπου
µπορεί να βρεθεί το Μ ξεκινώντας από την κατάσταση q, 
χρησιµοποιώντας οσεσδήποτε ε-κινήσεις πρώτα, και µετά
µία a-κίνηση (δηλ. χωρίς ε-κινήσεις µετά το a).

� Από το M' κατασκευάζουµε ισοδύναµο DFA.
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L4 = { w є {a,b}* | w περιέχει 2 συνεχόµενα a }:

Αρχικό DFA

Ελάχιστο DFA

Ελαχιστοποίηση DFA: παράδειγµα
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Ελαχιστοποίηση DFA (i)

∆ύο καταστάσεις DFA λέγονται µη ισοδύναµες, 
δηλαδή διακρίσιµες, αν υπάρχει συµβολοσειρά
που να οδηγεί την µία από αυτές σε τελική
κατάσταση, ενώ την άλλη όχι.

0, 1

q0 q1

qi

qm

0

0,11
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Ελαχιστοποίηση DFA (ii)

∆ύο καταστάσεις µπορούν να συγχωνευτούν σε
µία (είναι ισοδύναµες) αν:
οδηγούν µε ίδιες συµβολοσειρές σε ίδιο
αποτέλεσµα

1

0, 1

q0 q1

qi

qm

0

0

1
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Ελαχιστοποίηση DFA (iii)

Συγχώνευση qi, qm

Αρχικό DFA

1

0, 1

q0 q1

qi

qm

0

0

1

1
0, 1

q0 q1qim 0
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Ελαχιστοποίηση DFA: 2ο παράδειγµα

Αρχικό DFA

Ελάχιστο DFA
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Ελαχιστοποίηση DFA: 3ο παράδειγµα

Αρχικό DFA

Ελάχιστο DFA
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Μέθοδος ελαχιστοποίησης DFA

� ∆ύο καταστάσεις λέγονται k-διακρίσιµες αν µε κάποια
συµβολοσειρά µήκους ακριβώς k οδηγούν σε διαφορετικό
αποτέλεσµα (και δεν είναι i-διακρίσιµες για κανένα i<k).

Έτσι, δύο καταστάσεις είναι:

� 0-διακρίσιµες ανν η µία είναι τελική ενώ η άλλη όχι.

� (i+1)-διακρίσιµες ανν µε κάποιο σύµβολο οδηγούν
σε i-διακρίσιµες καταστάσεις.

� ∆ύο καταστάσεις λέγονται ισοδύναµες αν δεν είναι k-

διακρίσιµες για οποιοδήποτε k.
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Μέθοδος ελαχιστοποίησης DFA

� Ιδέα µεθόδου: για κάθε i = 0, 1, 2, ... εντοπίζουµε τα
i-διακρίσιµα ζεύγη καταστάσεων έως ότου να µην
προκύπτουν άλλα. Τα υπόλοιπα ζεύγη είναι ισοδύναµα.

� Γιατί δουλεύει: 

δεν υπάρχουν (i+1)-διακρίσιµες καταστάσεις αν δεν

υπάρχουν i-διακρίσιµες καταστάσεις
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� Αρχικά γράφουµε X0 σε όλα τα ζεύγη κατ/σεων που είναι
0-διακρίσιµες γιατί η µία είναι τελική και η άλλη όχι.

� Σε κάθε "γύρο" i+1, εξετάζουµε όλα τα µη σηµειωµένα
ζεύγη και γράφουµε Χi+1 σε ένα ζεύγος αν από τις δύο
καταστάσεις του µε ένα σύµβολο το DFA πηγαίνει σε i -
διακρίσιµες καταστάσεις (ήδη σηµ/νες µε Χi ).

� Επαναλαµβάνουµε µέχρι που σε κάποιο γύρο k να µην
υπάρχει ζεύγος που να σηµειωθεί µε Χk . 

� Τα µη σηµειωµένα ζεύγη αντιστοιχούν σε ισοδύναµες
καταστάσεις (που εποµένως συγχωνεύονται).

Η µέθοδος συστηµατικά
Κατασκευάζουµε τριγωνικό πίνακα για να συγκρίνουµε κάθε
ζεύγος καταστάσεων. Γράφουµε Xk στην αντίστοιχη θέση του
πίνακα την πρώτη φορά που διαπιστώνουµε ότι δύο
καταστάσεις είναι k-διακρίσιµες, ως εξής:
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Παράδειγµα εφαρµογής της µεθόδου

Γύρος 0:

εννέα ζεύγη

0-διακρίσιµων

καταστάσεων
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Παράδειγµα εφαρµογής της µεθόδου

Γύρος 1:

δύο ζεύγη

1-διακρίσιµων

καταστάσεων
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Παράδειγµα εφαρµογής της µεθόδου

Γύρος 2:

κανένα ζεύγος

2-διακρίσιµων

καταστάσεων
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Παράδειγµα εφαρµογής της µεθόδου
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Γλώσσες, αυτόµατα, γραµµατικές

� Τυπικές γλώσσες: χρησιµοποιούνται για την περιγραφή
υπολογιστικών προβληµάτων αλλά και γλωσσών
προγραµµατισµού.

� Αυτόµατα: χρησιµεύουν για την αναγνώριση τυπικών
γλωσσών και για την κατάταξη της δυσκολίας των
αντίστοιχων προβληµάτων. 

� Tυπικές γραµµατικές: άλλος τρόπος περιγραφής
τυπικών γλωσσών. Κάθε τυπική γραµµατική παράγει µια
τυπική γλώσσα.
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Θεωρία γλωσσών και γραµµατικών

Εφαρµογές σε:

� Ψηφιακή Σχεδίαση, 

� Γλώσσες Προγραµµατισµού,

� Μεταγλωττιστές, 

� Τεχνητή Νοηµοσύνη, 

� Θεωρία Πολυπλοκότητας

Ιστορικά σηµαντικοί ερευνητές:

� Chomsky, Backus, Rabin, Scott, Kleene, Greibach, κ.α.
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Τυπικές γλώσσες
� Πρωταρχικές έννοιες: σύµβολα, παράθεση.

� Αλφάβητο: πεπερασµένο σύνολο συµβόλων. Π.χ. {0,1}, 

{x,y,z}, {a,b}.

� Λέξη (ή συµβολοσειρά, ή πρόταση) ενός αλφαβήτου: 

πεπερασµένου µήκους ακολουθία συµβόλων του
αλφαβήτου. Π.χ. 011001, abbbab.

� |w| : µήκος λέξης w.

� ε : κενή λέξη, |ε| = 0.

� Άλλες έννοιες: πρόθεµα (prefix), κατάληξη (suffix), 

υποσυµβολοσειρά (substring), αντίστροφη (reversal), 

παλινδροµική ή καρκινική (palindrome).
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Τυπικές γλώσσες (συν.)
� vw = παράθεση λέξεων v και w.

� Ισχύει: εx = xε = x, για κάθε συµβολοσειρά x.

� ορισµός xn µε πρωταρχική αναδροµή:

� Σ*: το σύνολο όλων των λέξεων του αλφαβήτου Σ.

� Γλώσσα από το αλφάβητο Σ: κάθε σύνολο

συµβολοσειρών L ⊆ Σ*.























x0 = ε

xk+1 = xkx
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Τυπικές γραµµατικές

� Συστηµατικός τρόπος µετασχηµατισµού συµβολοσειρών
µέσω κανόνων παραγωγής.

� Αλφάβητο: τερµατικά και µη τερµατικά σύµβολα και ένα
αρχικό σύµβολο (µη τερµατικό).

� Πεπερασµένο σύνολο κανόνων της µορφής α→ β: 
ορίζουν δυνατότητα αντικατάστασης της συµβολοσειράς
α µε την συµβολοσειρά β.

� Κάθε τυπική γραµµατική παράγει µια τυπική γλώσσα: το
σύνολο των συµβολοσειρών (µε τερµατικά σύµβολα
µόνο) που παράγονται από το αρχικό σύµβολο.

� Λέγονται και συστήµατα µεταγραφής (rewriting systems) 
αλλά και γραµµατικές δοµής φράσεων (phrase structure 
grammars).
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Παράδειγµα γραµµατικής για την

γλώσσα των περιττών αριθµών

S → A 1

A → A 0

A → A 1

A → ε

S: το αρχικό σύµβολο

A: µη τερµατικό σύµβολο

0,1: τερµατικά σύµβολα

ε: η κενή συµβολοσειρά

� Τα S και A αντικαθίστανται µε βάση τους κανόνες.

� Κάθε περιττός προκύπτει από το S µε κάποια
σειρά έγκυρων αντικαταστάσεων.

� Κανονική παράσταση: (0+1)*1
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Τυπικές γραµµατικές: ορισµοί (i)

Μια τυπική γραµµατική G αποτελείται από:

� ένα αλφάβητο V από µη τερµατικά σύµβολα
(µεταβλητές),

� ένα αλφάβητο T από τερµατικά σύµβολα (σταθερές), 
τ.ώ. V ∩ T = ∅,

� ένα πεπερασµένο σύνολο P από κανόνες
παραγωγής, δηλαδή διατεταγµένα ζεύγη (α,β),    

όπου α,β ∈ (V ∪ T)* και α ≠ ε
(σύµβαση: γράφουµε α→ β αντί για (α,β)),

� ένα αρχικό σύµβολο (ή αξίωµα) S ∈ V.
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Τυπικές γραµµατικές: ορισµοί (ii)

Σύµβαση για τη χρήση γραµµάτων:

� a, b, c, d, ... ∈ T : πεζά λατινικά, τα αρχικά του
αλφαβήτου, συµβολίζουν τερµατικά

� A, B, C, D, ... ∈ V : κεφαλαία λατινικά συµβολίζουν µη
τερµατικά

� u, v, w, x, y, z ... ∈ T* : πεζά λατινικά, τα τελευταία του
αλφαβήτου, συµβολίζουν συµβολοσειρές τερµατικών

� α, β, γ, δ, ... ∈ (V ∪ T)* : ελληνικά συµβολίζουν
οποιεσδήποτε συµβολοσειρές (τερµατικών και µη)
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Τυπικές γραµµατικές: ορισµοί (iii)

Ορισµοί για τις παραγωγές:

� Λέµε ότι γ1αγ2 παράγει γ1βγ2 ,και συµβολίζουµε µε
γ1αγ2 ⇒ γ1βγ2 , αν ο α→ β είναι κανόνας παραγωγής
(δηλαδή (α,β) ∈ P).

� Συµβολίζουµε µε το ανακλαστικό, µεταβατικό
κλείσιµο του ⇒, δηλαδή, α β («το α παράγει το β») 

σηµαίνει ότι υπάρχει µια ακολουθία: 

α⇒ α1 ⇒ α2⇒ ... αk ⇒ β. 

� Γλώσσα που παράγεται από τη γραµµατική G:

L(G):= {w ∈ T* | S w }

� γραµµατικές G1, G2 ισοδύναµες αν L(G1) = L(G2).



63

Παράδειγµα τυπικής γραµµατικής

S → ε | αSb: σύντµηση των S → ε και S → αSb

Μία δυνατή ακολουθία παραγωγής:

Γλώσσα που παράγεται:
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Ιεραρχία Γραµµατικών Chomsky
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Ιεραρχία Chomsky: 

µια εκπληκτική σύµπτωση (;)

� τύπου 0  ↔ ΤΜ (µηχανές Turing)

� τύπου 1 ↔ LBA (γραµµικά περιορισµένα αυτόµατα)

� τύπου 2  ↔ PDA (pushdown automata)

� τύπου 3  ↔ DFA (και NFA)
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Κανονικές Γραµµατικές
� Οι κανονικές γραµµατικές είναι γραµµατικές όπου όλοι
οι κανόνες είναι της µορφής:

� ∆εξιογραµµικοί (right linear)

A → wB ή A → w

� Αριστερογραµµικοί (left linear)

A → Bw ή A → w

(όπου w είναι µια ακολουθία από τερµατικά σύµβολα της γλώσσας)

� Θεώρηµα: οι κανονικές γλώσσες ταυτίζονται µε τις
γλώσσες που παράγονται από κανονικές γραµµατικές.
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Ισοδυναµία κανονικών γραµµατικών και
DFA

� Χρησιµοποιούµε τη δεξιογραµµική µορφή:

� A → wB αντιστοιχεί µε

� A → w αντιστοιχεί µε

� S αντιστοιχεί µε q0

w
Α Β

w
Α
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Μία ακόµη ισοδυναµία!

Θεώρηµα: οι κανονικές γλώσσες ταυτίζονται µε τις

γλώσσες που περιγράφονται από κανονικές

παραστάσεις.
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Κανονικές παραστάσεις
(regular expressions)
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Ορισµός κανονικών παραστάσεων
Κανονικές παραστάσεις: παριστάνουν γλώσσες που
προκύπτουν από απλά σύµβολα ενός αλφαβήτου µε τις
πράξεις παράθεση, ένωση, και άστρο του Kleene.

� ∅ : παριστάνει κενή γλώσσα

� ε : παριστάνει {ε} 

� α : παριστάνει {α}, α ∈ Σ

� (r+s) : παριστάνει R U S, R = L(r), S = L(s)

� (rs) : παριστάνει RS, R = L(r), S = L(s)

� (r*) : παριστάνει R*, R = L(r)

όπου L(t) η γλώσσα που παριστάνεται από καν. παρ. t
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Παραδείγµατα κανονικών
παραστάσεων

Προτεραιότητα τελεστών: 
�άστρο Kleene

�παράθεση
�ένωση



72

Ισοδυναµία κανονικών
παραστάσεων και αυτοµάτων

Θεώρηµα. Μια γλώσσα L µπορεί να παρασταθεί µε κανονική
παράσταση ανν είναι κανονική (δηλαδή L=L(M) για κάποιο
πεπερασµένο αυτόµατο M).

Ιδέα απόδειξης:

‘=>’ :   Επαγωγή στη δοµή της κανονικής παράστασης r :
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2. Επαγωγικό βήµα. Έστω ότι για r1, r2 έχουµε
αυτόµατα Μ1, Μ2, µε τελικές καταστάσεις f1, f2:
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‘<=’ :   Κατασκευή κανονικής παράστασης από FA (GNFA).

Απαλείφουµε ενδιάµεσες καταστάσεις σύµφωνα µε το σχήµα:

Ισοδυναµία κανονικών παραστάσεων
και αυτοµάτων (συν.)
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Παράδειγµα κατασκευής
κανονικής παράστασης από FA

Αρχικό DFA

Μετά από διαγραφή q2



76

Παράδειγµα κατασκευής
κανονικής παράστασης από FA

∆ιαγραφή q3
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Παράδειγµα κατασκευής
κανονικής παράστασης από FA

∆ιαγραφή q0
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Παράδειγµα κατασκευής
κανονικής παράστασης από FA

Τελική παράσταση
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Ποιες γλώσσες είναι κανονικές;

� Όλες οι πεπερασµένες.

� Όσες σχηµατίζονται από κανονικές µε τις πράξεις: 

παράθεση, ένωση, άστρο Kleene, 

� αλλά και συµπλήρωµα, τοµή, αναστροφή (άσκηση), κ.ά.

� Γινόµενο αυτοµάτων (product of automata): τρόπος

κατασκευής DFA για τοµή (αλλά και ένωση) κανονικών

γλωσσών.



80

Γινόµενο αυτοµάτων DFA

� Έστω δύο DFA Μ1, Μ2 µε n, m καταστάσεις αντίστοιχα
(Q1={q0, ..., qn-1}, Q2={p0, ..., pm-1}) και κοινό αλφάβητο, που
αναγνωρίζουν γλώσσες L1, L2 αντίστοιχα.

� Το γινόµενο των Μ1, Μ2 είναι ένα DFA µε m.n καταστάσεις, µία για
κάθε ζεύγος καταστάσεων του αρχικού αυτοµάτου (σύνολο
καταστάσεων Q = Q1 x Q2), το ίδιο αλφάβητο και αρχική κατάσταση
(q0,p0).

� Συνάρτηση µετάβασης: δ’((qi,pk),σ)=(qi’, pk’) � δ(qi,σ)=qi’ ∧ δ(pk,σ)=pk’

� Τελικές καταστάσεις: ανάλογα µε την πράξη µεταξύ L1, L2 που
θέλουµε. Για τοµή θέτουµε ως τελικές ζεύγη όπου και οι δύο τελικές
στα Μ1, Μ2, για ένωση ζεύγη που περιέχουν µία τουλάχιστον τελική. 

� Παρατήρηση: εύκολη υλοποίηση και άλλων πράξεων µεταξύ L1, L2

(διαφορά, συµµετρική διαφορά) µε κατάλληλο ορισµό των τελικών
καταστάσεων. 
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Γινόµενο αυτοµάτων NFA

� Ορίζεται µε παρόµοιο τρόπο.

� Χρειάζεται προσοχή στις ε-κινήσεις και στο συνδυασµό
µεταβάσεων σε junk states µε κανονικές µεταβάσεις.
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Είναι όλες οι γλώσσες κανονικές;

� Η απάντηση είναι «όχι»

� Για να το αποδείξουµε χρησιµοποιούµε ένα σηµαντικό
θεώρηµα που λέγεται Pumping Lemma (Λήµµα Άντλησης)
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� Αν µια γλώσσα L είναι κανονική τότε την αποδέχεται ένα
DFA µε πεπερασµένο αριθµό καταστάσεων, έστω n.

� Έστω λέξη z µε |z|>=n που ανήκει στη γλώσσα, άρα γίνεται
αποδεκτή από το αυτόµατο.

� Καθώς επεξεργαζόµαστε το z, το αυτόµατο πρέπει να
περάσει ξανά από κάποια κατάσταση (αρχή περιστερώνα):

� Αφού z = uvw ∈ L θα πρέπει και uviw ∈ L , για κάθε i ∈ N

Pumping Lemma (διαίσθηση)
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Έστω κανονική γλώσσα L. Τότε:

� υπάρχει ένας φυσικός n (= πλήθος καταστάσεων του
DFA) ώστε:

� για κάθε z ∈ L µε µήκος |z| ≥ n

� υπάρχει «σπάσιµο» του z σε u, v, w, δηλαδή
z = uvw, µε |uv| ≤ n και |v| > 0

� ώστε για κάθε i = 0, 1, 2, ... :

uviw ∈ L

Pumping Lemma (µε λόγια)
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Απόδειξη ότι µια γλώσσα

δεν είναι κανονική

Χρήση του Pumping Lemma για να δείξουµε ότι µια (µη
πεπερασµένη) γλώσσα L δεν είναι κανονική:

Έστω η L κανονική. Τότε:

– το PL λέει ότι υπάρχει n. Εµείς για κάθε n

– επιλέγουµε κατάλληλο z ∈ L µε µήκος |z| ≥ n

– το PL λέει ότι υπάρχει «σπάσιµο» z = uvw, µε |uv| ≤ n

και |v| > 0. Εµείς για κάθε «σπάσιµο» z = uvw, µε |uv| 
≤ n και |v| > 0

– επιλέγουµε i ώστε η λέξη uviw να µην είναι στη
γλώσσα L ΑΤΟΠΟ

(adversary argument)
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� Θεώρηµα. Η γλώσσα L = {z | z έχει το ίδιο πλήθος 0 και 1} 

δεν είναι κανονική.

� Απόδειξη:  Έστω L κανονική. Τότε:

� το PL λέει ότι υπάρχει n. Εµείς για κάθε n

� επιλέγουµε z = 0n1n∈ L µε µήκος |z| = 2n > n

z = 000000000…0111111111…1

� το PL λέει ότι υπάρχει «σπάσιµο» z = uvw, µε |uv| ≤ n

και |v| > 0. Εµείς για κάθε «σπάσιµο» z = uvw, µε |uv| ≤
n και |v| > 0

n

Παράδειγµα χρήσης Pumping Lemma 

(i)

n
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� παρατηρούµε ότι αναγκαστικά v = 0k για κάποιο k:

� w = 0...00...00…0111111111…1

� και επιλέγουµε i = 2, διαπιστώνοντας ότι uviw = uv2w
δεν ανήκει στην L.

ΑΤΟΠΟ

� Εποµένως η L δεν είναι κανονική.

u v w

Παράδειγµα χρήσης Pumping Lemma

(ii)
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∆εύτερο παράδειγµα χρήσης PL (i)

Θεώρηµα. Η γλώσσα L = {z | z=0i1j, i > j} δεν είναι κανονική.

Απόδειξη: Έστω L κανονική. Τότε:

� το PL λέει ότι υπάρχει n. Εµείς για κάθε n

� επιλέγουµε z = 0n+11n∈ L µε µήκος |z| = 2n+1 > n

� z = 000000000…01111111…1

� το PL λέει ότι υπάρχει «σπάσιµο» z = uvw, µε |uv| ≤ n
και |v| > 0. Εµείς για κάθε «σπάσιµο» z = uvw, µε |uv| ≤
n και |v| > 0

n+1 n
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� παρατηρούµε ότι αναγκαστικά v = 0k για κάποιο k:

z = 0...00...00…0111111111…1

• όµως, η επανάληψη του v δίνει λέξεις της γλώσσας

• από πρώτη άποψη αυτό φαίνεται προβληµατικό…

• όµως το λήµµα ορίζει ότι θα πρέπει για κάθε i ≥ 0:

uviw ∈ L

� επιλέγουµε i = 0: η λέξη uv0w δεν είναι στην L. 

ΑΤΟΠΟ

� Εποµένως η L δεν είναι κανονική.

u v w

∆εύτερο παράδειγµα χρήσης PL (ii)
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Προσοχή στη χρήση του PL

� Το Pumping Lemma είναι αναγκαία αλλά όχι και ικανή

συνθήκη για να είναι µια γλώσσα κανονική.

� Υπάρχουν µη κανονικές γλώσσες που ικανοποιούν τις

συνθήκες του!

� Εποµένως χρησιµεύει µόνο για απόδειξη µη

κανονικότητας.
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Γραµµατικές για µη κανονικές

γλώσσες

� Χωρίς συµφραζόµενα (context free, CF): τύπου 2, 

αντιστοιχία µε αυτόµατα στοίβας (pushdown 

automata, PDA)

� Με συµφραζόµενα (context sensitive, CS): τύπου 1, 

αντιστοιχία µε γραµµικά περιορισµένα αυτόµατα
(linear bounded automata, LBA)

� Γενικές (general): τύπου 0, αντιστοιχία µε µηχανές
Turing (Turing machines, TM)
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Εφαρµογές σε:

� συντακτικό γλωσσών προγραµµατισµού (Pascal, 

C, C++, Java)

� συντακτικό γλωσσών περιγραφής σελίδων web 

(HTML, XML), editors, ...

Γραµµατικές χωρίς συµφραζόµενα
(Context Free) (i)
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Γραµµατικές χωρίς συµφραζόµενα
(Context Free) (ii)

∆υνατή ακολουθία παραγωγής:

Γλώσσα που παράγεται:

� Μορφή κανόνων: Α→ α, Α µη τερµατικό, α ∈ (V ∪ T)*

� Παράδειγµα: 
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Γραµµατικές χωρίς συµφραζόµενα
(Context Free) (iii)

∆υνατές ακολουθίες παραγωγής:

S ⇒ 3, S ⇒ S+S ⇒ 3+S ⇒ 3+S*S ⇒ 3+4*7

� 2ο παράδειγµα: 

G2: T = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,+,*}     V = {S }

P :  S → S+S,     S → S*S, 

S → 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9
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Γραµµατικές χωρίς συµφραζόµενα
(Context Free) (iv)

∆υνατή ακολουθία παραγωγής:

Γλώσσα που παράγεται (όχι προφανές):

� 3ο παράδειγµα: 

G3: , και P περιέχει:
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Φύλλωµα (leafstring): αααbbb και αbbα αντίστοιχα. 

Συντακτικά ∆ένδρα (parse trees) (i)
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Συντακτικά ∆ένδρα (parse trees) (ii)

� Κάθε κόµβος του δένδρου έχει επιγραφή, που είναι
σύµβολο (τερµατικό ή µη τερµατικό ή ε).

� Η επιγραφή της ρίζας είναι το S.

� Αν ένας εσωτερικός κόµβος έχει επιγραφή A, τότε το Α
είναι µη τερµατικό σύµβολο. Αν τα παιδιά του, από
αριστερά προς τα δεξιά, έχουν επιγραφές X1,X2,...,Xk

τότε ο A → X1,X2,...,Xk είναι κανόνας παραγωγής.

� Αν ένας κόµβος έχει επιγραφή ε, τότε είναι φύλλο και
είναι το µοναδικό παιδί του γονέα του.

Έστω G={V,T,P,S} µια γραµµατική χωρίς συµφραζόµενα. 
Ένα δένδρο είναι συντακτικό δένδρο της G αν:
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Συντακτικά ∆ένδρα (parse trees) (iii)

Θεώρηµα. Έστω G={V,T,P,S} µια γραµµατική χωρίς

συµφραζόµενα. Τότε S w αν και µόνο αν υπάρχει

συντακτικό δένδρο της G µε φύλλωµα w.

Απόδειξη:

‘<=’ : Με επαγωγή ως προς τον αριθµό των εσωτερικών
κόµβων.

‘=>’ : Με επαγωγή ως προς των αριθµό των βηµάτων της
ακολουθίας παραγωγών (άσκηση).

*⇒⇒⇒⇒
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∆ιφορούµενες γραµµατικές
Μια γραµµατική G ονοµάζεται διφορούµενη (ambiguous) αν
υπάρχουν δύο συντακτικά δένδρα µε το ίδιο φύλλωµα w∈L(G)

Παράδειγµα:

G2: T = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,+,*} V = {S }

P :  S → S+S | S*S | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9
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Αλγόριθµος αναγνώρισης για CF 

γραµµατικές: CYK

� Με εξαντλητικό τρόπο µπορούµε να αποφασίσουµε αν
µια συµβολοσειρά x παράγεται από µια γραµµατική CF 

(χωρίς συµφραζόµενα) σε εκθετικό όµως χρόνο.

� Οι ιδιότητες της κανονικής µορφής Chomsky 

επιτρέπουν ταχύτερη αναγνώριση µιας συµβολοσειράς.

� Αλγόριθµος CYK (Cocke, Younger, Kasami):

αποφασίζει αν µια συµβολοσειρά x παράγεται από µια
γραµµατική σε χρόνο O(|x|3), αρκεί η γραµµατική να
δίνεται σε Chomsky Normal Form.
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Αυτόµατα Στοίβας (PDA) (i)

� Έχουν ταινία εισόδου µιας κατεύθυνσης (όπως και τα
FA) αλλά επιπλέον µνήµη υπό µορφή στοίβας.

� Πρόσβαση µόνο στην κορυφή της στοίβας µε τις
λειτουργίες:

� push(x): τοποθετεί στοιχείο x στην κορυφή της
στοίβας

� pop: διαβάζει και αφαιρεί στοιχείο από την κορυφή
της στοίβας
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Αυτόµατα Στοίβας (PDA) (ii)

Παράδειγµα: PDA για αναγνώριση της γλώσσας

Περιγραφή αυτοµάτου

�push(a) στη στοίβα για κάθε 0 στην είσοδο, push(b)

στη στοίβα για κάθε 1 στην είσοδο, 

συνέχισε µέχρι να διαβαστεί c

�µετά pop: εφόσον πάνω στοιχείο στοίβας συµφωνεί
µε είσοδο (a µε 0, b µε 1) συνέχισε

�Αποδοχή µε κενή στοίβα
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Τυπικός ορισµός PDA

� Q : το σύνολο των καταστάσεων του Μ (πεπερασµένο) 

� Σ : αλφάβητο εισόδου

� Γ : αλφάβητο στοίβας

� δ : Q x Σ U {ε} x Γ → Pow(Q x Γ*) : συνάρτηση µετάβασης
(µη ντετερµινισµός, ε-κινήσεις)

� q0 ∈ Q : αρχική κατάσταση

� Ζ0 ∈ Γ : αρχικό σύµβολο στοίβας

� F ⊆ Q : σύνολο τελικών καταστάσεων

Αυτόµατο στοίβας (Pushdown Automaton, PDA): 

επτάδα Μ =  (Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,F)
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Αυτόµατα Στοίβας (PDA) (iv)

Είδη αποδοχής PDA

�Αν βρεθεί σε τελική κατάσταση (δηλ. αποδοχής) µόλις
διαβαστεί όλη η είσοδος, ανεξαρτήτως περιεχοµένου στοίβας

�Αν βρεθεί µε κενή στοίβα µόλις διαβαστεί όλη η είσοδος, 
ανεξαρτήτως κατάστασης

Αντίστοιχα ορίζονται οι γλώσσες:

� Lf (M): αποδοχή µε τελική κατάσταση

� Le (M): αποδοχή µε κενή στοίβα
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Αυτόµατα Στοίβας (PDA) (v)

� Για να γίνει αποδεκτή η γλώσσα

χωρίς δηλαδή ειδικό µεσαίο σύµβολο c χρειαζόµαστε
απαραίτητα µη ντετερµινιστικό PDA.

� Τα µη ντετερµινιστικά PDA είναι γνησίως πιο ισχυρά
από τα ντετερµινιστικά.

� Με τον όρο PDA αναφερόµαστε συνήθως στα µη-

ντετερµινιστικά PDA.
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Ισοδυναµία CF γραµµατικών και PDA

Θεώρηµα. Τα παρακάτω είναι ισοδύναµα για µια γλώσσα L:

� L = Lf (M), M είναι PDA. 

� L = Le (M’), M’ είναι PDA.

� H L είναι γλώσσα χωρίς συµφραζόµενα (c.f.)
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Ποιες γλώσσες είναι Context Free;

� Όλες οι κανονικές.

� Επίσης όσες σχηµατίζονται από γλώσσες CF µε τις
πράξεις: παράθεση, ένωση, άστρο Kleene.

� Αλλά όχι απαραίτητα µε τις πράξεις τοµή, συµπλήρωµα:

π.χ. η γλώσσα {anbncn | n ∈ Ν} δεν είναι CF, ενώ είναι

τοµή δύο CF γλωσσών:

{anbncn | n ∈ Ν} = {anbncm | n,m ∈ Ν} ∩ {akbncn | k,n ∈ Ν}
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Είναι όλες οι γλώσσες Context Free;

� Η απάντηση είναι «όχι».

� Για να το αποδείξουµε χρησιµοποιούµε ένα άλλο λήµµα
άντλησης, το Pumping Lemma για γλώσσες χωρίς
συµφραζόµενα.

� Βασίζεται στο συντακτικό δένδρο (περισσότερα στο
µάθηµα «Υπολογισιµότητα»).
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Γενικές Γραµµατικές (i)

Παράδειγµα: {a2n
| n є Ν}
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Γενικές Γραµµατικές (ii)

Θεώρηµα. Τα παρακάτω είναι ισοδύναµα:

1. Η γλώσσα L γίνεται αποδεκτή από µια µηχανή Turing

2. L=L(G), όπου G είναι γενική γραµµατική

Μια τέτοια γλώσσα λέγεται και αναδροµικά αριθµήσιµη
(recursively enumerable).
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Μηχανές Turing

< q0, 1, q0, R >

< q0, 0, q1, 1 >

< q1, 1, q1, L >

< q1, 0, q2, R >

Αυτόµατα µε απεριόριστη ταινία. Η είσοδος είναι αρχικά
γραµµένη στην ταινία, η κεφαλή µπορεί να κινείται αριστερά-

δεξιά, καθώς και να αλλάζει το σύµβολο που διαβάζει. 
Παράδειγµα συνάρτησης µετάβασης:
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Γραµµατικές µε Συµφραζόµενα
(context sensitive) (i)

Λέγονται «µε συµφραζόµενα» γιατί µπορούν να τεθούν στην
εξής κανονική µορφή:

α = ε
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Γραµµατικές µε Συµφραζόµενα
(context sensitive) (ii)

Α0 → Η0 Η0 → ΗΑ ΗΑ→ 0Α

Μετατροπή σε κανονική µορφή: 
S → 1Z1

Z → 0 | 1Z0A

A0 → 0A

A1 → 11

Γραµµατική c.s. για τη γλώσσα 1n0n1n :

Άλλα παραδείγµατα: {1i 0j 1k : i <= j <= k }, 

{ ww | w ∈ Σ* },    {an bn an bn | n ∈ Ν} 
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Ισοδυναµία γραµµατικών CS και LBA

Θεώρηµα. Τα παρακάτω είναι ισοδύναµα (L χωρίς ε):

1. Η γλώσσα L γίνεται αποδεκτή από LBA.

2. Η γλώσσα L είναι context sensitive.

Γραµµικά φραγµένο αυτόµατο (Linear Bounded 

Automaton, LBA):

είναι µια µη ντετερµινιστική µηχανή Turing που η κεφαλή
της είναι περιορισµένη να κινείται µόνο στο τµήµα που
περιέχει την αρχική είσοδο.
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Iεραρχία κλάσεων γλωσσών

Θεώρηµα Ιεραρχίας. 

regular context free context sensitive r.e.
(r.e. = recursiverly enumerable)

� τύπου 0 ↔ ΤΜ (µηχανές Turing)

� τύπου 1 ↔ LBA (γραµµικά περιορισµένα αυτόµατα)

� τύπου 2 ↔ PDA (pushdown automata)

� τύπου 3 ↔ DFA (και NFA)


