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Υπενθύμιση. 1) Για καλά διατεταγμένους χώρους U , V ορίζουμε
U ≤o V ⇐⇒ υπάρχει αρχική ομοιότητα π : U ↣ V και
U <o V ⇐⇒ U ≤o V & U /=o V.

2) Θεώρημα Συγκρισιμότητας Καλά Διατεταγμένων χώρων: για κάθε καλά διατεταγμένους χώρους U
και V έχουμε U ≤o V ή V ≤o U .

Άσκηση 1. Για κάθε καλά διατεταγμένους χώρους U , V δείξτε ότι
U <o V ⇐⇒ (∃x ∈ V )[U =o segV (x)],

όπου segV (x) είναι το σύνολο όλων των σημείων y ∈ V με y <V x.
Υπόδειξη. Μπορείτε να χρησιμοποιήσετε ότι τα αρχικά τμήματα του V είναι είτε το V είτε σύνολα της

μορφής segV (x) όπου x ∈ V . (Γνωστό από προηγούμενη άσκηση.)

Άσκηση 2 (7.28. Άσκηση). Δείξτε ότι η σύνθεση αρχικών ομοιοτήτων είναι αρχική ομοιότητα.

Άσκηση 3 (Πρόβλημα x7.14). Δείξτε ότι για όλους τους καλά διατεταγμένους χώρους U,V,W έχουμε
U <o V & V ≤o W Ô⇒ U <o W
U ≤o V & V <o W Ô⇒ U <o W.

(Θεωρήστε γνωστή τη μεταβατική ιδιότητα.)

Άσκηση 4 (Πρόβλημα x7.15). Αν κ, λ είναι καλά διατάξιμοι πληθάριθμοι τότε κ ≤c λ ή λ ≤c κ.
Ένα μη κενό σύνολο A είναι καλά διατάξιμο αν υπάρχει μια καλή διάταξη ≤ στο A.

Άσκηση 5 (Απαιτητική).
(i) Έστω V ένας καλά διατεταγμένος χώρος που είναι άπειρο σύνολο και που δεν έχει οριακά σημεία.
Ορίζουμε τη συνάρτηση f : N→ V με

f(0N) = 0V και f(n+ 1N) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

SV (f(n)), αν υπάρχει y ∈ V με f(n) <V y

0V , αλλιώς.

Δείξτε ότι η f είναι ομοιότητα και επομένως ισχύει V =o N.
Υπόδειξη. Η ιδέα είναι να απεικονίσουμε το 0N στο 0V , το 1N στο SV (0V ) κ.ο.κ. Η δεύτερη

περίπτωση στη διακλάδωση του ορισμού της f (δηλαδή το “αλλιώς”) μπαίνει γιατί δεν γνωρίζουμε
εκ των προτέρων ότι για κάθε n θα υπάρχει y ∈ V με f(n) <V y. Το “αλλιώς” δεν θα συμβαίνει όμως
ποτέ, δηλαδή θα είμαστε πάντα στην πρώτη περίπτωση.

(ii) Δείξτε ότι για κάθε καλά διατεταγμένο χώρο V που είναι άπειρο σύνολο έχουμε 1 + V =0 V ,
όπου 1 = {∅} και + είναι η πρόσθεση μεταξύ καλά διατεταγμένων χώρων.
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Άσκηση 6 (Πρόβλημα x7.16 - Απαιτητική). Αν κ είναι ένας άπειρος καλά διατάξιμος πληθάριθμος τότε
κ+ 1 =c κ.

Σχόλιο. Εδώ το σύμβολο + δηλώνει την πρόσθεση μεταξύ πληθαρίθμων, δηλαδή
κ+ 1 = ∣ ({0} × κ) ⋃ ({1} × {1}) ∣ =c ({0} × κ) ⋃ {(1,1)}.

Για κάθε καλή διάταξη ≤ στο κ μπορούμε να βρούμε εύκολα μια καλή διάταξη στο κ + 1 έτσι που ο
(κ+ 1,≤′) να είναι όμοιος με τον επόμενο του (κ,≤).

Βλέπουμε από αυτή την άσκηση ότι οι δύο έννοιες ≤o και ≤c διαφέρουν στα άπειρα σύνολα που επιδέχο-
νται καλής διάταξης: από τη μία έχουμε κ =c κ+ 1 ενώ από την άλλη (κ,≤) <o (κ+ 1,≤′).

Άσκηση 7. Έστω (U,≤) ένας καλά διατεταγμένος χώρος, A ένα μη κενό σύνολο και D : P(A) → P(A) με
D(X) ⊆X για κάθε X ∈ P(A).

Ορίζουμε με υπερπεπερασμένη αναδρομή την οικογένεια (Cx)x∈U υποσυνόλων του A ως εξής:
C0U = A

Cy = D(Cx) αν y = Sx,

Cy = ⋂
x<y

Cx αν το y είναι οριακό σημείο.

(i) Δείξτε με επαγωγή στο y ότι για κάθε z, y ∈ U με z ≤ y έχουμε Cy ⊆ Cz .
(ii) (Για όσες/όσους γνωρίζουν τοπολογία) Αν A = [0,1]2 και η συνάρτηση D ικανοποιεί επιπλέον
την εξής ιδιότητα:
X μη κενό κλειστό υποσύνολο του [0,1]2 Ô⇒ D(X) μη κενό κλειστό υποσύνολο του [0,1]2,

δείξτε ότι κάθε Cy είναι μη κενό κλειστό υποσύνολο του [0,1]2.
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