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Συμβολισμοί:

–Εάν (X, || · ||) χώρος με νόρμα, SX = { x ∈ X : ||x|| = 1 }, BX = { x ∈ X : ||x|| ≤ 1 }.
– w είναι η ασθενής τοπολογία σε ένα χώρο με νόρμα.

– w∗
είναι η ασθενής

∗
τοπολογία στο δυϊκό ενός χώρου με νόρμα.

ΘΕΜΑ 1: (i) (1 μ.) [Θ. Mazur.] ΄Εστω (X, || · ||) χώρος με νόρμα και A ⊆ X κυρτό.

Να δείξετε ότι A
w
= A

||·||
.

(ii) (1,5 μ.) Θεωρούμε το χώρο (c0 , || · ||∞ ). Θέτουμε

e∗n : c0 → R, e∗n(x) = x(n), x ∈ c0 , n ≥ 1

και A = co(e∗n : n ≥ 1). Να δείξετε ότι A ⊆ Sc∗0
, A

w∗
̸= A

||·||
.

ΘΕΜΑ 2: ΄Εστω X απειροδιάστατος χώρος με νόρμα.

(i) (1 μ.) Εάν fj ∈ X∗, 1 ≤ j ≤ n( n ≥ 1), να δείξετε ότι
n⋂

j=1

Kerfj ̸= {0}.

(ii) (0,5 μ.) Εάν V w− ανοικτή περιοχή του 0, να δείξετε ότι υπάρχει Y μη τετριμμένος γραμμικός υπόχωρος
του X τέτοιος ώστε Y ⊆ V.

(iii) (0,5 μ.) Εάν x, z ∈ X με ||x|| < 1, ||z|| = 1, να δείξετε ότι ∃ t > 0 τέτοιο ώστε
||x+ tz|| = 1.

(iv) (1 μ.) Να δείξετε ότι SX
w
= BX .

ΘΕΜΑ 3: ΄Εστω (X, || · ||) χώρος με νόρμα και e : X → X∗∗
η κανονική ισομετρική εμφύτευση. Να δείξετε

ότι:

(i) (0,5 μ.) Η e είναι w − w∗
ομοιομορφισμός εντός.

(ii) (1,5 μ.) Ο X είναι ανακλαστικός ανν BX w− συμπαγές.
[Υπόδειξη: Θ. Αλάογλου και Goldstine.]

ΘΕΜΑ 4: ΄Εστω (X, || · ||) χώρος με νόρμα.
(i) (1 μ.) Εάν (zn) ⊆ X, z ∈ X με zn

w−→ z, να δείξετε ότι ||z|| ≤ lim inf
n

||zn||.

(ii) (0,5 μ.) Εάν (xn) ⊆ SX , x ∈ SX με xn
w−→ x, να δείξετε ότι lim

n
||xn + x|| = 2.

(iii) (1 μ.) Υποθέτουμε ότι ο X είναι ομοιόμορφα κυρτός. Εάν (xn) ⊆ SX , x ∈ SX με xn
w−→ x,

να δείξετε ότι lim
n

||xn − x|| = 0.

ΘΕΜΑ 5: ΄Εστω (Ω,Σ, µ) χώρος μέτρου και p, q ∈ (1,∞) με 1/p+ 1/q = 1.
(i) (0,5 μ.) ΄Εστω u ∈ Lp(Ω). Θέτουμε

w(t) =


|u(t)|p−2u(t), αν u(t) ̸= 0

0, αν u(t) = 0
, t ∈ Ω.

Να δείξετε ότι w ∈ Lq(Ω) με ||w||qq = ||u||pp .

(ii) (1,5 μ.) Ορίζουμε την απεικόνιση T : Lq(Ω) → (Lp(Ω))∗ ως εξής:

Tw(u) =

∫
Ω
uwdµ, ∀ w ∈ Lq(Ω), ∀ u ∈ Lp(Ω).

Θεωρήστε γνωστό ότι η T είναι καλώς ορισμένη γραμμική ισομετρία (και άρα έχει || · ||− κλειστή εικόνα). Να
δείξετε ότι η T είναι επί.
[Υπόδειξη: Θ. Hahn-Banach, ανακλαστικότητα του Lp(Ω) και ερώτ. (i).]

ΚΑΛΗ ΕΠΙΤΥΧΙΑ!


