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Το έργο W που παράγεται κατά την ευθύγραμμη μετακίνηση υλικού σημείου από το σημείο Α στο Β υπό την

επίδραση σταθερής δύναμης F που σχηματίζει γωνία φ με τo διάνυσμα AB ισούται με 

W=||F|| ||AB||cos φ= F  AB



Θεωρούμε λεία καμπύλη  γ: [α, b]                 και συνεχή διανυσματική συνάρτηση  F=(P, Q):                    την οποία
εκλαμβάνουμε σαν δύναμη μεταβαλλόμενη ως προς μέτρο και κατεύθυνση. 

Υποθέτουμε ότι υλικό σημείο κινείται πάνω στο γ* υπό  την επίδραση της  F ξεκινώντας από το σημείο γ(α) και τη
χρονική στιγμή t φτάνει στο σημείο γ(t). Το έργο που παράγεται κατά τη μετακίνηση το συμβολίζουμε με W(t).



Για  πολύ  μικρό  h,  έχουμε  ότι  t+h    t  και   λόγω  συνέχειας  της γ , έχουμε    γ(t+h)    γ(t) .

Οπότε, μπορούμε να υποθέσουμε ότι το τόξο της καμπύλης από το γ(t)   στο  γ(t+h)  είναι
ίσο περίπου με το διάνυσμα  που ορίζουν,  δηλ. με το    γ(t+h) - γ(t).

Eπιπλέον, μπορούμε να υποθέσουμε  ότι  η δύναμη F  είναι  σταθερή  κατά  την μετακίνηση
από  το  γ(t)  στο  γ(t+h).



To   έργο  που  παράγεται  κατά  την  μετακίνηση  από  το  γ(t)  στο  γ(t+h),   ισούται  με  τη  διαφορά  

W(t+h)  -  W(t)
και  ταυτόχρονα  ισούται  περίπου  με  

F(γ(t))   [ γ(t+h)  -  γ(t) ].

Επομένως,   το   έργο   που   παράγεται  κατά  τη  μετακίνηση    από  το  γ(t)  στο  γ(t+h)  ισούται  περίπου   με  

F(γ(t))  [ γ(t+h)  -  γ(t) ].

Ταυτόχρονα, το  ίδιο  έργο  ισούται  με  

W(t+h)  -  W(t),

όπου

W(t)   το   έργο  που   παράγεται  κατά  τη  μετακίνηση   από   το  γ(α)   στο   γ(t),

W(t+h)   το   έργο  που   παράγεται   κατά  τη  μετακίνηση   από   το  γ(α)   στο   γ(t+h).

Άρα,

F(γ(t))  [ γ(t+h)  -  γ(t) ]     W(t+h)  -  W(t) .

Διαιρώντας   και  τα  δύο  μέλη  με  h  και  περνώντας  στο  όριο  καθώς  h     0,  παίρνουμε 

F(γ(t))  γ'(t)              W'(t) ,      για  όλα  τα   t   στο  [α, b].
 



Ολοκληρώνοντας  και   τα  δύο  μέλη   από   α  έως  b  και  με  βάση  το  Θ.Θ. Ολοκλ. Λογισμού,
παίρνουμε 

 F(γ(t))  γ' (t)  dt  =   W(b)  -  W(α) =  W(b)    (σημ.  ότι  W(α)=0 !)

και  W(b)  είναι  το   συνολικό  έργο  που  παράγεται  κατά  τη  μετακίνηση  από  το  γ(α)   στο   γ(b).

Με  κίνητρο  τα  παραπάνω  δίνουμε  τον   παρακάτω  Ορισμό

Ορισμός  1:    Έστω   Ω           ανοικτό σύνολο,   F: Ω                     συνεχής   διανυσματική   συνάρτηση   και    
 
γ: [α, b]        Ω   λεία καμπύλη.  Το  επικαμπύλιο  ολοκλήρωμα  της  F  πάνω  στην  γ   ισούται  με  

 F(γ(t))  γ' (t)  dt 



Συμβολισμός:        F  dγ

Εάν   F = (P,   Q)    και  γ(t)=(x(t),  y(t) ),     t   [α,  b], τότε με βάση τον  ορισμό  έχουμε

F  dγ  = P(x(t),  y(t) ) x'(t) dt  +   Q(x(t),  y(t) ) y'(t)dt  =     ( P dx   +  Q dy )

όπου  θέσαμε 

P dx   =   P(x(t),  y(t) ) x'(t) dt  ,            Q dy    =   Q(x(t),  y(t) ) y'(t) dt.



Για  να  έχει  νόημα  ο  Ορισμός  1,  θα  πρέπει  η τιμή  του  ολοκληρώματος  να  είναι  ανεξάρτητη  από  την
επιλεγείσα  αναπαραμέτρηση  της  λείας  καμπύλης  γ.

Ισχύει  η  παρακάτω  

Πρόταση  2:  Έστω   Ω           ανοικτό σύνολο,   F: Ω                     συνεχής   διανυσματική   συνάρτηση,      
 
γ: [α, b]        Ω   λεία καμπύλη   και  φ : [c, d]     [a,b]   C  συνάρτηση επί  με  φ'  >  0.  Θεωρούμε    την  καμπύλη
δ= γ  φ.  Τότε,

F(γ(t))  γ'(t)  dt   =  F(δ(t))  δ'(t) dt

Απόδειξη:  Γνωρίζουμε  ότι  η  δ  είναι  επίσης  λεία  με  δ'(s)  = φ'(s) γ'(φ(s)),      s   [c,  d]  oπότε 

F(δ(s)) δ'(s)  ds  =   φ'(s) F(γ(φ(s))) γ'(φ(s))  ds         F(γ(t)) γ'(t) dt .

  
(  στο  2ο  ολοκλήρωμα  κάναμε την  αντικατάσταση  t=φ(s). )                                                   



Ορισμός  2:  Έστω   Ω           ανοικτό σύνολο,   F: Ω                     συνεχής   διανυσματική   συνάρτηση   και    
 
γ: [α, b]        Ω    τμηματικά   λεία καμπύλη  με  γ=γ   +  γ  +  .... γ.   όπου    γ   γ   . . . γ λείες  καμπύλες .   Τότε

F  dγ  =        F  dγ 

Παραδείγματα:

Nα  υπολογιστεί  το  επικαμπύλιο  ολοκλήρωμα   y dx   -  x  dy,  όπου  γ   είναι

(α)  το  AB,  A(2, 1),  B(0,1).

(β)  το θετικά  προσανατολισμένο  ημικύκλιο  κέντρου  (1,1), ακτίνας 1  που  βρίσκεται  στο  άνω
ημιεπίπεδο.

(i)




















































































































