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8.  Λύση απλών διαφορικών εξισώσεων και εξισώσεων κίνησης  

 
8.1  Εξισώσεις κίνησης που οδηγούν σε διαφορικές εξισώσεις χωριζόµενων µεταβλητών 

Η διατύπωση των νόµων της Φυσικής στη διαφορική τους µορφή µάς δηµιουργεί την ανάγκη 
να µπορούµε να βρίσκουµε λύσεις εξισώσεων στις οποίες υπεισέρχονται και παράγωγοι των 
φυσικών µεγεθών. Η λύση των εξισώσεων αυτών, οι οποίες ονοµάζονται διαφορικές εξισώσεις, 
αποτελεί έναν από τους κεντρικούς σκοπούς της Μαθηµατικής Φυσικής. 
 Στη Μηχανική, διαφορικές εξισώσεις προκύπτουν κυρίως ως εφαρµογές του δεύτερου 
νόµου του Νεύτωνα. Έτσι, αν πάνω σε ένα σώµα µάζας  ασκείται η δύναµη m F , η εξίσωση 
κίνησης του σώµατος είναι µια διαφορική εξίσωση της µορφής 
 

  F
dt
md

=
)( υ ,      ή      F

dt
dm =
υ ,      ή      F

dt
xdm =2

2

. (8.1) 
 

Η πολυπλοκότητα της εξίσωσης εξαρτάται κυρίως από τη µορφή που έχει η δύναµη F , η 
οποία, γενικά, µπορεί να είναι συνάρτηση της θέσης, του χρόνου, ή και της ταχύτητας του 
σώµατος. Eνδέχεται επίσης η µάζα του σώµατος να είναι µεταβλητή. Στο στάδιο αυτό, θα 
εξετάσουµε τη λύση των απλούστερων εξισώσεων αυτού του είδους, οι οποίες λύνονται 
απευθείας, µέσω ολοκλήρωσης. 
 Μια διαφορική εξίσωση η οποία µπορεί να αναχθεί στη διαφορική µορφή   
 

  dxxfdyyg )()( = ,  (8.2) 
 

ονοµάζεται διαφορική εξίσωση χωριζόµενων µεταβλητών και µπορεί να λυθεί µε απλή 
ολοκλήρωση των δύο µελών: 
  ,   (8.3) cdxxfdyyg += ∫∫ )()(

 

όπου  µια κοινή σταθερά ολοκλήρωσης. c
 Παρατήρηση: Η φράση ‘ολοκλήρωση των δύο µελών’ ίσως χρειάζεται κάποια αιτιολόγηση. 
Αν δούµε τα δύο µέλη της διαφορικής εξίσωσης  dxxfdyyg )()( =  ως ίσα προς τα διαφορικά 
των )  και )  αντίστοιχα, έχουµε τις εξισώσεις: (yP (xQ
 

  dQdPdxxfdQdyygdP === ,)(,)( . (8.4) 
 

Με ολοκλήρωση των εξισώσεων αυτών έχουµε 
 
   . (8.5) cxQyPdxxfxPdyygyP +=== ∫∫ )()(,)()(,)()(
 

Από αυτές τις εξισώσεις έχουµε την Εξ. (8.3). 
 Μπορούµε επίσης να ολοκληρώσουµε και τα δύο µέλη της (8.2) µεταξύ συγκεκριµένων (και 
αντίστοιχων µεταξύ των) ορίων και να έχουµε τη λύση µέσω ορισµένων ολοκληρωµάτων: 
 

   . (8.6) ∫∫ =
x

x

y

y
dxxfdyyg

00

)()(
 

Η απόδειξη της (8.6) είναι απλή: από την τελευταία Εξ. (8.5), για τα ζεύγη των τιµών ( ) 
και (

00 , yx
yx, ) έχουµε  και cxQyP += )()( 00 cxQyP += )()( . Αφαιρώντας βρίσκουµε 

 

  )()()()( 00 xQxQyPyP −=− , 
 

η οποία, σε συνδυασµό µε τις δύο πρώτες Εξ. (8.5) δίνει την Εξ. (8.6). 
 

 Το παράδειγµα που ακολουθεί δείχνει και τις δύο διαδικασίες. 
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Παράδειγµα 1 
 
 
 

 
 
 

Να βρεθεί η λύση της διαφορικής εξίσωσης  xy
dx
dy 2= , µε αρχικές συνθήκες . 1,0 == yx

 
 

 
 

Χωρίζουµε τις µεταβλητές: dxx
y
dy

=2  .  
 

Θα λύσουµε την εξίσωση και µε τις δύο µεθόδους που αναφέρθηκαν: µε αόριστα και µε 
ορισµένα ολοκληρώµατα. 
 
 

Με αόριστα ολοκληρώµατα 
 
Ολοκληρώνουµε τα δύο µέλη της εξίσωσης: 
 

∫=⎮⌡
⌠ dxx

y
dy

2  
 

cx
y

+=−
2

1 2

 
 

Αντικαθιστώντας  1,0 == yx , βρίσκουµε: 
 

1,01 −=+=− cc  
και 

1
2

1 2

−=−
x

y
 

Με ορισµένα ολοκληρώµατα 
 
Ολοκληρώνουµε τα δύο µέλη της εξίσωσης 
ανάµεσα στις τιµές  1 και  στα αριστερά, 
και  τις αντίστοιχες τιµές  0  και 

y
x  στα δεξιά: 

 

∫=⎮⌡
⌠ x

y

dxx
y
dy

0
1

2  

 

xy
x

y
0

2

1 2
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−  

και 

2
11 2x

y
=+−  

Εποµένως 22
2

x
y

−
= .     

Αυτή είναι η λύση του προβλήµατος     xy
dx
dy 2= ,   ( 1,0 == yx ). 

 
 

 
 Συνεχίζουµε µε απλά παραδείγµατα από τη Μηχανική, στα οποία η έκφραση στο αριστερό 
µέλος της Εξ. (8.2) είναι απλώς το διαφορικό του ζητούµενου µεγέθους. Τα προβλήµατα 
λύνονται είτε µε αόριστα είτε µε ορισµένα ολοκληρώµατα, ή και µε τις δύο µεθόδους. 
 

 
 
 Παράδειγµα 2  
 
 

Ένα σώµα κινείται πάνω στον άξονα των x , µε σταθερή επιτάχυνση a. Να βρεθούν, 
συναρτήσει του χρόνου, η ταχύτητά του )(tυ  και η θέση του ) , αν αρχικά το σώµα 
βρισκόταν στο σηµείο  και είχε ταχύτητα 

(tx

0x 0υ . 
 
 

 
 

Το σώµα έχει σταθερή επιτάχυνση   a
dt
d

=
υ . 

 

Η λύση αυτής της εξίσωσης είναι:           ή       ∫= dtat)(υ catt +=)(υ . 
 

Ποια είναι η φυσική σηµασία της σταθεράς c; Αν αντικαταστήσουµε 0=t  στη συνάρτηση 
)(tυ , βρίσκουµε ότι c=)0(υ , ή ότι η σταθερά ολοκλήρωσης  c είναι, στην περίπτωση αυτή, η 

αρχική ταχύτητα του σώµατος, έστω 0υ . Έχουµε εποµένως τη λύση att += 0)( υυ  στο 
συγκεκριµένο πρόβληµα. Η συνθήκη 0υυ =  όταν 0=t , ονοµάζεται αρχική συνθήκη του 
προβλήµατος.  
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 Για να βρούµε τη θέση )  του σώµατος συναρτήσει του χρόνου, γράφουµε τη στιγµιαία 

ταχύτητα, δηλαδή το ρυθµό µεταβολής του x ως προς t, ως  

(tx

dt
dx

=υ  και εποµένως έχουµε να 

λύσουµε την εξίσωση 

  at
dt
dx

+= 0υ .  

Η λύση είναι:    

  cattdtattx ′++=+= ∫ 2
2
1

00 )()( υυ .    

 

Προφανώς  είναι η αρχική θέση του σώµατος, έστω , και εποµένως, τελικά, cx ′=)0( 0x
  2

2
1

00)( attxtx ++= υ   

είναι η λύση της εξίσωσης κίνησης  a
dt
d

=
υ  µε αρχικές συνθήκες  0)0( υυ =  και  . 0)0( xx =

 Ελέγχουµε ότι πράγµατι οι )  και )(tx (tυ  ικανοποιούν τις αρχικές συνθήκες, και ότι µε 
παραγώγιση ως προς  t  η )  δίνει την )(tx (tυ  και η παραγώγιση της )(tυ  ως προς  t  µας δίνει 
την αρχική εξίσωση κίνησης. Αυτός ο έλεγχος είναι καλό να γίνεται στο τέλος. 
 
 

Παράδειγµα 3 
 
 
 

 
 
 

Ένα σώµα µάζας , κινούµενο πάνω στον άξονα των m x , υφίσταται µια δύναµη στην 
κατεύθυνση του άξονα ίση µε , όπου  είναι µια σταθερά και attF =)( a t  ο χρόνος. Να βρεθεί 
η ταχύτητα )(txυ  και η θέση )  του σώµατος συναρτήσει του χρόνου, αν οι αρχικές 
συνθήκες του προβλήµατος είναι   

(tx
0)0(,0)0( == xx υ . 

 
 

 
 

Από τον δεύτερο νόµο του Νεύτωνα, η εξίσωση κίνησης του σώµατος είναι:   at
dt

dm x =
υ .  

Αυτή είναι µια εξίσωση χωριζόµενων µεταβλητών, η οποία γράφεται ως  dtt
m
ad x =υ , και 

ολοκληρώνεται για να δώσει:      ∫∫ = dtt
m
ad xυ ,           ct

m
a

x += 2

2
υ ,      σταθ. =c

Από την αρχική συνθήκη    0)0( =xυ ,    βρίσκουµε ότι    0=c   και εποµένως     2

2
)( t

m
atx =υ . 

Για να βρούµε το ) ,  χρησιµοποιούµε τη σχέση  (tx
dt
dx

x =υ .     Έτσι,     2

2
t

m
a

dt
dx

= , 

η οποία επίσης είναι εξίσωση χωριζόµενων µεταβλητών και δίνει:   ∫∫ = dtt
m
adx 2

2
. 

Ολοκληρώνοντας,    ct
m
ax ′+= 3

6
. 

Επειδή   ,   βρίσκουµε ότι  0)0( =x 0=′c ,   και εποµένως    3

6
)( t

m
atx =  .   

 
 

Στη λύση τέτοιων προβληµάτων, ένα συνηθισµένο λάθος είναι ότι παραλείπεται  
η σταθερά ολοκλήρωσης, πράγµα που οδηγεί σε λανθασµένα αποτελέσµατα. 

 

 
Ένας εναλλακτικός αλλά ισοδύναµος τρόπος λύσης κάνει χρήση ορισµένων ολοκληρωµάτων. 

Έτσι, για το ίδιο πρόβληµα, έχουµε την εξίσωση    dtt
m
ad x =υ  ,  τα δύο µέλη της οποίας 

ολοκληρώνουµε, αντίστοιχα, µεταξύ των κάτω ορίων 0=xυ  και  0=t ,  και των γενικών άνω 

ορίων  )(txυ   και   t .  Έχουµε,    ∫∫ =
t

x dtt
m
adx

00

υ
υ .   Το αποτέλεσµα είναι   
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[ ] [ ] t
x t

m
ax

0
2

2
1

0 =υυ        ή         ( ) 22

2
,0

2
0 t

m
at

m
a

xx =−=− υυ .   

 

Συνεχίζοντας τη διαδικασία για το  ,   )(tx
 

[ ] [ ] 3
0

3

0 0
2

0 6
)(,

6
,

2
t

m
atxt

m
axdtt

m
adx

tt xx
=== ∫∫ .   

 
 

 

Χρησιµοποιώντας ορισµένα ολοκληρώµατα, βρίσκουµε τη λύση µε πιο σύντοµο και 
συµπαγή τρόπο και αποφεύγουµε το ενδεχόµενο να ξεχάσουµε τη σταθερά 
ολοκλήρωσης. Θα πρέπει όµως να είµαστε προσεκτικοί στα όρια, δηλαδή το κάτω 
όριο της µιας µεταβλητής να αντιστοιχεί στο κάτω όριο της άλλης µεταβλητής, και το 
ίδιο να ισχύει και για τα άνω όρια.   
 

 
 
 

Παράδειγµα 4 
 
 
 

 
 
 

Έστω ότι ένα σώµα µάζας m έχει φορτίο q και βρίσκεται µέσα σε ένα µεταβαλλόµενο 
ηλεκτρικό πεδίο έντασης tEtE ωsin)( 0=  που έχει κατεύθυνση αυτήν του άξονα των x. Οι 
αρχικές συνθήκες του προβλήµατος είναι 0)0(,0)0( == xx υ . Να εξετασθεί η κίνηση του 
σώµατος. 

 
 

 
 

Η εξίσωση κίνησης του σώµατος είναι   
 

tqEtqE
dt

dm x ωυ sin)( 0==       ή        ta
dt

d x ωυ sin= ,     όπου   
m

qEa 0≡ .   
 

Χωρίζουµε τις µεταβλητές:     dttad x ωυ sin= . 
 

Με αόριστα ολοκληρώµατα 
 
Εποµένως είναι:  
 

∫ +−== ctadttatx ω
ω

ωυ cossin)(  
 

Η αρχική συνθήκη  0)0( =xυ  µάς δίνει: 

ca
x +−==

ω
υ 0)0(     ή     

ω
ac = ,    και έτσι,  

Με ορισµένα ολοκληρώµατα 
 
Ολοκληρώνουµε µεταξύ των ορίων , 0=t

0=xυ , και των γενικών ορίων  t  και )(txυ : 
 

∫∫ =
tt

x dttadx

0

)(

0
sinωυ

υ
, 

 

[ ] [ ] tt
x tax

0
)(

0 cosωυ υ −=     και  
 

( )tatx ω
ω

υ cos1)( −=  . 

Συνεχίζοντας, επειδή   
dt
dx

x =υ ,   έχουµε την εξίσωση    ( )ta
dt
dx ω

ω
cos1−= . 

 

Χωρίζουµε τις µεταβλητές:   ( )dttadx ω
ω

cos1−= . 

 
 

Αυτή ολοκληρώνεται ως εξής: 
 

( )

ctata

dttatx

′+−=

=⎮⌡
⌠ −=

ω
ωωω

ω
ω

sin1

cos1)(
 

 

Η αρχική συνθήκη 0  µας δίνει: )0( =x

Ολοκληρώνουµε µεταξύ των ορίων , 0=t
0=x , και των γενικών ορίων  t   και : )(tx

 

( )∫∫ −=
ttx

dttadx
0

)(

0
cos1 ω

ω
, 

 

[ ]
t

tx ttax
0

)(
0 sin1

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= ω

ωω
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caatx ′+−== 000)( 2ωω
     ή      0=′c , 

 

και εποµένως . 

και εποµένως      

 

  ( )ttatx ωω
ω

sin)( 2 −= . 

Έτσι, η πλήρης λύση του προβλήµατος  ta
dt

d x ωυ sin= ,   0)0(,0)0( == xx υ ,   είναι: 
 

  ( )ttatx ωω
ω

sin)( 2 −=           ( )tatx ω
ω

υ cos1)( −= .   
 

Επαλήθευση 

Με αντικατάσταση του  µπορούµε να επιβεβαιώσουµε ότι οι αρχικές συνθήκες 
ικανοποιούνται:  

0=t

  ( ) 0]0sin()0[)0(
2

=−= ωω
ω
ax              0)]0(cos1[)0( =−= ω

ω
υ a

x . 
 

Επίσης, παραγωγίζοντας το )  ως προς  t  βρίσκουµε την (tx )(txυ ,  
 

  ( ) ( ) ( ) )(cos1cossin)( 22 ttatatt
dt
datx

dt
d

xυω
ω

ωωω
ω

ωω
ω

=−=−=−=  
 

και παραγωγίζοντας την  )(txυ  ως προς  t  βρίσκουµε την εξίσωση κίνησης: 
 

  ( ) tat
dt
dat

dt
d

x ωω
ω

υ sincos1)( =−= . 
 
 

 
Ακολουθεί ένα κάπως πιο σύνθετο παράδειγµα από τη Μηχανική. 
 

 
 
 Παράδειγµα 5  
 
 

Ένα σώµα µάζας  κινείται πάνω στον άξονα των m x . Πάνω στο σώµα ασκείται µόνο µια 
δύναµη τριβής η οποία είναι ανάλογη της ταχύτητάς του, xx bF υ−= . Να βρεθούν, συναρτήσει 
του χρόνου, η ταχύτητα του σώµατος )(txυ  και η θέση του ) , αν αυτό αρχικά βρισκόταν 
στο σηµείο 0  και είχε ταχύτητα 

(tx
)0( =x 0)0( υυ =x . 

 
 

 
 

Η εξίσωση κίνησης του σώµατος είναι 
 

  x
x b

dt
dm υυ

−= . 

Χωρίζοντας τις µεταβλητές έχουµε 

  dt
m
bd

x

x −=
υ
υ , 

ή, γράφοντας ως   bm /≡τ   τη σταθερά χρόνου που εµφανίζεται στο πρόβληµα,    
τυ

υ dtd

x

x −= . 

Ολοκληρώνοντας στα αριστερά από την αρχική τιµή 0υ  της ταχύτητας µέχρι τη γενική τιµή 
)(txυ , και στα δεξιά από την αρχική τιµή 0=t  του χρόνου µέχρι τη γενική τιµή , έχουµε: t

 

  ∫−=⎮⌡
⌠ t

x

x dtdx

0

1

0
τυ

υυ

υ

 

Εποµένως,       
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[ ] [ ] t
x tx

0
1ln

0 τ
υ υ

υ −= ,       
τ

υυ ttx −=− 0ln)(ln ,       
τυ

υ ttx −=
0

)(ln ,      τ

υ
υ /

0

)( tx et −= , 
 

και τελικά . τυυ /
0)( t

x et −=
 

Επειδή είναι    
dt
dxtx =)(υ ,    έχουµε    τυ /

0
te

dt
dx −= ,    ή    . dtedx t τυ /

0
−=

 

Ολοκληρώνοντας ανάµεσα στα κατάλληλα όρια,            , ∫∫ −=
t ttx

dtedx
0

/
0

)(

0

τυ

ή     
  [ ] [ ] tttx ex 0

/
0

)(
0

ττυ −−=  ,       ( )1)( /
0 −−= − ττυ tetx         και τελικά      ( )ττυ /

0 1)( tetx −−= . 
 
 

 

8.2  Η χρήση της παραγώγου ως νέας µεταβλητής 

Μερικές φορές είναι δύσκολο ή και αδύνατο να ολοκληρώσουµε µια εξίσωση της µορφής  

)(2

2

yF
dx

yd
=   για να βρούµε την ) .  Χρησιµοποιούµε τότε την παράγωγο  (xy

dx
dyu =   ως νέα 

µεταβλητή, και τη σχέση       
dy
udu

dy
du

dx
dy

dy
du

dx
du

dx
dy

dx
d

dx
yd )(

2
1 2

2

2

=====  (8.7) 
 

για να απαλείψουµε τη µεταβλητή  x .  Αποκτούµε έτσι την εξίσωση  
 

  dyyFudyF
dy
ud )(2)(,)(2)( 2

2

==  (8.8) 
 

η οποία είναι εξίσωση χωριζόµενων µεταβλητών, και την οποία ίσως µπορούµε να 
ολοκληρώσουµε για τη λύση   Ένα παράδειγµα θα επιδείξει τη µέθοδο: ).(yu
 
 

 
 
 Παράδειγµα 6  
 
 

Ένα σώµα µάζας , αρχικά ακίνητο, πέφτει ακτινικά προς µια ακίνητη σηµειακή µάζα m
M κάτω από την επίδραση της µεταξύ τους βαρυτικής έλξης. Η αρχική απόσταση των δύο 
µαζών ήταν . Να µελετηθεί η κίνηση του σώµατος.  a

 
 

 
 

Η ελκτική δύναµη που ασκεί η µάζα M  πάνω στη µάζα  όταν η µεταξύ τους απόσταση είναι m
r , είναι, σύµφωνα µε τον νόµο της βαρύτητας του Νεύτωνα,     

  2)(
r

mMGrF −=     (αρνητική γιατί έχει κατεύθυνση προς αυτήν της µείωσης του r ). 

Η ακτινική επιτάχυνση της  δίνεται από τον δεύτερο νόµο του Νεύτωνα για την κίνηση:  m
 

  22

2

2

2

,)(
r

mMG
dt

rdmrF
dt

rdm −== .   

 

Η εξίσωση αυτή δεν µπορεί να λυθεί για το r  συναρτήσει του χρόνου t . Μπορούµε όµως, ως 
πρώτο βήµα, να βρούµε την  )(rυ .  Απαλείφουµε τον χρόνο, χρησιµοποιώντας την παράγωγο 

dt
dr

=υ  (ταχύτητα εδώ) ως µεταβλητή, και τη σχέση   υυυυ
dr
d

dt
dr

dr
d

dt
d

dt
rd

===2

2

 .   

 

Έτσι, 22

2

r
GM

dr
d

dt
rd

−==
υυ .   

 

Αυτή τώρα είναι µια εξίσωση χωριζόµενων µεταβλητών, από την οποία βρίσκουµε ότι   
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  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

ar
GM 11

2
1 2υ  ,             και        ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

ar
GMr 112)(υ , 

 

όπου πήραµε το αρνητικό πρόσηµο για πτώση προς το κέντρο. Η σχέση αυτή εκφράζει τη 
διατήρηση της ενέργειας.  

 Επειδή  
dt
dr

=υ  ,  έχουµε  

  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−=

ar
GM

dt
dr 112 .   

 

Χωρίζοντας τις µεταβλητές, 
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−
−=

r
a
drdt

a
GM         και      dr

ra
rdt
−

−=δυ       όπου     
a

GM2
≡δυ  .       

Ολοκληρώνοντας: ⎮⌡

⌠
−

−=∫
r

a

t
dr

ra
rdt

0δυ , 
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⎥
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⎢
⎢
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0 sin)(1
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⎟
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⎜
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⎛
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⎞

⎜
⎝
⎛ −+−= −

a
r
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a
rart 1sin

2
)( 1π

υδ
  .  

Η εξίσωση αυτή δεν µπορεί να λυθεί για την ) . Αντί αυτού, έχουµε τη συνάρτηση .  (tr )(rt
 
 

 
 
 Προβλήµατα  
 
 

1  Ένα σώµα έχει µάζα , βρίσκεται αρχικά ακίνητο στη θέση 0m =y  και αρχίζει να πέφτει 
κατακόρυφα (κατά µήκος του άξονα των , η θετική κατεύθυνση του οποίου είναι προς τα 
πάνω). Η δύναµη της τριβής του αέρα είναι ίση µε 

y
υb− , όπου  υ  η ταχύτητα του σώµατος και 

 µια θετική σταθερά. b
 (α)  Να βρεθεί η ταχύτητα του σώµατος ως συνάρτηση του χρόνου.  (β)  ∆είξτε ότι το σώµα 
τείνει να αποκτήσει µια ορική ταχύτητα και βρείτε την τιµή της.  (γ)  Να βρεθεί η θέση του 
σώµατος, , ως συνάρτηση του χρόνου.  (δ)  Αναπτύξτε τις απαντήσεις για τα )  και y (ty )(tυ  
σε σειρές δυνάµεων του χρόνου, για να βρείτε σχέσεις που ισχύουν για µικρές τιµές του . t
 

2  Σώµα µάζας  εκτοξεύεται κατακόρυφα προς τα πάνω µε αρχική ταχύτητα V   κατά 
µήκος του άξονα των , η θετική κατεύθυνση του οποίου είναι προς τα πάνω. Η αρχική θέση 
του σώµατος είναι 0

m ( 0>V )
y
=y . Πάνω στο σώµα δρα, εκτός του βάρους του, δύναµη τριβής από τον 

αέρα ίση µε υmk− , όπου  υ  η ταχύτητα του σώµατος και  µια θετική σταθερά. k
 (α)   Να διατυπωθεί η εξίσωση κίνησης της µάζας.  (β) Χρησιµοποιήστε τη σχέση 

yt
y

yt d
d

d
d

d
d

d
d υυυυ

==   για να δείξετε ότι η υ  και το  ικανοποιούν τη σχέση y
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g
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g
kV

k
g

k
Vy υυ 1ln1ln2 .   (γ)  Να βρείτε το µέγιστο ύψος H  στο οποίο θα 

φθάσει το σώµα.  (δ)   Αν U−=υ  είναι η ταχύτητα µε την οποία το σώµα επιστρέφει στο 

σηµείο 0 ,  δείξτε ότι:     =y ( ) ( )⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+=− UV

g
kkVgkUg exp . 

 

3  Σωµατίδιο µάζας m κινείται στο επίπεδο xy . Τη χρονική στιγµή 0=t  βρίσκεται στο σηµείο 
(0, 0) και έχει ταχύτητα 0υ  η οποία σχηµατίζει γωνία 45o µε τον άξονα  x. Το επίπεδο xy  είναι 
οριζόντια λεία επιφάνεια. Η µόνη δύναµη που δρα στο σωµατίδιο είναι µία δύναµη τριβής, 

ymkυ− , στην κατεύθυνση  µόνο, η οποία είναι ανάλογη της συνιστώσας y yυ της ταχύτητάς 
του, όπου είναι ένας σταθερός θετικός συντελεστής.   k
 (α) Ποια είναι η εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου;  (β) Να βρεθεί η ταχύτητά του ως 
συνάρτηση του χρόνου. Μετά πόσο χρόνο η κατακόρυφη συνιστώσα της γίνεται 2/0υ ;   
(γ) Ποια είναι η εξίσωση της τροχιάς που διαγράφει το σωµατίδιο στο επίπεδο xy ;  (δ) Ποια 
είναι η µέγιστη τιµή  του  στην τροχιά;   my y
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