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13. Συνήθεις διαφορικές εξισώσεις 

 

13.1  Ορισµοί 

Μια εξίσωση που περιέχει παραγώγους κάποιας συνάρτησης, ονοµάζεται διαφορική εξίσωση 
(∆.Ε.). Αν η συνάρτηση της οποίας οι παράγωγοι εµφανίζονται στην εξίσωση είναι συνάρτηση 
µιας ανεξάρτητης µεταβλητής, η εξίσωση ονοµάζεται συνήθης διαφορική εξίσωση (Σ.∆.Ε.). 
Γενικά, οποιαδήποτε συνάρτηση των x  και  και των παραγώγων τής  ως προς  y y x   
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ορίζει µια συνήθη διαφορική εξίσωση για το  συναρτήσει του y x . Μερικά παραδείγµατα:   
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 Οποιαδήποτε συνάρτηση ικανοποιεί µια ∆.Ε., ονοµάζεται λύση της ∆.Ε. Μια συνάρτηση η 
οποία εµπεριέχει όλες τις δυνατές λύσεις µιας ∆.Ε. ονοµάζεται γενική λύση της ∆.Ε.   
 

 Στη διατύπωση των διαφορικών εξισώσεων χρησιµοποιούνται διάφορα σύµβολα, όπως:   
 

    οι τελεστές   
dx
d    και   

dx
dD ≡     για την πράξη της παραγώγισης (ως προς x  εδώ), 

    τα σύµβολα   )(xy′   και   
dx
dy    για την πρώτη παράγωγο του )  ως προς το  (xy x ,    

              και    )(xy ′′ 2

2

dx
yd   για τη δεύτερη παράγωγο, κ.ο.κ.  

 

    ο συµβολισµός του Νεύτωνα, σύµφωνα µε τον οποίο µια τελεία πάνω από ένα σύµβολο 

            σηµαίνει παραγώγιση ως προς το χρόνο  t :      2

2

,
dt

xdx
dt
dxx ≡≡ &&& .  

 

 Η τάξη της παραγώγου µεγαλύτερης τάξης που εµφανίζεται στη διαφορική εξίσωση, 
ονοµάζεται τάξη της διαφορικής εξίσωσης. Όταν η διαφορική εξίσωση εκφραστεί στη µορφή 
πολυωνύµου, η δύναµη στην οποία εµφανίζεται η µεγαλύτερης τάξης παράγωγος ονοµάζεται 
βαθµός της διαφορικής εξίσωσης. Μια Σ.∆.Ε. για την )  ονοµάζεται γραµµική, αν είναι 
γραµµική ως προς την )  και τις παραγώγους της. 

(xy
(xy

 Για παράδειγµα:   
 

Η  F
dt
dm =
υ   είναι µια γραµµική Σ.∆.Ε. πρώτης τάξης και πρώτου βαθµού. 

Οι   xa
dt

xd 2
2

2

−= ,     02
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=+++ cby
dx
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dx
yd    και    0sin2

2

=+ tk
dt

yd ω    είναι δεύτερης τάξης 

και πρώτου βαθµού.  Και οι τρεις είναι γραµµικές. 

Η  )(3
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xfy
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=+⎟
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⎛   είναι µια Σ.∆.Ε. εξίσωση πρώτης τάξης. Είναι τρίτου βαθµού, αφού 

µπορεί να γραφτεί ως   ( 23
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13.2  Η παραγωγή συνήθων διαφορικών εξισώσεων 

Έστω ότι η συνάρτηση )  περιέχει  παραµέτρους. Με  διαδοχικές παραγωγίσεις της 
αποκτούµε  εξισώσεις. Αν χρησιµοποιήσουµε αυτές τις εξισώσεις για να απαλείψουµε τις 
παραµέτρους, βρίσκουµε µια σχέση που περιέχει τις , 

(xy n n
1+n

)(xy )(xy′ ,…,  και τη µεταβλητή )()( xy n

x . Αποκτούµε δηλαδή µια συνήθη διαφορική εξίσωση n -οστής τάξης για την . )(xy
Παραδείγµατα:  

 Αν       ( σταθερά),      παραγωγίζοντας βρίσκουµε ότι    )(42 axay += =a a
dx
dyy 42 = . 

Απαλείφοντας την  από τις δύο αυτές εξισώσεις, βρίσκουµε τη µη γραµµική διαφορική 
εξίσωση πρώτης τάξης,   

a
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dx
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dx
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 Με τον ίδιο τρόπο, αν  tBtAy ωω cossin += ,  θα είναι  

 

tBtA
dt
dy ωωωω sincos −=       και       tBtA

dt
yd ωωωω cossin 22
2

2

−−= .   
 

Η πρώτη και η τρίτη εξίσωση δίνουν τη γραµµική διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης:  
 

02
2

2

=+ y
dt

yd ω ,  γνωστή ως η εξίσωση του µονοδιάστατου απλού αρµονικού ταλαντωτή χωρίς 

απόσβεση ή εξωτερική διέγερση. 

Η  tBtAy ωω cossin +=   λέγεται ότι είναι η γενική λύση της Σ.∆.Ε.    02
2

2

=+ y
dt

yd ω  .   

 Αποδεικνύεται ότι  
 

Για να είναι µια λύση η γενική λύση µιας Σ.∆.Ε. -οστής τάξης, n
πρέπει να περιέχει  ανεξάρτητες αυθαίρετες σταθερές.  n

 
 Οι λύσεις διαφορικών εξισώσεων που περιγράφουν φυσικά προβλήµατα πρέπει να 
ικανοποιούν ορισµένες συνθήκες. Αν οι συνθήκες αφορούν τις τιµές της άγνωστης συνάρτησης 
και των παραγώγων της σε ένα µόνο σηµείο (µία τιµή της ανεξάρτητης µεταβλητής), οι 
συνθήκες είναι γνωστές ως αρχικές συνθήκες και το πρόβληµα ονοµάζεται πρόβληµα αρχικών 
τιµών. Αν οι συνθήκες αφορούν τις τιµές της άγνωστης συνάρτησης και των παραγώγων της σε 
περισσότερα του ενός σηµεία, οι συνθήκες είναι γνωστές ως συνοριακές συνθήκες και το 
πρόβληµα ονοµάζεται πρόβληµα συνοριακών τιµών. Η ικανοποίηση αυτών των συνθηκών, 
καθορίζει τις τιµές των αυθαίρετων σταθερών, και ξεχωρίζει από τις άπειρες λύσεις που 
περιγράφει η γενική λύση τη µία λύση η οποία ισχύει για το συγκεκριµένο πρόβληµα.  

 Θα εξετάσουµε παρακάτω µερικές συνήθεις διαφορικές εξισώσεις οι οποίες είναι 
σηµαντικές στην περιγραφή φυσικών συστηµάτων. Λόγω του δεύτερου νόµου του Νεύτωνα, 
πολλές από τις διαφορικές εξισώσεις που συναντά κανείς στη Μηχανική είναι πρώτης ή 
δεύτερης τάξης. Το ίδιο ισχύει και για προβλήµατα που αναφέρονται σε ταλαντώσεις 
µηχανικών και ηλεκτρικών συστηµάτων. Σε πολύπλοκα συστήµατα (µε πολλούς βαθµούς 
ελευθερίας) εµφανίζονται συστήµατα διαφορικών εξισώσεων.  
 Για µια πληρέστερη µελέτη του θέµατος των διαφορικών εξισώσεων ο αναγνώστης µπορεί 
να συµβουλευθεί, µεταξύ πολλών άλλων, και ένα από τα συγγράµµατα που δίνονται στη 
βιβλιογραφία.   

 

13.3  ∆ιαφορικές εξισώσεις χωριζόµενων µεταβλητών 

Μια ∆.Ε. η οποία µπορεί να αναχθεί στη διαφορική µορφή  dxxfdyyg )()( = , ονοµάζεται 
διαφορική εξίσωση χωριζόµενων µεταβλητών και µπορεί να λυθεί µε απλή ολοκλήρωση των 
δύο µελών: 
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     (13.2) cdxxfdyyg += ∫∫ )()(
 

όπου η   είναι µια κοινή σταθερά ολοκλήρωσης για τα δύο ολοκληρώµατα. Οι εξισώσεις 
αυτές εξετάστηκαν στο Κεφάλαιο 9. 

c

 

13.4  Η γραµµική διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης, µε σταθερούς συντελεστές 

Στις ενότητες που ακολουθούν, θα θεωρήσουµε το χρόνο  ως ανεξάρτητη µεταβλητή, και την 
 συνάρτηση του . Η γραµµική διαφορική εξίσωση δεύτερης τάξης µε σταθερούς συντελεστές 

έχει τη γενική µορφή   

t
y t

  )(01 tfypypy =+′+′′    (13.3) 
 

όπου οι  είναι σταθεροί συντελεστές. 10 , pp
 Αν  ,  η εξίσωση ονοµάζεται οµογενής. Ο γενικός τρόπος λύσης της εξίσωσης   0)( =tf
 

  001 =+′+′′ ypypy    (13.4) 

 

είναι να υποτεθεί η µορφή  για τις λύσεις και να αντικατασταθεί στη διαφορική εξίσωση. 
Αποκτάται έτσι µια αλγεβρική εξίσωση, η χαρακτηριστική εξίσωση, οι λύσεις της οποίας δίνουν 
τις τιµές  του 

stey =

is s  για τις οποίες οι συναρτήσεις  είναι λύσεις της διαφορικής εξίσωσης. ts
i

iey =
 Η λύση της µη οµογενούς εξίσωσης βασίζεται στη συµπλήρωση της γενικής λύσης της 
οµογενούς εξίσωσης. 
 Θα εξετάσουµε τις λύσεις της γραµµικής διαφορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης µε 
σταθερούς συντελεστές, αρχίζοντας από την πιο απλή µορφή της οµογενούς εξίσωσης και 
συνεχίζοντας µε πιο πολύπλοκες µορφές. 
 

13.4.1  Η εξίσωση 00 =+′′ ypy  

Αν υποθέσουµε λύσεις της µορφής   έχουµε   και   . stey = stesy =′ stesy 2=′′

Αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση έχουµε   και απλοποιώντας τον 
κοινό παράγοντα  , βρίσκουµε τη  χαρακτηριστική εξίσωση   

00
2 =+ stst epes

ste  

  ,    της οποίας λύσεις είναι οι    00
2 =+ ps 01 ps −−=   και   01 ps −=  .   

 

Έχουµε λοιπόν δύο λύσεις της διαφορικής εξίσωσης, τις  tpey 0
1

−−=     και tpey 0
1

−= .  

Η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι ο γραµµικός συνδυασµός των δύο λύσεων, 
 

  tptp ececty 00
21)( −−− +=  .   (13.5) 

 

Η λύση έχει δύο ανεξάρτητες αυθαίρετες σταθερές και είναι η γενική λύση της δοθείσας 
διαφορικής εξίσωσης.  
 Ιδιαίτερο ενδιαφέρον έχει η περίπτωση θετικού . Η εξίσωση αυτή συναντάται συχνά ως η 
διαφορική εξίσωση του απλού αρµονικού ταλαντωτή χωρίς απόσβεση ή εξωτερική διέγερση 
(σύστηµα µάζας-ελατηρίου, ταλαντώσεις µικρού πλάτους του απλού ή φυσικού εκκρεµούς, 
ταλαντώσεις ηλεκτρικού κυκλώµατος , κλπ.). Η εξίσωση γράφεται ως   

0p

LC
 

  σταθ.   (13.6) ==+′′ ωω ,02 yy
 

Υποθέτοντας λύσεις της µορφής  , βρίσκουµε τη  χαρακτηριστική εξίσωση   
stey =

 

      της οποίας λύσεις είναι οι    022 =+ωs ωis −=1   και   ωis =2  .   (13.7) 

 

Οι αποδεκτές λύσεις της διαφορικής εξίσωσης, που αντιστοιχούν στις δύο αυτές τιµές της s , 
είναι οι  
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      και    .  (13.8) 
tiey ω−=1

tiey ω=2
 

Η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι ο γραµµικός συνδυασµός των δύο λύσεων, 
 

   .   (13.9) 
titi ececty ωω

21)( += −

 

Η λύση µπορεί να γραφτεί σε πραγµατική µορφή κάνοντας χρήση του τύπου του Όιλερ,   
 

tite ti ωωω sincos +=      και        tite ti ωωω sincos −=−

 

οπότε έχουµε    ticcticcty ωω sin)(cos)()( 1221 −++=  ,    ή    

 

  =+= BAtBtAty ,,cossin)( ωω σταθ.   (13.10) 

 

Μια άλλη µορφή αυτής της εξίσωσης µπορεί να βρεθεί ως εξής:  γράφοντας, 
 

 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+

+
+=+= t

BA

Bt
BA

ABAtBtAty ωωωω cossincossin)(
2222

22  (13.11) 

 
και ορίζοντας το πλάτος    22 BAa +≡    και τη σταθερά φάσης  φ  έτσι ώστε   
 

  
A
B

BA

A

BA

B
≡

+
≡

+
≡ φφφ tan,cos,sin

2222
 (13.12) 

 

έχουµε   )sincossin(cos)( ttaty ωφωφ += ,    και τελικά    

 

  )sin()( φω += taty     (13.13) 

 

για τη λύση της διαφορικής εξίσωσης. 
 Οι σταθερές , ή οι BA, φ,a , µπορούν να προσδιοριστούν για ένα συγκεκριµένο πρόβληµα 
από τις αρχικές ή άλλες συνθήκες του προβλήµατος. Στο Παράδειγµα που ακολουθεί αυτό 
γίνεται σαφές. 
 
 

 
 
 Παράδειγµα 3  
 
 

Μια µάζα M , συνδεδεµένη στο άκρο ενός ελατηρίου σταθεράς , εκτελεί ταλαντώσεις χωρίς 
απώλειες. Να βρεθεί η κίνηση της µάζας, αν αρχικά )

k
0( =t  η µετατόπιση της µάζας ήταν 

 και η ταχύτητά της 0)0( =x 0)0( υυ = . 
 
 

 
 

Η εξίσωση κίνησης της µάζας είναι   
 

MkxxkxxM /,0, 0
2
0 ==+′′−=′′ ωω    

 

και η γενική της λύση (µετατόπιση):  tBtAtx 00 cossin)( ωω += .   

Η ταχύτητα της µάζας είναι:            tBtA
dt
dxt 0000 sincos)( ωωωωυ −== .   

 

Θέτοντας , και χρησιµοποιώντας τις αρχικές συνθήκες, βρίσκουµε:   0=t
 

  0)0( == Bx    και   00)0( υωυ == A  .   

 

Εποµένως, η  ttx 0
0

0 sin)( ω
ω
υ

=    

 

είναι η λύση που ικανοποιεί τις δεδοµένες αρχικές συνθήκες. 
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13.4.2  Η εξίσωση 001 =+′+′′ ypypy  

Η διαφορική εξίσωση 001 =+′+′′ ypypy  έχει τη χαρακτηριστική εξίσωση 
   

   .   (13.14) 001
2 =++ psps

 

Η εξίσωση αυτή έχει δύο ρίζες, τις   και  , και γενική λύση την   1s 2s
 

     (13.15) 
tsts ececty 21

21)( +=
 

αν οι δύο ρίζες είναι διαφορετικές.  
 Αν οι συντελεστές  και  είναι τέτοιοι ώστε οι δύο ρίζες να είναι ίσες, , η 
γενική λύση είναι  

0p 1p sss == 21

     (13.16) 
stetccty )()( 21 +=

 

όπως µπορούµε να επιβεβαιώσουµε µε αντικατάσταση στη διαφορική εξίσωση.  
 Θα µελετήσουµε τη διαφορική αυτή εξίσωση στο παράδειγµα που ακολουθεί, µε αναφορά 
στον αρµονικό ταλαντωτή µε απόσβεση. 
 
 

 
 
 Παράδειγµα 4  
 
 

Μια µάζα M , συνδεδεµένη στο άκρο ενός ελατηρίου σταθεράς , κινείται κατά µήκος του 
άξονα των  

k
x . Στη µάζα ασκείται επίσης µια δύναµη τριβής ανάλογη της ταχύτητάς της, . 

Να βρεθεί η λύση για τη µετατόπιση της µάζας . 
xb &−

)(tx
 
 

 
 

Σύµφωνα µε τον δεύτερο νόµο του Νεύτωνα, η εξίσωση κίνησης της µάζας είναι:   
 

   ,       ή        kxxbxM −−= &&&
b
M

M
kxxx ≡≡=++ τωω

τ
2
0

2
0 ,01

&&&  .  (13.17) 

 

Υποθέτοντας λύσεις της µορφής  ,  βρίσκουµε τη χαρακτηριστική εξίσωση:   
stey =

 

  01 2
0

2 =++ ω
τ

ss ,       η οποία έχει ως ρίζες τις     
2

2
02,1 2

1
2
1

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−±−=
τ

ω
τ

s  .  

Ορίζουµε τα µεγέθη: 
τ

β
2
1

≡        και     22
0 βωω −=′ ,  (13.18) 

 

οπότε οι δύο ρίζες γράφονται ως:      ωβ ′−−= is1     και     ωβ ′+−= is2  

Αν  
τ

ω
2
1

0 ≠  ,  η γενική λύση είναι η   

   .   (13.19) 
tittit eeceectx ωτωτ ′−′−− += 2/

2
2/

1)(
 

Χρησιµοποιώντας τον τύπο του Όιλερ, γράφουµε τη γενική λύση στη µορφή    
 

  ( )tBtAetx t ωωτ ′+′= − cossin)( 2/  , (13.20) 
ή στην ισοδύναµη µορφή 
   . (13.21) )sin()( 2/ φωτ +′= − teatx t

 

 Οι σταθερές , ή BA, φ,a , προσδιορίζονται από τις αρχικές ή άλλες συνθήκες του 
προβλήµατος. 
 

 Αναγνωρίζουµε τις εξής ειδικές περιπτώσεις: 
 
1. Μηδενική απόσβεση  )( ∞→τ  

Η λύση ανάγεται στην     )sin()( 0 φω += tatx  ,    της αµείωτης ταλάντωσης. 
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2. Υποαπόσβεση  )12( 0 >τω  

Οι ρίζες της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι µιγαδικές και η λύση έχει τη µορφή   
 

   . (13.22) )sin()( 2/ φωτ +′= − teatx t

 

Η µάζα εκτελεί ταλαντώσεις µε γωνιακή συχνότητα ω′ , και πλάτος  που φθίνει 
εκθετικά µε το χρόνο. 

τ2/tea −

 Στην περίπτωση της ασθενούς απόσβεσης, 10 >>τω , η γωνιακή συχνότητα είναι 0ωω ≈′ , 
και  

  .  (13.23)  )sin()( 0
2/ φωτ +≈ − teatx t

 

3. Κρίσιµη απόσβεση  )12( 0 =τω  

Στην περίπτωση αυτή η χαρακτηριστική εξίσωση γίνεται      ,  και έχει τη 

διπλή ρίζα   

02 2
00

2 =++ ωω ss

τ
ω

2
1

0 −=−=s .  Η λύση της διαφορικής εξίσωσης που αντιστοιχεί στη ρίζα αυτή 

είναι η  . Αυτή όµως δεν µπορεί να είναι η γενική λύση της διαφορικής 
εξίσωσης, η οποία είναι δεύτερης τάξης και εποµένως έχει γενική λύση µε δύο ανεξάρτητες 
σταθερές. Αποδεικνύεται, και ελέγχεται µε αντικατάσταση στη διαφορική εξίσωση, ότι η  

 είναι επίσης λύση στην ειδική αυτή περίπτωση. Εποµένως, η γενική λύση 
είναι: 

τ2/
1 )( teCtx −=

τ2/
2 )( tetDtx −=

  .   (13.24) 
τ2/)()( tetDCtx −+=

 

Αυτή είναι µια µη ταλαντωτική κίνηση. Αν η αρχική µετατόπιση είναι  και η αρχική 
ταχύτητα 

0x

0υ , η λύση εκφράζεται ως    

 

  ( )[ ] ττυ 2/
000 2/)( tetxxtx −++= .  (13.25)  

 

Η απόσταση x  της µάζας από το σηµείο 0=x  γίνεται µέγιστη τη χρονική στιγµή 

τυ
τ

00 2/1
2

x
tm +

= .  Μετά, η µετατόπιση τείνει ασυµπτωτικά στο µηδέν.   

 

4. Υπεραπόσβεση  )12( 0 <τω  

Οι λύσεις της χαρακτηριστικής εξίσωσης είναι πραγµατικές:   2
0

2

2,1 2
1

2
1 ω

ττ
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±−=s . 

Ορίζουµε   2
0

2

2
1 ω
τ

α −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=   και γράφουµε τη γενική λύση ως 

  ( )ttt BeAeetx αατ −− += 2/)(  .   (13.26) 

 

Η κίνηση είναι µη ταλαντωτική. 
 
 

 
 
13.4.3  Η εξίσωση tAypypy ωsin01 =+′+′′  

Πριν προχωρήσουµε στη µελέτη αυτής της διαφορικής εξίσωσης, θα αποδείξουµε µια πολύ 
σηµαντική αρχή, που ισχύει για όλες τις γραµµικές διαφορικές εξισώσεις µε σταθερούς 
συντελεστές, την  
 

Αρχή της υπέρθεσης ή της επαλληλίας:   
 

 Αν η    είναι µια λύση της εξίσωσης  1y )(101 tfypypy =+′+′′  
 και η   είναι µια λύση της εξίσωσης  2y )(201 tfypypy =+′+′′ , 
 τότε η είναι µια λύση της εξίσωσης       21 yyy +=  )()( 2101 tftfypypy +=+′+′′ .   
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Απόδειξη:  
 Επειδή    )(110111 tfypypy =+′+′′     και     )(220212 tfypypy =+′+′′ ,   προσθέτοντας έχουµε   

()( 21210121 ftfyyppyy
 

)()11 tyy )()( +=++′+′+′′+′′
 

και εποµένως η είναι λύση της εξίσωσης     ypypy +

   

 21 yyy +=  )()( 2101 tftf=+′+′′ .  

στη θεωρία των ταλαντώσ ν, και 
 ενός αρµονικού

ση της σταθερής διέγερσης δεν παρουσιάζει ενδιαφέρον, αφού µια αλλαγή της 
ετ

 
 

Η εξίσωση )( είναι γνωστή εω 01 tfypypy =+′+′′  
περιγράφει την κίνηση  ταλαντωτή µε απόσβεση, ο οποίος υφίσταται εξωτερική 
διέγερση ανάλογη του )(tf . Αν η )(ty  είναι η γραµµική µετατόπιση µιας µάζας και t  ο 
χρόνος, τότε η  )(tf  ι αι µε τη ωτερικά ασκούµενη δύναµη ανά µονάδα µάζας ου 
ταλαντωτή.  
 Η περίπτω

σούτ ν εξ τ

 0f  
µ αβλητής σε  00 / pfyz −=   ανάγει την ξίσωση στην οµογενή εξίσωση που ήδη εξετάσαµε. 
 Η χρονικά µ  διέγερση έχει εποµένως ενδιαφέρον, και ιδιαίτερα η αρµονικά 

 ε
εταβαλλόµενη

ετµ αβαλλόµενη, δηλαδή της µορφής  tωsin  ή  tωcos . Οι κύριοι λόγοι για τη σηµασία των 
αρµονικά µεταβαλλόµενων διεγέρσεων οι εξή
 

1. Στα γραµµικά συστήµατα, αν η διέγερση είναι αρµο
είναι ς:   

νική και η απόκριση θα είναι αρµονική. 
2. Ένα αυθαίρετο περιοδικό σήµα διέγερσης, µε περίοδο ωπ /2=T , µπορεί να αναπτυχθεί 

    σε σειρά Φουριέ, δηλαδή σε σειρά άπειρων όρων της µ
 

ορφής

...3sin2sinsin...3cos2coscos 2132102
1 ++++++ btbtatataa ωωωω 3 ++ tbt ωω  , 

 

αρµονικά µεταβαλλόµενων, µε συχνότητες που είναι ακέραια πολλαπλάσια της συχνότ ας 

 
 

ε 

ητ
του διεγείροντος σήµατος. Αν βρεθεί η απόκριση του συστήµατος στην κάθε µια συνιστώσα 
του σήµατος ξεχωριστά, τότε, σύµφωνα µε την αρχή της επαλληλίας, η ολική απόκριση του 
συστήµατος θα ισούται µε το άθροισµα των επιµέρους αποκρίσεων.  
    Αν λοιπόν γνωρίζουµε την απόκριση ενός γραµµικού συστήµατος σε ηµιτονικά ή 

ι σ µ κάθεσυνηµ τονικά ήµατα, γνωρίζου ε και την απόκρισή του σε  περιοδικό σήµα, και στο 
όριο που η περίοδος αυτού του σήµατος τείνει στο άπειρο, σε κάθε σήµα, περιοδικό ή µη.  

Θα προχωρήσουµε τώρα στη λύση της µη οµογενούς διαφορικής εξίσωσης δεύτερης τάξης 
µ σταθερούς συντελεστές  tAypypy ωsin01 =+′+′′ ,  µε αναφορά στον µηχανικό αρµονικό 
ταλαντωτή µε απόσβεση ο εξωτερικά ασκούµενη δύναµη ίση µε 

tF
 οποίος υφίσταται µια 

ωsin0 . Για το σύστηµα της µάζας και του ελατηρίου, η εξίσωση κίνησης είναι:   
 

tFkxxbxM  ωsin0+−−= &&&  ,    (13.27)     

  

 

ή
b
M

M
kt

M
Fxxx ≡≡=++ τωωω

τ
2
0

02
0 ,sin1

&&&

 

 . (13.28) 

µε ότι, µε οποιοδήποτε τρόπο, έχουµε βρει µια λύση της εξίσωσης ,  η  
ης δ

Ας υποθέσου  οποία, ..ΟΕx
δεν περιέχει αυθαίρετες σταθερές. Η λύση αυτή ονοµάζεται ειδικό ολοκλήρωµα τ ιαφορικής 
εξίσωσης. Εποµένως, 

  t
M
F1 xxx ωω

τ
sin0

..
2
0.... =++ ΟΕΟΕΟΕ &&&     (13.29) 

 

τώρα ότι γράφουµε τη γενική λύση της εξίσωσης ως      Έστω 
 

  ....)( ΣΣΟΕ += xxtx  .  (13.30) 

ονοµάζεται συµπληρωµατική συνάρτηση.  
Αντ κουµε    

 

Η ..ΣΣx  
 ικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση, βρίσ
 

( ) ( ) (  ) t
M
Fx ω

τ
sin0

....0........ =ΣΣΟΕΣΣΟΕΣΣΟΕ  , (13.31) xxxxx ω1 2 +++++ &&&&&&
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η οποία, σε συνδυασµό µε την   t
M
Fxxx ωω

τ
sin1 0

..
2
0.... =++ ΟΕΟΕΟΕ &&&  , δίνει:   

 

  01
..

2
0.... =++ ΣΣΣΣΣΣ xxx ω

τ
&&&  . (13.32) 

είναι η λύση της οµογενούς εξίσωσης, η οποία βρέθηκε στην Ενότητα 13.4.2. Η
 είναι εποµένως 

 

Η ..ΣΣx  γενική  
λύση
 

  ( )tBtAexxxtx t ωωβ ′+′+=+= − cossin)(  .   (13.33) 
 

ΟΕΣΣΟΕ ......

η αυτή ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση, και έχει δύο αυθαίρετες σταθερές
 η γενική λύση.  

 

Η λύσ . Είναι 
µένωςεπο

 Συνοψίζοντας, η µέθοδος λύσης της ∆.Ε. )(101 tfypypy =+′+′′  είναι η εξής:  

 

Η γενική λύση της ∆.Ε. είναι ίση µε το άθροισ µατος της
τη  συµπληρωµατικής συνάρτησης, δηλαδή της γενούς εξίσωση

µα ενός ειδικού ολοκληρώ  εξίσωσης και 
ς  γενικής λύσης της οµο ς. 

 διάφοροι τρόποι εύρεσης ειδικών ολοκληρωµάτων. Θα εξετάσουµε εδώ µόνο την 

 

13.4.3.1  Η εύρεση του ειδικού ολοκληρώµατος 

Υπάρχουν

περίπτωση στην οποία είναι t
M

tf ωsin)( = .  

∆οκιµάζουµε τη µορφή   
 

F0

  =+=ΟΕ 2121.. ,,cossin EEtEtEx ωω σταθερές. (13.34) 

θιστώντας στη διαφορική εξίσωση     Αντικα t
M

x ωsin0
.. =ΟΕ  , Fxx ω

τ
1 2

0.... ++ ΟΕΟΕ &&&

βρίσκουµε τη συνθήκη  
 

( ) ( ) ( ) t
M
FtEtEtEtEtEtE ωω cossin 21

2 +− ωωωωωω
τ
ωω sincossinsincos 0

21
2
021 =++−+  

ή 

    0cossin 2
2
012

20
1

2
021

2 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−− tEEEt

M
FEEE ωω

τ
ωωωω

τ
ωω  . (13.35) 

  αυτή πρέπει να ισχύει για κάθε τιµή του Εποµένως οι συντελεσ  των
 

Η συνθήκη τές  t t . ωsin  
και tωcos  πρέπει να είναι ίσοι µε µηδέν. Έτσι παίρνουµε 
 

    00
1

2
021 =−+−

M
FEE ω

τ
ω          και        2− Eω 02

2
012

2− E ωω =++ EE ω
τ

. (13.36) 
 

ύ ντας για τα και , έχουµε οκλήρωµα, 
 

        

Λ νο για το ειδικό ολ 1E   2E

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎧

⎟
⎞

⎜
⎛ω

22

⎨
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−

⎠⎝−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−

−
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=ΟΕ tt

M
Fx ω

τ
ωωω

τω

τ
ωωω

ωω cos
)(

sin
)(

)(
2

222
0

2
222

0

00
..   . (13.37) 

 

Η λύση αυτή γράφεται και ως 
 

)sin(

)(
2

222
0

0 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

M
F

.. φω

τ
ωωω

−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−

=ΟΕ tx        όπου        22
0

/tan
ωω
τωφ

−
=  , (13.38) 
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και η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι: 
 

        ( ) )sin(

)(

cossin)(
2

222

0 ⎟
⎞

⎜
⎛ F

0

2/ φω

τ
ωωω

ωωτ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−

⎠⎝+′+′= − tMtBtAetx t  . (13.39) 

Ο πρώτος όρος, ο οποίος φθίνει εκθετικά µε το χρόνο και τελικά γίνεται αµελητέος, περιγράφει 
τη µεταβατική κατάσταση του συστήµατος. Εξαρτάται από τις αρχικές συνθήκες του 

. Ο δεύτερος, ο οποίος αποµένει όταν µια δυναµική ισορροπία έχ αποκατα
περιγράφει τη µόνιµη κατάσταση. Η µόνιµη κατάσταση δεν εξαρτάται από τις αρχικές συνθήκες.  
Η µεταβατική κατάσταση περιγράφεται από τη συµπληρωµατική συνάρτηση και η µόνιµη 

 

συστήµατος ει σταθεί, 

κατάσταση από το ειδικό ολοκλήρωµα. 
 

13.4.3.2  Η χρήση µιγαδικών συναρτήσεων στην εύρεση του ειδικού ολοκληρώµατος 

Η εύρεση ειδικού ολοκληρώµατος (Ε.Ο.) της ∆.Ε.  t
M
Fxxx ωω

τ
sin1 02

0 =++ &&&   µπορεί να γίνει 

υκολότερη, και να συνδυαστεί µε την εύρεση t
M
Fxxx ωω

τ
cos1 02

0 =++ &&&ε  Ε.Ο. της ∆.Ε.  , µε τη 

χρήση µιγαδικών συναρτήσεων. Έτσι, γράφουµε  
 

       tFxxx RRR ωω cos1 02
0 =++ &&&        και        t

M
Fxx

Mτ
xI&&  (13.40) 

 

και ορίζουµε τη µιγαδική συνάρτηση  IRM xixx

II ωω
τ

sin1 02
0 =++ &

+= .  Πολλαπ φορική 
εξίσωση για την  Ix  και προσθέτοντάς την σε αυτ

λασιάζοντας επί τη δια
για το ,  βρίσκουµε 

  i  
ήν   Rx

 

ti
MM xx ω

τ
2
0

1
+& (13.41) M e

M
Fx ω0=+&&  . 

φορικής εξίσω
ε 

  
 

Έτσι, αν βρούµε το Ε.Ο. αυτής της δια σης, το πραγµατικό του µέρος θα είναι το 
Ε.Ο. για τη ∆.Ε. µ το tωcos  και το φανταστικό του µέρος α είναι το Ε.Ο

t
 θ . για τη ∆.Ε. µε το 

ωsin . Το πλεονέκτηµα είναι ότι οι πράξεις µε εκθετικά είναι ευκολότερες από αυτές µε τις 
µετρικές συναρτήσεις.  

∆οκιµάζουµε τη συνάρτηση  για Ε.Ο. της τελευταίας αυτής ∆.Ε., όπου το

 παράγ

τριγωνο
ti

M eAx ω=   A   
ενδεχοµένως να είναι µιγαδικό. Αντικαθιστώντας στη ∆.Ε. (13.41), βρίσκουµε, µετά την 
απλοποίηση του κοινού οντα tie ω , 

M
AAiA 02

0
2 =++− ω

τ
ω       ή  Fω      

2
0

2 ω
τ
ωω ++−

⎠⎝

i

M         

0 ⎟⎜
=A

⎞⎛ F

( )
2

222
0

0

⎟
⎞

⎜
⎝
⎛+−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

τ
ωωω

τ
M
FA

22
0

⎠

−−ωω i
. 

Γράφοντας,     

ω

φieAA −=  ,  
 

Έχουµε 
2

222
0

0 ⎟
⎞

⎜
⎛ F

22
0

/tan
ωω
τωφ

−
=

)( ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+−

⎠⎝=

τ
ωωω

MA           και        (13.42) 

Εποµένως είναι    
 

)( φωωφω −− === titiiti
M eAeeAeAx , (13.43) 

 

το φανταστικό µέρος του οποίου µας δίνει το ίδιο αποτέλεσµα µε την ενότητα 13.4.3.1. 
 

  



Κ. Χριστοδουλίδης: Μαθηµατικό Συµπλήρωµα για τα Εισαγωγικά Μαθήµατα Φυσικής 
 

76

Μερικές κοινές εξισώσεις κίνησης και οι γενικές λύσεις τους 
 
 

Εξίσωση  
 
 

 
  

 

Λύση
 

 
 

x&& 0=  

 

 

txx 00 υ+=  

 

x&&
M

=
F0

 

20
00 2

t
M
Ftxx ++= υ  

 
 
 
 

x&& tF
 
 

t
M

 ωsin0=
MM ωω 200 ⎟

⎠
⎜
⎝

 

 

FF ⎞⎛
txx ωυ sin00 −⎟⎜ ++=

 
 

x&& x&
τ
1

+ 0=  

 
 

 
 
 

( )ττυ /
00 1 texx −−+=  

 
 
 

x&& x&
τ
1

+
M
F0=  

 

 
 

( ) t
M
Fe

M
Fxx t 0/0

00 1 ττυτ τ +−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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x&& x&
τ
1

+ t
M
F ωsin0=  

 
 

 
 
 

( ) )cossin(1)()( /22
00 ttCeCCxx t ωωωττωτυ τ +−−+++= −

 

 
 

 

x&
 

 
 

& x2
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ttxx 0
0

0
00 sincos ω

ω
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x&& x2
0ω+

M
F0=  

 

 

tt
k
Fx

k
Fx 0

0

0
0

0
0

0 sincos ω
ω
υω +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
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x&& x2
0ω+ t

M
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tMFtMFtxx ω
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ω
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ωυ
ω

ω sin/sin/1cos 22
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0
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0
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k
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⎜
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t
M
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sin1 02
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tBtA
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ωω

ω
τ

ωυ
ω

ω τ
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αρχική µετατόπιση,   =0x =0υ αρχική ταχύτητα      
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k
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b
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=τ           
2

2
0 2

1
⎟
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⎞
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