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3. Η µερική παράγωγος 

 
3.1  Μερική παραγώγιση 

Η παράγωγος µιας συνάρτησης  µιας µεταβλητής ορίζεται ως    )(xf
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Για συναρτήσεις δύο ή περισσότερων µεταβλητών, αντίστοιχα όρια ορίζονται ως προς 
οποιαδήποτε από τις µεταβλητές, µε τη συνθήκη ότι οι υπόλοιπες µεταβλητές διατηρούνται 
σταθερές. Για παράδειγµα, αν η  είναι µια συνάρτηση των µεταβλητών ),( yxf x  και , το όριο  y
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ονοµάζεται µερική παράγωγος της  ως προς ),( yxf x  και συµβολίζεται µε 
x
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 Η )  έχει δύο πρώτες µερικές παραγώγους, τις  ,( yxf
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 Παράδειγµα 1   
 
 

Η  έχει ως πρώτες µερικές παραγώγους τις: 
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 Παράδειγµα 2   
 
 

Η  έχει ως πρώτες µερικές παραγώγους τις: 
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 Παράδειγµα 3   
 
 

Η )  έχει ως πρώτες µερικές παραγώγους τις: (sin),( xyeyxf x=
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Εκτός από τις παραγώγους πρώτης τάξης   
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παράγωγοι ανώτερων τάξεων επίσης ορίζονται, και υπολογίζονται µε περαιτέρω παραγώγιση. 
Έτσι, οι παράγωγοι δεύτερης τάξης της )  είναι οι    ,( yxf
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 Παράδειγµα 4   
 
 

Η  (του Παραδείγµατος 1) έχει τις εξής µερικές παραγώγους δεύτερης τάξης: 
22),( xyyxf =
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 Παράδειγµα 5   
 
 

Η  (του Παραδείγµατος 2) έχει τις εξής µερικές παραγώγους δεύτερης 
τάξης:   
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 Παράδειγµα 6   
 
 

Η )  (του Παραδείγµατος 3) έχει τις εξής µερικές παραγώγους δεύτερης 
τάξης: 

(sin),( xyeyxf x=
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Παρατηρούµε ότι σε όλα τα παραδείγµατα βρήκαµε:   
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δηλαδή ότι η σειρά µε την οποία γίνεται η παραγώγιση (πρώτα ως προς x και µετά ως προς , 
ή πρώτα ως προς και µετά ως προς 

y
y x ) δεν έχει σηµασία. Αυτό δεν είναι τυχαίο, αλλά 
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 Οι µερικές παράγωγοι συναρτήσεων περισσοτέρων των δύο µεταβλητών ορίζονται µε τον 
ίδιο τρόπο. 
 

3.2  ∆ιαφορικά 

Αν η )  είναι µια συνάρτηση των µεταβλητών ,,( zyxf zyx ,, , η έκφραση   
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ονοµάζεται το ολικό διαφορικό, ή απλώς το διαφορικό της συνάρτησης ) . Οι ποσότητες 
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των επιµέρους αποτελεσµάτων. Από φυσική άποψη, αυτό ισοδυναµεί µε την αρχή της 
επαλληλίας. 
 
 

 
 
 Παράδειγµα 7   
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3.3  Παραγώγιση σύνθετων συναρτήσεων 

Αν η )  είναι µια συνάρτηση των µεταβλητών ,,( zyxf zyx ,, , και αυτές είναι συναρτήσεις µιας 
άλλης µεταβλητής, έστω της t , τότε το διαφορικό    

 

  dz
z
fdy

y
fdx

x
fdf

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=    (3.7) 

 

διαιρούµενο διά  δίνει το ρυθµό µεταβολής της )  ως προς την dt ,,( zyxf t , ως    
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Η 
dt
df  ονοµάζεται ολική παράγωγος της )  ως προς ,,( zyxf t . Ο ρυθµός µεταβολής της 

 είναι µια επαλληλία τριών όρων, ο καθένας από τους οποίους δίνει το ρυθµό 
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όταν τα  και  διατηρούνται σταθερά, και y z
dt
dx  είναι ο στιγµιαίος ρυθµός µεταβολής του x  ως 
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[ Τέτοια αποτελέσµατα εξάγονται πιο εύκολα µε λογαριθµική παραγώγιση:  
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 Προβλήµατα  
 
 

1 Να βρεθούν οι µερικές παράγωγοι πρώτης τάξης των συναρτήσεων : ),,( zyxf
 

  zyexyxyzxyzxxyz ++ 222 sin/  
 

2 Να βρεθούν όλες οι µερικές παράγωγοι δεύτερης τάξης µερικών από τις συναρτήσεις 
 του Προβλήµατος 1. ),,( zyxf

 

3 Να βρεθούν τα διαφορικά των συναρτήσεων )  του Προβλήµατος 1. ,,( zyxf
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