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Ειδική	θεωρία	της	σχετικότητας

“On	the	Electrodynamics	of	Moving	Bodies”	
A.	Einstein	—	1905

⃗∇2 ⃗E −
1
c2

∂2 ⃗E
∂t2

= 0⃗

c =
1
ε0μ0

≈ 3 × 108 m/s

Κυματική	εξίσωση	για	τη	διάδοση	του	
ηλεκτρομαγνητικού	πεδίου	στο	κενό	όπως	
προκύπτει	από	τις	εξισώσεις	Maxwell.

Η	ταχύτητα	διάδοσης	του	φωτός	
(ηλεκτρομαγνητικό	κύμα)	είναι	ανεξάρτητη	από	
το	σύστημα	αναφοράς	και	η	τιμή	της	σχετίζεται	

με	τις	θεμελιώδεις	σταθερές	ε0	και	μ0.

• Όλα	τα	πειραματικά	δεδομένα	συμφωνούν	ότι	η	
ταχύτητα	του	φωτός	είναι	απόλυτη	(ίδια	για	όλους	τους	
αδρανειακούς	παρατηρητές).	

• Στην	ιστορική	εργασία	του	1905	ο	Einstein	διατύπωσε	
την	“ειδική	θεωρία	της	σχετικότητας”	η	οποία	ανέτρεψε	
τις	παγιωμένες	αντιλήψεις	για	τον	χώρο	και	τον	χρόνο.
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Αξιώματα	της	ειδικής	θεωρίας	της	σχετικότητας

	Πρώτο	αξίωμα	(αρχή	της	σχετικότητας)	
Οι	νόμοι	της	φυσικής	έχουν	την	ίδια	μορφή	σε	όλα	τα	
αδρανειακά	συστήματα	αναφοράς.	
Ισοδύναμα:		
Δεν	υπάρχει	κανένα	πείραμα	φυσικής	που	να	μπορεί	να	
προσδιορίσει	την	απόλυτη	ταχύτητα	ενός	κινούμενου	
αδρανειακού	συστήματος	αναφοράς.	

	Δεύτερο	αξίωμα	(αναλλοιότητα	της	ταχύτητας	του	φωτός)	
Σε	οποιοδήποτε	αδρανειακό	σύστημα	αναφοράς,	το	φως	
διαδίδεται	στο	κενό	με	συγκεκριμένη	ταχύτητα	c,	η	οποία	
είναι	ανεξάρτητη	από	την	κινητική	κατάσταση	του	σώματος	
που	εκπέμπει	το	φως.		
Ισοδύναμα:		
Η	ταχύτητα	του	φωτός	στο	κενό	έχει	την	ίδια	τιμή	c	σε	όλα	τα	
αδρανειακά	συστήματα	αναφοράς.

Τα	δύο	αυτά	αξιώματα	μαζί	με	ορισμένες	άλλες	υποθέσεις	(π.χ.	ομογένεια	&	ισοτροπία	του	χώρου)	αποτελούν	
το	θεμέλιο	της	ειδικής	θεωρίας	της	σχετικότητας	και	από	αυτά	προκύπτουν	όλα	τα	υπόλοιπα	συμπεράσματα	της	
θεωρίας.	Τονίζεται	δε	ο	αξιωματικός	χαρακτήρας	αυτών	των	προτάσεων,	δηλαδή	δεν	αποδεικνύονται	παρά	
μόνο	επιβεβαιώνονται	πειραματικά.
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Ταυτοχρονισμός

Ταχύτητα	v

• Ο	παρατηρητής	C	είναι	ακίνητος	και	σε	ίσες	αποστάσεις	AC,	BC	από	αυτόν	υπάρχουν	δύο	δέντρα	Α,	Β.	
• Ο	παρατηρητής	D	κινείται	από	το	A	στο	Β	με	ταχύτητα	v.		
• Ακριβώς	όταν	ο	D	διέρχεται	μπροστά	από	τον	C,	δύο	κεραυνοί	χτυπούν	τα	δύο	δέντρα.	
• Επειδή	ο	C	ισαπέχει	από	τα	δέντρα,	θα	δει	τη	λάμψη	των	δύο	κεραυνών	ταυτόχρονα	καθώς	το	φως	των	

κεραυνών	θα	διανύσει	τις	αποστάσεις	AC	και	BC	στον	ίδιο	χρόνο.	
• Ο	παρατηρητής	D	δεν	αντιλαμβάνεται	ταυτόχρονα	τις	δύο	λάμψεις	διότι	κινείται	προς	το	B.	Οπότε,	βλέπει	

πρώτα	τη	λάμψη	από	το	B	σε	χρόνο	tB	=	0.5(ΑΒ)/(c-v)	και	ύστερα	τη	λάμψη	από	το	A	σε	χρόνο	tA	=	0.5(AB)/(c+v).	
• Επομένως,	ο	ταυτοχρονισμός	δεν	είναι	απόλυτος	εξαιτίας	της	πεπερασμένης	ταχύτητας	του	φωτός.
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Σχετικότητα	του	χρόνου

1192 CHAPTER 37 RELATIVITY
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Event 1 is the emission of light.
Event 2 is the return of the light.
We want the time between them.

Figure 37.1.5 (a) Sally, on the 
train, measures the time inter-
val Δt0 between events 1 and 
2  using a single clock C on the 
train. That clock is shown twice: 
first for event 1 and then for 
event 2. (b) Sam, watching from 
the  station as the events occur, 
requires two synchronized 
clocks, C1 at event 1 and C2 at 
event 2, to measure the time 
interval between the two events; 
his measured time  interval is Δt.
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The measure of that time interval
on Sally’s clock differs from that
on Sam’s clock due to the relative
motion.

with the train during the travel time of the light, Sam sees the path of the light as 
shown in Fig. 37.1.5b. For him, the two events occur at different places in his ref-
erence frame, and so to measure the time interval between events, Sam must use 
two synchronized clocks, C1 and C2, one at each event. According to Einstein’s 
speed of light postulate, the light travels at the same speed c for Sam as for Sally. 
Now, however, the light travels distance 2L between events 1 and 2. The time 
interval measured by Sam between the two events is

  ∆t =   2L ___ c     (Sam), (37.1.4)

in which   L =  √ 
______________

  (  1 _ 2  v ∆t)2 +  D   2   .   (37.1.5)

From Eq. 37.1.3, we can write this as

   L =  √ 
___________________

  (  1 _ 2   v ∆t)2 + (  1 _ 2  c ∆ t  0  )2  .   (37.1.6)

If we eliminate L between Eqs. 37.1.4 and 37.1.6 and solve for ∆t, we find

   ∆t =   
∆ t  0   ___________ 

 √ 
_________

 1 −  (v / c)  2   
  .   (37.1.7)

Equation 37.1.7 tells us how Sam’s measured interval Δt between the events 
compares with Sally’s interval Δt0. Because v must be less than c, the denominator in 
Eq. 37.1.7 must be less than unity. Thus, Δt must be greater than Δt0: Sam measures 
a greater time interval between the two events than does Sally. Sam and Sally have 
measured the time interval between the same two events, but the  relative motion 
between Sam and Sally made their measurements different. We conclude that rela-
tive motion can change the rate at which time passes between two events; the key to 
this effect is the fact that the speed of light is the same for both observers.

We distinguish between the measurements of Sam and Sally in this way:

 When two events occur at the same location in an inertial reference frame, the 
time interval between them, measured in that frame, is called the proper time 
interval or the proper time. Measurements of the same time interval from any 
other inertial reference frame are always greater.

d

Δt0 =
2d
c

• Ο	παρατηρητής	Α	βλέπει	τον	παρατηρητή	Β	να	
κινείται	προς	τα	αριστερά	με	ταχύτητα	v.	

• Ο	παρατηρητής	Α	βλέπει	το	φως	να	ξεκινά	
(γεγονός	1)	και	να	επιστρέφει	(γεγονός	2)	στο	
ίδιο	σημείο.	

• Ο	παρατηρητής	Α	μετράει	με	το	ρολόι	του	

χρόνο																				.	

	

Δt0 =
2d
c
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Σχετικότητα	του	χρόνου	(συνέχεια)

Δt =
2L
c

=
2
c

d2 + ( vΔt
2 )

2
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with the train during the travel time of the light, Sam sees the path of the light as 
shown in Fig. 37.1.5b. For him, the two events occur at different places in his ref-
erence frame, and so to measure the time interval between events, Sam must use 
two synchronized clocks, C1 and C2, one at each event. According to Einstein’s 
speed of light postulate, the light travels at the same speed c for Sam as for Sally. 
Now, however, the light travels distance 2L between events 1 and 2. The time 
interval measured by Sam between the two events is

  ∆t =   2L ___ c     (Sam), (37.1.4)

in which   L =  √ 
______________

  (  1 _ 2  v ∆t)2 +  D   2   .   (37.1.5)

From Eq. 37.1.3, we can write this as

   L =  √ 
___________________

  (  1 _ 2   v ∆t)2 + (  1 _ 2  c ∆ t  0  )2  .   (37.1.6)

If we eliminate L between Eqs. 37.1.4 and 37.1.6 and solve for ∆t, we find

   ∆t =   
∆ t  0   ___________ 

 √ 
_________

 1 −  (v / c)  2   
  .   (37.1.7)

Equation 37.1.7 tells us how Sam’s measured interval Δt between the events 
compares with Sally’s interval Δt0. Because v must be less than c, the denominator in 
Eq. 37.1.7 must be less than unity. Thus, Δt must be greater than Δt0: Sam measures 
a greater time interval between the two events than does Sally. Sam and Sally have 
measured the time interval between the same two events, but the  relative motion 
between Sam and Sally made their measurements different. We conclude that rela-
tive motion can change the rate at which time passes between two events; the key to 
this effect is the fact that the speed of light is the same for both observers.

We distinguish between the measurements of Sam and Sally in this way:

 When two events occur at the same location in an inertial reference frame, the 
time interval between them, measured in that frame, is called the proper time 
interval or the proper time. Measurements of the same time interval from any 
other inertial reference frame are always greater.

d

⇒ ( cΔt
2 )

2

= ( cΔt0
2 )

2

+ ( vΔt
2 )

2

⇒ Δt =
Δt0

1 − v2

c2

⇒ Δt = γΔt0

119337.1 SIMULTANEITY AND TIME DILATION

Thus, Sally measures a proper time interval, and Sam measures a greater 
time  interval. (The term proper is unfortunate in that it implies that any other 
measurement is improper or nonreal. That is just not so.) The amount by 
which a measured time interval is greater than the corresponding proper time 
interval is called time dilation. (To dilate is to expand or stretch; here the time 
interval is  expanded or stretched.)

Often the dimensionless ratio v/c in Eq. 37.1.7 is replaced with β, called 
the speed parameter, and the dimensionless inverse square root in Eq. 37.1.7 
is often replaced with γ, called the Lorentz factor:

   γ =   1 ________ 
 √ 

______
 1 −  β   2   
   =   1 ___________ 

 √ 
_________

 1 −  (v / c)  2   
  .   (37.1.8)

With these replacements, we can rewrite Eq. 37.1.7 as

 Δt = γ Δt0  (time dilation). (37.1.9)

The speed parameter β is always less than unity, and, provided v is not zero, γ is 
always greater than unity. However, the difference between γ and 1 is not sig-
nificant unless v > 0.1c. Thus, in general, “old relativity” works well enough for 
v < 0.1c, but we must use special relativity for greater values of v. As shown in  
Fig. 37.1.6, γ increases rapidly in magnitude as β approaches 1 (as v approaches c).  
Therefore, the greater the relative speed between Sally and Sam is, the greater 
will be the time interval measured by Sam, until at a great enough speed, the 
 interval takes “forever.”

You might wonder what Sally says about Sam’s having measured a greater 
time interval than she did. His measurement comes as no surprise to her, because 
to her, he failed to synchronize his clocks C1 and C2 in spite of his insistence that 
he did. Recall that observers in relative motion generally do not agree about 
 simultaneity. Here, Sam insists that his two clocks simultaneously read the same 
time when event 1 occurred. To Sally, however, Sam’s clock C2 was erroneously 
set ahead during the synchronization process. Thus, when Sam read the time of 
event 2 on it, to Sally he was reading off a time that was too large, and that is 
why the time interval he measured between the two events was greater than the 
 interval she measured.

Two Tests of Time Dilation
1. Microscopic Clocks. Subatomic particles called muons are unstable; that is, 

when a muon is produced, it lasts for only a short time before it decays (trans-
forms into particles of other types). The lifetime of a muon is the time inter-
val between its production (event 1) and its decay (event 2). When muons 
are  stationary and their lifetimes are measured with stationary clocks (say, 
in a laboratory), their average lifetime is 2.200 μs. This is a proper time inter-
val  because, for each muon, events 1 and 2 occur at the same location in the 
 reference frame of the muon—namely, at the muon itself. We can represent 
this proper time interval with Δt0; moreover, we can call the reference frame 
in which it is measured the rest frame of the muon.

If, instead, the muons are moving, say, through a laboratory, then mea-
surements of their lifetimes made with the laboratory clocks should yield a 
greater average lifetime (a dilated average lifetime). To check this conclusion, 
measurements were made of the average lifetime of muons moving with a 
speed of 0.9994c relative to laboratory clocks. From Eq. 37.1.8, with β = 0.9994, 
the Lorentz factor for this speed is

 γ =   1 ________ 
 √ 

______
 1 −  β   2   
   =   1 ______________  

 √ 
____________

  1 −  (0.9994)  2   
   = 28.87. 

Figure 37.1.6 A plot of the Lorentz 
factor γ as a function of the speed 
parameter β (= v/c).
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β =
v
c

γ =
1

1 − β2

• Ο	παρατηρητής	B	βλέπει	τον	παρατηρητή	
Α	να	κινείται	προς	τα	δεξιά	με	ταχύτητα	v.	

• Ο	παρατηρητής	Β	βλέπει	το	φως	να	
ξεκινά	(γεγονός	1)	και	να	επιστρέφει	
(γεγονός	2)	σε	διαφορετικό	σημείο.	

• Ο	παρατηρητής	Β	μετράει	με	το	ρολόι	του	

χρόνο		 .Δt = γΔt0

Δt0 =
Δt
γ

Διαστολή	του	χρόνου:	ο	χρόνος	Δt	που	μετράει	ο	
ακίνητος	παρατηρητής	Β	είναι	γ	φορές	μεγαλύτερος	από	
τον	χρόνο	που	μετράει	ο	κινούμενος	παρατηρητής	Α.	

Ιδιόχρονος:	ο	χρόνος	Δt0	που	μετράει	ο	
παρατηρητής	Α	για	τον	οποίο	τα	δύο	
γεγονότα	συμβαίνουν	στο	ίδιο	σημείο.
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Διαστολή	του	χρόνου	(παράδειγμα)

Το	στοιχειώδες	σωματίδιο	που	είναι	γνωστό	ως	θετικό	πιόνιο	(π+)	είναι	ασταθές	με	την	έννοια	ότι	μπορεί	να	
διασπαστεί	σε	άλλα	σωματίδια.	Μολονότι	η	διάσπαση	συμβαίνει	τυχαία,	βρίσκουμε	ότι,	κατά	μέσο	όρο,	ένα	
θετικό	πιόνιο	έχει	χρόνο	ζωής	26	ns	όταν	είναι	ακίνητο	—	δηλαδή,	όταν	ο	χρόνος	ζωής	του	μετριέται	στο	
σύστημα	ηρεμίας	του	καονίου.	Αν	ένα	θετικό	πιόνιο	έχει	ταχύτητα	0.990c	σε	σχέση	με	το	σύστημα	αναφοράς	
του	εργαστηρίου	όταν	παράγεται,	πόση	απόσταση	μπορεί	να	διανύσει	σε	αυτό	το	σύστημα	κατά	τη	διάρκεια	
της	ύπαρξής	του	σύμφωνα	με	την	κλασική	φυσική	και	σύμφωνα	με	την	ειδική	θεωρία	της	σχετικότητας;

dcl = vΔt0 = 0.990cΔt0 = (0.990)(3 × 108 m/s)(26 × 10−9 s) ≈ 7.7 m

drel = vΔt = 0.990cΔt = (0.990)(3 × 108 m/s)(185 × 10−9 s) ≈ 54.7 m

γ =
1

1 − v2

c2

=
1

1 − 0.9902
≈ 7.1Δt0 = 26 ns

Δt = γΔt0 = 7.1 ⋅ 26 ns ≈ 185 ns

Ο	παρατηρητής	στο	σύστημα	του	εργαστηρίου	βλέπει	το	πιόνια	να	διασπώνται	
σε	185	ns	(κατά	μέσον	όρο),	έχοντας	διανύσει	απόσταση	54.7	m.	Σύμφωνα	με	την	
κλασική	φυσική	ο	χρόνος	θα	ήταν	απόλυτος	και	τα	πιόνια	θα	είχαν	διανύσει	
απόσταση	7.7	m.	Αυτό	το	αποτέλεσμα	ελέγχεται	άμεσα	πειραματικά!
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Σχετικότητα	του	μήκους

Για	να	μετρήσει	το	μήκος	ενός	αντικειμένου	
κάποιος	παρατηρητής	πρέπει	να	βρει	την	
απόσταση	των	άκρων	του	την	ίδια	χρονική	

στιγμή	(ταυτόχρονα).	Επειδή	ο	ταυτοχρονισμός	
είναι	σχετική	έννοια,	διαφορετικοί	

παρατηρητής	μετρούν	διαφορετικό	μήκος.

• Ο	παρατηρητής	στη	Γη	μετράει	την	απόσταση	
μέχρι	τον	μακρινό	αστέρα	από	τον	χρόνο	που	
χρειάζεται	να	φτάσει	εκεί	ένα	διαστημόπλοιο	
κινούμενο	με	σταθερή	ταχύτητα:	L0=vΔt.	

• Ο	παρατηρητής	στο	διαστημόπλοιο	μετράει	
την	απόσταση	από	τον	χρόνο	που	χρειάζεται	
να	φτάσει	ο	αστέρας	σε	αυτόν	(εφόσον	ο	δεν	
αντιλαμβάνεται	τη	δική	του	κίνηση):	L=vΔt0.	

• Οι	χρόνοι	που	μετράνε	οι	δύο	παρατηρητές	
είναι	διαφορετικοί.	

• Το	μήκος	L	που	μετράει	ο	κινούμενος	
παρατηρητής	είναι	μικρότερο	(συστολή	του	
μήκους).	

• Το	μήκος	L0	που	μετράει	ο	παρατηρητής	στο	
σύστημα	του	οποίου	τα	άκρα	του	
διαστήματος	είναι	ακίνητα	ονομάζεται	
ιδιομήκος.

L0 = γL =
L

1 − v2

c2
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Σχετικότητα	του	μήκους	(συνέχεια)

• Η	συστολή	του	μήκους	παρατηρείται	κατά	τη	διεύθυνση	της	σχετικής	
κίνησης	του	αντικειμένου	ως	προς	τον	παρατηρητή	(στο	παράδειγμα	
εδώ	είναι	η	οριζόντια	διάμετρος	της	σφαίρας).	

• Ο	δεύτερος	παρατηρητής	πρέπει	να	κινείται	με	την	ίδια	ταχύτητα	με	
το	βαγόνι	για	να	μπορέσει	να	μετρήσει	το	μήκος	του	(παρατηρητής	και	
βαγόνι	θα	βρίσκονται	τότε	σε	ηρεμία	μεταξύ	τους).

Δt0 =
2L0

c

Δt = Δt1 + Δt2 =
L

c − v
+

L
c + v

=
2L

c(1 − v2 /c2)

Δt0 =
Δt
γ

L0 = γL =
L

1 − v2

c2

v=0,	L0,	Δt0

v,	L,	Δt

v
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Συστολή	του	μήκους	(παράδειγμα)

37-2 Η Σχετικότητα του Μήκους ! 1393             
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Στο Σχ. 37-8 η Sally (που βρίσκεται στο σηµείο Α)
και το διαστηµόπλοιο του Sam (µε µήκος ηρεµίας 
L0 = 230 m) προσπερνούν ο ένας τον άλλον µε στα-
θερή σχετική ταχύτητα v. Η Sally µετρά χρονικό διά-
στηµα 3.57!s που χρειάζεται το διαστηµόπλοιο για να
την προσπεράσει (από τη στιγµή που την προσπερνάει
το σηµείο Β στο Σχ. 37-8α µέχρι τη στιγµή που την
προσπερνά το ση µείο C στο Σχ. 37-8β). Πόση είναι η
σχε τική ταχύτητα v µεταξύ του διαστη µόπλοιου και της
Sally σε σύγκριση µε την ταχύτη τα του φωτός c;

BAΣΙΚΗ Ι∆ΕΑ

Aς υποθέσουµε ότι η ταχύτητα v έχει τιµή κοντά στο
c. Τότε

1. Το πρόβληµα αυτό αναφέρεται σε µετρήσεις οι
οποίες πραγµατοποιούνται σε δύο διαφορετικά
(αδρανεια κά) συστήµατα αναφοράς. Το ένα εί ναι
συνδεδεµένο µε το διαστηµόπλοιο του Sam και το
δεύτερο είναι συνδεδεµένο µε τη Sally.

2. Επίσης, το πρόβληµα αναφέρεται σε δύο γεγο-
νότα: το πρώτο είναι το πέρασµα του σηµείου B
µπροστά από τη Sally (Σχ. 37-8α) ενώ το δεύτε-
ρο είναι το πέ ρασµα του σηµείου C µπροστά από
τη Sally (Σχ. 37-8β).

3. Ως προς και τα δύο συστήµατα αναφοράς, το άλ -
λο σύ στηµα αναφοράς περνά µε ταχύτητα v και
στο χρονικό διάστηµα µεταξύ των δύο γεγονότων
µε τατοπίζεται κατά µία απόσταση που προκύπτει
από τη σχέση

απόστασηv = –––––––––––––––––. (37-17)
χρονικό διάστηµα

Επειδή η ταχύτητα v είναι κοντά στην ταχύτητα
του φωτός θα πρέπει να είµαστε προσεκτικοί ώστε
και η απόσταση και το χρονικό διάστηµα στην
Εξ. 37-17 να έχουν µετρηθεί στο ίδιο σύστηµα
αναφοράς.

Υπολογισµοί: Είµαστε ελεύθεροι να χρησιµοποιή -
σουµε οποιοδήποτε από τα δύο συστήµατα αναφοράς
για τις µετρήσεις µας. Επειδή ξέρουµε ότι το χρονικό
διάστηµα "t ανάµεσα στα δύο γεγονότα που µετρήθη -
κε στο σύστηµα αναφοράς της Sally είναι 3.57 !s, θα
χρησιµοποιήσουµε την απόσταση L ανάµεσα στα δύο
γεγονότα όπως µετρήθηκε στο δικό της σύστηµα ανα-
 φοράς. Η Εξ. 37-17 στην περίπτωση αυτή γράφεται

(37-18)

Αν και δεν γνωρίζουµε το L, µπορούµε να το συσχετί-
 σουµε µε το L0 το οποίο µας δίνεται. Η απόσταση ανά-
 µεσα στα δύο γεγονότα όπως αυτή µε τριέται στο σύ -
στηµα αναφοράς του Sam είναι το µήκος ηρεµίας του
διαστηµόπλοιου L0. Εποµένως η από σταση L όπως µε -
τρήθηκε στο σύστηµα αναφοράς της Sally θα πρέπει
να είναι µικρότερη από το L0, όπως δίνεται από την
Εξ. 37-13 (L = L0 /#) για τη συστολή του µήκους. Αντι -
καθιστώντας στην Εξ. 37-18 το L µε το L0 /# και το #
από την Εξ. 37-8 καταλήγουµε στην
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Ενδεικτικό Πρόβληµα 37-03 !ιαστολή του χρόνου και συστολή του µήκους 
όπως φαίνονται από το κάθε σύστηµα

Αυτές είναι οι µετρήσεις της Sally ως
προς το δικό της σύστηµα αναφοράς:

Αυτές είναι οι µετρήσεις του Sam ως
προς το δικό του σύστηµα αναφοράς:

Σχήµα 37-8 (α)-(β) Το γεγονός 1 συµβαίνει όταν το σηµείο Β περνά από τη Sally (στο σηµείο Α) και το γεγονός 2 συµβαίνει όταν το
σηµείο C περνά από αυτή. (γ) - (δ) Το γεγονός 1 συµβαίνει όταν η Sally περνά από το σηµείο Β και το γεγονός 2 συµβαίνει όταν περνά
από το σηµείο C. 

Το	διαστημόπλοιο	του	Sam	(με	ιδιομήκος	L0	=	230	m)	προσπερνάει	τη	Sally	(στο	σημείο	A)	με	σχετική	ταχύτητα	v.	
Η	Sally	μετράει	χρονικό	διάστημα	3.57	μs	για	τη	διέλευση	του	διαστημοπλοίου	από	δίπλα	της	(από	τη	διέλευση	
του	σημείου	B	στο	(α)	έως	τη	διέλευση	του	σημείου	C	στο	(β).	Πόση	είναι	η	ταχύτητα	v	ανάμεσα	στη	Sally	και	στο	
διαστημόπλοιο	ως	κλάσμα	της	c;

• Η	Sally	μετράει	μήκος	L	<	L0	για	το	κινούμενο	διαστημόπλοιο	του	Sam	(συστολή	του	μήκους).	
• Η	ταχύτητα	που	μετράει	η	Sally	βρίσκεται	από	το	μήκος	L	και	τον	χρόνο	διέλευσης	των	δυο	άκρων:	v	=	L/Δt0.			
• Η	μέτρηση	του	Sam	θα	δώσει	το	ίδιο	αποτέλεσμα	καθώς	αυτός	μετράει	το	ιδιομήκος	L0	αλλά	μεγαλύτερο	

χρόνο	(διαστολή	του	χρόνου):	v	=	L0/Δt.

ιδιόχρονος	
Δt0

v =
L

Δt0
=

L0

γΔt0
⇒ v = 1 −

v2

c2
⋅

L0

Δt0
⇒ v =

L0c

(cΔt0)2 + L2
0

⇒ v =
230

(3 × 108 ⋅ 3.57 × 10−6)2 + 2302
c ≈ 0.21c
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Μετασχηματισμός	Lorentz

	

	

	

x′ = γ (x − υt)

t′ = γ (t −
υx
c2 )

y′ = y
z′ = z

	

	

	

x = γ (x′ + υt′ )

t = γ (t′ +
υx′ 

c2 )
y = y′ 

z = z′ 

Ευθύς Αντίστροφος

Lorentz	boost:	ο	παρατηρητής	F΄έχει	άξονες	
παράλληλους	με	του	F	και	κινείται	με	σταθερή	

ταχύτητα	στον	άξονα	x	ως	προς	τον	F.

Οι	δύο	παρατηρητές	περιγράφουν	
το	ίδιο	γεγονός	με	διαφορετικές	
συντεταγμένες	χώρου	και	χρόνου	

F:	(x,	y,	z,	t)	
F΄:	(x΄,	y΄,	z΄,	t΄)

Γεγονός		
κάτι	που	συμβαίνει	σε	
κάποια	θέση	στον	χώρο,	
κάποια	χρονική	στιγμή



Κωνσταντίνος	Κουσουρής 13

Μετασχηματισμός	Lorentz	(απόδειξη)

(α x + δt)2 + y2 + z2 = c2(κ x + λ t)2 ⇒
α2x2 + 2αδx t + δ2t2 + y2 + z2 = c2κ2x2 + 2c2κ λ x t + c2λ2t2 ⇒

α2x2 + 2αδx t + δ2t2 + c2t2 − x2 = c2κ2x2 + 2c2κ λ x t + c2λ2t2 ⇒
α2 − c2κ2 = 1, αδ = c2κ λ , δ2t2 + c2 = c2λ2, δ = − α v

R=ct
v−v

dx′ = 0 ⇒ αdx + δdt = 0 ⇒
dx
dt

= v = −
δ
α• Δύο	παρατηρητές	βρίσκονται	κάποια	

χρονική	στιγμή	στην	κοινή	αρχή	των	
αξόνων	και	εκπέμπεται	ένα	κύμα	φωτός.	

• Λόγω	της	αναλλοιότητας	της	ταχύτητας	
του	φωτός,	οι	δύο	παρατηρητές	βλέπουν	
την	ακτίνα	της	σφαίρας	φωτός	να	
αυξάνεται	με	την	ίδια	ταχύτητα	c.

x′ = αx + δt ⇒ dx′ = αdx + δdt

t′ = κx + λt
y′ = y, z′ = z

Γραμμικός	μετασχηματισμός

Για	ένα	ακίνητο	σημείο	στο	Σ΄:

x2 + y2 + z2 = c2t2

(x′ )2 + (y′ )2 + (z′ )2 = c2(t′ )2

α = γ =
1

1 − v2 /c2

δ = − vγ = −
v

1 − v2 /c2

κ = −
v
c2

γ = −
v

c2 1 − v2 /c2

λ = γ =
1

1 − v2 /c2
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Μεταχηματισμός	Lorentz	(συνέχεια)

	

	
	

Δx′ = γ (Δx − υΔt)

Δt′ = γ (Δt −
υΔx
c2 )

Δy′ = Δy
Δz′ = Δz

	

	
	

Δx = γ (Δx′ + υΔt′ )

Δt = γ (Δt′ +
υΔx′ 

c2 )
Δy = Δy′ 
Δz = Δz′ 

Ευθύς Αντίστροφος

Έστω	δύο	γεγονότα	Α	και	Β	που	περιγράφονται	
από	δύο	διαφορετικούς	παρατηρητές:	

Π:	Α(tA,	xA,	yA,	zA),	B(tB,	xB,	yB,	zB)	
Π΄:	Α(t΄A,	x΄A,	y΄A,	z΄A),	B(t΄B,	x΄B,	y΄B,	z΄B)

Χωροχρονικά	διαστήματα	από	
μετασχ.	Lorentz

Διαστολή	του	χρόνου:									
στο	σύστημα	Σ	δύο	γεγονότα	
μετριούνται	στο	ίδιο	σημείο	
(Δx	=	0)	—	ιδιόχρονος	Δt0	

Δt′ = γΔt0

Συστολή	του	μήκους:										
στο	σύστημα	Σ΄	ένα	

αντικείμενο	είναι	ακίνητο,	
οπότε	το	Δx΄	των	άκρων	του	

είναι	το	ιδιομήκος.	Στο	
σύστημα	Σ,	το	Δx	είναι	το	

μήκος	μόνο	αν	οι	θέσεις	των	
άκρων	μετριούνται	
ταυτόχρονα	(Δt	=	0)	

Δx′ = L0 = γΔx = γL
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Μετασχηματισμός	Lorentz	(παράδειγμα)

Ένα	ρολόι	κινείται	κατά	μήκος	του	άξονα	x	με	ταχύτητα	0.6	c	και	έχει	ένδειξη	μηδέν	καθώς	διέρχεται	από	την	
αρχή	των	αξόνων.	(α)	Να	υπολογίσετε	τον	παράγοντα	Lorentz	του	ρολογιού.	(β)	Τι	ώρα	δείχνει	το	ρολόι	καθώς	
περνάει	από	το	σημείο	x	=	180	m;

Σύστημα	ακίνητου	παρατηρητή:	
A	=	(tA,	xA)	=	(0,	0),	B	=	(tB,	xB)	=	(tB,	180	m)

Σύστημα	κινούμενου	ρολογιού	(τα	δύο	γεγονότα	συμβαίνουν	στο	ίδιο	σημείο):	
A	=	(t΄A,	x΄A)	=	(0,	0),	B	=	(t΄B,	x΄Β)	=	(t΄B,	0)

γv =
1

1 − v2

c2

=
1

1 − 0.62
= 1.25

t′ B = γv (tB −
vxB

c2 ) ⇒ t′ B = 1.25 (10−6 s −
0.6c ⋅ 180 m

c2 ) = 1.25 (10−6 −
0.6 ⋅ 180
3 × 108 ) s = 0.8 μs

x′ B = γv (xB − vtB) ⇒ 0 = 1.25(xB − vtB) ⇒ xB = vtB ⇒ tB =
180 m

0.6 ⋅ 3 × 108 m/s
= 1 μs

α)	Ο	παράγοντας	Lorentz	του	ρολογιού	είναι	1.25.	
β)	Το	ρολόι	δείχνει	0.8	μs	όταν	περνάει	από	το	σημείο	x	=	180	m.	Αυτό	το	αποτέλεσμα	είναι	
συμβατό	με	τη	διαστολή	του	χρόνου	(0.8	μs	είναι	ο	ιδιόχρονος).
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Φαινόμενο	Doppler

λ = (c − v)T = (c − v)γvT0 =
c − v

1 − v2

c2

T0 =
c(c − v)

(c − v)(c + v)
T0 = cT0

c − v
c + v

f =
c
λ

=
c

cT0

c + v
c − v

λ = (c + v)T = (c + v)γvT0 =
c + v

1 − v2

c2

T0 =
c(c + v)

(c − v)(c + v)
T0 = cT0

c + v
c − v

f =
c
λ

=
c

cT0

c − v
c + v

f =
1 − β
1 + β

f0

• β	<	0:	(πηγή	και	παρατηρητής	
πλησιάζουν)	f	>	f0	

• β	>	0:	(πηγή	και	παρατηρητής	
απομακρύνονται)	f	<	f0

όταν	η	πηγή	πλησιάζει	τον	παρατηρητή,	το	μήκος	κύματος	είναι	μικρότερο

Τ	=	γvT0

Διαστολή	του	χρόνου

Τ	=	περίοδος	που	αντιλαμβάνεται	ο	παρατηρητής		
T0	=	περίοδος	που	αντιλαμβάνεται	η	πηγή	(ιδιόχρονος)

όταν	η	πηγή	απομακρύνεται	από	τον	παρατηρητή,	το	μήκος	κύματος	είναι	
μεγαλύτερο



Κωνσταντίνος	Κουσουρής 17

Φαινόμενο	Doppler	(εφαρμογή)

Ένα	διαστημόπλοιο	απομακρύνεται	από	τη	Γη	με	ταχύτητα	0.20c.	Μια	πηγή	στο	πίσω	μέρος	του	
διαστημοπλοίου	εκπέμπει	φως	σε	μήκος	κύματος	450	nm	σύμφωνα	με	κάποιον	παρατηρητή	πάνω	σε	αυτό.	
Ποιο	μήκος	κύματος	ανιχνεύεται	από	κάποιον	παρατηρητή	στη	Γη	που	κοιτάει	το	διαστημόπλοιο;

λ =
c
f

=
c
f0

1 + β
1 − β

= λ0
1 + 0.2
1 − 0.2

= 450
1.2
0.8

nm ≈ 551 nm

v

Το	φως	της	πηγής	είναι	μπλε	
αλλά	ο	παρατηρητής	στη	Γη	
βλέπει	πράσινο	χρώμα!!
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Μη	Συνευθειακό	Φαινόμενο	Doppler

Η	σχετική	κίνηση	της	πηγής	και	του	
παρατηρητή	δεν	είναι	συνευθειακή	
με	τον	άξονα	παρατηρητή-πηγής.		

Η	θr	μετριέται	στο	
σύστημα	του	παρατηρητή

β =
v
c

, γv =
1

1 − β2

f =
f0

γv (1 + β cos θr)
= f0

1 − β2

1 + β cos θr

Μη	σχετικιστικό

Σχετικιστικό

• Ένας	παρατηρητής	περιβάλλεται	από	πηγές	
μονοχρωματικού	φωτός	λ	=	570	nm	και	κινείται	
οριζόντια	με	ταχύτητα	0.89	c.		

• Το	σχήμα	απεικονίζει	τα	χρώματα	(μήκη	
κύματος)	που	αντιλαμβάνεται	ο	παρατηρητής	
γύρω	του	εξαιτίας	του	φαινομένου	Doppler.
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Μετασχηματισμός	ταχυτήτων

u
u΄

z

x

y

Σ

r

z

x

y

Σ΄

v
r΄

dx′ = γv (dx − vdt)
dt′ = γv (dt −

v
c2

dx)
dy′ = dy
dz′ = dz

Μετασχηματισμός	Lorentz

γv =
1

1 − v2

c2

u′ x =
dx′ 
dt′ 

=
γv (dx − vdt)

γv (dt − v
c2 dx)

=
dx
dt − v

1 − v
c2

dx
dt

⇒ u′ x =
ux − v

1 − uxv
c2

u′ y =
dy′ 
dt′ 

=
dy

γv (dt − v
c2 dx)

=
dy
dt

γv (1 − v
c2

dx
dt )

⇒ u′ y =
uy

γv (1 − uxv
c2 )

u′ z =
dz′ 
dt′ 

=
dz

γv (dt − v
c2 dx)

=
dz
dt

γv (1 − v
c2

dx
dt )

⇒ u′ z =
uz

γv (1 − uxv
c2 )

Πώς	αντιλαμβάνεται	την	
ταχύτητα	ενός	σωματιδίου	

ο	παρατηρητής	Σ΄;

Για	v	<<	c	πρέπει	να	
αναπαράγεται	ο	

μετασχηματισμός	Galileo
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Μετασχηματισμός	ταχυτήτων	(παράδειγμα)

Ένα	διαστημόπλοιο	με	μήκος	ηρεμίας	(ιδιομήκος)	350	m	έχει	ταχύτητα	0.8c	ως	προς	ένα	συγκεκριμένο	σύστημα	
αναφοράς.	Ένας	μικρομετεωρίτης,	με	ταχύτητα	επίσης	0.8c	σε	αυτό	το	σύστημα	περνάει	από	το	διαστημόπλοιο	
με	αντιπαράλληλη	τροχιά.	Πόσος	χρόνος	θα	χρειαστεί	ώστε	αυτό	το	αντικείμενο	να	διέλθει	πλάι	από	το	
διαστημόπλοιο,	όπως	μετριέται	από	το	ίδιο	το	διαστημόπλοιο;

v

u

v

v

u

L0

u =
v − (−v)

1 − v(−v)
c2

=
1.6c
1.64

≈ 0.975c

Δt =
L0

u
=

350 m
0.975 ⋅ 3 × 108 m/s

≈ 1.2 μs
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Μετασχηματισμός	ταχυτήτων	(παράδειγμα)

Το	αδρανειακό	σύστημα	αναφοράς	Σ΄κινείται	με	ταχύτητα	v	=	(0.4c,	0,	0)	ως	προς	το	αδρανειακό	σύστημα	Σ.	Στο	
Σ	ένα	σώμα	κινείται	με	ταχύτητα	u	=	(0,	0,	0.2c).	Να	βρείτε	την	ταχύτητα	του	σώματος	ως	προς	το	Σ΄.

x

z

y

Σ΄

v

x

z

y
u

Σ

u΄

u′ x =
ux − vx

1 − uxvx

c2

=
0 − 0.4c

1 − 0
= − 0.4c

u′ y =
uy

γv (1 − uxvx

c2 )
=

0
1.09 ⋅ (1 − 0)

= 0

γv =
1

1 − 0.42
≈ 1.09

u′ z =
uz

γv (1 − uxvx

c2 )
=

0.2c
1.09 ⋅ (1 − 0)

≈ 0.18c

⃗u′ = (−0.4c, 0, 0.18c)

⃗u = (0, 0, 0.2c)
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Μετασχηματισμός	ταχυτήτων	&	Doppler	(παράδειγμα)

Ένα	μητρικό	διαστημόπλοιο	Δ	κινείται	με	ταχύτητα	0.5c	απομακρυνόμενο	από	τη	Γη,	ενώ	η	βοηθητική	άκατος	Α	
κινείται	προς	τη	Γη	με	ταχύτητα	0.6c	(ως	προς	τη	Γη).	Προκειμένου	να	επικοινωνήσει	ο	πλοίαρχος	του	Δ	με	το	
πλήρωμα	στην	Α,	εκπέμπει	ραδιοκύματα	συχνότητας	100	MHz.	α)	Σε	ποια	συχνότητα	θα	λάβει	τα	ραδιοκύματα	
η	Α;	β)	Πόσο	είναι	το	μήκος	κύματος	που	μετράει	ένας	παρατηρητής	στη	Γη;

u =
vA − vΔ

1 − vAvΔ

c2

=
0.5c − (−0.6c)

1 − 0.5c(−0.6c)
c2

=
1.1c
1.3

≈ 0.85c

f =
1 − βu

1 + βu
f0 =

1 − 0.85
1 + 0.85

100 MHz ⇒ f ≈ 28.5 MHz

vΔvΑ u

f′ =
1 − βvΔ

1 + βvΔ

f0 =
1 − 0.5
1 + 0.5

100 MHz ⇒ f′ ≈ 57.7 MHz

λ′ =
c
f′ 

=
3 × 108 m/s

57.7 × 106 Hz
⇒ λ′ ≈ 5.2 m

Συχνότητα	ως	προς	την	άκατο:

Συχνότητα	ως	προς	τη	Γη:

Μήκος	κύματος	ως	προς	τη	Γη:
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Τετρανύσματα	

	
	

	

a′ 0 = γ (a0 − βa1)
a′ 1 = γ (a1 − βa0)
a′ 2 = a2
a′ 3 = a3

	
	

	

a0 = γ (a′ 0 + βa′ 1)
a1 = γ (a′ 1 + βa′ 0)
a2 = a′ 2
a3 = a′ 3

Ευθύς Αντίστροφος

	aμ = (a0, a1, a2, a3)
bμ = (b0, b1, b2, b3)

aμ ⋅ bμ = a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3

	
	

	
	

	

a′ μ ⋅ b′ μ = a′ 0b′ 0 − a′ 1b′ 1 − a′ 2b′ 2 − a′ 3b′ 3
= γ(a0 − βa1) γ(b0 − βb1) − γ(a1 − βa0) γ(b1 − βb0) − a2b2 − a3b3
= γ2 (a0b0 − βa0b1 − βb0a1 + β2a1b1 − a1b1 + βa1b0 + βa0b1 − β2a0b0) − a2b2 − a3b3
= γ2 (a0b0 − β2a0b0 − a1b1 + β2a1b1) − a2b2 − a3b3
= γ2 (1 − β2) (a0b0 − a1b1) − a2b2 − a3b3
= a0b0 − a1b1 − a2b2 − a3b3 = aμ ⋅ bμ

a2 ≡ aμ ⋅ aμ = a2
0 − a2

1 − a2
2 − a2

3

⃗υ = υ ̂x
Π Π΄

	

	

β =
υ
c

γ =
1

1 − β2

γ2 (1 − β2) = 1

Ονομάζουμε	τετράνυσμα	 	κάθε	διατεταγμένη	
τετράδα	αριθμών	η	οποία	μετασχηματίζεται	

κατά	Lorentz	όπως	το	

aμ

xμ = (ct, x, y, z)

Το	εσωτερικό	γινόμενο	δύο	
τετρανυσμάτων	είναι	αναλλοίωτο

Το	μέτρο	ενός	τετρανύσματος	
είναι	αναλλοίωτο
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Αναλλοίωτο		χωροχρονικό	“μήκος”	-	ιδιόχρονος	

Παρατηρητής	Π	που	βλέπει		
ένα	σωματίδιο	να	κινείται	
dxμ = (cdt, dx, dy, dz)

ds2 = c2(dt)2 − (dx)2 − (dy)2 − (dz)2

Παρατηρητής	Π΄	που	κινείται		
μαζί	με	το	σωματίδιο		
dx′ μ = (cdτ,0,0,0)

ds′ 2 = c2(dτ)2

ds′ 2 = ds2 ⇒ dτ = (dt)2 −
1
c2 [(dx)2 + (dy)2 + (dz)2] = dt 1 −

1
c2 [( dx

dt )
2

+ ( dy
dt )

2

+ ( dz
dt )

2

] = dt 1 −
v2

c2

γv =
1

1 − v2

c2
dτ =

dt
γv

ιδιόχρονος
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Διάγραμμα	Minkowski	-	κώνος	φωτός	

• Προσθέτουμε	μια	τέταρτη	διάσταση:	ct.	
• Η	αρχή	των	αξόνων	είναι	το	παρόν	και	οι	δύο	

ημιχώροι	είναι	το	παρελθόν	και	το	μέλλον.	
• Ο	κώνος	φωτός	ορίζεται	από	την	x2+y2+z2=(ct)2.	
• Η	τροχιά	που	διαγράφει	ένα	σωματίδιο	στο	

χωροχρονικό	διάγραμμα	ονομάζεται	κοσμική	γραμμή	
(worldline).	

• Δύο	γεγονότα	με	Δs2	>	0	ονομάζονται	χρονοειδή	και	
βρίσκονται	εντός	του	κώνου	φωτός.	Υπάρχει	πάντα	
ένα	σύστημα	αναφοράς	όπου	τα	δύο	γεγονότα	
συμβαίνουν	στο	ίδιο	σημείο.	

• Δύο	γεγονότα	με	Δs2	<	0	ονομάζονται	χωροειδή	και	
βρίσκονται	εντός	και	εκτός	του	κώνου	φωτός.	Υπάρχει	
πάντα	ένα	σύστημα	αναφοράς	όπου	τα	δύο	γεγονότα	
συμβαίνουν	ταυτόχρονα.	

• Δύο	γεγονότα	με	Δs2	=	0	ονομάζονται	φωτοειδή	και	
βρίσκονται	πάνω	στον	κώνο	φωτός.

Για	χρονοειδή	γεγονότα	η	αναστροφή	του	χρόνου	είναι	
αδύνατη.	Δηλαδή	όλοι	οι	παρατηρητές	αντιλαμβάνονται	την	

ίδια	χρονική	αλληλουχία	γεγονότων.	Αυτό	σημαίνει	ότι	
διατηρείται	η	αιτιότητα	(το	αίτιο	προηγείται	του	

αποτελέσματος).	Επομένως,	όλα	τα	φυσικά	συνδεδεμένα	
γεγονότα	είναι	χρονοειδή!

Κωνσταντίνος	Κουσουρής 15

Διάγραμμα	Minkowski	-	κώνος	φωτός	

Κάθε	μετασχηματισμός	Lorentz	μετακινεί	τα	
σημεία	P,	Q	κατά	μήκος	μιας	υπερβολής	που	
περιορίζεται	ασυμπτωτικά	από	τον		κώνο	φωτός.	
Δηλαδή,	δεν	μπορεί	να	υπάρξει	μετάβαση	από	τη	
μία	περιοχή	στην	άλλη.
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Χωροχρονικά	διαστήματα	(εφαρμογές)

Για	κάθε	ζεύγος	από	τα	παρακάτω	χωροχρονικά	γεγονότα,	να	βρείτε	αν	υπάρχει	κάποιο	
αδρανειακό	σύστημα	αναφοράς	στο	οποίο	να	συμβαίνουν	στο	ίδιο	σημείο	ή	ταυτόχρονα.

Περίπτωση	1	
Σε	ένα	σύστημα	αναφοράς	Σ	τα	γεγονότα	Α	και	Β	
έχουν	τις	παρακάτω	χωροχρονικές	συντεταγμένες:	
Σ:	(ctA,	xA,	yA,	zA)	=	(1,	1,	0,	0)	m	
Σ:	(ctB,	xB,	yB,	zB)	=	(2,	3,	0,	0)	m	
Δs2	=	(2−1)2	−	(3−1)2	=	−	3	<	0	(χωροειδή	γεγονότα)	
Υπάρχει	παρατηρητής	Π΄όπου	τα	γεγονότα	είναι	
ταυτόχρονα	(Δt΄=	0).		
Από	μετ.	Lorentz:

	

	

	
Δηλαδή,	ένας	παρατηρητής	Π΄	κινούμενος	με	
ταχύτητα	0.5c	αντιλαμβάνεται	τα	δύο	γεγονότα	να	
συμβαίνουν	ταυτόχρονα,	ενώ	απέχουν	απόσταση	
1.673	m.	
Σ΄:	(ct΄A,	x΄A,	y΄A,	z΄A)	=	(0.558,	0.558,	0,	0)	m	
Σ΄:	(ct΄B,	x΄B,	y΄B,	z΄B)	=	(0.558,	2.23,	0,	0)	m

Δt′ = γ (Δt −
vx
c2 ) = 0 ⇒ v = ( cΔt

Δx ) c = 0.5c

γ =
1

1 − 0.52
≈ 1.155

Δx′ = γ (Δx − βcΔt) ≈ 1.115 (2 − 0.5 ⋅ 1) = 1.673 m

Δs2 = (cΔt)2 − (Δx)2 − (Δy)2 − (Δz)2

Περίπτωση	2	
Σε	ένα	σύστημα	αναφοράς	Σ	τα	γεγονότα	Α	και	Β	
έχουν	τις	παρακάτω	χωροχρονικές	συντεταγμένες:	
Σ:	(ctA,	xA,	yA,	zA)	=	(0,	0,	0,	0)	m	
Σ:	(ctB,	xB,	yB,	zB)	=	(4,	2,	0,	0)	m	
Δs2	=	(4−0)2	−	(2−0)2	=	12	>	0	(χρονοειδή	γεγονότα)	
Υπάρχει	παρατηρητής	Π΄όπου	τα	γεγονότα	
συμβαίνουν	στο	ίδιο	σημείο	(Δx΄=	0).		
Από	μετ.	Lorentz:

	

	

	
Δηλαδή,	ένας	παρατηρητής	Π΄	κινούμενος	με	
ταχύτητα	0.5c	αντιλαμβάνεται	τα	δύο	γεγονότα	να	
συμβαίνουν	στο	ίδιο	σημείο,	ενώ	απέχουν	χρονική	
απόσταση	cΔt΄	=	3.345	m.	
Σ΄:	(ct΄A,	x΄A,	y΄A,	z΄A)	=	(0,	0,	0,	0)	m	
Σ΄:	(ct΄B,	x΄B,	y΄B,	z΄B)	=	(3.345,	0,	0,	0)	m

Δx′ = γ (Δx − vΔt) = 0 ⇒ v = ( Δx
cΔt ) c = 0.5c

γ =
1

1 − 0.52
≈ 1.155

cΔt′ = γ (cΔt − βΔx) ≈ 1.115 (4 − 0.5 ⋅ 2) = 3.345 m

	

	

	

x′ = γ (x − υt)

t′ = γ (t −
υx
c2 )

y′ = y
z′ = z
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Σχετικιστική	κινηματική

	

	

ημ =
dxμ

dτ

ημ = γ
dxμ

dt
= γ

d
dt

(ct, ⃗r ) = (γc, γ ⃗v)

η2 = γ2c2 − γ2v2 = γ2c2 (1 −
v2

c2 ) = c2

aμ =
dημ

dτ
= γ

dημ

dt
= γ (c

dγ
dt

,
dγ
dt

⃗v + γ
d ⃗v
dt ) = γ (c

dγ
dt

,
dγ
dt

⃗v + γ ⃗a)

Τετράνυσμα	της	ταχύτητας	ή	
τετραταχύτητα

Τετράνυσμα	της	επιτάχυνσης	
ή	τετραεπιτάχυνση

Κατασκευάζουμε	τετραδιανύσματα	(π.χ.	ημ)	συνδυάζοντας	άλλα,	
γνωστά	τετραδιανύσματα	(dxμ)	και	αναλλοίωτες	ποσότητες	(dτ).

dγ
dt

=
d
dt

1

1 − v2

c2

=
∂

∂vx (1 −
v2

x + v2
y + v2

z

c2 )
−1/2

+
∂

∂vy (1 −
v2

x + v2
y + v2

z

c2 )
−1/2

+
∂

∂vz (1 −
v2

x + v2
y + v2

z

c2 )
−1/2

= −
1
2 (1 −

v2

c2 )
−3/2

(−2
vx

c2

dvx

dt
− 2

vy

c2

dvy

dt
− 2

vz

c2

dvz

dt ) ⇒
dγ
dt

= γ3 ⃗v ⋅ ⃗a
c2
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Τετραορμή	&	σχετικιστική	ενέργεια

(P)2 = Pμ ⋅ Pμ = m2γ2c2 − m2γ2υ2 = m2c2

mγc =
mc

1 − υ2

c2

υ≪c

(1+x)a≈1+ax
mc [1 +

1
2

υ2

c2 ] =
1
c [mc2 +

1
2

mυ2] =
E
c

Pμ = ( E
c

, ⃗p) E′ 
c

= γ ( E
c

− βpx)
p′ x = γ (px − β

E
c )

p′ y = py

p′ z = pz

Pμ = mημ = (mγc, mγ ⃗υ)

Αναλλοίωτο	μέτρο	της	τετραορμής	
	(όλοι	οι	παρατηρητές	μετρούν	την	ίδια	τιμή)Σχετικιστική	ορμή:	p	=	mγυ

Τι	παριστάνει	αυτός	ο	όρος;		
Θα	ανατρέξουμε	στο	κλασικό	όριο	υ	<<	c.

Ενέργεια	ηρεμίας:	mc2	(Κάθε	σωματίδιο	έχει	ενέργεια	
ακόμη	κι	αν	είναι	ακίνητο.	Η	ενέργεια	αυτή	εκδηλώνεται	
στις	αλληλεπιδράσεις	των	στοιχειωδών	σωματιδίων.)

Κινητική	ενέργεια	Κ

Ολική	ενέργεια

Τετραορμή

Αναλλοίωτο	μέτρο

(P)2 = m2c2 = ( E
c )

2

− p2 ⇒ E = p2c2 + m2c4
Μετασχηματισμός	
Lorentz	για	την	
τετραορμή

K = E − mc2
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Σχετικιστική	ορμή	&	κινητική	ενέργεια

	p ≪ mc : K ≈
p2

2m
= Kcl

p ≫ mc : K ≈ pc

Kcl =
p2

2m

K = mc2 1 + ( p
mc

2) − 1

κινητική	ενέργεια

ορμή/mc

⃗p =
m ⃗υ

1 − υ2

c2

⃗pcl = m ⃗υ

ταχύτητα

ορ
μή

ταχύτητα

K

Kclκι
νη
τι
κή
	ε
νέ
ργ
ει
α K = (1 −

υ2

c2 )
−1/2

− 1 mc2

Kcl =
1
2

mυ2
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Κίνηση	υπό	σταθερή	δύναμη

⃗F =
d ⃗p
dt

⇒ F ̂x =
d ⃗p
dt

⇒ ⃗p(t) = (Ft + C ) ̂x

p(0) = 0 ⇒ C = 0

p(t) = Ft ⇒
mυ

1 − υ2

c2

= Ft ⇒ υ(t) =
(F/m) t

1 + ( Ft
mc )

2
=

at

1 + ( at
c )

2

x(t) = ∫
t

0
υ(t′ ) dt′ =

c2

a
1 + ( at

c )
2

− 1

t → 0 : υ(t) ≈ at, x(t) ≈
1
2

at2

t → ∞ : υ(t) ≈ c, x(t) ≈ ct

a ≡
F
m

2ος	Ν.	Newton

Θεωρούμε	ένα	σωματίδιο	που	κινείται	υπό	την	επίδραση	
σταθερής	δύναμης	ενώ	είναι	αρχικά	ακίνητο.

Κλασικό	όριο	&	
σχετικιστικό	όριο

υ = at

υ → c

χρόνος

τα
χύ
τη
τα
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Σχετικιστική	ορμή	&	ενέργεια	(παράδειγμα)
Ένα	ηλεκτρόνιο	( )	έχει	ταχύτητα	 	στο	σύστημα	αναφοράς	ενός	ακίνητου	παρατηρητή.	
Να	βρείτε	την	ορμή	του,	την	κινητική	του	ενέργεια	και	τη	συνολική	του	ενέργεια.	Να	βρείτε	τα	ίδια	μεγέθη	ως	
προς	έναν	παρατηρητή	που	κινείται	με	ταχύτητα	 	ως	προς	τον	πρώτο	παρατηρητή,	παράλληλα	στην	
ταχύτητα	του	ηλεκτρονίου.

me = 0.5 MeV/c2 υ = 0.8c

v = 0.6c

γυ =
1

1 − 0.82
= 1.7

p = mγυ = 0.5 MeV/c2 ⋅ 1.7 ⋅ 0.8c = 0.7 MeV/c

E = mγc2 = 0.5 MeV/c2 ⋅ 1.7 ⋅ c2 = 0.85 MeV

K = E − mc2 = (γ − 1)mc2 = 0.7 ⋅ 0.5 MeV/c2 ⋅ c2 = 0.35 MeV

γv =
1

1 − 0.62
= 1.25

E′ = γv (E − βv pc) = 1.25 (0.85 MeV − 0.6 ⋅ 0.7 MeV/c ⋅ c) = 0.54 MeV

p′ = γv (p − βv
E
c ) = 1.25 ⋅ (0.7 MeV/c − 0.6 ⋅ 0.85 MeV/c) = 0.24 MeV/c

K′ = E′ − mc2 = 0.04 MeV

υ′ =
υ − v
1 − υv

c2

=
0.8c − 0.6c
1 − 0.8 ⋅ 0.6

≈ 0.4c

γυ′ =
1

1 − υ′ 2
c2

=
1

1 − 0.42
≈ 1.09 E′ = mγυ′ c2 = 0.54 MeV

Σχετικιστικές	μονάδες	
Ταχύτητα:	κλάσμα	του	c	
Ενέργεια:	eV	(και	πολλαπλάσια)	
Μάζα:	eV/c2	
Ορμή:	eV/c

γυ΄:	για	τον	υπολογισμό	
της	ενέργειας	

γv:	για	τον	μετασχ.	Lorentz	
E2 − p2c2 = E′ 2 − p′ 2 c2 = mc2

Αναλλοίωτη	ποσότητα	
Προσοχή:	η	ενέργεια	ΔΕΝ	

είναι	αναλλοίωτη!!
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Φωτόνια	&	φαινόμενο	Doppler	

Pμ = (
Eγ

c
,

Eγ

c
,0,0)

P′ μ = (
E′ γ
c

,
E′ γ
c

,0,0)

E′ γ
c

= γ (
Eγ

c
− β

Eγ

c ) ⇒ E′ γ =
1 − β

1 − β2
Eγ ⇒ f ′ =

1 − β
1 + β

f

Eγ = hf =
hc
λ

• Τα	φωτόνια	είναι	άμαζα	στοιχειώδη	
σωματίδια	και	αποτελούν	τους	φορείς	της	
ηλεκτρομαγνητικής	αλληλεπίδρασης.		

• Τα	φωτόνια	έχουν	πάντα	ταχύτητα	c.	
• Κάθε	φωτόνιο	έχει	ενέργεια	Εγ	=	hf	=	hc/λ.	
• Το	φωτόνιο	δεν	έχει	ενέργεια	ηρεμίας.	
• Κάθε	φωτόνιο	έχει	ορμή	p	=	Eγ/c	(στη	

σχετικότητα	η	ορμή	σχετίζεται	με	τη	
μεταφορά	ενέργειας	και	όχι	απαραίτητα	
με	τη	μάζα).

Σύστημα	αναφοράς	πηγής

Σύστημα	αναφοράς	παρατηρητή

Μετασχηματισμός	Lorentz

Eγ = pγc

Ενέργεια	φωτονίου Σχέση	ενέργειας-ορμής

Η	ενέργεια	και	η	συχνότητα	
του	φωτονίου	εξαρτώνται	
από	τον	παρατηρητή.
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Αντιδράσεις	(σκεδάσεις)	σωματιδίων
Σύστημα	“εργαστηρίου”	(LAB)	

Ακίνητος	παρατηρητήςA:	pA,	EA,	mA,	KA B:	pB,	EB,	mB,	KB

Γ:	pΓ,	EΓ,	mΓ,	KΓ Δ:	pΔ,	EΔ,	mΔ,	KΔ

• Οι	αλληλεπιδράσεις	των	υποατομικών	σωματιδίων	που	
κινούνται	σχετικιστικά	έχουν	τον	χαρακτήρα	στιγμιαίων	
σκεδάσεων.	

• Πριν	και	μετά	την	αλληλεπίδραση	διατηρείται	η	
συνολική	τετραορμή	του	συστήματος.	Δηλαδή	
διατηρείται	η	σχετικιστική	ορμή	και	η	συνολική	ενέργεια	
(ως	προς	οποιοδήποτε	σύστημα	αναφοράς	—	συνήθως	
το	LAB).	

• Δεν	διατηρείται	υποχρεωτικά	η	μάζα!	
• Ελαστική	σκέδαση:	τα	σωματίδια	πριν	και	μετά	είναι	τα	

ίδια,	οπότε	διατηρείται	η	μάζα	και	η	κινητική	ενέργεια.	
• Ανελαστική	σκέδαση:	τα	εξερχόμενα	σωματίδια	είναι	

διαφορετικά	από	τα	εισερχόμενα.	
• Όσο	μεγαλύτερη	είναι	η	ενέργεια	των	σωματιδίων,	τόσο	

μεγαλύτερη	είναι	η	πιθανότητα	να	συμβεί	ανελαστική	
κρούση. KA + mAc2 + KB + mBc2 = KΓ + mΓc2 + KΔ + mΔc2

PA + PB = PΓ + PΔ

⃗pA + ⃗pB = ⃗pΓ + ⃗pΔ

EA + EB = EΓ + EΔ
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Αντιδράσεις	σωματιδίων	(εφαρμογή)
Σε	 ένα	σύστημα	αναφοράς	 Σ	 ένα	ηλεκτρόνιο	 (e−)	 και	 ένα	ποζιτρόνιο	 (e+)	 κινούνται	 με	αντίθετες	 ταχύτητες	 0.8c	 και	 −0.6c	 (όπου	 c	 είναι	 η	
ταχύτητα	του	φωτός)	επί	του	άξονα	των	x,	συγκρούονται	και	εξαϋλώνονται	παράγοντας	δύο	φωτόνια	που	κινούνται	στον	ίδιο	άξονα	με	τα	
αρχικά	σωματίδια.	Η	μάζα	ηρεμίας	του	ηλεκτρονίου	και	του	ποζιτρονίου	είναι	 .	

(α)	Να	βρείτε	την	ορμή,	την	κινητική	ενέργεια	και	την	ολική	ενέργεια	του	ηλεκτρονίου	και	του	ποζιτρονίου	στο	σύστημα	Σ.	

(β)	Να	βρείτε	την	ταχύτητα	του	ηλεκτρονίου	ως	προς	το	ποζιτρόνιο.	

(γ)	Να	βρείτε	την	ενέργεια,	την	ορμή	και	την	ταχύτητα	των	δύο	παραγόμενων	φωτονίων	στο	σύστημα	Σ.

me = 0.5 MeV/c2

γe− =
1

1 − 0.82
=

5
3

≈ 1.67 γe+ =
1

1 − 0.62
=

5
4

= 1.25

pe− = meγe−ve− = 0.5
MeV

c2
⋅ 1.67 ⋅ 0.8c = 0.667

MeV
c

pe+ = meγe+ve+ = 0.5
MeV

c2
⋅ 1.25 ⋅ 0.6c = 0.375

MeV
c

Ee− = meγe−c2 = 0.5
MeV

c2
⋅ 1.67 ⋅ c2 = 0.834 MeV

Ee+ = meγe+c2 = 0.5
MeV

c2
⋅ 1.25 ⋅ c2 = 0.625 MeV

Ke− = Ee− − mec2 = 0.834 MeV − 0.5
MeV

c2
c2 = 0.334 MeV

Ke+ = Ee+ − mec2 = 0.625 MeV − 0.5
MeV

c2
c2 = 0.125 MeV

(α)
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Αντιδράσεις	σωματιδίων	(εφαρμογή)
Σε	 ένα	σύστημα	αναφοράς	 Σ	 ένα	ηλεκτρόνιο	 (e−)	 και	 ένα	ποζιτρόνιο	 (e+)	 κινούνται	 με	αντίθετες	 ταχύτητες	 0.8c	 και	 −0.6c	 (όπου	 c	 είναι	 η	
ταχύτητα	του	φωτός)	επί	του	άξονα	των	x,	συγκρούονται	και	εξαϋλώνονται	παράγοντας	δύο	φωτόνια	που	κινούνται	στον	ίδιο	άξονα	με	τα	
αρχικά	σωματίδια.	Η	μάζα	ηρεμίας	του	ηλεκτρονίου	και	του	ποζιτρονίου	είναι	 .	

(α)	Να	βρείτε	την	ορμή,	την	κινητική	ενέργεια	και	την	ολική	ενέργεια	του	ηλεκτρονίου	και	του	ποζιτρονίου	στο	σύστημα	Σ.	

(β)	Να	βρείτε	την	ταχύτητα	του	ηλεκτρονίου	ως	προς	το	ποζιτρόνιο.	

(γ)	Να	βρείτε	την	ενέργεια,	την	ορμή	και	την	ταχύτητα	των	δύο	παραγόμενων	φωτονίων	στο	σύστημα	Σ.

me = 0.5 MeV/c2

ue− =
ve− − ve+

1 − ve−ve+

c2

=
0.8c − (−0.6c)

1 − 0.8c(−0.6c)
c2

=
1.4c
1.48c

= 0.946c

Pγ1
+ Pγ2

= Pe− + Pe+ ⇒

Eγ1
+ Eγ2

= Ee− + Ee+ = (0.834 + 0.625) MeV = 1.459 MeV

⃗pγ1
+ ⃗pγ2

= ⃗pe− + ⃗pe+ ⇒
Eγ1

c
−

Eγ2

c
= pe− − pe+ ⇒ Eγ1

− Eγ2
= (0.667 − 0.125) MeV

c
c = 0.542 MeV

pγ1
=

Eγ1

c
= 1

MeV
c

, pγ1
=

Eγ2

c
= 0.459

MeV
c

e− e+

γ1γ2

Eγ1
= 1 MeV, Eγ2

= 0.459 MeV,

(β)

(γ)

vγ1
= vγ2

= c
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Άσκηση

Διαστηµόπλοιο µήκους ηρεµίας 800 m φέρει ακίνητους ως προς αυτό παρατηρητές Π1 και Π2 στο µπροστινό και πίσω άκρο του, 
αντίστοιχα. Το διαστηµόπλοιο κινείται κατά τη θετική φορά του άξονα x µε ταχύτητα 0.8c ως προς κάποιον παρατηρητή Π (όπου c 
είναι η ταχύτητα του φωτός). Τη στιγµή t = 0 για τον Π, ο Π1 περνάει µπροστά από τον Π και συγχρονίζουν τότε τα ρολόγια τους. 
Εκείνη την στιγµή ο Π1 εκπέµπει προς τον Π2 µιόνιο (στοιχειώδες σωµατίδιο µε χρόνο ζωής τ στο δικό του σύστηµα αναφοράς) µε 
ταχύτητα 0.8c ως προς τον Π.  
(α) Ποιος είναι ο χρόνος τ αν το µιόνιο διασπάται αµέσως µόλις φτάσει στον Π2;  
(β) Ποιες είναι οι χωροχρονικές συντεταγµένες  της άφιξης του µιονίου στον Π2 για τον παρατηρητή Π1;  
(γ) Ποια είναι η θέση και η χρονική στιγµή της άφιξης του µιονίου στον Π2 για τον παρατηρητή Π;

(t′ , x′ )

vδμ

vμ

L

vδ	=	−0.8c	
vμ	=	0.8c	
L	=	800	m

Π1Π2

Π

α)	Στο	σύστημα	του	Π1	το	μιόνιο	έχει	ταχύτητα	 	και	διανύει	την	
απόσταση	L	σε	χρόνο	 .	Ο	ιδιόχρονος	τ	σχετίζεται	με	τον	
t1	μέσω	της	σχέσης	 .	

v′ μ
t1 = L /v′ μ

τ = t1/γv′ μ

v′ μ =
vμ − vδ

1 − (vμvδ)/c2
=

0.8c − (−0.8c)
1 + 0.82

= 0.976c

+

γv′ μ =
1

1 − (v′ μ /c)2
=

1

1 − 0.9762
≈ 4.6

τ = (L /v′ μ)/γv′ μ =
L

4.6 ⋅ 0.976c
=

800 m
13.47 × 108 m /s

= 59.4 × 10−8 s ≈ 0.6 μs

t1 = γv′ μτ = 4.6 ⋅ 0.6 μs
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Άσκηση	(συνέχεια)

Διαστηµόπλοιο µήκους ηρεµίας 800 m φέρει ακίνητους ως προς αυτό παρατηρητές Π1 και Π2 στο µπροστινό και πίσω άκρο του, 
αντίστοιχα. Το διαστηµόπλοιο κινείται κατά τη θετική φορά του άξονα x µε ταχύτητα 0.8c ως προς κάποιον παρατηρητή Π (όπου c 
είναι η ταχύτητα του φωτός). Τη στιγµή t = 0 για τον Π, ο Π1 περνάει µπροστά από τον Π και συγχρονίζουν τότε τα ρολόγια τους. 
Εκείνη την στιγµή ο Π1 εκπέµπει προς τον Π2 µιόνιο (στοιχειώδες σωµατίδιο µε χρόνο ζωής τ στο δικό του σύστηµα αναφοράς) µε 
ταχύτητα 0.8c ως προς τον Π.  
(α) Ποιος είναι ο χρόνος τ αν το µιόνιο διασπάται αµέσως µόλις φτάσει στον Π2;  
(β) Ποιες είναι οι χωροχρονικές συντεταγµένες  της άφιξης του µιονίου στον Π2 για τον παρατηρητή Π1;  
(γ) Ποια είναι η θέση και η χρονική στιγµή της άφιξης του µιονίου στον Π2 για τον παρατηρητή Π;

(t′ , x′ )

vδμ

vμ

L

vδ	=	−0.8c	
vμ	=	0.8c	
L	=	800	m

Π1Π2

Π

β)	Στο	σύστημα	του	Π1	το	γεγονός	της	άφιξης	του	μιονίου	στον	
Π2	έχει	χωροχρονικές	συντεταγμένες	 .(t1, L)

+

t1 = γv′ μτ = 4.6 ⋅ 0.6 μs ≈ 2.8 μs

(t1, L) = (2.8 μs, 800 m)

γ)	Για	την	άφιξη	του	μιονίου	στον	Π2	ως	προς	τον	Π	θα	
χρησιμοποιήσουμε	τον	μετασχηματισμό	Lorentz	από	τον	Π1	
στον	Π.	Παρατηρούμε	ότι	ο	Π	κινείται	ως	προς	τον	Π1	με	
ταχύτητα	vδ.

γδ =
1

1 − (vδ /c)2
= 1.67

t = γδ (t1 −
vδL
c2 ) = 1.67 (2.8 × 10−6 −

0.8 ⋅ 800
3 × 108 ) s ≈ 1.1 μs

x = γδ (L − vδt1) = 1.67 (800 − 0.8 ⋅ 3 × 108 ⋅ 2.8 × 10−6) m = 128 m

(t, x) = (1.1 μs, 128 m)
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Σκέδαση	Compton

pe′ 2 = p2
γ + pγ′ 2 − 2pγ pγ′ cos θ ⇒ (Eγ + mec2 − Eγ′ )

2
= E2

γ + Eγ′ 2 − 2EγEγ′ cos θ

λ′ − λ =
hc
Eγ′ 

−
hc
Eγ

=
hc
Eγ [1 +

Eγ

mec2
(1 − cos θ)] −

hc
Eγ

⇒

λC =
hc
me

= 2.43 × 10−12 m

Φωτόνιο	σκεδάζεται	από	ηλεκτρόνιο

Pμ
γ = (

Eγ

c
, ⃗pγ) Pμ

γ′ = (
Eγ′ 
c

, ⃗pγ′ )
Pμ

e = (mec, 0⃗) Pμ ′ 
e = ( E′ e

c
, ⃗p′ e)

Αρχικά Τελικά

E′ e + Eγ′ = Ee + Eγ ⃗p′ e + ⃗pγ′ = ⃗pe + ⃗pγ

Διατήρηση	τετραορμής

Eγ′ =
Eγ

1 +
Eγ

mec2 (1 − cos θ)

λ′ − λ =
h

mec
(1 − cos θ)
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4.2. Wavelength shift

Figure 3 shows the scattered photon energies as a func-
tion of deflection angle. Note that the variation in en-
ergy implies a shift in wavelength, hence we have already
eliminated classical scattering as a viable model. The
smaller-angle runs were performed with the Compton A
apparatus, while the large angles were obtained using the
Compton B apparatus. Fig. 3 also shows fits of the data
to the Compton shift formula (Eq. 2) with Ei and Ee as
fit parameters.

FIG. 3: Final scattered photon energy as a function of de-

flection angle. Our primary machine was Compton A, which

yielded small-angle data. Compton B was used to investigate

large-angle scattering. The measurements were fitted against

f(✓) =
⇥
E�1

i + E�1
e (1� cos ✓)

⇤�1
with Ei and Ee as fitting

parameters. The dotted curve is the resulting fit for all data

points. The solid curve is the fit to Compton B only.

The fit to both Compton A and B data displays the
systematic e↵ects we have already discussed at low an-
gles. Firstly, it is clear that each measurement underes-
timates the Compton shift to some degree; this is to be
expected since the underlying cross-section heavily favors
lower-angle scattering. For any fixed scatter PMT posi-
tion ✓, the scattering process will actually involve some
interval of angles in the neighborhood of ✓. The forward-
biased cross-section then selects some “e↵ective mean”
angle that is smaller than the actual experimental angle.
Secondly, the fit estimates the incident photon energy to
be Ei ⇡ 635keV rather than 661.6keV (of 137Cs). This
deviation is unavoidable due to the coincidence technique
for data acquisition. At low angles, the kinetic energy of
the recoil electron becomes arbitrarily small, causing the
target PMT to produce proportionally weak detection
signals. Because we have employed a fixed discrimina-
tor set-point for coincidence logic generation, the target
PMT will generally fail to produce a valid coincidence
logic at low angles.

Therefore we report the results of the fit for only the

(four) high-angle data. We obtain Ei = (657.7±18.7)keV
and Ea = (514.3 ± 8.5)keV, which contain the expected
values of 661.6keV and 511keV respectively. We ascribe
the large �2 = 6.4 to the low degree of freedom (⌫ = 2)
used in the fitting. Overall, however, we observe variation
in the final photon energy as suggested by the Compton
shift formula.

4.3. Angular dependence of the cross-section

In our previous discussions we have already aluded
to the Klein-Nishina cross-section as the true scattering
model. In Figure 4 we show the experimentally measured
scattering rates, and compare the Klein-Nishina and clas-
sical models. The results clearly favor the former. In par-
ticular, the symmetry suggested by the classical theory
is not experimentally corroborated.

FIG. 4: The angular dependence of the scattering rate. Fits

against the Klein-Nishina and classical cross-sections are per-

formed, showing a definite preference for Klein-Nishina.

The scattering count and the associated error were ob-
tained as follows. Recognizing that Compton scattering
also occurs in the scatter PMT (note the Compton con-
tinuum in Fig. 2) we proceeded by summing all counts
in the scatter spectrum. In addition to the statisticalp

N -error, we also made an estimate for the number of
miscounts. This was done by counting the number of
hits in the target spectrum that obviously did not corre-
spond to Compton scattering; for instance, we observed
a photopeak in the target spectrum due to the 661.6keV
incident beam. We have also corrected the counts for
detector ine�ciency, i.e. by the probability for photons
to traverse the PMT without interactions. We were able
to combine Compton A and B data by normalizing both
data sets by the intensity of the source.

We remark that the variation of the data about the
fitted Klein-Nishina curve can be qualitatively explained
by geometric e↵ects. The “flattening” of the low-angle
rate is a typical signature of a broad response function.
Furthermore, the measured rate reaches the large-angle
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Σκέδαση	Compton	(συνέχεια)

Το	σκεδαζόμενο	φωτόνιο	έχει	διαφορετική	
ενέργεια	(και	επομένως	μήκος	κύματος	και	
συχνότητα),	ανάλογα	με	τη	γωνία	σκέδασης.
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Η	μάζα	ΔΕΝ	διατηρείται	—	ισοδυναμία	μάζας-ενέργειας!

Η	 αμεσότερες	 αποδείξεις	 της	 ισοδυναμίας	 μάζας-ενέργειας	 είναι	 το	 φαινόμενο	 της	 δίδυμης	 γένεσης	 (pair	
production)	 και	 η	 εξαΰλωση	 (annihilation).	 Στην	 πρώτη	 περίπτωση	 δύο	 φωτόνια	 (άμαζα)	 αλληλεπιδρούν	 και	
παράγεται	 ένα	 ζεύγος	 σωματιδίου-αντισωματιδίου.	 Έτσι	 έχουμε	 δημιουργία	 μάζας	 από	 την	 ενέργεια	 των	
φωτονίων.	 Στη	 δεύτερη	 περίπτωση	 συμβαίνει	 το	 αντίστροφο:	 ένα	 σωματίδιο	 και	 ένα	 αντισωματίδιο	
αλληλεπιδρούν	παράγοντας	 δύο	φωτόνια.	 Έτσι	 έχουμε	μετατροπή	 των	αρχικών	μαζών	 σε	 ενέργεια	φωτονίων.	
Αυτές	 οι	 αντιδράσεις	 και	 πολλές	 άλλες	 στη	 σωματιδιακή	 φυσική	 αποδεικνύουν	 περίτρανα	 ότι	 η	 μάζα	 δεν	
διατηρείται.


