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1

Πρόλογος

Αυτό το ϐιβλίο περιέχει µια σειρά ασκήσεων Φυσικής Ι (Μηχανικής) για να χρησιµοποιηθεί από τους ϕοιτητές
του Εθνικού Μετσοβίου Πολυτεχνείου ως ϐοήθηµα στο εισαγωγικό µάθηµα ϕυσικής. Η ύλη επεκτείνεται από τα
διανύσµατα, διανυσµατικό διαφορικό λογισµό, νόµοι του Νεύτωνα, συστήµατα αναφοράς, διατήρηση ενέργειας/
ορµής/ στροφορµής, αρµονικό ταλαντωτή, δυναµική στερεών σωµάτων, µετασχηµατισµό Lorentz και τις σχέσεις
των Frenet-Serret. Επίσης στο παράρτηµα δίνονται διάφορες χρήσιµες σχέσεις όπως γνωστά ολοκληρώµατα,
διανυσµατικές σχέσεις, τριγωνοµετρικές σχέσεις, περιγραφή του πολικού/κυλινδρικού/σφαιρικού συστήµατος
καθώς και ενα εισαγωγικό εδάφιο για τη µερική παράγωγο και τις µιγαδικές µεταβλητές.
Η διαλογή των ασκήσεων έχει γίνει από διάφορες σειρές µαθηµάτων Φυσικής Ελληνικών Πανεπιστηµίων και
Πανεπιστηµίων του εξωτερικού όπου έχουµε διδάξει στο παρελθόν. Πολλές από αυτές τις ασκήσεις ετοιµάστηκαν
και δόθηκαν για εξάσκηση των ϕοιτητών της Σχολής Ηλεκτρολόγων Μηχανικών & Μηχανικών Ηλεκτρονικών
Υπολογιστών (ΣΗΜΜΥ), της Σχολής Εφαρµοσµένων Μαθηµατικών & Φυσικών Επιστηµών (ΣΕΜΦΕ) του Εθνικού
Μετσόβιου Πολυτεχνείου (ΕΜΠ) και του προγράµµατος σπουδών Φυσικές Επιστήµες (ΦΥΕ) του Ελληνικού
Ανοικτού Πανεπιστηµίου (ΕΑΠ). Μετά από προτροπή αρκετών συναδέλφων µας αποφασίσαµε να παρουσιάσουµε
αυτή τη συλλογή των ασκήσεων υπό µορφή ϐιβλίου. Θα ϑέλαµε να τονίσουµε ότι το ϐιβλίο αυτό δεν αντικαθιστά
το κύριο ϐιβλίο του µαθήµατος αλλά απλά προσφέρει µια συλλογή από περισότερες από 400 λυµένες και 300
άλυτες ασκήσεις και προβλήµατα που ϑα µπορέσουν να ϐοηθήσουν το σπουδαστή στην κατανόηση της ύλης της
Φυσικής Ι (Μηχανικής). Οι ασκήσεις καλύπτουν ένα ευρύ ϕάσµα δυσκολίας. Αρκετά από τα προβλήµατα έχουν
εξαχθεί και έχουν τροποποιηθεί από διάφορα ερευνητικά άρθρα σε περιοδικά, όπως τα American Journal of
Physics, European Journal of Physics, the Physics Letter, Mathematical Physics κ.λ.π.

Θα ϑέλαµε να ευχαριστήσουµε πολλούς συναδέλφους του Τοµέα Φυσικής της ΣΕΜΦΕ και της ϑεµατικής ενότη-
τας Εισαγωγή στις Φυσικές Επιστήµες (ΦΥΕ14) του ΕΑΠ που ϐοήθησαν άµεσα ή έµµεσα στη δηµιουργία αυτού
του ϐιβλίου. Ευχαριστούµε ιδιαίτερα τους ϕοιτητές µας της ΣΗΜΜΥ, ΣΕΜΦΕ του ΕΜΠ και ΦΥΕ του ΕΑΠ για
την υπόδειξη πολλών τυπογραφικών λαθών.

Θα δεχτούµε µε ευχαρίστηση και ευγνωµοσύνη τις διορθώσεις και υποδείξεις σας.

Θεόδωρος Η. Αλεξόπουλος & Γεώργιος ∆. Τσιπολίτης
theoalex@central.ntua.gr yorgos@central.ntua.gr
Αθήνα 2006
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1
∆ιανύσµατα & ∆ιαφορικός Λογισµός

Πρόβληµα 1.1 Είναι δυνατόν το άθροισµα δύο διανυσµάτων διαφορετικού µέτρου να δώσει συνισταµένη µηδέν ;
Τριών διανυσµάτων ;

Λύση:

Ας υποθέσουµε ότι το άθροισµα δύο διανυσµάτων είναι µηδέν, δηλαδή x1 + x2 = 0. Τότε

x1 = −x2 ⇒ |x1| = |x2|

Εποµένως επιβάλλεται τα µέτρα των δύο διανυσµάτων να είναι ίσα. Το άθροισµα τριών διανυσµάτων µπορεί να
είναι µηδέν, όπως ϕαίνεται στο παράδειγµα x1 + x2 + x3 = 0, όπου (x, 0, y) + (−x, z, 0) + (0,−z,−y) = 0 µε
x1 = (x, 0, y), x2 = (−x, z, 0), x3 = (0,−z,−y). Τα µέτρα αυτών των τριών διανυσµάτων είναι διαφορετικά√

x2 + y2 6=
√
x2 + z2 6=

√
z2 + y2

για µη µηδενικά διανύσµατα.

Πρόβληµα 1.2 Πότε (α) το εσωτερικό, (ϐ) το εξωτερικό και (γ) ταυτόχρονα το εσωτερικό και το εξωτερικό γινόµενο
δύο διανυσµάτων είναι µηδέν ;

Λύση:

(α)
a · b = 0

⇒ |a||b| cos θa,b = 0

⇒ |a| = 0 ή |b| = 0 ή cos θa,b = 0

Εποµένως το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων είναι µηδέν όταν ένα ή και τα δύο από τα µέτρα των διανυ-
σµάτων είναι µηδέν ή η γωνία µεταξύ των διανυσµάτων είναι 90o.

(ϐ)
a× b = 0

⇒ |a||b| sin θa,b = 0

⇒ |a| = 0 ή |b| = 0 ή sin θa,b = 0

Εποµένως το εξωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων είναι µηδέν όταν ένα ή και τα δύο από τα µέτρα των διανυ-
σµάτων είναι µηδέν ή η γωνία µεταξύ των διανυσµάτων είναι 0o.

(γ) Θα πρέπει ένα ή και τα δύο µέτρα των διανυσµάτων να είναι µηδέν : |a| = 0 ή |b| = 0.
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Πρόβληµα 1.3 ΄Οταν ένα ϕορτισµένο σωµατίδιο, µε ϕορτίο q, κινείται µε ταχύτητα v µέσα σε µαγνητικό πεδίο,
µαγνητικής επαγωγής B, ασκείται πάνω του δύναµη F . Η δύναµη, η µαγνητική επαγωγή και η ταχύτητα
συνδέονται µε τη σχέση: F = q(v×B). Για να υπολογίσουµε τη µαγνητική επαγωγή ενός άγνωστου οµογενούς
πεδίου, εκτελούµε το ακόλουθο πείραµα. Εκτοξεύουµε ϕορτισµένα σωµατίδια, γνωστού ϕορτίου µε σταθερή
ταχύτητα και µετρούµε τη δύναµη που ασκείται πάνω τους από το µαγνητικό πεδίο. Τρία τέτοια πειράµατα
καταλήγουν στα ακόλουθα αποτελέσµατα:

΄Οταν v = x̂ τότε
F

q
= 2ẑ − 4ŷ (1.1)

΄Οταν v = ŷ τότε
F

q
= 4x̂− ẑ (1.2)

΄Οταν v = ẑ τότε
F

q
= ŷ − 2x̂ (1.3)

Χρησιµοποιήστε τα παραπάνω αποτελέσµατα για να ϐρείτε το διάνυσµα της µαγνητικής επαγωγής B.

Λύση:

Θεωρούµε τη γενική µορφή της µαγνητικής επαγωγής, B = B1x̂+B2ŷ +B3ẑ. Από τη σχέση (1.3), έχουµε

x̂×B = ẑB2 − ŷB3 = 2ẑ − 4ŷ

⇒ B2 = 2, B3 = 4

Οµοίως από τη σχέση (1.3), έχουµε

ŷ ×B = −ẑB1 + x̂B3 = 4x̂− ẑ

⇒ B1 = 1, B3 = 4

Εποµένως, B = x̂ + 2ŷ + 4ẑ, και η σχέση (1.3) επαληθεύεται µε απ΄ ευθείας αντικατάσταση της µαγνητικής
επαγωγής B.

Πρόβληµα 1.4 Τρία σηµεία P1, P2, P3 ορίζονται στο καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων Oxyz µε διανύσµατα
r1, r2, r3 αντίστοιχα. Στο σύστηµα αυτό ισχύει λ1r1 + λ2r2 + λ3r3 = 0. Αν η σχέση αυτή ισχύει και αναφορικά
προς τυχούσα άλλη αρχή Ox′y′z′ των αξόνων, να δείξετε ότι λ1 + λ2 + λ3 = 0.

Λύση:

Αν το διάνυσµα που ενώνει τα δύο καρτεσιανά συστήµατα συντεταγµένων είναι n, τότε r′1 = r1 +n, r′2 = r2 +n,
και r′3 = r3 + n, όπου r′1, r

′
2, r

′
3 είναι τα διανύσµατα ϑέσης των σηµείων P1, P2, P3 στο σύστηµα Ο΄. Εφ΄ όσον

λ1r
′
1 + λ2r

′
2 + λ3r

′
3 = 0

⇒ (λ1 + λ2 + λ3)n = 0

⇒ λ1 + λ2 + λ3 = 0

Πρόβληµα 1.5 Μια σταθερή δύναµη F µετακινεί ένα σωµατίδιο από το σηµείο A1 στο σηµείο An ακολουθώντας
τεθλασµένη γραµµή, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 1.1. ∆είξτε ότι το έργο που παράγει η δύναµη είναι ανεξάρτητο
της µορφής που έχει η τεθλασµένη γραµµή και ισούται µε W = F · ( #      »

A1An).

Λύση:

Το συνολικό έργο που παράγει η δύναµη F , W , ισούται µε το άθροισµα των επιµέρους έργων

W = WΑ1→Α2 +WΑ2→Α3 + ...+WΑi→Αi+1 + ...+WΑn−1→Αn
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F

F

F

A1

A2

Ai Ai+1

An

An-1

Σχήµα 1.1

Το επιµέρους έργο WΑi→Αi+1 είναι το έργο που παράγει η δύναµη κατά την ευθύγραµµη µετατόπιση του σωµα-
τιδίου από το σηµείο Αi στο σηµείο Αi+1 και ισούται µε

WΑi→Αi+1 = F · ( #    »ΑiΑi+1)

Εποµένως το συνολικό έργο, W , µπορεί να γραφτεί ως

W =
n−1∑
i=1

WΑi→Αi+1 =
n−1∑
i=1

F · ( #    »ΑiΑi+1) = F ·
n−1∑
i=1

(
#    »ΑiΑi+1) = F · ( #    »Α1Αn)

Πρόβληµα 1.6 ΄Ενας παρατηρητής Α καταγράφει τη ϑέση σωµατιδίου P , χρησιµοποιώντας σύστηµα καρτεσια-
νών συντεταγµένων Oxyz µε κέντρο τον εαυτό του, ως (1, 1, 1). ΄Ενας άλλος παρατηρητής Β καταγράφει τη ϑέση
του ιδίου σωµατιδίου P , χρησιµοποιώντας άλλο σύστηµα συντεταγµένων Ox′y′z′ ως (2, 3, 4). Αν οι άξονες των
δύο καρτεσιανών συστηµάτων είναι παράλληλοι, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 1.2, να ϐρεθεί η ϑέση του παρατηρητή
Β στο σύστηµα συντεταγµένων του παρατηρητή Α.

Λύση:

x

y

z

x´
y´

z´

Ρ

r

r´

O

O´

Σχήµα 1.2

Από το σχήµα 1.2 έχουµε: r = (1, 1, 1) και r′ = (2, 3, 4). Τα διανύσµατα ϑέσης r, r′ σχετίζονται µε το διάνυσµα
#   »ΟΟ′:

r = r′ +
#   »ΟΟ′ ⇒ #   »ΟΟ′ = r − r′ = (−1,−2,−3)

Πρόβληµα 1.7 ∆υο συστήµατα συντεταγµένων Oxy και Ox′y′ έχουν κοινή αρχή Ο. Το σύστηµα Ox′y′ είναι
στραµµένο κατά γωνία θ ως προς το σύστηµαOxy. Το διάνυσµα στο σύστηµαOxy έχει συντεταγµένες r = (x, y)t,
όπου ο δείκτης t δηλώνει το ανάστροφο διάνυσµα. Να εκφράσετε τις συντεταγµένες r′ = (x′, y′)t του ιδίου
διανύσµατος στο σύστηµα Ox′y′ συναρτήσει των x, y, θ. Στη συνέχεια να ϐρείτε τα στοιχεία του 2× 2 πίνακα A,
για τον οποίο ισχύει

r′ = Ar

και να αποδείξετε ότι το µέτρο του διανύσµατος είναι αναλλοίωτη ποσότητα.
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θ

θ
φ

x

y

x´
y´

Ρ

X

Y

X´

Y´

Σχήµα 1.3

Λύση:

Από το σχήµα 1.3 ϐλέπουµε ότι ισχύει

x = r cosφ, y = r sinφ (1.4)

όπου r = |r|. Επίσης

x′ = r cos(φ− θ) = r cosφ cos θ + r sinφ sin θ = x cos θ + y sin θ

και
y′ = r sin(φ− θ) = r sinφ cos θ − r cosφ sin θ = y cos θ − x sin θ

όπου οι εξισώσεις (1) έχουν χρησιµοποιηθεί. ΄Αρα ο πίνακας Α δίδεται ως ακολούθως

A =

(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
όπου

(
x′

y′

)
= A

(
x
y

)

Το µέτρο του διανύσµατος∣∣∣r′∣∣∣ =
√
x′2 + y′2 =

√
(x cos θ + y sin θ)2 + (y cos θ − x sin θ)2

=

√
x2
(

sin2 θ + cos2 θ
)

+ y2
(

sin2 θ + cos2 θ
)

=
√
x2 + y2

= |r|

Εποµένως το µέτρο ενός διανύσµατος είναι µια αναλλοίωτη ποσότητα µεταξύ των δύο συστηµάτων.

Πρόβληµα 1.8 Θεωρήστε δύο διανύσµατα (r1, r2) που εκφράζονται σε σφαιρικές συντεταγµένες

r1 = (r1, θ1, φ1) και r2 = (r2, θ2, φ2)

Να αποδείξετε ότι η γωνία µεταξύ των δύο αυτών διανυσµάτων υπακούει στη σχέση

cos θ12 = sin θ1 sin θ2 cos(φ1 − φ2) + cos θ1 cos θ2

Λύση:

Τα µοναδιαία διανύσµατα των διανυσµάτων r1 και r2 µπορούν να αναλυθούν µε τη ϐοήθεια του σχήµατος 1.4
ως ακολούθως

r̂1 = sin θ1 cosφ1x̂+ sin θ1 sinφ1ŷ + cos θ1ẑ
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θ

θ1

θ2

Ρ

X

Z

θ12

Y
φ1

φ2

r2

r1

(r1,θ1,φ1) (r2,θ2,φ2)

Σχήµα 1.4

και

r̂2 = sin θ2 cosφ2x̂+ sin θ2 sinφ2ŷ + cos θ2ẑ

Η γωνία θ12 µεταξύ των δύο διανυσµάτων ϐρίσκεται από το εσωτερικό γινόµενο των µοναδιαίων διανυσµάτων

cos θ12 = r̂1 · r̂2 = sin θ1 cosφ1 sin θ2 cosφ2 + sin θ1 sinφ1 sin θ2 sinφ2 + cos θ1 cos θ2

ή

cos θ12 = sin θ1 sin θ2(cosφ1 cosφ2 + sinφ1 sinφ2) + cos θ1 cos θ2 (1.5)

Παρατηρούµε ότι cosφ1 cosφ2 + sinφ1 sinφ2 = cos(φ1 − φ2), άρα η σχέση (1) γράφεται

cos θ12 = sin θ1 sin θ2 cos(φ1 − φ2) + cos θ1 cos θ2

Πρόβληµα 1.9 Να αποδείξετε ότι η διάµεσος στη ϐάση ενός ισοσκελούς τριγώνου είναι κάθετη στη ϐάση του
τριγώνου.

O

A B
x x

a bm

Σχήµα 1.5

Λύση:

Από το σχήµα 1.5 για το ισοσκελές τρίγωνο ΟΑΒ έχουµε: a = m + x και m = b + x, όπου a = |a| = |b| = b
καιm είναι η διάµεσος του ισοσκελούς τριγώνου.
Εποµένως, η διάµεσοςm είναι

m = (a+ b)/2
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Το εσωτερικό γινόµενο του διανύσµατος της διαµέσουm και της ϐάσης #  »BA = (a− b) δίνει

m · (a− b) =
1

2
(a+ b) · (a− b) =

1

2
(a2 − b2) = 0

Λόγω των ίσων πλευρών του ισοσκελούς τριγώνου, a = b. ΄Αραm ⊥ (a− b).

Πρόβληµα 1.10 Με τη ϐοήθεια διανυσµάτων, να αποδείξετε ότι η γωνία που «ϐλέπει» στη διάµετρο ενός
ηµικυκλίου είναι ορθή γωνία.

Λύση:

Από το σχήµα 1.6, οι πλευρές #  »BA και # »ΓΑ του τριγώνου ΑΒΓ είναι : #  »BA = a + c και # »ΓΑ = c − a, όπου |c| = |a|
είναι η ακτίνα του κύκλου. Το εσωτερικό γινόµενο των δύο πλευρών του τριγώνου, δίνει

#  »BA · # »ΓΑ = (a+ c) · (c− a) = a · c− a2 + c2 − c · a = c2 − a2 = 0

Εποµένως τα δύο αυτά διανύσµατα είναι κάθετα µεταξύ τους #  »BA ⊥ # »ΓΑ.

Πρόβληµα 1.11 Να αποδείξετε τις παρακάτω ανισότητες:

(α) (a · b)(a · b) ≤ |a|2|b|2 (ανισότητα του Cauchy),

(ϐ) |a+ b| ≤ |a|+ |b|

(γ) |x− y| ≥ |x| − |y|

Λύση:

(α) Αν θ είναι η γωνία µεταξύ των διανυσµάτων a και b, τότε

(a · b)(a · b) = a2b2 cos2 θ ≤ a2b2

διότι η συνάρτηση | cos θ| ≤ 1.

(ϐ) Οµοίως

(a+ b) · (a+ b) = a2 + b2 + 2a · b = a2 + b2 + 2ab cos θ ≤ a2 + b2 + 2ab = (a+ b)2

⇒ |a+ b| ≤ |a|+ |b|

όπου |a| = a και |b| = b.

A

ΓB
O a-a

c
a+c

c-a

Σχήµα 1.6
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(γ) Θεωρούµε δύο νέα διανύσµατα, x και y, που δίνονται από τις σχέσεις: a = y − x και b = x. Από την
ανισότητα του Cauchy ϑα έχουµε

|y| ≤ |y − x|+ |x| ⇒ |y − x| ≥ |y| − |x|

ή ισοδύναµα µπορεί να γραφτεί ως: |x− y| ≥ |x| − |y|.

Πρόβληµα 1.12 Γνωρίζοντας ότι

a · (b× c) = (a× b) · c = (c× a) · b

να αποδείξετε τις παρακάτω σχέσεις:

(α) a× (b+ c) = a× b+ a× c (επιµεριστική ιδιότητα του εξωτερικού γινοµένου)

(ϐ) a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c

(γ) (a× b)× (c× d) =
[
a · (b× d)

]
c− (a · (b× c))d

(δ) (a× b) · (c× d) = (b · d)(a · c)− (b · c)(a · d)

(ε) a× (b× c) + b× (c× a) + c× (a× b) = 0

Λύση:

(α) Θεωρούµε ένα νέο διάνυσµα
u = a× (b+ c)− a× b− a× c

Το εσωτερικό γινόµενο του διανύσµατος u µε ένα άλλο τυχαίο διάνυσµα v ϑα µας δώσει

v · u = v ·
[
a× (b+ c)

]
− v · (a× b)− v · (a× c) = (v × a) · (b+ c)− (v × a) · b− (v × a) · c

όπου χρησιµοποιήθηκε η ταυτότητα a · (b× c) = (a× b) · c = (a× c) · b. ΄Αρα η ποσότητα v · u γράφεται ως

v · u = (v × a) · b+ (v × a) · c− (v × a) · b− (v × a) · c = 0

εποµένως u = 0, ή το u είναι κάθετο στο διάνυσµα v. Το διάνυσµα v είναι ένα τυχαίο διάνυσµα, άρα το
διάνυσµα u πρέπει να είναι µηδέν ώστε το εσωτερικό γινόµενο u · v = 0.
Για u = 0 έχουµε

a× (b+ c)− a× b− a× c = 0

⇒ a× (b+ c) = a× b+ a× c

(ϐ) Από τον ορισµό του εξωτερικού γινοµένου, το διάνυσµα b× c είναι κάθετο στα διανύσµατα b και c. Οµοίως
το διάνυσµα a× (b× c) είναι κάθετο στα διανύσµατα a και b× c, άρα το διάνυσµα a× (b× c) ϑα ϐρίσκεται στο
επίπεδο που ορίζουν τα διανύσµατα b και c, δηλαδή µπορεί να γραφτεί σαν γραµµικός συνδυασµός των b και c

a× (b× c) = xb+ yc

όπου οι συντελεστές x, y ϑα πρέπει να προσδιορισθούν µε κάποιο τρόπο.
Το εσωτερικό γινόµενο του a µε a× (b× c) δίνει

a ·
[
a× (b× c)

]
= (a× a) · (b× c) = 0

⇒ x(a · b) + y(a · c) = 0

⇒ x

a · c
= − y

a · b
= λ

όπου λ ορίζουµε τους ίσους λόγους. Εποµένως έχουµε

a× (b× c) = λ
[
(a · c)b− (a · b)c

]
(1.6)
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Στην ειδική περίπτωση όπου a = b, η σχέση (1) µας δίνει

a× (a× c) = λ
[
(a · c)a− (a · a)c

]
και αν αυτή η σχέση πολλαπλασιαστεί εσωτερικά µε το c ϑα έχουµε

c ·
[
a× (a× c)

]
= λ

[
(a · c)(c · a)− a2c2

]
ή

(c× a) · (a× c) = λ
[
(a · c)2 − a2c2

]
= λa2c2(cos2 θ − 1)

⇒ −a2c2 sin2 θ = λa2c2(− sin2 θ)

⇒ λ = 1

άρα ισχύει
a× (a× c) = (a · c)a− (a · a)c

Στη γενική περίπτωση όπου b 6= a, ϑεωρούµε το εσωτερικό γινόµενο του b µε a× (b× c) και µε τη ϐοήθεια της
σχέσης (1) έχουµε

b ·
[
a× (b× c)

]
= λ

[
(a · c)(b · b)− (a · b)(b · c)

]
ή

(b× a) · (b× c) = λ
[
(a · c)b2 − (a · b)(b · c)

]
(1.7)

Το πρώτο µέλος της σχέσης (1) δίνει

(b× a) · (b× c) = −(a× b) · (b× c) = −[(a× b)× b] · c = b2a · c− (a · b)(b · c) (1.8)

διότι ισχύει η διανυσµατική ταυτότητα

−(a× b)× b = b× (a× b) = −b× (b× a) =
[
(b · a)b− |b|2a

]
Από τις σχέσεις (1) και (1) έχουµε λ = 1.

(γ) Αν ϑεωρήσουµε τα διανύσµατα
x = a× b, y = c, z = d

και εφαρµόσουµε το αποτέλεσµα του ερωτήµατος (ϐ)

x× (y × z) = (x · z)y − (x · y)z

ϑα έχουµε

(a× b)× (c× d) =
[
(a× b) · d

]
c−

[
(a× b) · c

]
d =

[
a · (b× d)

]
c−

[
a · (b× c)

]
d

(δ) Αν ϑεωρήσουµε τα διανύσµατα
z = c× d, x = a, y = b

και εφαρµόσουµε το αποτέλεσµα του ερωτήµατος (ϐ),

z × (x× y) = (z · y)x− (z · x)y

ϑα έχουµε
(a× b) · (c× d) = a · b× (c× d) = a ·

[
(b · d)c− (b · c)d

]
άρα

(a× b) · (c× d) = (b · d)(c · a)− (b · c)(a · d)
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(ε) Γνωρίζουµε ότι
a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c

b× (c× a) = (b · a)c− (b · c)a

και
c× (a× b) = (c · b)a− (c · a)b

Προσθέτοντας τις τρεις παραπάνω σχέσεις ϑα έχουµε

a× (b× c) + b× (c× a) + c× (a× b) = 0

εφ΄ όσον το εσωτερικό γινόµενο υπακούει στην αντιµεταθετική ιδιότητα.

Πρόβληµα 1.13 Να υπολογίσετε ή να αποδείξετε τις ακόλουθες σχέσεις:

(α)
d

dt

(
r · dr

dt

)
(ϐ)

d

dt

[
a× (b× c)

]
(γ)

d

dt

(
r × dr

dt

)
= r × d2r

dt2

(δ)
d

dt

(
r

r

)
=

1

r

dr

dt
− 1

r2

dr

dt
r

(ε)

r̂ × dr̂

dt
=

1

r2
r × dr

dt

Λύση:

(α)
d

dt

(
r · dr

dt

)
=

(
dr

dt

)
·
(

dr

dt

)
+ r · d2r

dt2
=

∣∣∣∣drdt
∣∣∣∣2 + r · d2r

dt2
= |ṙ|2 + r · r̈

(ϐ) Από τη διανυσµατική ταυτότητα a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c έχουµε

d

dt

[
a× (b× c)

]
=

d

dt

[
(a · c) b− (a · b) c

]
ή

d(a · c)
dt

b+ (a · c)db

dt
− d(a · b)

dt
c− (a · b)dc

dt
=

=

[
a · dc

dt
+ c · da

dt

]
b+ (a · c) db

dt
−
(
a · db

dt

)
c−

(
da

dt
· b
)
c− (a · b) dc

dt

(γ)
d

dt

(
r × dr

dt

)
= r × d2r

dt2
+

dr

dt
× dr

dt
= r × d2r

dt2

όπου το dr/dt× dr/dt = 0
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(δ)
d

dt

(
r

r

)
=

1

r

dr

dt
+

d(1/r)

dt
r =

1

r

dr

dt
− 1

r2

dr

dt
r

(ε) Με τη ϐοήθεια του αποτελέσµατος της ερώτησης (γ) ϑα έχουµε

r̂ × dr̂

dt
=
r

r
× d(r/r)

dt
=
r

r
×
[

1

r

dr

dt
− 1

r2

dr

dt
r

]
=
r

r2
× dr

dt

όπου
r

r
× r = 0

Πρόβληµα 1.14

(α) Αν r = a cos (ωt) + b sin (ωt), όπου a, b, ω είναι σταθερές ποσότητες, να δείξετε ότι ισχύει

r × dr

dt
= ωa× b

και επιπλέον να δείξετε ότι το r ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση

d2r

dt2
+ ω2r = 0

(ϐ) Αν r = aeωt + be−ωt να δείξετε ότι
d2r

dt2
− ω2r = 0

(γ) Αν
da

dt
= ω × a και

db

dt
= ω × b

να δείξετε ότι
d

dt
(a× b) = ω × (a× b)

Λύση:

(α) Για r = a cos (ωt) + b sin (ωt) η πρώτη παράγωγος είναι

dr

dt
= −aω sin (ωt) + bω cos (ωt)

΄Αρα

r × dr

dt
= ω(a cos (ωt) + b sin (ωt))× (−a sin (ωt) + b cos (ωt))

= ωa× b
(

cos2 (ωt) + sin2 (ωt)
)

= ωa× b

εφ΄ όσον το a× a = b× b = 0 και a× b = −b× a. Η δεύτερη παράγωγος του r είναι

d2r

dt2
= ω2(−a cos (ωt)− b sin (ωt)) = −ω2r

(ϐ) Για r = aeωt + be−ωt η πρώτη παράγωγος είναι

dr

dt
= aωeωt − bωe−ωt
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και η δεύτερη παράγωγος έχει

d2r

dt2
= aω2eωt + bω2e−ωt = ω2(aeωt + be−ωt) = ω2r

⇒ d2r

dt
− ω2r = 0

(γ) Από την ιδιότητα της παραγώγου του εξωτερικού γινοµένου ϑα έχουµε

d

dt
(a× b) =

da

dt
× b+ a× db

dt
= (ω × a)× b+ a× (ω × b) = −b× (ω × a) + a× (ω × b)
= −

[
(b · a)ω − (b · ω)a

]
+
[
(a · b)ω − (a · ω)b

]
= (b · ω)a− (a · ω)b

= ω × (a× b)

Πρόβληµα 1.15 Να δείξετε ότι η ταχύτητα, v, και η επιτάχυνση, a, ενός σωµατιδίου εκφράζονται

(α) σε κυλινδρικές συντεταγµένες, όπου r = (ρ, φ, z), και

ρ̇ =
dρ

dt
, φ̇ =

dφ

dt
, ż =

dz

dt
, ρ̈ =

d2ρ

dt2
, z̈ =

d2z

dt2

µε τη µορφή

v = ρ̇ρ̂+ ρφ̇φ̂+ żẑ

a = (ρ̈− ρφ̇2)ρ̂+
1

ρ

d

dt
(ρ2φ̇)φ̂+ z̈ẑ

(ϐ) σε σφαιρικές συντεταγµένες, όπου r = (r, θ, φ) και

ṙ =
dr

dt
, θ̇ =

dθ

dt
, φ̇ =

dφ

dt
, r̈ =

d2r

dt2
, θ̈ =

d2θ

dt2
, φ̈ =

d2φ

dt2

µε τη µορφή

v = ṙr̂ + rθ̇θ̂ + rφ̇ sin θφ̂

a = (r̈ − rθ̇2 − rφ̇2 sin2 θ)r̂ + (2ṙθ̇ + rθ̈ + rφ̇2 sin θ cos θ)θ̂ + (2rθ̇φ̇+ 2ṙφ̇ sin θ + rφ̈ sin θ)φ̂

Λύση:

(α) ΄Ενα σηµείο στον τριδιάστατο χώρο χαρακτηρίζεται από τρεις κυλινδρικές συντεταγµένεσ: (ρ, φ, z). Οι αντί-
στοιχες καρτεσιανές συντεταγµένες (x, y, z) συνδέονται µε τις κυλινδρικές συντεταγµένες µέσω των σχέσεων

x = ρ cosφ, y = ρ sinφ, z = z

Το µοναδιαίο διάνυσµα ρ̂ κατά µήκος του ρ εκφράζεται µέσω των µοναδιαίων διανυσµάτων x̂, ŷ ως

ρ̂ = x̂ cosφ+ ŷ sinφ

Το µοναδιαίο διάνυσµα φ̂ είναι κάθετο στο ρ̂ και έχει περιστραφεί κατά 90◦ γύρω από τον άξονα z, δηλαδή
φ→ φ+ 90◦. ΄Αρα το φ̂ γράφεται ως

φ̂ = −x̂ sinφ+ ŷ cosφ

και στη διεύθυνση του z έχουµε
ẑ = ẑ
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r
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ρ

ρ

Ρ

X

Z

Yφ

(r,θ,φ)

z

φ

z

θ
r

φ

θ

(α) (β)

Σχήµα 1.7

Οι πρώτες παράγωγοι των µοναδιαίων διανυσµάτων έχουν

˙̂ρ = φ̇(−x̂ sinφ+ ŷ cosφ) = φ̇φ̂ (1.9)

˙̂
φ = φ̇(−x̂ cosφ− ŷ sinφ) = −φ̇ρ̂ (1.10)

και
˙̂z = 0 (1.11)

Το διάνυσµα ϑέσης r στις κυλινδρικές συντεταγµένες ϑα γραφτεί ως

r = ρρ̂+ zẑ

όπως ϕαίνεται στο σχήµα 1.7. ΄Αρα η ταχύτητα, v = dr/dt = ṙ ϑα είναι

v = ρ̇ρ̂+ ρ ˙̂ρ+ żẑ + z ˙̂z

και χρησιµοποιώντας τη σχέση ˙̂ρ = φ̇φ̂ ϑα έχουµε

v = ρ̇ρ̂+ ρφ̇φ̂+ żẑ

Οµοίως, η επιτάχυνση, a = v̇ εκφράζεται ως

a = ρ̈ρ̂+ ρ̇ ˙̂ρ+ ρ̇φ̇φ̂+ ρφ̈φ̂+ ρφ̇
˙̂
φ+ z̈ẑ + ż ˙̂z

Με τη ϐοήθεια των σχέσεων (1), (1) και (1) η επιτάχυνση δίνει

a = (ρ̈− ρφ̇2)ρ̂+ (ρφ̈+ 2ρ̇φ̇)φ̂+ z̈ẑ

Παρατηρούµε ότι
1

ρ

d

dt
(ρ2φ̇) = ρφ̈+ 2ρ̇φ̇

άρα η επιτάχυνση γράφεται ως

a = (ρ̈− ρφ̇2)ρ̂+
1

ρ

d

dt
(ρ2φ̇)φ̂+ z̈ẑ

(ϐ) ΄Ενα σηµείο στον τρισδιάστατο χώρο χαρακτηρίζεται από τρεις σφαιρικές συντεταγµένεσ: (r, θ, φ). Οι αντί-
στοιχες καρτεσιανές συντεταγµένες (x, y, z) συνδέονται µε τις κυλινδρικές συντεταγµένες µέσω των σχέσεων

x = r sin θ cosφ, y = r sin θ sinφ, z = r cos θ

όπως ϕαίνεται από το σχήµα 1.7.
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Το µοναδιαίο διάνυσµα r̂ κατά µήκος του διανύσµατος r εκφράζεται µέσω των µοναδιαίων διανυσµάτων x̂, ŷ, ẑ
ως

r̂ = x̂ sin θ cosφ+ ŷ sin θ sinφ+ ẑ cos θ

Το µοναδιαίο διάνυσµα θ̂ είναι κάθετο στο r̂ και έχει περιστραφεί κατά 90o γύρω από ένα άξονα κάθετο στο
επίπεδο που ορίζεται από το διάνυσµα r και τον άξονα z, δηλαδή θ → θ + 90o. ΄Αρα το θ̂ γράφεται ως

θ̂ = x̂ cos θ cosφ+ ŷ cos θ sinφ− ẑ sin θ

Το µοναδιαίο διάνυσµα φ̂ είναι κάθετο στο ρ̂ (όπως και στις κυλινδρικές συντεταγµένες) και έχει περιστραφεί
κατά 90o γύρω από τον άξονα z, δηλαδή φ→ φ+ 90o. ΄Αρα το φ̂ γράφεται ως

φ̂ = −x̂ sinφ+ ŷ cosφ

Η πρώτη παράγωγος του µοναδιαίου διανύσµατος ˙̂r έχει

˙̂r = θ̇ cos θ cosφx̂− φ̇ sin θ sinφx̂+ θ̇ cos θ sinφŷ + φ̇ sin θ cosφŷ − θ̇ sin θẑ

ή
˙̂r = (θ̇ cos θ cosφx̂+ θ̇ cos θ sinφŷ − θ̇ sin θẑ) + φ̇ sin θ(cosφŷ − sinφx̂)

Παρατηρούµε ότι το ˙̂r µπορεί να εκφραστεί µε τη ϐοήθεια των θ̂ και φ̂ ως

˙̂r = θ̇θ̂ + φ̇ sin θφ̂ (1.12)

Για το ˙̂
θ έχουµε

˙̂
θ = −θ̇ sin θ cosφx̂− φ̇ cos θ sinφx̂− θ̇ sin θ sinφŷ + φ̇ cos θ cosφŷ − θ̇ cos θẑ

ή
˙̂
θ = (−θ̇ sin θ cosφx̂− θ̇ sin θ sinφŷ − θ̇ cos θẑ) + φ̇ cos θ(− sinφx̂+ cosφŷ)

Τελικά για το ˙̂
θ ϑα έχουµε

˙̂
θ = −θ̇r̂ + φ̇ cos θφ̂ (1.13)

Το ˙̂
φ ϑα είναι

˙̂
φ = − cosφφ̇x̂− sinφφ̇ŷ = −φ̇(cosφx̂+ sinφŷ)

Από τις εκφράσεις των r̂ και θ̂, παρατηρούµε ότι

sin θr̂ + cos θθ̂ = cosφx̂+ sinφŷ

΄Αρα
˙̂
φ = −φ̇(sin θr̂ + cos θθ̂) (1.14)

Το διάνυσµα ϑέσης r στις σφαιρικές συντεταγµένες ϑα γραφτεί ως

r = rr̂

όπως ϕαίνεται στο σχήµα 1.7. ΄Αρα η ταχύτητα, v = dr/dt = ṙ ϑα είναι

ṙ = ṙr̂ + r ˙̂r

και από τη σχέση (1) έχουµε
ṙ = ṙr̂ + rθ̇θ̂ + rφ̇ sin θφ̂

Με τη ϐοήθεια των σχέσεων (1), (1) και (1) η επιτάχυνση δίνει

a = r̈ = r̈r̂ + ṙ ˙̂r + ṙθ̇θ̂ + rθ̈θ̂ + rθ̇
˙̂
θ + ṙφ̇ sin θφ̂+ rφ̈ sin θφ̂+ rφ̇ cos θθ̇φ̂+ rφ̇ sin θφ̂

ή µετά από ανακατανοµή των διαφόρων όρων, ϑα έχουµε

a = (r̈ − rθ̇2 − rφ̇2 sin2 θ)r̂ + (2ṙθ̇ + rθ̈ + rφ̇2 sin θ cos θ)θ̂ + (2rθ̇φ̇+ 2ṙφ̇ sin θ + rφ̈ sin θ)φ̂
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Πρόβληµα 1.16

(α) Να ϐρείτε την εξίσωση του επιπέδου που περνά από το σηµείο r1 = (−1, 0, 1) και είναι κάθετο στο διάνυσµα
N = (1, 1, 0).

(ϐ) Να ϐρείτε την εξίσωση επιπέδου που περνά από τα σηµεία r1 = (1, 0, 0), r2 = (1, 1, 1) και r3 = (0, 0, 2).

Λύση:

(α) Αν ένα τυχαίο σηµείο r = xx̂+ yŷ + zẑ και ένα συγκεκριµένο σηµείο r1 = −x̂+ ẑ ανήκουν στο επίπεδο το
οποίο είναι κάθετο στο διάνυσµα N ϑα πρέπει το διάνυσµα της διαφοράς r − r1 να ανήκει στο επίπεδο που ϑα
είναι κάθετο στο N . ΄Αρα ϑα ισχύει

(r − r1) ·N = 0

⇒
[
(x+ 1) x̂+ yŷ + (z − 1)ẑ

]
· (x̂+ ŷ) = 0

΄Αρα η εξίσωση του επιπέδου είναι
x+ y + 1 = 0

r ·N = N2 (1.15)

Το ίδιο ϑα ισχύει για το σηµείο r1 που ανήκει στο επίπεδο

r1 ·N = N2 (1.16)

Εποµένως, αν αφαιρέσουµε τις σχέσεις (1) και (1) µεταξύ τους ϑα έχουµε

(r − r1) ·N = 0 ⇒
[
(x+ 1)x̂+ yŷ + (z − 1)ẑ

]
· (x̂+ ŷ) = 0

΄Αρα η εξίσωση του επιπέδου είναι
x+ y + 1 = 0

(ϐ) Θεωρούµε τρία νέα διανύσµατα r2− r1, r3− r1 και r− r1, όπου r είναι ένα διάνυσµα που ορίζει ένα τυχαίο
σηµείο του επιπέδου. Για να είναι τα τρία αυτά διανύσµατα συνεπίπεδα ϑα πρέπει να ισχύει η συνθήκη

(r − r1) ·
[
(r2 − r1)× (r3 − r1)

]
= 0

ή [
(x− 1)x̂+ yŷ + zẑ

]
·

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
0 1 1
−1 0 2

∣∣∣∣∣∣∣ = 2(x− 1)− y + z = 0

΄Αρα η εξίσωση του επιπέδου είναι
2x− y + z = 2

Πρόβληµα 1.17 ΑνX είναι ένα άγνωστο διάνυσµα που ικανοποιεί τις σχέσεις A×X = B, A ·X = Φ, όπου
A, B και Φ είναι γνωστά µεγέθη, να ϐρείτε το X ως συνάρτηση των γνωστών µεγεθών.

Λύση:

Γνωρίζουµε ότι για τρία τυχαία διανύσµατα A′,B′,C ′ ισχύει η ταυτότητα

A′ × (B′ ×C ′) = (A′ ·C ′)B′ − (A′ ·B′)C ′

Αν ϑεωρήσουµε ότι B′ = A, A′ = A, C ′ = X η παραπάνω ταυτότητα ϑα γραφτεί ως ακολούθως

A× (A×X) = A(A ·X)−X(A ·A)⇒ A×B = AΦ−XA2

΄Αρα το Ϲητούµενο διάνυσµα X είναι

X =
AΦ−A×B

A2
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Πρόβληµα 1.18 Η ταχύτητα αποµάκρυνσης ενός Γαλαξία δίνεται από την εξίσωση του Hubble v = Hr όπου r
είναι η απόσταση του Γαλαξία, H είναι η σταθερά του Hubble. Αν v(t = 0) = v0, ϐρείτε την ταχύτητα v(t).

Λύση:

Από την εξίσωση του Hubble έχουµε
v = Hr

µε αρχική συνθήκη
v(t = 0) = v0 ⇒ r0 =

v0

H

Επιπλέον έχουµε

v =
dr

dt
= Hr ⇒

ˆ r

r0

dr

r
=

ˆ t

0
Hdt⇒ ln r − ln r0 = Ht

⇒ ln

(
r

r0

)
= Ht⇒ r

r0
= eHt ⇒ r(t) = r0eHt

άρα η ταχύτητα είναι
v(t) = Hr = Hr0︸︷︷︸

v0

eHt = v0eHt

Πρόβληµα 1.19 Το διάνυσµα ϑέσης ενός κινούµενου σωµατιδίου είναι r = btx̂− ct2ŷ, όπου t είναι ο χρόνος
και b, c σταθερές. Να ϐρεθούν :

(α) Η εξίσωση της τροχιάς του σωµατιδίου.

(ϐ) Η ταχύτητα του σωµατιδίου v και η επιτάχυνση καθώς και τα µέτρα τους.

(γ) Η γωνία µεταξύ των a και v, ως συνάρτηση του χρόνου.

(δ) Η ολική απόσταση που διανύει το σωµατίδιο στο χρονικό διάστηµα µεταξύ t = 0 και t = b/2c.

Λύση:

(α, ϐ) ∆ίνεται το διάνυσµα ϑέσης του σωµατιδίου

r = btx̂− ct2ŷ

Η ταχύτητά του είναι
v = ṙ = bx̂− 2ctŷ

και η επιτάχυνσή του
a = r̈ = −2cŷ

΄Εχουµε
x = bt ⇒ t =

x

b
και y = −ct2

και η εξίσωση κίνησης είναι
y = − c

b2
x2

το µέτρο της ταχύτητας είναι
|ṙ| =

√
b2 + 4c2t2

το µέτρο της επιτάχυνσης είναι
|r̈| = 2c

(γ) Σχηµατίζουµε το εσωτερικό γινόµενο µεταξύ της ταχύτητας και της επιτάχυνσης για να υπολογίσουµε τη
µεταξύ τους γωνία

v · a = va cosφ
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⇒ 4c2t =
(√

b2 + 4c2t2
)

2c cosφ

⇒ cosφ =
2ct√

b2 + 4c2t2
=

1√
[b/(2ct)]2 + 1

⇒ cos2 φ =
1

[b/(2ct)]2 + 1

⇒ 1

cos2 φ
− 1 =

(
b

2ct

)2

⇒ sin2 φ

cos2 φ
=

(
b

2ct

)2

⇒ tanφ =
b

2ct

⇒ φ = arctan

(
b

2ct

)
(δ)

ds

dt
= v ⇒

ˆ s

0
ds =

ˆ b/2c

0
vdt

⇒ s =

ˆ b/2c

0

√
b2 + 4c2t2dt = b

ˆ b/2c

0

√
1 +

4c2t2

b2
dt (1.17)

αν ϑεωρήσουµε ότι
2ct/b = z ⇒ t = bz/2c⇒ dt = (b/2c)dz

εποµένως αντικαθιστώντας στην (1) ϐρίσκουµε

s =
b2

2c

ˆ 1

0

√
1 + z2 dz ⇒ s =

b2

4c

[√
2 + ln (1 +

√
2)
]

Πρόβληµα 1.20 Σώµα µάζας m κινείται σε τροχιά που δίνεται σε παραµετρική µορφή από τις συντεταγµένες
του σώµατος

x = 3a sin(ωt), y = 4a sin (ωt) , z = 5a cos (ωt)

όπου t είναι ο χρόνος και ω, a είναι ϑετικές.

(α) Να ϐρεθούν τα διανύσµατα ϑέσης, ταχύτητας και επιτάχυνσης σαν συνάρτηση του χρόνου.

(ϐ) Να αποδείξετε ότι η τροχιά της µάζας είναι επίπεδη.

Λύση:

(α) Μας δίνεται
x = 3a sin(ωt), y = 4a sin(ωt), z = 5a cos(ωt)

Εποµένως το διάνυσµα ϑέσης είναι

r = xx̂+ yŷ + zẑ = 3a sinωtx̂+ 4a sin(ωt)ŷ + 5a cos(ωt)ẑ

Η ταχύτητα είναι

v =
dr

dt
= 3aω cos(ωt)x̂+ 4aω cos(ωt)ŷ − 5aω sinωtẑ

Η επιτάχυνση είναι

a =
dv

dt
= −3aω2 sinωtx̂− 4aω2 sinωtŷ − 5aω2 cos(ωt)ẑ
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= −ω2
(
3a sin (ωt) x̂+ 4a sin (ωt) ŷ + 5a cos (ωt) ẑ

)
= −ω2r

(ϐ) Για να αποδείξουµε ότι η τροχιά της µάζας είναι πάνω σε επίπεδο αρκεί να αποδείξουµε ότι το εξωτερικό
γινόµενο ενός τυχαίου διανύσµατος r µε την ταχύτητα του σώµατος είναι ένα σταθερό διάνυσµα.
΄Εστω

ẑ ≡ r × v

Τότε έχουµε
dẑ

dt
=

dr

dt
× v + r × dv

dt
= v × v + r × 1

m
F

Χρησιµοποιούµε v × v = 0 και F = mdv/dt = −mω2r και ϐρίσκουµε

dẑ

dt
= r × 1

m
(−mω2r) = 0

⇒ ẑ = σταθερό διάνυσµα

Πρόβληµα 1.21 Να αποδείξετε ότι ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις

(α)
d

dt

[
A · (B ×C)

]
=

dA

dt
· (B ×C)− dB

dt
· (A×C) +

dC

dt
· (A×B)

(ϐ)

d

dt

A ·(dA

dt
× d2A

dt2

) = A ·

(
dA

dt
× d3A

dt3

)
όπου A,B και C είναι τρία µη µηδενικά διανύσµατα.

Λύση:

(α) Από την ιδιότητα της παραγώγου του εσωτερικού γινοµένου

d(x · y)

dt
=

dx

dt
· y + x · dy

dt

έχουµε

d

dt

[
A · (B ×C)

]
= A · d(B ×C)

dt
+

dA

dt
· (B ×C)

= A ·
[
B × dC

dt
+

dB

dt
×C

]
+

dA

dt
· (B ×C)

= A ·
(
B × dC

dt

)
+A ·

(
dB

dt
×C

)
+

dA

dt
· (B ×C)

=
dC

dt
· (A×B)− dB

dt
· (A×C) +

dA

dt
· (B ×C)

όπου στην τελευταία ισότητα έχει χρησιµοποιηθεί η ιδιότητα x · (y × z) = y · (z × x) = z · (x× y).

(ϐ) Με τη ϐοήθεια του ερωτήµατος (α) ϑα έχουµε

d

dt

A ·(dA

dt
× d2A

dt2

) =
dA

dt
·

(
dA

dt
× d2A

dt2

)
− d2A

dt2
·

(
A× d2A

dt2

)
+

d3A

dt3
·
(
A× dA

dt

)
(1.18)
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Παρατηρούµε ότι
d2A

dt2
·

(
A× d2A

dt2

)
= A ·

(
d2A

dt2
× d2A

dt2

)
= 0

και
dA

dt
·

(
dA

dt
× d2A

dt2

)
=

d2A

dt2
·
(

dA

dt
× dA

dt

)
= 0

εποµένως η σχέση (1) ϑα έχει

d

dt

A ·(dA

dt
× d2A

dt2

) =
d3A

dt3
·
(
A× dA

dt

)
= A ·

(
dA

dt
× d3A

dt3

)

Πρόβληµα 1.22 Να δείξετε ότι το r×dr/dt είναι ένα σταθερό διάνυσµα, (r είναι διανυσµατική συνάρτηση του
χρόνου) αν το r ικανοποιεί τη σχέση

d2r

dt2
= rf(r)

όπου η f(r) είναι συνάρτηση του µέτρου r = |r|.

Λύση:

Από το πρόβληµα (1.13γ) ϑα έχουµε

d

dt

(
r × dr

dt

)
= r × d2r

dt2
= r × rf(r) = 0

⇒ r × dr

dt
= C

όπου C είναι ένα σταθερό διάνυσµα.

Πρόβληµα 1.23 Να αποδείξετε τη διανυσµατική σχέση

(a× b) · (c× d) + (b× c) · (a× d) + (c× a) · (b× d) = 0

Λύση:

Από την άσκηση (1.12δ) έχουµε

(a× b) · (c× d) = (a · c)(b · d)− (a · d)(b · c)

(b× c) · (a× d) = (b · a)(c · d)− (b · d)(c · a)

(c× a) · (b× d) = (c · b)(a · d)− (c · d)(a · b)

Προσθέτοντας τις τρεις παραπάνω σχέσεις, έχουµε

(a× b) · (c× d) + (b× c) · (a× d) + (c× a) · (b× d) = 0

Πρόβληµα 1.24 Θεωρήστε ένα τετράεδρο Τ. Ορίζουµε τα διανύσµατα Si που είναι κάθετα στις τέσσερις
επιφάνειες του τετραέδρου και µε µέτρα ίσα µε τα εµβαδά αυτών των πλευρών. Να αποδείξετε ότι

S1 + S2 + S3 + S4 = 0
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Σχήµα 1.8

Λύση:

Γνωρίζουµε ότι το εξωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων µας δίνει το εµβαδόν του παραλληλογράµµου που
ορίζεται από τα δύο αυτά διανύσµατα. Εποµένως τα κάθετα διανύσµατα µπορούν να εκφραστούν σαν το εξωτερικό
γινόµενο των διανυσµάτων που ορίζονται από τις πλευρές των εδρών του τετραέδρου. ΄Ετσι έχουµε

S1 =
A×B

2
, S2 = −A×C

2
=
C ×A

2

S3 =
B ×C

2
, S4 =

E ×D
2

όπου
D = A−C και E = B −C

΄Αρα µπορούµε να εκφράσουµε το S4 ως εξής

S4 =
E ×D

2
=

(B −C)× (A−C)

2

=
B ×A

2
− B ×C

2
− C ×A

2
+
C ×C

2
= −S1 − S2 − S3

⇒ S1 + S2 + S3 + S4 = 0

Πρόβληµα 1.25 Τα διανύσµατα α,β,γ,x ενός επιπέδου ικανοποιούν τη σχέση

(α · x)β = γ + x

Αν β ·α 6= 1, να εκφράσετε το διάνυσµα x ως συνάρτηση των α,β,γ.

Λύση:

Πολλαπλασιάζουµε (εσωτερικό γινόµενο) τη σχέση (α · x)β = γ + x µε το διάνυσµα α[
(α · x)β

]
·α = (γ + x) ·α

⇒ (a · x)(β ·α) = γ ·α+ x ·α
⇒ (α · x)(β ·α− 1) = γ ·α

⇒ α · x =
γ ·α

β ·α− 1

διότι β ·α 6= 1.

Αντικαθιστώντας το α · x στην αρχική σχέση (α · x)β = γ + x ϑα έχουµε

(α · x)β = γ + x
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⇒
(

γ ·α
β ·α− 1

)
β = γ + x

⇒ x =

(
γ ·α

β ·α− 1

)
β − γ

Πρόβληµα 1.26 ∆ίνονται τα µη µηδενικά και µη συγγραµµικά διανύσµατα α,β. Να αποδείξετε ότι

(α) Ο ϕορέας του διανύσµατος u = βα+ αβ διχοτοµεί τη γωνία των διανυσµάτων α και β, όπου α = |α| και
β = |β|,

(ϐ) Ο ϕορέας του διανύσµατος v = βα − αβ διχοτοµεί τη παραπληρωµατική γωνία των διανυσµάτων α και
β (σχήµα 1.9).

Λύση:

(α) Θα πάρουµε το εσωτερικό γινόµενο του u µία ϕορά µε το β και µία µε το α

α · u = |β|α2 + |α|α · β

⇒ |α||u| cos θ2 = |β||α|2 + |α||α||β| cos θ

⇒ cos θ2 =
|α||β|
|u|

(1 + cos θ)

Οµοίως
β · u = |β|α · β + |α||β|2

⇒ |β||u| cos θ1 = |β||α||β| cos θ + |α||β|2

⇒ cos θ1 =
|β||α|
|u|

(1 + cos θ)

΄Αρα από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι
cos θ2 = cos θ1

⇒ θ2 = θ1

Εποµένως ο ϕορέας του διανύσµατος u = βα+ αβ διχοτοµεί τη γωνία των διανυσµάτων α και β.

(ϐ) Παίρνοντας το εσωτερικό γινόµενο του διανύσµατος u από το προηγούµενο σκέλος και του διανύσµατος v
έχουµε

u · v = |β|2|α|2 − |β|2|α|2 = 0

⇒ u⊥v

θ1

θ2

θ

v u

α

β

Σχήµα 1.9
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Πρόβληµα 1.27

(α) Να αποδείξετε τη διανυσµατική ταυτότητα

(A×B) · (C ×D) = (A ·C)(B ·D)− (A ·D)(B ·C) (1.19)

και να αποδείξετε το νόµο του συνηµιτόνου στην ειδική περίπτωση που D = A

cosα = cos b cos c+ sin b sinα

όπου τα α, b, c ορίζονται στο σχήµα 1.10 (Ο νόµος του συνηµιτόνου στη σφαιρική τριγωνοµετρία ως µια
ειδική περίπτωση µιας διανυσµατικής ταυτότητας).

(ϐ) Ας υποθέσουµε ότι ο άξονας των z είναι κατά µήκος του διανύσµατος D = A. και οι γωνίες των διανυ-
σµάτων C,B σε σφαιρικές συντεταγµένες είναι θ, φ και θs, φs, αντίστοιχα. Βρείτε µια σχέση µεταξύ των
παραµέτρων: c, b, α και θ, φ, θs, φs.

c

ab

B

C

θ

y

x

C

a

θS

z

(α) (β)

α

Σχήµα 1.10

Λύση:

(α) Από τις διανυσµατικές ταυτότητες
(A×B) ·C = A · (B ×C)

και
A× (B ×C) = (A ·C)B − (A ·B)C

Η σχέση (1.27) µπορεί να γραφτεί ως εξής

(A×B) · (C ×D) = A ·
[
B × (C ×D)

]
= A ·

[
C · (B ·D)−D · (B ·C)

]
= (A ·C)(B ·D)− (A ·D)(B ·C)

Στην ειδική περίπτωση που A = D η παραπάνω σχέση ανάγεται στη σχέση

(A×B) · (C ×D) = (A ·C)(A ·B)− |A|2(B ·C) = |A|2|B||C|(cos b cos c− cosα)

Επιπλέον
(A×B) · (C ×A) = −(A×B) · (A×C) = −|A|2|B||C| sin c sin b cosα

και εποµένως
cosα = cos b cos c+ sin b sinα

(ϐ) Από το σχήµα 1.10 είναι ϕανερό ότι

c = θs, b = θ, α = φs − φ
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Πρόβληµα 1.28 ∆ίνονται τα διανύσµατα α = (6,−4) και β = (−2, 2). Να αναλύσετε το β σε δύο κάθετες
συνιστώσες, από τις οποίες η µία να είναι παράλληλη προς το α.

Λύση:

Ας υποθέσουµε ότι β = λa+ p, όπου p⊥a. Το εσωτερικό γινόµενο των a και β είναι

a · β = λa · a+ p · a

⇒ a · β = λ|a|2

⇒ 6 (−2) + (−4) 2 = 52λ

⇒ −20 = 52λ

⇒ λ = − 5

13

Εποµένως

β = − 5

13
a+ p

και

p = β +
5

13
a = (−2, 2) +

5

13
(6,−4) =

(
4

13
,

6

13

)
Τελικά

β = − 5

13
a+

(
4

13
,

6

13

)

Πρόβληµα 1.29 ∆ίνονται τα µη µηδενικά και µη συγγραµµικά διανύσµατα α και β.

(α) Να αποδείξετε ότι για όλους τους πραγµατικούς αριθµούς λ και µ ισχύει

λ2α2 + 2λµ(α · β) + µ2β2 ≥ 0

Πότε ισχύει η ισότητα ;

(ϐ) Να αποδείξετε ότι ο ϕορέας του διανύσµατος u = |β|α+ |α|β διχοτοµεί τη γωνία των διανυσµάτων α και
β.

Λύση:

(α) Η σχέση
λ2a2 + 2λµ(a · β) + µ2β2 ≥ 0

γράφεται ισοδύναµα ως
(λa+ µβ)2 ≥ 0

που είναι προφανές ότι ισχύει. Η ισότητα ισχύει, αν και µόνο αν λa+ µβ = 0 ή, ισοδύναµα, λa = −µβ.

Αν λ 6= 0, τότε a = (−µ/λ)β, οπότε a‖β, που δεν ισχύει γιατί τα διανύσµατα είναι µη συγγραµµικά.
Εποµένως λ = 0, οπότε µβ = 0 και άρα µ = 0.
΄Αρα η ισότητα ισχύει, αν και µόνο αν λ = µ = 0.

(ϐ) Αν ω είναι η γωνία των a και β και το u σχηµατίζει µε το a γωνία φ1 και µε το β γωνία φ2, τότε έχουµε

u = |β|a+ |a|β

⇒ a · u = |β||a|2 + |a|(a · β)

⇒ |a||u| cosφ1 = |β||a|2 + |a|2|β| cosω
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⇒ |u| cosφ1 = |a||β|(1 + cosω)

cosφ1 =
|a| |β|
|u|

(1 + cosω) (1.20)

Οµοίως έχουµε
u = |β|a+ |a|β

⇒ β · u = |β|(a · β) + |a||β|2

⇒ |β||u| cosφ2 = |β||a||β| cosω + |a||β|2

⇒ |u| cosφ2 = |a||β|(1 + cosω)

cosφ2 =
|a||β|
|u|

(1 + cosω) (1.21)

Από τις σχέσεις (1) και (1) έπεται cosφ1 = cosφ2, άρα φ1 = φ2.

Πρόβληµα 1.30

(α) Υπολογίστε το µήκος των διαγωνίων και το εµβαδόν του παραλληλογράµµου µε πλευρές τα διανύσµατα
a = ẑ − ŷ και b = x̂+ ŷ + ẑ.

(ϐ) Αν
a = a1x̂+ a2ŷ + a3ẑ, b = b1x̂+ b2ŷ + b3ẑ και c = c1x̂+ c2ŷ + c3ẑ

να δείξετε ότι
a× (b× c) = (a · c)b− (a · b)c

Σχεδιάστε ποιοτικά το διάνυσµα d = a× (b× c).

Λύση:

(α)
c = a+ b = x̂+ 2ẑ

άρα το µήκος της διαγωνίου είναι
|c| =

√
12 + 22 =

√
5

d = b− a = x̂+ 2ŷ

άρα το µήκος της διαγωνίου είναι
|d| =

√
1 + 22 =

√
5

Το εµβαδόν είναι
|a× b| =

√
6

(ϐ)

a× (b× c) = (a1x̂+ a2ŷ + a3ẑ)×

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
b1 b2 b3
c1 c2 c3

∣∣∣∣∣∣∣

Σχήµα 1.11
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= (a1x̂+ a2ŷ + a3ẑ)×
[
(b2c3 − b3c2)x̂+ (b3c1 − b1c3)ŷ + (b1c2 − b2c1)ẑ

]
=

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
a1 a2 a3

(b2c3 − b3c2) (b3c1 − b1c3) (b1c2 − b2c1)

∣∣∣∣∣∣∣
= x̂b1(a1c1 + a2c2 + a3c3) + ŷb2(a1c1 + a2c2 + a3c3) + ẑb3(a1c1 + a2c2 + a3c3)

− x̂c1(a1b1 + a2b2 + a3b3) + ŷc2(a1b1 + a2b2 + a3b3) + ẑc3(a1b1 + a2b2 + a3b3)

= b(a · c)− c(a · b)

Θέτουµε
(a · c) = λ και (a · b) = µ

΄Αρα
d = a× (b× c) = λb− µc

όπου λ, µ πραγµατικοί αριθµοί.

Σχήµα 1.12

Πρόβληµα 1.31 ∆ίνονται τα σηµεία P(3, 1,−2) και Q(−1, 3, 4) (σχήµα 1.13).

(α) Προσδιορίστε το διάνυσµα PQ και υπολογίστε το µέτρο του.

(ϐ) Αν O είναι η αρχή των αξόνων, προσδιορίστε τα µέσα των πλευρών του τριγώνου OPQ.

(γ) Προσδιορίστε τα διανύσµατα των διαµέσων του τριγώνου.

(δ) Βρείτε το εµβαδόν του τριγώνου.

Λύση:

(α)
#  »PQ = −4x̂+ 2ŷ + 6ẑ, | #  »PQ| =

√
56

(ϐ)

A

(
3

2
,
1

2
,−1

)
, B

(
−1

2
,
3

2
, 2

)
και επειδή

#   »OC =

#  »OP +
#   »OQ

2
= x̂+ 2ŷ + ẑ

(γ)
#   »OC = x̂+ 2ŷ + ẑ (προηγούµενο ερώτηµα)

#  »PB =
#   »OB− #  »OP =

(
−1

2
,
3

2
, 2

)
− (3, 1− 2) =

(
−7

2
,
1

2
, 4

)
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#   »QA =
#  »OA− #   »OQ =

(
3

2
,
1

2
,−1

)
− (−1, 3, 4) =

(
−1

2
,−5

2
,−5

)
(δ)

Εµβαδόν =
1

2
| #  »OP× #   »OQ| = 5

√
3

Σχήµα 1.13

Πρόβληµα 1.32 Βρείτε τη γωνία µεταξύ της διαγωνίου ενός κύβου και της διεύθυνσης της διαγωνίου µιας από
τις έδρες του.

Λύση:

΄Εστω ότι η κάτω έδρα του κύβου έχει κορυφές

Α = (0, 0, 0), Β = (1, 0, 0), C = (1, 1, 0), D = (0, 1, 0)

και η πάνω έδρα
E = (0, 0, 1), F = (1, 0, 1), G = (1, 1, 1), H = (0, 1, 1)

Τότε η διαγώνιος του κύβου είναι η AG και η διαγώνιος µιας έδρας είναι η AC. Η γωνία µεταξύ τους είναι

cos θ =

#  »AG · #  »AC∣∣∣ #  »AG
∣∣∣ ∣∣∣ #  »AC

∣∣∣ =
(1, 1, 1) · (1, 1, 0)∣∣(1, 1, 1)

∣∣ ∣∣(1, 1, 0)
∣∣ =

2√
3
√

2
=

√
2√
3

΄Αρα
θ = arccos(

√
2/
√

3) ≈ 35o

Πρόβληµα 1.33 Ποιες είναι οι προϋποθέσεις ώστε να ισχύουν οι παρακάτω διανυσµατικές σχέσεις

(α) A+B = C, µε |A|+ |B| = |C|

(ϐ) A+B = A−B

(γ) (A+B)⊥(A−B)

(δ) A+B = C και |A|2 + |B|2 = |C|2
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Λύση:

(α) ∆ίνεται ότι A + B = C και ότι |A| + |B| = |C|. Αυτό ισχύει µόνο όταν τα διανύσµατα A,B,C είναι
συγγραµµικά και οµόρροπα.

(ϐ) ∆ίνεται ότι A +B = A −B. Από την τελευταία σχέση προκύπτει ότι B = −B, πράγµα που ισχύει µόνο
όταν το διάνυσµα B είναι ίσο προς το µηδενικό διάνυσµα.

(γ) Η σχέση που συνδέει τα διανύσµατα A+B και A−B όταν αυτά είναι κάθετα µεταξύ τους είναι

(A+B) · (A−B) = 0

Αναπτύσσοντας το εσωτερικό γινόµενο προκύπτει

(A+B) · (A−B) = A ·A−A ·B +B ·A−B ·B = A ·A−B ·B
= AA cos 0o −BB cos 0o = A2 −B2 = 0

και τελικά
A = B

(δ) Αφού για τα διανύσµατα A+B = C ισχύει ότι

|A|2 + |B|2 = |C|2

συµπεραίνεται ότι ικανοποιείται το Πυθαγόρειο Θεώρηµα και εποµένως τα διανύσµατα A και B είναι κάθετα
µεταξύ τους.

Πρόβληµα 1.34 ∆ίνονται τα διανύσµατα

α = 3x̂+ 4ŷ + 2ẑ, b = x̂+ ŷ + ẑ, c = 6ẑ

Να υπολογιστεί το εµβαδόν της ϐάσης του παραλληλεπιπέδου που σχηµατίζουν τα τρία αυτά διανύσµατα. Θεω-
ϱήστε ως ϐάση του παραλληλεπιπέδου το παραλληλόγραµµο που σχηµατίζουν τα διανύσµατα a και b. Επίσης
να υπολογιστεί ο όγκος του παραλληλεπιπέδου.

Λύση:

Το εµβαδόν της ϐάσης του παραλληλεπιπέδου είναι ίσο προς το εµβαδόν του παραλληλογράµµου µε πλευρές τα
διανύσµατα a και b. Αυτό είναι ίσο προς

• µέθοδος (α)

E = |a× b| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
 x̂ ŷ ẑ

3 4 2
1 1 1


∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣(4− 2)x̂− (3− 2)ŷ + (3− 4)ẑ
∣∣ =

∣∣2x̂− ŷ − ẑ∣∣
=
√

22 + (−1)2 + (−1)2 =
√

6 = 2.45

• µέθοδος (ϐ)
E = |a× b| = |a| · |b| sin θ

όπου θ είναι η γωνία που σχηµατίζουν τα διανύσµατα a και b. Η γωνία αυτή είναι ίση προς

cos θ =
a · b
|a||b|

=
(3x̂+ 4ŷ + 2ŷ) · (x̂+ ŷ + ẑ)

|3x̂+ 3ŷ + 2ẑ||x̂+ ŷ + ẑ
=

9√
(9 + 16 + 4)

√
3

= 0, 965

θ = arccos(0, 965) = 15, 23o

Εποµένως

E = |a× b| = |a||b| sin θ = |3x̂+ 4ŷ + 2ẑ| · |x̂+ ŷ + ẑ| sin 15, 23o =
√

29 ·
√

3 · 0, 263 = 2, 45
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Ο όγκος του παραλληλεπιπέδου είναι ίσος προς

• µέθοδος (α)

V =
∣∣c · (a× b)∣∣ =

∣∣∣(6ẑ) ·
[
(3x̂+ 3ŷ + 2ẑ)× (x̂+ ŷ + ẑ)

]∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣(6ẑ) ·

 x̂ ŷ ẑ
3 4 2
1 1 1


∣∣∣∣∣∣∣∣

=
∣∣∣(6ẑ) ·

[
(4− 2)x̂+ (2− 3)ŷ + (3− 4)ẑ

]∣∣∣ =
∣∣(6ẑ) · (2x̂− ŷ − ẑ)

∣∣ = | − 6| = 6

• µέθοδος (ϐ)

V =
∣∣c(a× b)∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
 0 0 6

3 4 2
1 1 1


∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣6
[

3 4
1 1

]∣∣∣∣∣∣ = 6|(3− 4)| = | − 6| = 6

Πρόβληµα 1.35 Εάν ισχύουν οι ισότητες

A · (B ×C) = (A×B) ·C (1.22)
A× (B ×C) = B(A ·C)−C(A ·B) (1.23)

να αποδείξετε ότι ισχύει

(α)
A× (B ×C) +B × (C ×A) +C × (A×B) = 0

(ϐ)
(A×B) · (C ×D) = (A ·C)(B ·D)− (A ·D)(B ·C)

(γ)
(A×B) ·

[
(B ×C)× (C ×A)

]
=
[
A · (B ×C)

]2
(δ) Μπορεί η ισότητα (1.35) να γραφεί χωρίς παρενθέσεις ;

Λύση:

(α) Χρησιµοποιώντας τη σχέση (1.35) έχουµε

A× (B ×C) = B(A ·C)−C(A ·B)

B × (C ×A) = C(B ·A)−A(B ·C)

C × (A×B) = A(C ·B)−B(C ·A)

οπότε µε πρόσθεση κατά µέλη προκύπτει ότι

A× (B ×C) +B × (C ×A) +C × (A×B) = 0

(ϐ)
(A×B) · (C ×D) = K · (C ×D)

όπου έχουµε ϑέσει A×B = K. ΄Οµως

K · (C ×D) = (K ×C) ·D =
[
(A×B)×C

]
·D (µε ϐάση την (1.35))

= −
[
C × (A×B)

]
·D = −

[
A(C ·B)−B(C ·A)

]
·D (µε ϐάση την (1.35))
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=
[
B(C ·A)−A(C ·B)

]
·D = (A ·C)(B ·D)− (A ·D)(B ·C)

(γ)
(B ×C)× (C ×A) = K × (C ×A)

όπου έχουµε ϑέσει B ×C = K. ΄Οµως

K × (C ×A) = C(K ·A)−A(K ·C) (από τη (1.35))
= C

[
(B ×C) ·A

]
−A

[
(B ×C) ·C

]
= C

[
A · (B ×C)

]
−A

[
C · (B ×C)

]
= C

[
A · (B ×C)

]
+A

[
C · (C ×B)

]
= C

[
A · (B ×C)

]
+A

[
(C ×C) ·B

]
= C

[
A · (B ×C)

]
΄Αρα

(A×B) · (B ×C)× (C ×A) =
[
(A×B) ·C

] [
A · (B ×C)

]
=
[
A · (B ×C)

] [
A · (B ×C)

]
=
[
A · (B ×C)

]2
(δ) Μπορεί, γιατί σε αυτή την περίπτωση δε ϑα µπορούσαµε να τη δούµε ως A · (B ×C) = A ·B ×C, αφού το
A ·B είναι ϐαθµωτό µέγεθος (αριθµός) και δε ϑα έχει νόηµα το εξωτερικό του γινόµενο µε το διάνυσµα C.

Πρόβληµα 1.36 Σωµατίδιο µάζας m κινείται υπό την επίδραση της δύναµης

F1 = atx̂, a = σταθερά, t ≥ 0

και υποθέτουµε ότι ξεκινάει µε µηδενική αρχική ταχύτητα από την αρχή των αξόνων. Την στιγµή t = tA
προστίθεται µια δύναµη F2 έτσι ώστε η συνισταµένη δύναµη να έχει διεύθυνση σταθερού µέτρου πάνω στο
µοναδιαίο διάνυσµα ŷ και µέτρο το µισό της F1 τη χρονική στιγµή tA. Προσδιορίστε την F2, και ϐρείτε τη ϑέση
του σωµατιδίου r(t) για t > tA.

Λύση:

Η ολική δύναµη που ασκείται στο σώµα είναι

Foλ = F1 + F2 = αtx̂+ F2

⇒ Foλŷ = αtx̂+ F2

⇒ F2 = Foλŷ − αtx̂

Το µέτρο της Foλ είναι

Foλ =
F1tA

2
=
αtA

2

΄Αρα

F2 =
αtA

2
ŷ − αtx̂

Από τον πρώτο νόµο του Newton έχουµε

Foλ = m
dv

dt
=
αtA

2
ŷ

⇒ m
dvx
dt

= 0 και m
dvy
dt

=
αtA

2

΄Αρα ολοκληρώνοντας στο χρονικό διάστηµα από tA µέχρι t ϐρίσκουµε την εξίσωση κίνησης του σώµατος είναι

r(t) = r(tA) +
αtA
2m

(t− tA)2

2
ŷ + v(tA)(t− tA) (1.24)

Από την κίνηση του σώµατος πριν από τη χρονική στιγµή tA µπορούµε να ϐρούµε τα r(tA) και v(tA). ΄Εχουµε

m
dv

dt
= atx̂ ⇒ v =

at2

2m
x̂
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και ολοκληρώνοντας ϐρίσκουµε τη ϑέση

r(t) =
at3

6m
x̂

άρα για τη χρονική στιγµή t = tA έχουµε

r(tA) =
at3A
6m

x̂ και v(tA) =
at2A
2m

x̂

Αντικαθιστώντας στην (1) έχουµε

r(t) =

(
at3A
6m

+
at2A(t− tA)

2m

)
x̂+

αtA
2m

(t− tA)2

2
ŷ

Πρόβληµα 1.37
Στα πλαίσια της Ειδικής Θεωρίας της Σχετικότητας του Einstein, η µετατόπιση x ενός σώµατος µάζας m0 πάνω
στο οποίο δρα µια σταθερή δύναµη ~F δίδεται από τη σχέση

x(t) =
m0c

2

F

√1 +

(
F

m0c

)2

t2 − 1

 ,
όπου c η ταχύτητα του ϕωτός.
(α) Να δείξετε ότι η ταχύτητα υ(t) δίδεται από τη σχέση

υ(t) = c

F

m0c
t√

1 +

(
F

m0c

)2

t2

(ϐ) Να ϐρείτε την ταχύτητα του σώµατος στο όριο t→∞.
Παρατήρηση: Στο όριο t → ∞ η δύναµη F έχει επιδράσει στο σώµα για ένα πολύ µεγάλο χρονικό διάστηµα.
Εξαρτάται σε αυτή την περίτπωση η ταχύτητα που ϐρήκατε στο ερώτηµα (ϐ) από τη µάζα m0 του σώµατος ; Από
τη δύναµη F ; Ποια είναι κατά τη γνώµη σας η ϕυσική σηµασία του αποτελέσµατος αυτού ;

Λύση:

(α)
Η ταχύτητα του σώµατος ϑα είναι

υ(t) =
dx(t)

dt
=
m0c

2

F

d

dt

√1 +

(
F

moc

)2

t2 − 1

 =
m0c

2

F

1

2

√
1 +

(
F

m0c

)2

t2

d

dt

[
1 +

(
F

m0c

)2

t2

]

=
m0c

2

F

1

2

√
1 +

(
F

m0c

)2

t2

(
F

m0c

)2

2t = c

F

m0c
t√

1 +
(

F
m0c

)2
t2

(ϐ)
Η ταχύτητα του σώµατος στο όριο t→∞ ϑα είναι
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lim
t→∞

υ(t) = c lim
t→∞

F

m0c
t√√√√√√√√

(
F

m0c

)2

t2

 1(
F

m0c

)2

t2
+ 1



= c lim
t→∞

F

m0c
t

F

m0c
t

√
1 +

(
m0c

F

)2 1

t2

= c
1√

1 + 0
= c

Η ταχύτητα υ τείνει ασυµπτωτικά στη µέγιστη δυνατή ταχύτητα του ϕωτός c. Μια δύναµη F δε µπορεί να
επιταχύνει το σωµάτιο πιο γρήγορα από την ταχύτητα του ϕωτός c.

Πρόβληµα 1.38 Θεωρούµε µια συνάρτηση f(x), όπου οι εφαπτόµενες στα σηµεία Α και Β ϕέρουν κλίσεις
tan θ και tan(θ + ∆θ), όπως ϕαίνεται στο σχήµα 1.14. Προφανώς ϑα έχουµε

xx
b

B΄Α΄

P

B

∆s

A

f(x)

θ

∆θ

θ+∆θ0

Σχήµα 1.14

df

dx

∣∣∣∣
x=xA

= tan θ,
df

dx

∣∣∣∣
x=xB

= tan(θ + ∆θ)

Για µικρές γωνίες ∆θ, οι κάθετες ευθείες ΡΑ και ΡΒ στις εφαπτόµενες Α΄Α και Β΄Β ϑα συναντιώνται στο σηµείο Ρ,
το οποίο ϑα είναι το κέντρο ενός κύκλου, µε το τόξο 6.0πτΑΒ_ να ανήκει στον κύκλο. Η ακτίνα του κύκλου αυτού
ϑα είναι τα ευθύγραµµα τµήµατα ΡΑ και ΡΒ. Αυτή η ακτίνα, ΡΑ = ΡΒ = ρ, ϑα ονοµάζεται ακτίνα καµπυλότητας
της συνάρτησης f(x) στο σηµείο Α ή Β, στο όριο Α → Β, δηλαδή στην περίπτωση που ∆θ → 0. Το αντίστροφο
του ρ, 1/ρ, ϑα ονοµάζεται καµπυλότητα της συνάρτησης f(x) στο σηµείο Α.
Να δείξετε ότι η ακτίνα καµπυλότητας δίνεται από τη σχέση

ρ =

[
1 + (f ′)2

]3/2

f ′′

Να υπολογίσετε την ακτίνα καµπυλότητας της έλληψης.

Λύση:

Το µήκος τόξου ∆s = 6.0πτΑΒ_ για µικρές γωνίες ∆θ ϑα είναι

∆s = ρ∆θ

και στο όριο ∆θ → 0, η σχέση αυτή ορίζει την ακτίνα καµπυλότητας

ρ = lim
∆θ→0

∆s

∆θ
=

ds

dθ
(1.25)
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Το απειροστό µήκος τόξου ds ϑα είναι

ds =
√

(dx)2 + (dy)2 = dx

√
1 +

(
dy

dx

)2

⇒ ds

dx
=

√
1 +

(
df

dx

)2

(1.26)

αφού y = f(x). Από τη σχέση (1) έχουµε

ρ =
ds

dθ
=

ds

dx

dx

dθ
(1.27)

Επίσης, από την κλίση της συνάρτησης

tan θ =
df

dx
≡ f ′(x)

αφού λάβουµε την παράγωγο ως προς x ϑα έχουµε

1

cos2 θ

dθ

dx
=

d2f

dx2
= f ′′

⇒ dx

dθ
=

1 + tan2 θ

f ′′
=

1 + (f ′)2

f ′′
(1.28)

αφού 1/ cos2 θ = 1 + tan2 θ. Εισάγοντας τις σχέσεις (1) και (1) στη σχέση (1) έπεται

ρ =

[
1 + (f ′)2

]3/2

f ′′
(1.29)

Μια έλλειψη περιγράφεται από την εξίσωση
x2

a2
+
y2

b2
= 1 (1.30)

η ακτίνα καµπυλότητας στο τυχαίο σηµείο (x, y) ϑα είναι (από τη σχέση (1))

ρ =

[
1 + (f ′)2

]3/2

f ′′
=

[
1 +

(
dy

dx

)2
]3/2

d2y

dx2

(1.31)

όπου η πρώτη παράγωγος dy/dx ϑα ϐρεθεί από τη σχέση (1), παραγωγίζοντάς την ως προς x

2x

a2
+

2y

b2
dy

dx
= 0⇒ dy

dx
= − b

2

a2

x

y
(1.32)

Παραγωγίζοντάς την για µία ακόµη ϕορά ϑα έχουµε

d2y

dx2
= − b

2

a2

y − xy′

y2

(1)
= − b4

a2y2

(
y2

b2
+
x2

a2︸ ︷︷ ︸
1

)
= − b2

a2y3
(1.33)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (1), (1) και (1), έπεται για το µέτρο της ακτίνας καµπυλότητας

|ρ| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

[
1 +

b4x2

a4y2

]3/2

−b4

a2y3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

(
a4y2 + b4x2

)3/2

ab4
(1.34)
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Αν b = a (περίπτωση του κύκλου), τότε η σχέση (1) ϑα µας δώσει

|ρ| =
a3
(
y2 + x2

)3/2

a5

αλλά αφού
x2

a2
+
y2

a2
= 1⇒ x2 + y2 = a2

τότε |ρ| = a, όπως ϑα αναµενόταν στην περίπτωση του κύκλου.

Πρόβληµα 1.39 ΄Εστω µια συνάρτηση f : R3 → R µε τιµή f(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2. Να ϐρείτε τις µερικές

παραγώγους ως προς x, y, z.

Λύση:

Η µερική παράγωγος της f(x, y, z) ως προς x είναι

∂f

∂x
=

∂

∂x

[(
x2 + y2 + z2

)1/2
]

=
1

2

(
x2 + y2 + z2

)−1/2 ∂

∂x

(
x2 + y2 + z2

)
︸ ︷︷ ︸

2x

=
x√

x2 + y2 + z2

Με όµοιο τρόπο οι µερικές παράγωγοι ∂f/∂y, ∂f/∂z ϑα είναι

∂f

∂y
=

y√
x2 + y2 + z2

,
∂f

∂z
=

z√
x2 + y2 + z2

Πρόβληµα 1.40 ΄Εστω µια διδιάστατη συνάρτηση f : R2 → R µε τιµή

f(x, y) =


xy

x2 + y2
για (x, y) 6= (0, 0)

0 για (x, y) = (0, 0)

Να εξεταστεί αν υπάρχουν οι µερικές παράγωγοι ∂f/∂x και ∂f/∂y ∀(x, y) ∈ R2.

Λύση:

Η µερική παράγωγος ως προς x ϑα είναι

∂f

∂x
(x, y) =

x2y − y3(
x2 + y2

)2 για (x, y) ∈ R2 − {0, 0}

Για (x, y) = (0, 0) έχουµε

∂f

∂x
(0, 0) = lim

∆x→0

f (∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= lim

∆x→0

0− 0

∆x
= 0

Με όµοιο τρόπο
∂f

∂y
(0, 0) = lim

∆y→0

f (0,∆y)− f(0, 0)

∆y
= lim

∆y→0

0− 0

∆y
= 0

Πρόβληµα 1.41 Να υπολογίσετε τις µερικές παραγώγους πρώτης και δεύτερης τάξης της συνάρτησης

f(x, y) = arctan

(
y

x

)
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Λύση:

Αν η g είναι συνάρτηση δύο διαστάσεων, δηλαδή f = f
(
g(x, y)

)
τότε οι µερικές παράγωγοι ϑα είναι

∂f

∂x
=

df

dg

∂g

∂x
,

∂f

∂y
=

df

dg

∂g

∂y
(1.35)

όπως ϕάινεται στο Παρτηµα 11.11 στη σελίδα 544 από τις σχέσεις (11.11.2).
΄Εστω g(x, y) = y/x, τότε f(x, y) = arctan

(
g(x)

)
. Εποµένως, µε τη ϐοήθεια των σχέσεων (1) έπεται

∂f

∂x
=

d
(
arctan(g)

)
dg

∂g

∂x
=

1

1 + g2

(
− y

x2

)
= − x2

x2 + y2

y

x2
= − y

x2 + y2

∂f

∂y
=

d
(
arctan(g)

)
dg

∂g

∂y
=

x2

x2 + y2

1

x
=

x

x2 + y2

αφού (
arctan(g)

)′
=

1

1 + g2

Οι µερικές παράγωγοι δεύτερης τάξης είναι

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
=

∂

∂x

(
− y

x2 + y2

)
=

2xy(
x2 + y2

)2
∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(
∂f

∂y

)
=
∂f

∂y

(
x

x2 + y2

)
= − 2xy(

x2 + y2
)2

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
=

∂

∂x

(
x

x2 + y2

)
=

y2 − x2(
x2 + y2

)2
∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
=

∂

∂y

(
− y

x2 + y2

)
=

y2 − x2(
x2 + y2

)2
Παρατηρούµε ότι ισχύει το ϑεώρηµα του Schwartz

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x

Πρόβληµα 1.42 Να υπολογιστεί το επικαµπύλιο ολοκλήρωµαˆ
C

(x+ xy)ds

όπου η καµπύλη ολοκλήρωσης είναι y = x από το σηµείο Α(0, 0) και Β(1, 1).

Λύση:

Από τη σχέση του µήκους της καµπύλης έχουµε

ds =
√

(dx)2 + (dy)2 =

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx =
√

1 + 1dx =
√

2dx

και εποµένως το ολοκλήρωµα ϑα είναι
ˆ
C

(x+ xy)ds =

ˆ 1

0

(
x+ x2

)√
2dx =

√
2

[ˆ 1

0
xdx+

ˆ 1

0
x2dx

]
=
√

2

(
1 +

1

3

)
=

4
√

2

3
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Πρόβληµα 1.43 Να υπολογιστεί το κλειστό επικαµπύλιο ολοκλήρωµαffi
C
ydx (1.36)

όπου η κλειστή καµπύλη C περιγράφεται από τον κύκλο x2 + y2 = R2.

Λύση:

x

y

O
AB

C

D

E

R

Επειδή η συνάρτηση που περιγράφει την καµπύλη ολοκλήρωσης C δεν είναι µο-
νότιµη, διότι y = ±

√
R2 − x2, ϑα πρέπει να διαµερίσουµε τη C σε δύο καµπύλες,

την C1 ≡ ADB (ADB το ϑετικό ηµικύκλιο του κύκλου C), η οποία περιγράφεται α-
πό την y =

√
R2 − x2 και την C2 ≡ BEA (BEA το αρνητικό ηµικύκλιο του κύκλου

C), για την οποία ισχύει y = −
√
R2 − x2. Συνεπώς, το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα

ϑα είναι

fi
ydx =

ˆ

C1

ydx+

ˆ

C2

ydx =

−Rˆ

R

√
R2 − x2dx+

R̂

−R

(
−
√
R2 − x2

)
dx = −

R̂

−R

√
R2 − x2︸ ︷︷ ︸
άρτια

dx−
R̂

−R

√
R2 − x2︸ ︷︷ ︸
άρτια

dx

= −2

ˆ R

0

√
R2 − x2dx− 2

ˆ R

0

√
R2 − x2dx = −4

ˆ R

0

√
R2 − x2dx (1.37)

Αν αλλάξουµε τη µεταβλητή x = R cos θ, τότε το ολοκλήρωµα της παραπάνω σχέσης (1) ϑα είναι
ˆ R

0

√
R2 − x2dx = −R2

ˆ 0

π/2

√
1− cos2 θ︸ ︷︷ ︸

sin θ

sin θdθ = −R2

ˆ 0

π/2
sin2 θdθ = −R2

ˆ 0

π/2

1− cos(2θ)

2
dθ

= −R
2

2

(
0− π

2

)
= −R

2

4
(sin 0− sinπ) =

R2

4

Συνεπώς, το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα της (1) είναιffi
C
ydx = −R2π = −

(
εµβαδόν κύκλου ακτίνας R

)
Με όµοιο τρόπο µπορούµε να δείξουµε ότι ισχύει το αντίστοιχο επικαµπύλιο ολοκλήρωµαffi

C
xdy = R2π =

(
εµβαδόν κύκλου ακτίνας R

)
όπου ϑα δείξουµε παρακάτω, τα κλειστά επικαµπύλια ολοκληρώµατα µπορούν να χρησιµοποιηθούν για τον
υπολογισµό εµβαδών κλειστών επιφανειών από τις σχέσειςffi

C
xdy = −

ffi
C
ydx =

1

2

˛
C

(xdy − ydx) = A

όπου A είναι το εµβαδόν που περικλείει η κλειστή καµπύλη C. Αυτό το αποτέλεσµα είναι εµφανές σ΄ αυτό το
παράδειγµα του υπολογισµού του κλειστού επικαµπύλιου ολοκληρώµατος (1.43).

Πρόβληµα 1.44 ΄Εστω το διανυσµατικό πεδίο

F = 2xyezx̂+ x2ezŷ + x2yezẑ

Να ϐρείτε τη ϐαθµωτή συνάρτηση Φ(x, y, z)από την οποία προέρχεται το διανυσµατικό πεδίο µέσω της σχέσης

Φ(x, y, z) =

ˆ x

0
P (x, y, z)dx+

ˆ y

0
Q(x, y, z)dy +

ˆ z

0
R (x, y, z) dz (1.38)
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Λύση:

Ο στροβιλισµός του είναι

∇× F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
2xyez x2ez x2yez

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x̂

(
x2ez − x2ez

)
− ŷ

(
2xyez − 2xyez

)
+ ẑ

(
2xez − 2xez

)
= 0

Εποµένως, το πεδίο F είναι διατηρητικό και η ϐαθµωτή συνάρτηση Φ(x, y, z) από τη σχέση (1.44) είναι

Φ(x, y, z) =

ˆ x

0
2xyezdx+

ˆ y

0
0 · ezdy +

ˆ z

0
0 · 0 · ezdz = x2yez

Πρόβληµα 1.45
Να δείξετε ότι το µήκος, L, και το εµβαδόν, S, που περικλείεται από µια κλειστή καµπύλη C στο καρτεσιανό
επίπίπεδο δίναονται από τις σχέσεις

S =
1

2

ˆ 1

0

[
x(t)

dy(t)

dt
− y(t)

dx(t)

dt

]
dt και L =

ˆ 1

0

(dx(t)

dt

)2

+

(
dy(t)

dt

)2
1/2

dt

Λύση:

΄Εστω C είναι µια κλειστή καµπύλη στο καρτεσιανό επίπεδο, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 1.15. ΄Εστω S είναι το
εµβαδόν της καµπύλης. Το γραµµοσκιασµένο εµβαδόν dS, το οποίο προκύπτει από τη σάρωση του διανύσµατος
r κατά τη µετατόπισή του κατά dr, ϑα είναι

dS =
1

2
rh =

1

2
r dr sin θ︸ ︷︷ ︸

h

=
1

2
|r × dr| (1.39)

δηλαδή ϑεωρούµε το εµβαδόν ενός τριγώνου µε µια πλευρά µήκους r και ύψους h. Σε καρτεσιανές συντεταγµένες
το r = xx̂+ yŷ ⇒ dr = dxx̂+ dyŷ και εποµένως η ποσότητα r × dr ϑα είναι

r × dr =

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
x y 0

dx dy 0

∣∣∣∣∣∣∣ = (xdy − ydx)ẑ

Σχήµα 1.15: Μια κλειστή καµπύλη C. Η γραµµοσκιασµένη επιφάνεια δηµιουργείται από τη µετακίνηση του διανύσµατος
r κατά dr.
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δηλαδή η σχέση (1) ανάγεται στη µορφή

dS =
1

2
|r × dr| = 1

2
(xdy − ydx)

⇒ S =

˛
C

dS =
1

2

˛
C

(xdy − ydx) =
1

2

˛
C

(
x

dy

dx
− y
)

dx (1.40)

Το µήκος, L, της καµπύλης ϑα είναι
¸
C ds, όπου ds είναι το απειροελάχιστο µήκος της καµπύλης, το οποίο

µε εφαρµογή του πυθαγόρειου ϑεωρήµατος ϑα ισούται µε ds =
[
(dx)2 + (dy)2

]1/2
, και εποµένως το µήκος της

καµπύλης ϑα είναι

L =

˛
C

ds =

˛
C

[
(dx)2 + (dy)2

]1/2
=

˛
C

[
1 +

(
dy

dx

)2
]1/2

dx (1.41)

΄Εστω ότι ϑεωρούµε την παραµετρική έκφραση της καµπύλης C, δηλαδή υπάρχει µια πραγµατική παράµετρος
t ∈ [0, 1] έτσι ώστε x(t), y(t) είναι οι καρτεσιανές συντεταγµένες της καµπύλης C, και εφόσον είναι µια κλειστή
καµπύλη, ϑα ισχύει x(0) = x(1) και y(0) = y(1). Σε αυτή την περίπτωση, το εµβαδόν (1) και το µήκος (1) της
καµπύλης ανάγονται στις ακόλουθες εκφράσεις

S =
1

2

ˆ 1

0

[
x(t)

dy(t)

dt
− y(t)

dx(t)

dt

]
dt και L =

ˆ 1

0

(dx(t)

dt

)2

+

(
dy(t)

dt

)2
1/2

dt

Πρόβληµα 1.46 Να υπολογίσετε το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα

I =

ffi
C

y(2xy − 1)︸ ︷︷ ︸
P (x,y)

dx+ x(2xy + 1)︸ ︷︷ ︸
Q(x,y)

dy


όπου η καµπύλη ολοκλήρωσης είναι ο κύκλος x2 + y2 = r2, ακτίνας r.

Λύση:

Το ϑεώρηµα του Green στο επίπεδο xy εκφράζεται ως ακολούθως
˛
C

[
P (x, y)dx+Q(x, y)dy

]
=

¨

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy (1.42)

Το πρώτο µέλος του ϑεωρήµατος του Green είναι (αν F = P (x, y)x̂+Q(x, y)ŷ)
˛
C
F · dr

και εποµένως η σχέση (1) είναι ˛
C
F · dr =

¨

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy (1.43)

Σε αυτή την περίπτωση παρατηρούµε ότι

∇× F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
P Q 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = ẑ

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
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ή

(∇× F ) · ẑ =
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

Συνεπώς, η σχέση (1) ϑα είναι ˛
C
F · dr =

¨

D

(∇× F ) · ẑdxdy (1.44)

όπου ẑdxdy = dS είναι το διάνυσµα της επιφάνειας. ΄Εχουµε ήδη αναλύσει ότι µια επιφάνεια είναι το εξωτερικό
γινόµενο δύο διανυσµάτων που ορίζουν την επιφάνεια, και εποµένως το εξωτερικό γινόµενο ϑα έχει κατεύθυνση
κάθετη στην επιφάνεια. Εποµένως, το ϑεώρηµα του Green, σχέση (1), ϑα λάβει τη µορφή

˛
C
F · dr =

¨

D

(∇× F ) · dS

που είναι το ϑεώρηµα του Stokes. ΄Αρα το ϑεώρηµα του Green στο επίπεδο αποτελεί µια ειδική περίπτωση του
ϑεωρήµατος του Stokes.
Από το ϑεώρηµα του Green, (1), έπεται

I =

fi
C

[
y (2xy − 1) dx+ x (2xy + 1) dy

]
=

¨

D

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy

=

¨

D

(
∂
(
x(2xy + 1)

)
∂x

−
∂
(
y(2xy − 1)

)
∂y

)
dxdy =

¨

D

[
(4xy + 1)− (4xy − 1)

]
dxdy

= 2

¨

D

dxdy = 2A = 2πr2

όπου D είναι το εµβαδόν της περιοχής D που περικλείεται από τον κύκλο x2 + y2 = r2, δηλαδή

A = πr2

Πρόβληµα 1.47 Να δείξετε ότι για ένα σωληνοειδές πεδίο F , ( δηλαδή όταν έχουµε ∇ · F = 0), ισχύει
ˆ
S

(
∇2F

)
· dS = −

˛
C

(∇× F ) · dr

Λύση:

Η έκφραση του ϑεωρήµατος Stokes για οποιαδήποτε επιφάνεια S η οποία περικλείεται από την κλειστή καµπύλη
C έχει ως ακολούθως ˛

C
F · dr =

ˆ
S

(∇× F ) · dS (1.45)

Από τη διανυσµατική ταυτότητα ∇× (∇× F ) =∇ (∇ · F )−∇2F έπεται

∇2F =∇ (∇ · F )−∇× (∇× F )

Για F σωληνοειδές, ∇ · F = 0, ϑα έχουµε

∇2F = −∇× (∇× F )

⇒
ˆ
S

(
∇2F

)
· dS = −

ˆ
S
∇× (∇× F ) · dS (1.46)
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και µε τη ϐοήθεια του ϑεωρήµατος του Stokes, σχέση (1)
ˆ
S
∇× (∇× F ) · dS =

˛
C

(∇× F ) · dr (1.47)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (1) και (1) έπεται
˛ (
∇2F

)
· dS = −

˛
C

(∇× F ) · dr

Πρόβληµα 1.48 ΄Εστω F = f(r)a ένα διανυσµατικό πεδίο, όπου a ένα σταθερό διάνυσµα. Να δείξετε ότι
˛
C
fdr = −

ˆ
S
∇f × dS

Λύση:

Με εφαρµογή του ϑεωρήµατος του Stokes, σχέση (1), έπεται

˛
C
fa · dr =

ˆ
S
∇× (fa) · dS =

ˆ
S

τριπλό γινόµενο︷ ︸︸ ︷
(∇f × a) · dS︸ ︷︷ ︸
·(dS×∇f)·a

⇒ a ·
˛
C
fdr = a ·

ˆ
S

dS ×∇f

⇒ a ·

[˛
C
fdr −

ˆ
S

dS ×∇f
]

= 0

⇒
˛
C
fdr =

ˆ
S

dS ×∇f = −
ˆ
S
∇f × dS (1.48)

αφού η a έχει τυχαία κατεύθυνση.

Πρόβληµα 1.49 ΄Εστω F = a×A(x, y, z), όπου a σταθερό διάνυσµα. Να δείξετε ότι
˛
C
A× dr =

ˆ
S

(dS ×∇)×A

Λύση:

Με τη ϐοήθεια του ϑεωρήµατος του Stokes έπεται
˛
C

(a×A) · dr =

ˆ
S
∇× (a×A) · dS

a ·
˛
C
A× dr =

ˆ
S

[
a (∇ ·A)− (a ·∇)A

]
· dS

= a ·
ˆ
S

(∇ ·A) dS − a ·
ˆ
S
∇ (A · dS)

= a ·
ˆ
S

[
(∇ ·A) dS −∇ (A · dS)

]
= a ·

ˆ
S

(dS ×∇)×A

για a µε τυχαία κατεύθυνση, και εποµένως

⇒ a ·

[˛
C
A× dr −

ˆ
S

(dS ×∇)×A

]
= 0
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⇒
˛
C
A× dr =

ˆ
S

(dS ×∇)×A

Πρόβληµα 1.50 Να δείξετε ότι για r = xx̂+ yŷ + zẑ, ισχύει η ταυτότητα
˛
S
r × dS = −1

2

˛
r2dr

Λύση:

Αν f =
1

2
r2, ϑα έχουµε

∇f =∇
(

1

2
r2

)
= r∇r = rr̂ = r

και εποµένως εφαρµόζοντας στη σχέση (1) τη συνάρτηση f = r2/2 έπεται

˛
C

r2

2
dr = −

ˆ
S
∇f × dS = −

ˆ
S
r × dS

Πρόβληµα 1.51 Να υπολογιστεί το τριπλό ολοκλήρωµα

I =

˚

V

(x2 + y2 + z2)dxdydz

όπου η περιοχή ολοκλήρωσης, V , περικλείεται από τα επίπεδα x+ y + z = a > 0, x = 0, y = 0 και z = 0.

Λύση:

x

y

z

dx

dy
z=a-x-y

y=a-x
a

a

a

Σχήµα 1.16

Η περιοχή ολοκλήρωσης V ορίζεται από τα 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ a − x και 0 ≤ z ≤ a − x − y. Εποµένως, το
τριπλό ολοκλήρωµα ϑα είναι

I =

˚

V

(x2 + y2 + z2)dxdydz

=

x=aˆ

x=0


y=a−xˆ

y=0


z=a−x−yˆ

z=0

(x2 + y2 + z2)dz

dy

dx =

x=aˆ

x=0

 y=a−xˆ

y=0

[
x2z + y2z +

z3

3

]z=a−x−y
z=0

dy

dx
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=

x=aˆ

x=0

 y=a−xˆ

y=0

[
x2(a− x− y) + y2(a− x− y) +

(a− x− y)3

3

]
dy

dx

=

x=aˆ

x=0

 y=a−xˆ

y=0

[
x2(a− x)− x2y + y2(a− x)− y3 +

(a− x− y)3

3

]
dy

dx

=

x=aˆ

x=0

[
x2(a− x)y − x2y2

2
+
y3

3
(a− x)− y4

4
− (a− x− y)4

12

]y=a−x

y=0

dx

=

x=aˆ

x=0

[
x2(a− x)2 − x2(a− x)2

2
+

(a− x)4

3
− (a− x)4

4
+

(a− x)4

6

]
dx

=

x=aˆ

x=0

[
x2(a− x)2

2
+

(a− x)4

12

]
dx =

a5

20

Πρόβληµα 1.52 Ας αναφέρουµε δυο λόγια για το ϑεώρηµα του Gauss ή Απόκλισης.
΄Εστω V µια τριδιάστατη περιοχή του χώρου, η οποία περικλείεται από µια επιφάνεια S. Αν µια συνεχής
διανυσµατική συνάρτηση A(x, y, z), η οποία έχει συνεχείς µερικές παραγώγους στην περιοχή V και πάνω στην
επιφάνεια S, τότε η εξερχόµενη ϱοή του διανυσµατικού πεδίου A(x, y, z) µέσα από την επιφάνεια S ισούται µε
το τριπλό ολοκλήρωµα της απόκλισης ∇A υπολογιζόµενη σ΄ όλο το χώρο V , δηλαδή

ˆ
S
A · dS =

ˆ
V
∇ ·AdV (1.49)

όπου η dS έχει κατεύθυνση κάθετη στην επιφάνεια S και προς τα έξω. Είναι το αντίστοιχο ϑεώρηµα του Green
στις τρεις διαστάσεις. Το ϑεώρηµα του Gauss (1.52) ισχύει για περιοχές V οι οποίες είναι συµπαγείς, δηλαδή
δεν περιέχει κενές περιοχές. Για παράδειγµα, ένα κουλούρι Θεσσαλονίκης αν ϐρεθεί σε κάποιο διανυσµατικό
πεδίο, δε ϑα ικανοποιεί το ϑεώρηµα Gauss!
Θεωρήστε µια σφαίρα ακτίνας R µε κέντρο την αρχή των αξόνων (0, 0, 0). ΄Εστω A = r = xx̂+ yŷ + zẑ, τότε

dS =
r

R
dS =

xx̂+ yŷ + zẑ

R
dS

Θα έχουµε για την απόκλιση ∇ ·A

∇ ·A =
∂x

∂x
+
∂y

∂y
+
∂z

∂z
= 3 και A · dS =

x2 + y2 + z2

R
dS = RdS

πάνω στη σφαίρα. Με την εφαρµογή του ϑεωρήµατος Gauss, σχέση (1.52), ϑα έχουµε
ˆ
S
A · dS =

ˆ
V
∇ ·AdV ⇒ RS = 3V

⇒ S =
3V

R

Για τον όγκο σφαίρας V = 4
3πR

3, έπεται S = rπR2.

Πρόβληµα 1.53 ΄Εστω ότι έχουµε δύο διανυσµατικά πεδία A1 και A2 της µορφής A1 = u∇v και A2 = v∇u,
όπου οι συναρτήσεις v = v(x, y, z) και u = u(x, y, z) είναι συνεχείς και έχουν συνεχείς µερικές παραγώγους.
Να δείξετε ότι ˆ

V

(
u∇2v − v∇2u

)
dV =

ˆ
S

(u∇v − v∇u) · dS
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Λύση:

Εφαρµόζουµε το ϑεώρηµα Gauss, σχέση (1.52), για τις συναρτήσεις A1 και A2. Θα λάβουµε
ˆ
V
∇ · (u∇v) dV =

ˆ
V

(
u∇2v +∇u ·∇v

)
dV =

ˆ
S
u∇v · dS (1.50)

ˆ
V
∇ · (v∇u) dV =

ˆ
V

(
v∇2v +∇v ·∇u

)
dV =

ˆ
S
v∇u · dS (1.51)

Αφαιρώντας τις σχέσεις (1) και (1) ϑα έχουµε
ˆ
V

[
∇ · (u∇v)−∇ · (v∇u)

]
dV =

ˆ
V

(
u∇2v − v∇2u

)
dV =

ˆ
S

(u∇v − v∇u) · dS

Πρόβληµα 1.54 ΄Εστω οι συναρτήσεις v = F1(x, y, z) sin(k1t) και u = F2(x, y, z) sin(k2t) είναι λύσεις της
εξίσωσης κύµατος

∇2Ψ =
1

c2

∂2Ψ

∂t2
(1.52)

σε µια περιοχή V , όπου k1 6= k2, c είναι ϑετικές σταθερές. Αν κάθε λύση ικανοποιεί τη συνοριακή συνθήκη

αΨ + β
∂Ψ

∂n
= 0

στην επιφάνεια S, S = n̂S, όπου α και β είναι συναρτήσεις που ορίζονται στην επιφάνεια S και δε µηδενίζονται
συγχρόνως. Να δείξετε ότι ισχύει ˆ

V
F1F2dV = 0

Λύση:

Αφού v και u είναι λύσεις της κυµατικής εξίσωσης, τότε αν εισάγουµε τις συναρτήσεις στη σχέση (1.54), ϑα
έχουµε

∇2F1 = −
(
k1

c

)2

F1, ∇2F2 = −
(
k2

c

)2

F2 (1.53)

Από το ϑεώρηµα του Green, σχέση (1), ϑα λάβουµε

ˆ
V

(
F1∇2F2 − F2∇2F1

)
dV

(1)
=

ˆ
V

[
F1

(
−k1

c

)2

F2 − F2

(
−k2

c

)2

F1

]
dV

=

ˆ
S

(F1∇F2 − F2∇F1) dS =

ˆ
S

(
F1
∂F2

∂n
− F2

∂F1

∂n

)
dS (1.54)

όπου

∇F2 · n̂ =
∂F1

∂n
και ∇F2 · n̂ =

∂F2

∂n

Οι συναρτήσεις u και v πάνω στην επιφάνεια S ϑα ικανοποιούν τη συνοριακή συνθήκη (1.54), δηλαδή

αF1 + β
∂F1

∂n
= 0, αF2 + β

∂F2

∂n
= 0

Αν λύσουµε την πρώτη σχέση ως προς α και την αντικαταστήσουµε στη δεύτερη, ϑα λάβουµε

F1
∂F2

∂n
− F2

∂F1

∂n
= 0 (1.55)
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Εισάγοντας τη σχέση (1) στη σχέση (1), ϑα λάβουµε(
k2

2 − k2
1

)ˆ
V
F2F1dV = 0⇒

ˆ
V
F1F2dV = 0

αφού k1 6= k2. Αυτή η συνθήκη µάς δηλώνει ότι οι συναρτήσεις F1 και F2 είναι ορθογώνιες. Το ολοκλήρωµα´
V F1F2dV είναι το εσωτερικό γινόµενο στο χώρο των συναρτήσεων.

Πρόβληµα 1.55 ΄Εστω ότι η ταχύτητα v(r, t) ενός σωµατιδίου είναι συνάρτηση της ϑέσης r και του χρόνου t
και εκφράζεται ως η ϐαθµίδα µιας συνάρτησης φ(r, t), δηλαδή v =∇φ. Να δείξετε ότι η επιτάχυνση του a είναι
επίσης η ϐαθµίδα µιας συνάρτησης Ψ(r, t), την οποία και να προσδιορίσετε.

Λύση:

Η επιτάχυνση a του σωµατιδίου είναι

a =
dv

dt
=
∂v

∂t
+

dx

dt︸︷︷︸
vx

∂v

∂x
+

dy

dt︸︷︷︸
vy

∂v

∂y
+

dz

dt︸︷︷︸
vz

∂v

∂t
=
∂v

∂t
+

(
vx

∂

∂x
+ vy

∂

∂y
+ vz

∂

∂z

)
︸ ︷︷ ︸

v·∇

v

=
∂v

∂t
+ (v ·∇)v (1.56)

Αν εφαρµόσουµε τη διανυσµατική ταυτότητα

∇ · (A ·B) = (A ·∇)B + (B ·∇)A+A× (∇×B) +B × (∇×A)

για A = B = v ϑα λάβουµε

∇(v2) = (v ·∇)v + (v ·∇)v + v × (∇× v) + v × (∇× v)

⇒∇
(
v2
)

= 2 (v ·∇)v + 2v × (∇× v)

⇒ (v ·∇)v =
1

2
∇
(
v2
)
− v × (∇× v) (1.57)

Αφού v =∇φ, ο δεύτερος όρος του δεξιού µέρους της σχέσης (1) ϑα είναι

v × (∇× v) = v × (∇×∇φ)︸ ︷︷ ︸
0

= 0

Εποµένως η σχέση (1) είναι

(v ·∇)v =
1

2
∇
(
v2
)

και αν την αντικαταστήσουµε στη σχέση (1) ϑα λάβουµε για την επιτάχυνση a

a =
∂v

∂t
+

1

2
∇
(
v2
)

=
∂

∂t
(∇φ)︸ ︷︷ ︸

∇(∂φ/∂t)

+
1

2
∇
(
v2
)

=∇
[
∂φ

∂t
+
v2

2

]

Ορίζουµε τη νέα συνάρτηση

Ψ =
∂φ

∂t
+
v2

2

και εποµένως η επιτάχυνση έχει τη µορφή a =∇Ψ.

Πρόβληµα 1.56 Για ένα σταθερό διάνυσµα a να δείξετε ότι ισχύει

∇× (a× r) = 2a
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Λύση:

΄Εστω a = axx̂+ ayŷ + azẑ, τότε

a× r =

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
ax ay az
x y z

∣∣∣∣∣∣∣ = x̂
(
zay − yaz

)
− ŷ(zax − xaz) + ẑ(yax − xay)

και

∇× (a× r) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
zay − yaz −zax + xaz yax − xay

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= x̂

[
∂

∂y
(yax − xay)−

∂

∂z
(xaz − zax)

]
− ŷ

[
∂

∂x
(yax − xay)−

∂

∂z
(zay − yaz)

]
+ ẑ

[
∂

∂x
(xaz − zax)− ∂

∂y
(zay − yaz)

]
= x̂(ax + ax)− ŷ(−ay − ay) + ẑ(az + az) = 2

(
x̂ax + ŷay + ẑay

)
= 2a

Πρόβληµα 1.57 Να δείξετε ότι ισχύει
˛
C

dr ×B =

¨

S

(
n̂×∇

)
×BdS

όπου dS = n̂dS.

Λύση:

Από το ϑεώρηµα του Stokes
˛
C
A · dr =

¨

S

(∇×A) · dS =

¨

S

(∇×A) · n̂dS (1.58)

Αν ϑεωρήσουµε το διανυσµατικό πεδίο A = B ×D, όπου D είναι σταθερό διάνυσµα, τότε η (1) ϑα είναι
˛
C

(B ×D) · dr =

¨

S

[
∇× (B ×D)

]
· n̂dS

⇒
ˆ
C
D · (dr ×B) =

¨

C

[
(D ·∇)B −D (∇ ·B)

]
· n̂dS

⇒D ·
ˆ

C

dr ×B =

¨

C

D ·
[
∇
(
B · n̂

)]
dS −

¨

S

D ·
[
n̂ (∇ ·B)

]
dS =

¨

C

D ·
[
∇
(
B · n̂

)
− n̂ (∇ ·B)

]
dS

= D ·
¨

S

(
n̂×∇

)
×BdS

⇒D

˛
C

dr ×B −
¨

S

(
n̂×∇

)
×BdS

 = 0 (1.59)
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αφού D είναι ένα σταθερό αλλά αυθαίρετο διάνυσµα. Συνεπώς, το άλλο διάνυσµα της σχέσης (1) ϑα πρέπει να
είναι µηδέν, δηλαδή ˛

C
dr ×B =

¨

S

(
n̂×∇

)
×BdS

Πρόβληµα 1.58 Να δείξετε ότι ισχύει
∇ · (∇Ψ1 ×∇Ψ2) = 0

Λύση:

Από τη διανυσµατική ταυτότητα

∇ · (A×B) = (∇×A)B − (∇×B) ·A

αν ϑεωρήσουµε A =∇Ψ1 και B =∇Ψ2, τότε έπεται

∇ · (∇Ψ1 ×∇Ψ2) = (∇×∇Ψ1) ·∇Ψ2 − (∇×∇Ψ2) ·∇Ψ1 (1.60)

αλλά ∇×∇Ψ1 =∇×∇Ψ2 = 0, εποµένως η σχέση (1) ϑα µας δώσει

∇ · (∇Ψ1 ×∇Ψ2) = 0

Πρόβληµα 1.59 Να δείξετε ότι ισχύει

∇× (∇2A) = ∇2 (∇×A)

Λύση:

Ισχύει η διανυσµατική ταυτότητα

∇× (∇×A) =∇ (∇ ·A)−∇2A (1.61)

⇒ ∇2A =∇ (∇ ·A)−∇× (∇×A)

⇒∇×
(
∇2A

)
=∇×

[
∇ (∇ ·A)−∇× (∇×A)

]
=
��
���

���:
0

∇×∇ (∇ ·A)−∇×∇× (∇×A)

⇒∇×
(
∇2A

)
= −∇×

[
∇× (∇×A)

]
= −

[
∇
(
∇ · (∇×A)

)
−∇2 (∇×A)

]
(1.62)

όπου εφαρµόσαµε τη σχέση (1) όπου A → ∇ ×A. Η σχέση ∇ · (∇ ×A) είναι µηδέν µε απλή εφαρµογή του
ϐαθµωτού τριπλού γινοµένου. Συνεπώς, η σχέση (1) ϑα µας δώσει

∇×
(
∇2A

)
= ∇2 (∇×A)

Πρόβληµα 1.60 Να δείξετε ότι ισχύει ˛
C
r × dr = 2

ˆ
S
n̂dS
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Λύση:

Από το ϑεώρηµα του Stokes, ϑεωρώντας ένα διάνυσµα B × r (όπου B σταθερό), ϑα έχουµε
˛

C

(B × r) · dr =

¨

S

∇× (B × r) · n̂dS (1.63)

αλλά ˛

C

(B × r) · dr =

˛

C

B · r × dr = B ·
˛

C

r × dr (1.64)

∆είξαµε ότι ισχύει ∇ × (B × r) = 2B για ένα σταθερό διάνυσµα B, εποµένως το δεξί µέρος της σχέσης (1) ϑα
µας δώσει ¨

S

∇× (B × r) · n̂dS =

¨

S

2B · n̂dS = 2B ·
¨

S

n̂dS (1.65)

Από τις σχέσεις (1) και (1) λαµβάνουµε

B ·
˛

C

r × dr = 2B ·
¨

S

n̂dS

⇒ B ·

˛
C

r × dr − 2

¨

S

n̂dS

 = 0

αφού B είναι ένα αυθαίρετο σταθερό διάνυσµα, ϑα πρέπει να έχουµε

⇒
˛

C

r × dr = 2

¨

S

n̂dS (1.66)

Αν ϑεωρήσουµε µια επίπεδη επιφάνεια εµβαδού A, η οποία περικλείεται από την κλειστή καµπύλη C, τότε η
σχέση (1) ϑα µας δώσει ∣∣∣∣∣∣∣

˛

C

r × dr

∣∣∣∣∣∣∣ = 2

∣∣∣∣∣∣∣
¨

S

n̂dS

∣∣∣∣∣∣∣ = 2A

⇒ A =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣
˛

C

r × dr

∣∣∣∣∣∣∣
Πρόβληµα 1.61 Να ϐρεθούν οι λύσεις της µορφής E(r, t) της κυµατικής εξίσωσης

∇2E − 1

c2

∂2E

∂t2
= 0

Λύση:

Αφού το ηλεκτρικό πεδίο E(r, t) εξαρτάται µόνο από το r και το χρόνο t, από τη λαπλασιανή στις σφαιρικές-
πολικές συντεταγµένες ϑα χρησιµοποιήσουµε µόνο τον πρώτο όρο, δηλαδή

∇2E =
1

r2

∂

∂r

(
r2∂E

∂r

)
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Εποµένως, η κυµατική εξίσωση ϑα είναι

1

r2

∂

∂r

(
r2∂E

∂r

)
− 1

c2

∂2E

∂t2
= 0

⇒ 1

r

∂

∂r

(
r2∂E

∂r

)
− 1

c2

∂2

∂t2
(rE) = 0 (1.67)

Ο πρώτος όρος της (1) αναλύεται ως

1

r

∂

∂r

(
r2∂E

∂r

)
=

1

r

[
2r
∂E

∂r
+ r2 ∂E

∂r2

]
= 2

∂E

∂r
+ r

∂2E

∂r2
=
∂E

∂r
+
∂E

∂r
+ r

∂2E

∂r2︸ ︷︷ ︸
∂

∂r

(
r
∂E

∂t

)
=
∂E

∂r
+

∂

∂r

(
r
∂E

∂t

)
=

∂

∂r

(
E + r

∂E

∂t

)
=

∂

∂r

(
∂

∂r
(rE)

)
=

∂2

∂r2
(rE) (1.68)

΄Αρα, η εξίσωση (1) µε τη ϐοήθεια της (1) ϑα λάβει τη µορφή

∂2

∂r2
(rE)− 1

c2

∂2

∂t2
(rE) = 0 (1.69)

΄Εστω ότι κάνουµε µια αλλαγή µεταβλητών, από (r, t)→ (u, v), όπου u = r + ct και v = r − ct, τότε

∂

∂r
=
∂u

∂r

∂

∂u
+
∂v

∂r

∂

∂v
=

∂

∂u
+

∂

∂v
1

c

∂

∂t
=

1

c

(
∂u

∂t

∂

∂u
+
∂v

∂t

∂

∂v

)
=

∂

∂u
− ∂

∂v

(1.70)

αφού
∂u

∂r
= 1,

∂v

∂r
= 1,

∂u

∂t
= c,

∂v

∂t
= −c

Αντικαθιστώντας τις σχέσεις (1) στην εξίσωση (1) ϑα λάβουµε(
∂

∂u
+

∂

∂v

)2

(rE)−
(
∂

∂u
− ∂

∂v

)2

(rE) = 0

⇒

[(
∂

∂u
+

∂

∂v

)2

−
(
∂

∂u
− ∂

∂v

)2
]

(rE) = 0

⇒

( ∂

∂u
+
�
��
∂

∂v
+

∂

∂u
−
�
��
∂

∂v

)(
�
��
∂

∂u
+

∂

∂v
−
�
��
∂

∂u
+

∂

∂v

) (rE) = 0

⇒ 4
∂

∂u

(
∂

∂v

)
(rE) = 0 (1.71)

Αν πρώτα ολοκληρώσουµε ως προς u, ϑα λάβουµε µια σταθερή συνάρτηση ως προς u αλλά ϑα εξαρτάται µόνο
από το v, δηλαδή από την εξίσωση (1) έπεται

∂

∂v
(rE) = g(v)⇒ rE =

ˆ
g(v)dv + F (u) (1.72)

΄Εστω ότι ονοµάζουµε το
´
g(v)dv = G(v), τότε η λύση (1) ϑα είναι

E(r, t) =
1

r

[
F (r + ct) +G(r − ct)

]
(1.73)
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όπου F και G είναι αυθαίρετες συναρτήσεις. Αυτή η λύση (1) αποτελεί τη λύση του D’ Alembert της κυµατικής
εξίσωσης.

∆έλτα του Kronecker και τανυστής των Levi-Civita

Ορίζουµε το σύµβολο δij , δέλτα του Kronecker, ως ακολούθως

δij =


1 για i = j,

0 για i 6= j

ενώ ο αντισυµµετρικός τανυστής των Levi-Civita ορίζεται ως

εijk =



+1 για άρτιες αντιµεταθέσεις των i, j, k

−1 για περιττές αντιµεταθέσεις των i, j, k

0 για όλες τις άλλες περιπτώσεις

Ως άρτιες αντιµεταθέσεις ϑεωρούµε ένα κυκλικό συνδυασµό των ijk, δηλαδή το 123, 231, 312, όπου, όπως
παρατηρείτε, ξεκινάµε µε το συνδυασµό 123 και αντικαθιστούµε κάθε στοιχείο µε τον επόµενο αριθµό, και
εποµένως λαµβάνουµε το συνδυασµό 231. ΄Οµοια εργαζόµενοι στο επόµενο ϐήµα λαµβάνουµε το συνδιασµό
312. Οι περιττές αντιµεταθέσεις είναι 213, 321 και 132. Το εijk = 0 αν δύο ή τρεις δείκτες είναι ίδιοι,
δηλαδή ε112 = ε221 = ε133 = . . . = 0. Τα σύµβολα των Kronecker και Levi-Civita είναι χρήσιµα για τη
συντοµογραφία διαφόρων µαθηµατικών σχέσεων. Για παράδειγµα, το εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων
A = A1x̂+A2ŷ +A3ẑ, B = B1x̂+B2ŷ +B3ẑ είναι

A ·B = A1B1 +A2B2 +A3B3 =

3∑
i=1

AiBi =

3∑
i=1

3∑
j=1

AiBjδij (1.74)

όπου υπάρχουν 9 όροι στο άθροισµα, εκ των οποίων οι 3 µας δίνουν ποσότητα διάφορη του µηδενός.
Το εξωτερικό γινόµενο των δύο αυτών διανυσµάτων είναι

A×B =

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
A1 A2 A3

B1 B2 B3

∣∣∣∣∣∣∣ = x̂ (A2B3 −A3B2) + ŷ (A3B1 −A1B3) + ẑ (A1B2 −A2B1)

Η πρώτη συνιστώσα A2B3 −A3B2 γράφεται ως ακολούθως

(A×B)x̂ =

3∑
Ĵ+1

3∑
k=1

εijkAjBk

όπου υπάρχουν 9 όροι στο διπλό αυτό άθροισµα, εκ των οποίων µόνο οι δύο είναι διάφοροι του µηδενός.
Επίσης, ϑα µπορούσαµε να γράψουµε το εξωτερικό γινόµενο ϑεωρώντας τα µοναδιαία διανύσµατα του καρτε-
σιανού χώρου ως ê1 ≡ x̂, ê2 ≡ ŷ, ê3 ≡ ẑ, και εποµένως ϑα έχουµε

A×B =

∣∣∣∣∣∣∣
ê1 ê2 ê3

A1 A2 A3

B1 B2 B3

∣∣∣∣∣∣∣ =

3∑
i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

εijkAjBkêi

΄Ενα άλλο παράδειγµα στο οποίο ϑα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε το εijk είναι η γραφή της ορίζουσας
ενός πίνακα

C =

∣∣∣∣∣∣∣
C11 C12 C13

C21 C22 C23

C31 C32 C33

∣∣∣∣∣∣∣ =

3∑
i=1

3∑
j=1

3∑
k=1

εijkC1iC2jC3k
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΄Ισως να παρατηρήσατε ότι στα αθροίσµατα (1) οι δείκτες που «τρέχουν» το άθροισµα εµφανίζονται δύο ϕορές. Σε
αυτή την περίπτωση µπορούµε να «ξεχνάµε» το σύµβολο του αθροίσµατος, διότι ϑα γνωρίζουµε ότι κάθε ϕορά
που εµφανίζεται ένας δείκτης δύο ϕορές, τότε υπονοείται άθροιση

3∑
i=1

3∑
j=1

AiBjδij → AiBjδij και
3∑
i=1

3∑
j=1

εijkAjBk → εijkAjBk

Αυτός ο συµβολισµός οφείλεται στον Einstein και ονοµάζεται κανόνας του αθροίσµατος του Einstein.
Επίσης, όταν έχουµε το σύµβολο του Kronecker δij και ένας δείκτης (ας πούµε ο i) εµφανίζεται σε κάποιο άλλο
µέγεθος Ai, απλά ϑα αντικαθιστούµε το δείκτη i µε το j στο µέγεθος. Για παράδειγµα

δijAi = Aj , Aijδik = Akj

Το µεικτό τριπλό γινόµενο A · (B ×C) τριών διανυσµάτων ϑα είναι

A · (B ×C) = Ai (B ×C)i︸ ︷︷ ︸
εijkBjCk

= εijkAiBjCk = εijkAiBjCk = εkijCkAiBj = CkεkijAiBj = Ck (A×B)k

= C · (A×B)

Παρατηρήστε την ευκολία της απόδειξης του µεικτού τριπλού γινοµένου µε αυτό το συµβολισµό.

Ιδιότητες

• Το γινόµενο δύο συµβόλων Levi-Civita µπορεί να αναλυθεί µε τη ϐοήθεια του συµβόλου δέλτα του Krone-
cker ως ακολούθως

εijkεlmn = δilδjmδkn + δimδjnδkl + δinδjlδkm − δimδjlδkn − δilδjnδkm − δinδjnδkl

Για i = l ϑα έχουµε

εijkεimn = δii︸︷︷︸
3

(
δjmδkn − δjnδkm

)
+ δimδjnδko + δinδjiδkm − δimδjiδkn − δinδjmδki

= 3
(
δjmδkn − δjnδkm

)
+ δkmδjn + δjnδkm − δjnδkn − δknδjm = δjmδkn − δjnδkm (1.75)

Για i = l και j = m έπεται

εijkεijn = δjj︸︷︷︸
3

δkn − δjnδkj = 3δkn − δkn = 2δkn

Για i = l, j = m, και k = n
εijkεijk = 2 δkk︸︷︷︸

3

= 6

Η σχέση του αντισυµµετρικού τανυστή των Levi-Civita µε το σύµβολο Kronecker εκφράζεται µέσω µιας
ορίζουσας (για τις τρεις διαστάσεις)

εijkεlmn =

∣∣∣∣∣∣∣
δil δim δin
δjl δjm δjn
δkl δkm δkn

∣∣∣∣∣∣∣ = δil
(
δjmδkn − δjnδkm

)
− δim

(
δjlδkn − δjnδkl

)
+ δin

(
δjlδkm − δjmδkl

)
= δilδjmδkn + δimδjnδkl + δinδjlδkm − δilδjnδkm − δimδjlδkn − δinδjmδkl

• Το σύµβολο των Levi-Civita έχει 27 στοιχεία, εκ των οποίων τα 3 × (6 + 1) = 21 είναι µηδέν. Τα τρία
στοιχεία είναι +1 ενώ τα άλλα τρία είναι −1.
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Πρόβληµα 1.62 Ας υπολογίσουµε το τριπλό εξωτερικό γινόµενο τριών διανυσµάτωνA, B καιC,A×(B ×C).
Επίσης ϑα δείξουµε ότι ισχύει η ταυτότητα

∇× (∇×A) =∇ (∇ ·A)−∇2A

Λύση:

Η συνιστώσα m του διανύσµατος αυτού ϑα είναι(
A× (B ×C)

)
m

= εmniAn (B ×C)i = εmniAnεijkBjCk = εmniεijkAnBjCk

= εimnεijkAnBjCk

όπου κάναµε µια κυκλική µετάθεση στο εmni = εimn
(1)
=
(
δmjδnk − δmkδnj

)
AnBjCk = δmjδnkAnBjCk − δmkδnjAnBjCk

= AkBmCk −AjBjCj = BmAkCk︸ ︷︷ ︸
A·C

−CkAjBj︸ ︷︷ ︸
A·C

=
(
B (B ×C)

)
m
−
(
C (A ·B)

)
m

⇒ A× (B ×C) = B (A ·C)−C (A ·B)

Το ανάδελτα ∇ σε καρτεσιανές συντεταγµένες είναι

∇ =
∂

∂x1
+

∂

∂x2
+

∂

∂x3
, όπου x1 = x, x2 = y, x3 = z

Θα γράφουµε ως ∂i ≡
∂

∂xi
την i−συνιστώσα του διανύσµατος ∇. Σε αυτή την περίπτωση, η i−συνιστώσα της

έκφρασης ∇× (∇×A) µπορεί να αναλυθεί ως ακολούθως(
∇× (∇×A)

)
i

= εijk∂j (∇×A)k = εijk∂jεklm∂lAm = εkijεklm∂j∂lAm
(1)
=
(
δilδjm − δimδjl

)
∂j∂lAm = δilδjm∂j∂lAm − δimδjl∂j∂lAm

∂m∂iAm − ∂l∂lAi = ∂i (∂mAm)− (∂l∂l)Ai =
(
∇ (∇ ·A)

)
i
−
(
∇2A

)
i

⇒∇× (∇×A) =∇ (∇ ·A)−∇2A

Πρόβληµα 1.63 Θα αναλύσουµε την έκφραση ∇ · (A×B) και ϑα δείξουµε την ταυτότητα

∇ · (A×B) = B · (∇×A)−A · (∇×B)

Λύση:

∇ · (A×B) = ∂i (A×B)i = ∂i

(
εijkAjBk

)
= εijk∂i

(
AjBk

)
= εijk

(
Bk∂iAj +Aj∂iBk

)
= εijkBk∂iAj + εijkAj∂iBk

= Bk εijk︸︷︷︸
εkij

∂iAj +Aj εijk︸︷︷︸
εjik

∂iBk = Bk (∇×A)k −Aj (∇×B)j

= B · (∇×A)−A · (∇×B)
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Πρόβληµα 1.64 Θα δείξουµε την ταυτότητα

∇× (ΦA) = (∇Φ)×A+ Φ (∇×A)

Λύση:

Η i−συνιστώσα του αριστερού µέλους ϑα είναι(
∇× (ΦA)

)
i

= εijk∂j (ΦAk) = εijk

[(
∂jΦ

)
Ak + Φ

(
∂jAk

)]
= εijk

(
∂jΦ

)
Ak + Φεijk∂jAk

= (∇Φ×A)i + Φ (∇×A)i = (∇Φ×A+ Φ∇×A)i

⇒∇× (ΦA) =∇Φ×A+ Φ∇×A

Πρόβληµα 1.65 Θα δείξουµε την ταυτότητα ∇ · (ΦA) = Φ∇ ·A+ (∇Φ) ·A

∇ · (ΦA) = ∂i (ΦAi) = (∂iΦ)Ai + Φ(∂iAi) = (∇Φ) ·A+ Φ∇ ·A

΄Οµοια το ∇(Φ1Φ2) ϑα είναι[
∇(Φ1Φ2)

]
i

= ∂i (Φ1Φ2) = (∂iΦ1) Φ2 + Φ1 (∂iΦ2) = (∇Φ1) Φ2 + Φ1∇Φ2

Πρόβληµα 1.66 Θα αναλύσουµε την ποσότητα

(A×B) · (C ×D) = (A×B)i (C ×D)i

Λύση:

(A×B) · (C ×D) = εijkAjBkεilmClDm = εijkεilmAjBkClDm

=
(
δjlδkm − δjmδjl

)
AjBkClDm = δjlδkmAjBkClDm − δjmδklAjBkClDm

= AlBmClDm −AmBlClDm = (AlCl)(BmDm)− (AmDm)(BlCl)

= (A ·C) (B ·D)− (A ·D) (B ·C)

Πρόβληµα 1.67 Ας αναλύσουµε την i−συνιστώσα του διανύσµατος (A×B) × (C ×D) και να δείξετε την
ταυτότητα

(A×B)× (C ×D) =
[
(A×B) ·D

]
C −

[
(A×B) ·C

]
D

Λύση:

[
(A×B)× (C ×D)

]
i

= εijk (A×B)j (C ×D)k[
(A×B)× (C ×D)

]
i

= εijk (A×B)j εklmClDm = εkijεklm (A×B)j ClDm

=
(
δilδjm − δimδjl

)
(A×B)j ClDm = (A×B)mCiDm − (A×B)j CjDi

= (A×B)mDm︸ ︷︷ ︸
(A×B)·D

Ci − (A×B) ·CDi =
[
(A×B) ·DC

]
i
−
[
(A×B) ·CD

]
i

⇒ (A×B)× (C ×D) =
[
(A×B) ·D

]
C −

[
(A×B) ·C

]
D
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Πρόβληµα 1.68 Θα δείξουµε την ταυτότητα

∇ (A ·B) = (A ·∇)B + (B ·∇)A+A× (∇×B) +B × (∇×A)

Λύση:

Θα ξεκινήσουµε από τους όρους[
A× (∇×B)

]
i
+
[
B × (∇×A)

]
i

=

= εijkAj (∇×B)k + εijkBj (∇×A)k = εijkAjεklm∂lBm + εijkBjεklm∂lAm

= εijkεklmAj∂lBm + εijkεklmBj∂lAm = εkijεklmAj∂lBm + εkijεklmBj∂lAm

=
(
δilδjm − δimδjl

)
Aj∂lBm +

(
δilδjm − δimδjl

)
Bj∂lAm = Am∂iBm −Al∂lBi +Bm∂iAm −Bl∂lAi

= ∂i (AmBm)((((
((−Bm∂iAm −Al∂lBi((((((+Bm∂iAmBl∂lAi

=
[
∇ (A ·B)

]
i
−
[
(A ·∇)B

]
i
−
[
(B ·∇)A

]
i

⇒ A× (∇×B) +B × (∇×A) =∇ (A ·B)− (A ·∇)B − (B ·∇)A

⇒∇ (A ·B) = (A ·∇)B + (B ·∇)A+A× (∇×B) +B × (∇×A)

όπου ∂i = ∂/∂xi, ∀ i = 1, 2, 3 µε x1 = x, x2 = y, x3 = z καρτεσιανές συντεταγµένες.

Πρόβληµα 1.69 Θα δείξουµε την ταυτότητα

∇× (A×B) = A (∇ ·B)−B (∇ ·A) + (B ·∇)A− (A ·∇)B

Λύση:

Η i− συνιστώσα του αριστερού µέλους ϑα είναι

[
∇× (A×B)

]
i

= εijk∂j (A×B)k =

εkij︷︸︸︷
εijk ∂j (εklmAlBm) =

(
δilδjm − δimδjl

) [
Bm∂yAl +Al∂jBm

]
= δilδjmBm∂jAl + δilδjmAl∂jBm − δimδjlBm∂jAl − δimδjlAl∂jBm
= Bm∂mAi +Ai∂mBm −Bi∂lAl −Aj∂jBi
=
[
(B ·∇)A

]
i
+
[
A (∇ ·B)

]
i
−
[
B (∇ ·A)

]
i
−
[
(A ·∇)B

]
i

⇒∇× (A×B) = (B ·∇)A+A (∇ ·B)−B (∇ ·A)− (A ·∇)B

Πρόβληµα 1.70 Θα δείξουµε οτι

∇ · (∇×A) = 0 και ∇× (∇Φ) = 0

Λύση:

Για την αριστερή σχέση έχουµε

∇ · (∇×A) = ∂i (∇×A)i = ∂iεijk∂jAk = εijk∂i∂jAk

= εijk∂j∂i︸ ︷︷ ︸
∂i∂j=∂j∂i

Ak = −εjik∂j∂iAk = − εijk∂i∂j︸ ︷︷ ︸
i→j&j→i

Ak

= −∇ · (∇×A) ⇒ 2∇ · (∇×A) = 0 ή ∇ · (∇×A) = 0
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Για την δεξιά σχέση έχουµε[
∇× (∇Φ)

]
i

= εijk∂j (∇Φ)k = εijk∂j∂kΦ = −εikj∂j∂kΦ = − εijk∂k∂j︸ ︷︷ ︸
j→k&k→j

Φ

= − εijk∂j∂k︸ ︷︷ ︸
∂k∂j=∂j∂k

Φ = −
[
∇× (∇Φ)

]
i

⇒
[
∇× (∇Φ)

]
i

= 0

και εποµένως συµπεράινουµε ότι ∇× (∇Φ) = 0.

Πρόβληµα 1.71 Θα δείξουµε ότι για κάθε διανυσµατικό πεδίο A ισχύει η ταυτότητα

∇2 (r ·A) = 2∇ ·A+ r ·∇2A

όπου r = xx̂+ yŷ + zẑ είναι το διάνυσµα ϑέσης.

Λύση:

Θα αναλύσουµε τον όρο ∇2 (r ·A) ως ακολούθως

∇2 (r ·A) = ∂i∂i (rkAk) = ∂i

[
(∂irk)︸ ︷︷ ︸
δik

Ak + rk∂iAk

]
= δik∂iAk + ∂irk︸︷︷︸

δik

(∂iAk) + rk∂i∂iAk

= ∂iAi︸︷︷︸
∇·A

+ ∂kAk︸ ︷︷ ︸
∇·A

+

r·∇2A︷ ︸︸ ︷
rk ∂i∂i︸︷︷︸
∇2

Ak

= 2∇ ·A+ r · ∇2A



2
Νόµοι του Νεύτωνα

Πρόβληµα 2.1 ΄Ενα πυροβόλο στην ακτή ϐάλλει εναντίον πλοίου που έρχεται κατ΄ ευθείαν επάνω του µε ταχύτητα
vπλ = 40 km/h. Την στιγµή της ϐολής η απόσταση του πλοίου είναι L = 1500 m. Η ταχύτητα κάννης του
ϐλήµατος είναι vϐλ = 700 m/s. Αγνοούµε την αντίσταση του αέρα.

(α) Ποια είναι η γωνία ϐολής, θ, του πυροβόλου;

(ϐ) Πόσο είναι το χρονικό διάστηµα µεταξύ ϐολής και πρόσκρουσης;

Λύση:

(α) Η ταχύτητα του πλοίου είναι vπλ = 40 km/h = 11.11 m/s. Η κίνηση του ϐλήµατος περιγράφεται από τη
σχέση

rϐλ = vϐλ cos θtx̂+

[
vϐλ sin θt− 1

2
gt2
]
ŷ

Η κίνηση του πλοίου περιγράφεται από τη σχέση

rπλ = (L− vπλt)x̂

όταν το ϐλήµα κτυπά το πλοίο η συντεταγµένη y µηδενίζεται. ΄Αρα

vϐλ sin θt− 1

2
gt2 = 0 (2.1)

Επίσης η x συντεταγµένη του πλοίου και του ϐλήµατος ταυτίζονται

vϐλ cos θt = L− vπλt

⇒ t =
L

vϐλ cos θ + vπλ
(2.2)

Αντικαθιστώντας την (2) στην (2) ϐρίσκουµε

700 sin θ =
15000

1400 cos θ + 22, 22
⇒ θ = 8, 6o

όπου η λύση ϐρέθηκε µε τη ϐοήθεια ηλεκτρονικού υπολογιστή.

(ϐ) Ο ολικός χρόνος της ϐολής είναι

t =
1500

700 cos 8, 6o + 11, 11
= 21, 3 s
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Πρόβληµα 2.2 Μηχανή επιταχύνει µια µάζα m κατά µήκος µιας ευθείας γραµµής παράγοντας σταθερή ισχύ
P . Αν η µάζα αρχίζει την κίνησή της από την ηρεµία, δείξτε ότι η διανυόµενη απόσταση σε χρόνο t είναι

s =

(
9Pt3

2m

)1/2

Λύση:

Από τον ορισµό της ισχύος έχουµε

P =
dW

dt
=
Fdx

dt
= Fv

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει τις γνωστές σχέσεις του έργου dW = Fdx και της ταχύτητας v = dx/dt. Εποµένως,
η παραπάνω σχέση ϑα µας δώσει (αφού F = mdv/dt)

P = mv
dv

dt
⇒
ˆ P

0

P

m
dt =

1

2

ˆ v2

0
dv2 ⇒ v2 =

2Pt

m
⇒ v =

(
2Pt

m

)1/2

Η διανυόµενη απόσταση σε χρόνο t ϑα είναι

dx

dt
= v ⇒ s =

ˆ s

0
dx =

ˆ t

0

(
2Pt

m

)1/2

dt =

(
2P

m

)1/2 3t3/2

2
=

(
9Pt3

2m

)1/2

Πρόβληµα 2.3 ∆είξτε ότι στην οµαλά επιταχυνόµενη ευθύγραµµη κίνηση, η µέση ταχύτητα στο χρονικό
διάστηµα ∆t = [t1, t2] ισούται µε τη στιγµιαία ταχύτητα στο µέσο του χρονικού αυτού διαστήµατος, δηλαδή τη
χρονική στιγµή t = t1 + ∆t/2.

Λύση:

Η µέση ταχύτητα υ στο χρονικό διάστηµα [t1, t2] είναι ίση µε

υ =
∆x

∆t
=
x2 − x1

t2 − t1
και επειδή αναφερόµαστε σε οµαλά επιταχυνόµενη ευθύγραµµη κίνηση, η παραπάνω σχέση γίνεται

υ =
x2 − x1

t2 − t1
=
υ0t2 + (1/2)at22 − υ0t1 − (1/2)at21

t2 − t1

⇒ υ = υ0 +
1

2
a
t22 − t21
t2 − t1

= υ0 +
1

2
a(t2 + t1)

Η στιγµιαία ταχύτητα υ(t) στο µέσον του χρονικού διαστήµατος [t1, t2] (δηλαδή τη χρονική στιγµή t = t1 +∆t/2)
είναι ίση µε

υ(t) = υ0 + at = υ0 + a

(
t1 +

∆t

2

)
= υ0 + a

(
t1 +

t2 − t1
2

)
= υ0 + a

(
t1 + t2

2

)
΄Αρα οι δύο ταχύτητες, υ και υ(t) = υ

(
t1 + ∆t/2

)
, είναι µεταξύ τους ίσες.

Πρόβληµα 2.4 ΄Ενα σωµατίδιο µάζας m κινείται µε σταθερή ταχύτητα v0 στη διεύθυνση x. Τη στιγµή t = 0
εισέρχεται σε αέριο µε αποτέλεσµα να ασκείται πάνω του δύναµη F = −γ′v, όπου γ′ είναι µια σταθερά.

(α) Βρείτε την κίνηση του σωµατιδίου για t > 0.

(ϐ) Θεωρήστε ότι µια επιπλέον σταθερή δύναµη F ′ ασκείται στο σωµατίδιο κατά τη διεύθυνση του x. Βρείτε
τη νέα κίνηση του σωµατιδίου. Εξετάστε την περίπτωση που ο χρόνος t ≥ 1/γ, όπου γ = γ′/m.
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Λύση:

(α) Η εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου µπορεί να ϐρεθεί από τον δεύτερο νόµο του Newton

F = m
dv

dt

⇒ −γ′vx̂ = m
dv

dt
x̂

εφ΄ όσον η κίνηση είναι κατά τον άξονα του x. Ολοκληρώνοντας την παραπάνω εξίσωση από t = 0 ως µια τυχαία
χρονική στιγµή t, ϑα έχουµε

ˆ v

v0

m
dv

v
= −

ˆ t

0
γ′dt

⇒ m ln

(
v

v0

)
= −γ′t

αντικαθιστώντας γ = γ′/m έχουµε για την ταχύτητα

v(t) = v0e−γt

Η ϑέση, x(t), του σωµατιδίου µπορεί να ϐρεθεί ολοκληρώνοντας την συνάρτηση της ταχύτητας

dx

dt
= v(t) = v0e−γt

⇒
ˆ x

0
dx = v0

ˆ t

0
e−γtdt

⇒ x(t) =
v0

γ

(
1− e−γt

)
(ϐ) Στην περίπτωση που έχουµε µια ακόµη σταθερή δύναµη F ′ ο δεύτερος νόµος του Νεύτωνα γράφεται

F = m
dv

dt

⇒ (−γ′v + F ′)x̂ = m
dv

dt
x̂

⇒ dv

dt
+ γv = f

όπου f = F ′/m και γ = γ′/m. Η παραπάνω διαφορική εξίσωση µπορεί να γραφτεί ως εξής

dv

f − γv
= dt

⇒
ˆ v

v0

d(f − γv)

f − γv
= −γt

⇒ ln

(
f − γv
f − γv0

)
= −γt

⇒ v(t) = v0e−γt +
f

γ

(
1− e−γt

)
(2.3)

Οµοίως, η ϑέση x(t) του σωµατιδίου µπορεί να ϐρεθεί ολοκληρώνοντας τη συνάρτηση της ταχύτητας
ˆ x

0
dx = v0

ˆ t

0
e−γtdt+

f

γ

ˆ t

0
(1− e−γt)dt

⇒ x(t) =
v0

γ
(1− e−γt) +

f

γ
t+

f

γ2
(e−γt − 1)
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Για t ≥ 1/γ η ταχύτητα του σωµατιδίου, όπως εκφράζεται στη σχέση (2), ανάγεται στην εξίσωση

v ' f

γ

που µπορεί να ϑεωρηθεί ως η δύναµη F ′ στην εξίσωση

dv

dt
=
F ′

m
= f

εφ’οσον έχει λύση της µορφής v(t) = ft να ενεργεί για χρόνο 1/γ και µετά να µην έχει καµιά επίδραση στο
σωµατίδιο.

Πρόβληµα 2.5 Θεωρήστε ότι η τροχιά ενός δορυφόρου ϐρίσκεται λίγο πιο έξω από τον ισηµερινό ενός οµογενούς
σφαιρικού πλανήτη µε πυκνότητα ρ. ∆είξατε ότι η περίοδος T της κίνησης σε µια τροχιά εξαρτάται µόνο από την
πυκνότητα του πλανήτη. ∆ώστε τη σχέση για τη περίοδο T συναρτήσει του ρ και της σταθεράς του Νεύτωνα.

Λύση:

Η δύναµη της ϐαρύτητας που κρατά το δορυφόρο ϑα συνδέεται µε την κεντροµόλο επιτάχυνση v2/R

m
v2

R
= G

Mm

R2
(2.4)

όπου M,m είναι η µάζα του πλανήτη, του δορυφόρου αντιστοίχως και R η ακτίνα του πλανήτη. Υποθέτουµε ότι
ο δορυφόρος κινείται σε ακτίνα r ≈ R (κοντά στην επιφανεία του πλανήτη). Η ταχύτητα του δορυφόρου είναι

v = ωR =
2π

T
R

όπου ω, T είναι η γωνιακή ταχύτητα και η περίοδος του δορυφόρου αντιστοίχως.
Η µάζα του πλανήτη εκφράζεται µέσω της πυκνότητας ρ του πλανήτη

M = ρV

⇒M = ρ
4

3
πR3

όπου ρ, V είναι η πυκνότητα και ο όγκος του πλανήτη. ΄Αρα η Εξίσωση (2) ϑα είναι

4π2R2

RT 2
=
GM

R2
=

4

3
GρπR

⇒ T =

(
3π

Gρ

)1/2

Πρόβληµα 2.6 Ποιο σώµα τρέχει ταχύτερα, η Σελήνη ή ένας δορυφόρος που ταξιδεύει γύρω από τη Γη µε ακτίνα
µεγαλύτερη από την ακτίνα της Γης ; Ποιος είναι ο λόγος των ταχυτήτων συναρτήσει του λόγου των ακτίνων των
τροχιών ; Ποιος είναι ο λόγος των περιόδων ; Γνωρίζοντας ότι η Σελήνη έχει περίοδο 27 ηµερών µε ακτίνα τροχιάς
384 000 km και ότι η ακτίνα της Γης είναι 6400 km, ϐρείτε την περίοδο του δορυφόρου.

Λύση:

Η δύναµη της ϐαρύτητας της Γης που κρατά ένα σώµα µάζαςm σε απόσταση r, ϑα συνδέεται µε την κεντροµόλο
επιτάχυνση v2/r

m
v2

r
= G

Mm

r2

⇒ v =

(
G
M

r

)1/2
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όπου M,R είναι η µάζα και ακτίνα της Γης, αντιστοίχως. Επιπλέον, αν αντικαταστήσουµε τη γωνιακή ταχύτητα
ω = v/r = 2π/T µε την περίοδο της κυκλικής τροχιάς, ϑα έχουµε

ω2r3 = GM

⇒ 4π2

T 2
r3 = GM

⇒ T 2 =

(
4π2

GM

)
r3 (2.5)

Αυτή η σχέση είναι ο τρίτος νόµος του Keppler.
Αν ϑεωρήσουµε ένα δορυφόρο και τη Σελήνη σε ακτίνα rδ και rσ αντιστοίχως, ϑα έχουµε για το λόγο των
ταχυτήτων

vσ
vδ

=

(
rδ
rσ

)1/2

< 1

άρα ο δορυφόρος ϑα κινείται ταχύτερα από τη Σελήνη.
Ο λόγος των περιόδων µε τη ϐοήθεια της σχέσης (2) µας δίνει

Tσ
Tδ

=

(
rσ
rδ

)3/2

όπου rσ = 384000 km, rδ = 6400 km και Tδ = 27×24×60 = 38 880 min. ΄Αρα η περίοδος του δορυφόρου είναι

Tδ ≈ 84 min

Πρόβληµα 2.7 ΄Ενα σώµα µάζας m αφήνεται µε µηδενική αρχική ταχύτητα στην επιφάνεια µιας λίµνης (πολύ
µεγάλου ϐάθους) και συνέχεια ϐυθίζεται κατακόρυφα προς τον πυθµένα της λίµνης. Στο σώµα εξασκούνται οι
ακόλουθες δυνάµεις: το ϐάρος του B = mgẑ, η άνωση A = −Aẑ και µια δύναµη αντίστασης −γv, όπου γ
είναι µία σταθερά και v η ταχύτητα του σώµατος. Το µοναδιαίο διάνυσµα ẑ έχει διεύθυνση κατακόρυφη προς
τον πυθµένα της λίµνης. Υποθέτουµε ότι A < mg.

(α) Να γράψετε την εξίσωση κίνησης του σώµατος για t > 0.

(ϐ) Να ϐρείτε τη ϑέση του σώµατος (δηλ. την απόσταση από την επιφάνεια της λίµνης) για t > 0.

(γ) Να υπολογίσετε την κινητική ενέργεια του σωµατιδίου για t� 1/λ, όπου λ ≡ γ/m.

(δ) Να υπολογίσετε το έργο της ϐάρους B = mgẑ µέχρι τη χρονική στιγµή t, υποθέτοντας ότι t � 1/λ.
Σχολιάστε τα αποτελέσµατα των ερωτήσεων (γ) και (δ) σχετικά µε τη διατήρηση της ολικής ενέργειας.

Λύση:

(α) Από το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν όλες τις δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα, ϑα
έχουµε

m
dv

dt
= mg −A− γv

⇒ dv

dt
= f − λv

όπου f ≡ g −A/m και λ ≡ γ/m.
Η εξίσωση µπορεί να ολοκληρωθεί γράφοντας

dv

f − λv
= dt
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⇒
ˆ v(t)

0

dv

f − λv
=

ˆ t

0
dt

⇒
ˆ v(t)

0

d(f − λv)

f − λv
= −λ

ˆ t

0
dt

⇒ ln

(
f − λv
f

)
= −λt

⇒ v =
f

λ
− f

λ
e−λt =

f

λ
(1− e−λt) (2.6)

(ϐ) Η ϑέση του σώµατος, z(t), µπορεί να ϐρεθεί ολοκληρώνοντας τη σχέση (2)

dz

dt
= v =

f

λ
− f

λ
e−λt

⇒
ˆ z

0
dz =

ˆ t

0

(
f

λ
− f

λ
e−λt

)
dt

⇒ z(t) =
f

λ
t+

f

λ2
e−λt − f

λ2

(γ) Για τη συνθήκη t� 1/λ έχουµε

t� 1/λ ⇒ λt� 1 ⇒ e−λt � 1 ⇒ v(t) ' f

λ

΄Αρα η κινητική ενέργεια, T = (1/2)mv2, του σώµατος εκφράζεται ως

T =
1

2
mv2 =

1

2
m

(
f

λ

)2

=
1

2
m

(
mg −A

γ

)2

όπου αντικαταστήσαµε f = g −A/m και λ = γ/m.

(δ) Οµοίως για τη ϑέση, z(t), του σώµατος όταν t� 1/λ ϑα έχουµε

z(t) ' f

λ2
λt− f

λ2
=

f

λ2
(λt− 1)

' f

λ
t '

(
mg −A

γ

)
t

΄Αρα το έργο της ϐαρυτικής δύναµης µέχρι κάποια χρονική στιγµή t ϑα είναι

W = mgz(t) =

(
mgf

λ

)
t = mg

(
f

λ

)
t

και όπως ϐλέπουµε αυξάνεται γραµµικά µε το χρόνο, αντίθετα µε την κινητική ενέργεια που παραµένει σταθερή.
Η διαφορά οφείλεται στην ύπαρξη της άνωσης και της αντίστασης, µέσω των οποίων το έργο του ϐάρους µείον
το έργο της άνωσης [W (ϐάρος - άνωση)] µεταβάλλεται σε ϑερµότητα.

Πρόβληµα 2.8 Σωµατίδια λάσπης πετάγονται από την επιφάνεια ενός τροχού ακτίναςR που κινείται µε σταθερή
ταχύτητα v0 χωρίς να ολισθαίνει.

(α) Βρείτε την ταχύτητα των σωµατιδίων λάσπης που εκτοξεύονται κατά την στιγµή της απελευθέρωσης τους
από ένα σηµείο που ορίζεται από τη γωνία θ ως προς το οριζόντιο επίπεδο.

(ϐ) Βρείτε τη µέγιστη γωνία θmax για την οποία επιτυγχάνεται το µέγιστο ύψος. Ποιο είναι αυτό το µέγιστο
ύψος, hmax;
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Λύση:

θ

R

υ0

υ0

Σχήµα 2.1

(α) Θεωρούµε ένα σωµατίδιο λάσπης που εκτοξεύεται από ένα σηµείο της περιφέρειας του τροχού όπως δείχνει το
σχήµα 2.1. Η ταχύτητα του σωµατιδίου στον οριζόντιο άξονα ϑα οφείλεται στη γραµµική ταχύτητα του τροχού και
επιπλέον στην κυκλική ταχύτητα ενώ κατά µήκος του κάθετου άξονα ϑα οφείλεται µόνο στην κυκλική ταχύτητα.
΄Αρα για τις συνιστώσες της ταχύτητας ϑα έχουµε

vx = v0 + v0 sin θ, vy = v0 cos θ

και η ολική ταχύτητα είναι

v =
√

2v2
0(1 + sinθ)

(ϐ) Το σωµατίδιο ϑα εκτελέσει µια ϐολή και όπως γνωρίζουµε το µέγιστο ύψος της τροχιάς της ϐολής ϑα είναι

h = y0 +
v2
y

2g

όπου y0 = R(1 + sin θ) είναι η αρχική ϑέση της ϐολής (y = 0 είναι στο επίπεδο του εδάφους) και g η επιτάχυνση
της ϐαρύτητας. ΄Αρα το µέγιστο ϑα είναι

h = R(1 + sin θ) +
v2

0 cos2 θ

2g

και η µέγιστη γωνία, θmax, ϑα συµβεί όταν η πρώτη παράγωγος του h ως προς το θ είναι µηδέν

0 =
dh

dθ
= cos θ

(
R− v2

0 sin θ

g

)

⇒ sin θ =
Rg

v2
0

ή cos θ = 0

⇒ θ = arcsin

(
Rg

v2
0

)
ή θ =

π

2

Από τις δύο αυτές λύσεις, το µέγιστο ύψος hmax ϑα συµβεί όταν

sin θ =
Rg

v2
0
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(η άλλη λύση, θ = π/2, ϑα δώσει h = 2 R) και ϑα είναι

hmax = R

(
1 +

Rg

v2
0

)
+
v2

0

2g

(
1− R2g2

v4
0

)
= R+

R2g

2v2
0

+
v2

0

2g

Πρόβληµα 2.9 ΄Ενα σώµα µάζαςm µπορεί να κινείται πάνω στο οριζόντιο επίπεδο xy, χωρίς τριβές. Τη χρονική
στιγµή t = 0 ϐρίσκεται στο σηµείο (x = 0, y = 0) και έχει ταχύτητα v(0) = v0ŷ, όπου v0 > 0. Πάνω στο σώµα
ασκείται η δύναµη F = (α− βt)x̂− βtŷ, όπου α, β > 0 σταθερές.

(α) Να διατυπώσατε την εξίσωση κίνησης του σώµατος.

(ϐ) Να υπολογίσετε την ταχύτητα, v(t), του σώµατος συναρτήσει του χρόνου.

(γ) Να υπολογίσετε τις συντεταγµένες x(t), y(t) του σώµατος συναρτήσει του χρόνου.

(δ) Να ϐρείτε τη σχέση που πρέπει να συνδέει τις σταθερές α, β και v0, ώστε να µπορέσει το σώµα να
ξαναπεράσει από το σηµείο x = 0, y = 0.

Λύση:

(α) Η εξίσωση κίνησης του σώµατος είναι

F = m
dv

dt

⇒ m
dv

dt
= (α− βt)x̂− βtŷ (2.7)

(ϐ) Από τη σχέση (2) έχουµε

dvx
dt

=
α− βt
m

⇒ vx =

(
αt

m
− βt2

2m

)
(2.8)

dvy
dt

= −βt
m

⇒ vy = v0 −
βt2

2m
(2.9)

(γ) Ολοκληρώνοντας τις σχέσεις (2) και (2) ϐρίσκουµε τις συντεταγµένες του διανύσµατος ϑέσεως του σώµατος

x(t) =
αt2

2m
− βt3

6m
(2.10)

y(t) = v0t−
βt3

6m
(2.11)

(δ) Για να ξαναπεράσει το σώµα από το σηµείο (x, y) = (0, 0) πρέπει η (2) και η (2) να µηδενίζονται. ΄Αρα

x(t) = 0⇒
(
α

2m
− βt

6m

)
t2 = 0 (2.12)

y(t) = 0⇒

(
v0 −

βt2

6m

)
t = 0 (2.13)

Από τις (2) και (2) ϐλέπουµε ότι οι λύσεις είναι t = 0 (που είναι η ώρα εκκίνησης) και

t =
3α

β
(2.14)
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αντικαθιστώντας τη σχέση (2) στην (2) ϐρίσκουµε

v0 =
3α2

2βm

Πρόβληµα 2.10 Μια µάζα m είναι δεµένη στο ένα άκρο ενός ελατηρίου, και κινείται σε µια οριζόντια ευθεία.
Η µετατόπιση της µάζας από το σηµείο ισορροπίας της δίνεται από τη σχέση

x(t) = A+B sin(ωt+ φ)

όπου τα µεγέθη A,B, ω και φ είναι σταθερά και γνωστά.

(α) Να ϐρείτε την ολική δύναµη που ασκείται πάνω στη µάζα στην κατεύθυνση x, και δείξατε ότι, εκτός από
τη δύναµη του ελατηρίου Fελ, ασκείται στη µάζα και µια άλλη δύναµη, Fεξ. Βρείτε το µέγεθος της Fεξ.

(ϐ) Τη χρονική στιγµή t = 0, και καθώς η µάζα κινείται όπως αναφέρθηκε στο (α), η δύναµη Fεξ αφαιρείται.
Να ϐρείτε την κίνηση που ϑα εκτελέσει η µάζα για t ≥ 0.

Λύση:

(α) Από το δεδοµένο διάνυσµα ϑέσης µπορούµε να ϐρούµε την ταχύτητα και την επιτάχυνση

x(t) = A+B sin (ωt+ φ) (2.15)
⇒ ẋ(t) = Bω cos (ωt+ φ)

⇒ ẍ(t) = −Bω2 sin (ωt+ φ) (2.16)

Χρησιµοποιώντας τη σχέση (2), η (2) γίνεται

ẍ(t) = −Bω2

(
x−A
B

)
⇒ ẍ = −ω2x+ ω2A

Η ολική δύναµη Fολική είναι ίση µε

Fολική = mẍ = −mω2x+mω2A

Ο πρώτος όρος −mω2x αποτελεί την Fελ ενώ ο δεύτερος όρος τη Ϲητούµενη

Fεξ = mω2A

(ϐ) Για t = 0 έχουµε ως αρχικές συνθήκες για τη µελλοντική κίνηση (t > 0) της µάζας

x(t = 0) = A+B sinφ και v(t = 0) = Bω cosφ

F (t = 0) = mv̇ = −mω2x

΄Οταν η δύναµη Fεξ αφαιρεθεί το Α = 0 εφ΄ όσον έχουµε Fεξ = mω2A και η εξίσωση κίνησης ϑα είναι αυτή ενός
απλού αρµονικού ταλαντωτή

m
dv

dt
= −mω2x

Η εξίσωση κίνησης για A = 0 ϑα είναι
x(t) = f sin(ωt+ θ)

όπου οι σταθερές θ, f ϑα πρέπει να προσδιορισθούν από τις αρχικές συνθήκες ως ακολούθως.
Για την αρχική συνθήκη x(t = 0) = A+B sinφ ϑα έχουµε

x(t = 0) = f sin θ = A+B sinφ (2.17)
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και για την αρχική συνθήκη v(t = 0) = Bω cosφ ϑα έχουµε

v(t = 0) = fω cos θ = Bω cosφ

⇒ f cos θ = B cosφ (2.18)

Αν διαιρέσουµε τις εξισώσεις (2) και (2) ϑα πάρουµε

tan θ =
A+B sinφ

B cosφ

⇒ θ = arctan

(
A+B sinφ

B cosφ

)
Αν υψώσουµε στο τετράγωνο και προσθέσουµε τις σχέσεις (2) και (2) ϑα έχουµε την έκφραση της σταθεράς f

f2 = A2 +B2 + 2AB sinφ

⇒ f =
√
A2 +B2 + 2AB sinφ

Πρόβληµα 2.11 ∆υο σωµατίδια µε ίσες µάζες συγκρούονται ελαστικά (η ολική κινητική ενέργεια των σωµατιδίων
διατηρείται). ∆είξτε ότι αν αρχικά το ένα είχε ταχύτητα µηδέν, τότε µετά την κρούση αν και τα δύο σώµατα
κινούνται, οι ταχύτητες των δύο σωµατιδίων σχηµατίζουν γωνία 90o .

Λύση:

Από την αρχή διατήρησης της ορµής έχουµε

mv1 + 0 = mv′1 +mv′2

⇒ v1 = v′1 + v′2 (2.19)

Από την αρχή διατήρησης της ενέργειας έχουµε

1

2
mv2

1 =
1

2
mv′21 +

1

2
mv′22

⇒ v2
1 = v′21 + v′22 (2.20)

Από την (2) έχουµε
v2

1 = (v′1 + v′2) · (v′1 + v′2) = v′21 + v′22 + 2v′1 · v′2

Χρησιµοποιώντας την (2) συµπεραίνουµε ότι

v′1 · v′2 = 0

΄Αρα οι ταχύτητες των δύο σωµατιδίων µετά την κρούση είναι κάθετες v′1⊥v′2 .

Πρόβληµα 2.12 Σωµατιδίου µάζας m = 1 κινείται ϑπό τη δράση µιας κεντρικής δύναµης της µορφής F =
−γ/r2, όπου r =

√
x2 + y2 είναι η απόσταση του σωµατιδίου από το κέντρο Ο της δύναµης και γ είναι µια

σταθερά για την οποία, για γ > 0 έχουµε ελκτική δύναµη ενώ για γ < 0 απωστική δύναµη. Τα x(t), y(t) είναι
οι καρτεσιανές συντεταγµένες της ϑέσης του σωµατιδίου.
Να δείξετε ότι η τροχιά του σωµατιδίου µπορεί να περιγραφεί από τη σχέση

r = Ax+By + C ή
(
x2 + y2

)1/2
= Ax+By + C

όπου A, B, C είναι σταθερές που προσδιοπίζονται από τις αρχικές συνθήκες. Ο τρόπος αυτής της λύσης του
προβλήµατος οφείλεται στον Pierre Simon Laplace.
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(x, y)

x

y

r

O

Σχήµα 2.2

Λύση:

Στην περίπτωση περίπτωση της κεντρικής δύναµης οι εξισώσεις κίνησης ϑα είναι

d2x(t)

dt2
= ẍ = −γx

r3
,

d2y(t)

dt2
= ÿ = −γy

r3
(2.21)

Από τις εξισώσεις (2) έχουµε
r3ẍ = −γx, r3ÿ = −γy

Λαµβάνοντας την πρώτη παράγωγο ως προς το χρόνο, τότε ϑα λάβουµε

d(r3ẍ)

dt
= −γdx

dt
= −γẋ, d(r3ÿ)

dt
= −γdy

dt
= −γẏ (2.22)

Από τη σχέση r2 = x2 + y2, λαµβάνοντας την πρώτη παράγωγο ϑα έχουµε

d(r2)

dt
=

d(x2)

dt
+

d(y2)

dt

⇒ 2r
dr

dt
= 2x

dx

dt
+ 2y

dy

dt
⇒ rṙ = xẋ+ yẏ (2.23)

Ας υπολογίσουµε την ποσότητα ẋẍ+ ẏÿ

ẋẍ+ ẏÿ
(2)
= −ẋγ x

r3
− ẏ γy

r3
= −γ(xẋ+ yẏ)

r3

(2)
= −γ rṙ

r3
= −γ ṙ

r2
(2.24)

Τώρα ϑα υπολογίσουµε την ποσότητα xẍ+ yÿ

xẍ+ yÿ =
1

2
r2 d2

dt2

 d

dt

(
r2
)

︸ ︷︷ ︸
2rṙ

 = r2 d2

dt2
(rṙ)

(2)
= r2 d2

dt2
(xẋ+ yẏ)

(2)
= r2 d

dt

(
xẍ+ yÿ + ẋ2 + ẏ2

)
= r2

[
d

dt

(
−γ
r

)
− 2γṙ

r2

]
= r2

[
γ

r2
ṙ − 2γṙ

r2

]
= −r2

(
−γ ṙ

r2

)
= −γṙ (2.25)

δηλαδή η σχέση (2) έχει λάβει τη µορφή
d

dt

(
r3r̈
)

= −γṙ (2.26)
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Παρατηρούµε ότι οι σχέσεις (2) και (2) είναι της ίδιας µορφής, αφού εκφράστηκαν ως ακολούθως

d

dt

(
r3ẍ
)

= −γẋ, d

dt

(
r3ÿ
)

= −γẏ, d

dt

(
r3r̈
)

= −γṙ

∆ηλαδή οι συναρτήσεις x = x(t), y = y(t) και r = r(t) ικανοποιούν τη διαφορική εξίσωση (πρώτης τάξης)

d

dt

(
ψ(t)

du

dt

)
= −γu

όπου ψ(t) = r3 είναι µια ϑετική συνάρτηση του χρόνου, αφού r(t) > 0 και u(t) = ẋ(t) ή ẏ(t) ή ṙ(t). Εφόσον
αυτές οι συναρτήσεις ṙ(t), ẋ(t), ẏ(t) ικανοποιούν την ίδια διαφορική εξίσωση, τότε συνδέονται µε µια γραµµική
σχέση, δηλαδή µπορούµε να γράψουµε

ṙ = Aẋ+Bẏ, A, B = σταθερές

⇒ d

dt
(r −Ax−By) = 0

⇒ r −Ax−By = C = σταθερά (2.27)

αφού η πρώτη παράγωγος της συνάρτησης r −Ax−By είναι µηδέν. Εποµένως, η σχέση (2) ϑα γραφτεί ως

r = Ax+By + C ⇒
(
x2 + y2

)1/2
= Ax+By + C (2.28)

και αποτελεί την εξίσωση της τροχιάς του σωµατιδίου.

Πρόβληµα 2.13 Να αναλύσετε το πρόβληµα κίνησης σωµατιδίου µε κεντρικές δυνάµεις (ϐλ. πρόβληµα 2.12)
χρησιµοποιώντας τη µέθοδο των µιγαδικών αριθµών.

Λύση:

Από τις εξισώσεις κίνησης (2) για τις καρτεσιανές συντεταγµένες x, y έχουµε

ẍ = −γ x
r3
, ÿ = −γ y

r3
, γ ∈ R

Πολλαπλασιάζουµε τη δεξιά εξίσωση µε τη µιγαδική µονάδα i (i2 = −1) και την προσθέτουµε στην αριστερή
εξίσωση, οπότε έπεται

ẍ+ iÿ = −γ x+ iy

r3
(2.29)

Ορίζουµε µια µιγαδική συνάρτηση z = x+ iy ⇒ z∗ = x− iy, µε

|z|2 = |z∗|2 = zz∗ = x2 + y2 = r2

(x, y)

z = x+iy

Im(z)

Re(z)

Σχήµα 2.3
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Στην περίπτωση αυτή η σχέση (2) ϑα λάβει τη µορφή

z̈ = −γ z

|z|3
= −γ z

|z| |z|2
= − γ

|z|z∗
(2.30)

αφού

|z|2 = |z∗|2 = zz∗ ⇒ z/|z∗|2 =
1

z∗

Λαµβάνοντας το µιγαδικό συζυγές της (2) ϑα έχουµε

z̈∗ = −γ 1

|z|z
(2.31)

Πολλαπλασιάζουµε τη σχέση (2) µε z∗, τη σχέση (2) µε z και τις αφαιρούµε

0 = z̈z∗ − zz̈∗ =
d

dt

(
żz∗ − zż∗

)
Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση µέσα στην παράγωγο ϑα πρέπει να είναι σταθερή, αφού η πρώτη παράγωγος
µηδενίζεται. Επίσης, παρατηρούµε ότι ο όρος żz∗ είναι το µιγαδικό συζυγές του zż∗, και εποµένως ο όρος
żz∗ − zż∗ είναι ϕανταστικός. Ας ονοµάσουµε τον όρο 2ib, b ∈ R, δηλαδή

żz∗ − zż∗ = 2ib (2.32)

Μπορούµε επίσης να αναλύσουµε τη σχέση (2) ως ακολούθως

(
z∗
)2 żz∗ − zż∗

(z∗)2 = 2ib⇒
(
z∗
)2 d

dt

(
z

z∗

)
= 2ib (2.33)

Παρατηρούµε ότι

z

z∗
=

z

z∗
z

z
=

z2

|z|2
=

(
z

|z|

)2

Εποµένως, η σχέση (2) λαµβάνει τη µορφή

(
z∗
)2 d

dt

(
z

|z|

)2

= 2ib

⇒ 2
(
z∗
)2 z

|z|
d

dt

(
z

|z|

)
= 2ib

αλλά ο όρος

z

|z|
=
z|z|
|z|2

=
z|z|
zz∗

=
|z|
z∗

⇒ 2
(
z∗
)2 |z|
z∗

d

dt

(
z

|z|

)
= 2ib

⇒ 2z∗|z| d
dt

(
z

|z|

)
= 2ib

Πολλαπλασιάζουµε την παραπάνω σχέση µε z̈

⇒2z∗|z|z̈ d

dt

(
z

|z|

)
= 2ibz̈

(2)
==⇒ −2γ

d

dt

(
z

|z|

)
= 2ibz̈
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⇒ 0 = 2γ
d

dt

(
z

|z|

)
+ 2ib

d

dt
(ż)

⇒ 0 =
d

dt

(
z

|z|
+
ib

γ
ż

)

⇒ 0 =
d

dt

(
1

z∗

(
|z|+ ib

γ
żz∗
))

⇒ 1

z∗

(
|z|+ ib

γ
żz∗
)

= µιγαδική σταθερά = C1 ή |z|+ ib

γ
żz∗ = C1z

∗

λαµβάνοντας το µιγαδικό συζυγή, ϑα έχουµε επίσης

|z| − ib

γ
ż∗z = C∗1z

αν προσθέσουµε τις δυο τελευταίες σχέσεις, έπεται

2|z|+ ib

γ
(żz∗ − ż∗z) = C1z

∗ + C∗1z

αν ϑεωρήσουµε τη µιγαδική σταθερά C1 = A+ iB, όπου A, B πραγµατικές σταθερές, τότε λαµβάνουµε

2|z|+ i
b

γ

(
żz∗ − zż∗

)
= A

(
z + z∗

)
− iB

(
z − z∗

)
(2.34)

αλλά από τη σχέση (2) żz∗ − zż∗ = 2ib, εποµένως η (2) γράφεται ως

2|z| − 2b2

γ
= 2Ax+ 2By

αφού
z + z∗ = x+ iy + x− iy = 2x, z − z∗ = x+ iy − x+ iy = 2iy

⇒ |z| − b2

γ
= Ax+By

⇒
(
x2 + y2

)1/2
= Ax+By +

b2

γ

που είναι η ίδια λύση (2) (µε C = b2/γ) που ϐρήκαµε µε τη µέθοδο του Laplace.

Πρόβληµα 2.14 ∆ορυφόρος µάζας m κινείται γύρω από τη γη σε περιοχή όπου υπάρχει ελαφρά ατµοσφαιρική
τριβή της µορφής λvn, όπου v είναι η ταχύτητα του δορυφόρου και λ, n, σταθερές. Να προσδιοριστεί το n, ώστε
ο δορυφόρος να υφίσταται

(α) µείωση του ύψους του µε σταθερό ϱυθµό και

(ϐ) µείωση της περιόδου του µε σταθερό ϱυθµό.

Να υποτεθεί ότι η τροχιά είναι σπειροειδής µε µικρό ϐήµα, οπότε είναι κάθε χρονική στιγµή περίπου κυκλική
µε κέντρο καµπυλότητας το κέντρο της γης.

Λύση:

(α) Στο δορυφόρο έχουµε την κεντροµόλο επιτάχυνση v2/r που µπορεί να εκφραστεί διαµέσου της ϐαρυτικής
έλξης

G
Mm

r2
= m

v2

r

⇒ G
M

r2
=
v2

r
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⇒ v =

(
GM

r

)1/2

(2.35)

όπου M είναι η µάζα της Γης και m είναι η µάζα του δορυφόρου.
Παραγωγίζοντας την Εξίσωση (2) έχουµε

dv

dt
= −1

2
(GM)1/2 1

r3/2

dr

dt

΄Εχουµε τη συνθήκη ότι dr/dt = a όπου a =σταθερά, δηλαδή ο δορυφόρος υφίσταται µείωση του ύψους του µε
σταθερό ϱυθµό: ΄Αρα το dv/dt είναι

dv

dt
= −1

2
a (GM)1/2 1

r3/2
(2.36)

Επιπλέον έχουµε την επιτρόχιο επιτάχυνση dv/dt που συνδέεται µε την ατµοσφαιρική τριβή ως εξής

m
dv

dt
= −λvn = −λ

(
GM

r

)n/2
(2.37)

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (2), (2) ϑα πάρουµε

−1

2
ma(GM)1/2 1

r3/2
= −λ

(
GM

r

)n/2
⇒ α = 2

λ

m
(GM)(n−1)/2 r(3−n)/2

΄Αρα για να έχουµε το a =σταθερό ϑα πρέπει να ισχύει η συνθήκη 3 − n = 0 (η δύναµη του r να είναι µηδέν),
εποµένως

n = 3

(ϐ) Για την κυκλική κίνηση η γωνιακή ταχύτητα είναι

w =
v

r

⇒ v =
2π

T
r

όπου T είναι η περίοδος της κυκλικής τροχιάς. Εποµένως η εξίσωση (2) µπορεί να γραφτεί

r =
GM

v2

⇒ vT

2π
=
GM

v2

⇒ v3 =
2πGM

T

⇒ v =
(2πGM)1/3

T 1/3

⇒ dv

dt
= −1

3

(2πGM)1/3

T 4/3

dT

dt
(2.38)

Αλλά έχουµε τη συνθήκη dT/dt = β, όπου β =σταθερά, δηλαδή ο δορυφόρος υφίσταται µείωση της περιόδου
του κατά σταθερό ϱυθµό. Συνεπώς η dv/dt ϑα είναι

dv

dt
= −β

3

(2πGM)1/3

T 4/3

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (2), (2) ϑα πάρουµε

m
dv

dt
= −λvn
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⇒ −m
3

(2πGM)1/3T−4/3β = −λ(2πGM)n/3

Tn/3

⇒ β =
3λ

m
(2πGM)(n−1)/3T (4−n)/3

΄Αρα για να έχουµε το b =σταθερό ϑα πρέπει να ισχύει η συνθήκη 4− n = 0 (η δύναµη της περιόδου T να είναι
µηδέν), εποµένως

n = 4

Πρόβληµα 2.15 ΄Ενα σώµα µάζας m κινείται πάνω σε µια οριζόντια επιφάνεια. ΄Οταν η αρχική του ταχύτητα
είναι v0, σταµατά σε απόσταση s µακριά από την αρχική του ϑέση. Βρείτε το συντελεστή τριβής µ µεταξύ του
σώµατος και επιφάνειας.

Λύση:

Σχήµα 2.4

Οι δυνάµεις που επιδρούν πάνω στο σώµα αναλύονται στο σχήµα 2.4. Η δύναµη της κινητικής τριβής fK είναι

fK = −µmg = m
dv

dt
= ma

⇒ a = −µg = σταθερή

Η ταχύτητα του σώµατος είναι
v(t) = v0 + at

⇒ t =
v − v0

a

Η ϑέση του σώµατος δίνεται από τη σχέση

x(t) =
1

2
at2 + v0t =

1

2
a

(
v − v0

a

)2

+ v0
v − v0

a
(2.39)

εκεί που σταµατά το σώµα έχουµε x(t) = s και v(t) = 0 άρα η σχέση (2) γράφεται

µ =
v2

0

2sg

Πρόβληµα 2.16 Ηλεκτρόνιο κινείται µέσα σε σταθερό µαγνητικό πεδίο,B = Bẑ, και σταθερό ηλεκτρικό πεδίο,
E = Eŷ. Αν το ηλεκτρόνιο κατά την στιγµή t = 0 ϐρίσκεται στην αρχή των αξόνων και έχει ταχύτητα µηδέν,
να ϐρεθεί η ταχύτητα και η ϑέση του ηλεκτρονίου µε την πάροδο του χρόνου. Τι ϑα έκανε το ηλεκτρόνιο µε τις
ίδιες αρχικές συνθήκες αν δεν είχαµε καθόλου ηλεκτρικό πεδίο ;
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Λύση:

Η δύναµη που επιδρά πάνω στο ηλεκτρόνιο δίνεται από τη σχέση

F = q(E + v ×B) = qEŷ + q

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
vx vy vz
0 0 B

∣∣∣∣∣∣∣ = qEŷ + qBvyx̂− qBvxŷ

άρα οι x και y συνιστώσες είναι

m
dvx
dt

= qBvy και m
dvy
dt

= qE − qBvx

χρησιµοποιώντας ω = qB/m (κυκλοτρονική συχνότητα)

dvx
dt

= ωvy και
dvy
dt

=
q

m
E − ωvx

από τις αρχικές συνθήκες έχουµε

x(0) = y(0) = z(0) = 0,

vx(0) = vy(0) = vz(0) = 0 (2.40)
dvz
dt

= 0⇒ vz = 0 και z(t) = 0

΄Εχουµε

ẍ = ωẏ × i (2.41)

ÿ = −ωẋ+
qE

m
× 1 (2.42)

Προσθέτοντας τις σχέσεις (2) και (2), αφού πρώτα έχουµε πολλαπλασιάσει τη σχέση (2) µε i και τη σχέση (2) µε
τη µονάδα, ϐρίσκουµε

ÿ + iẍ = −ωẋ+
qE

m
+ iωẏ =

qE

m
+ iω(ẏ + iẋ) (2.43)

Ας ϑεωρήσουµε ότι έχουµε το µιγαδικό αριθµό s = y + ix. Η εξίσωση (2) γίνεται

s̈− iωṡ =
qE

m
(2.44)

Πρέπει να ϐρούµε τις λύσεις της διαφορικής εξίσωσης (2). Η λύση της οµογενούς είναι

sοµ(t) = C1 + C2eiωt (2.45)

Η λύση της µερικής είναι
sµερ(t) = C3t (2.46)

Αντικαθιστώντας την (2) στην (2) έχουµε

iωC3 =
qE

m

⇒ C3 = −i qE
mω

= i
E

B

Η λύση της διαφορικής (2) είναι το άθροισµα της λύσης της οµογενούς (2) και της λύσης της µερικής (2)

s(t) = C1 + C2eiωt − iE
B
t (2.47)
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Χρησιµοποιώντας τις αρχικές συνθήκες (2) έχουµε

s(0) = C1 + C2

⇒ C1 = −C2 (2.48)

ṡ(t) = −iωC2eiωt + i
E

B

Χρησιµοποιώντας τις αρχικές συνθήκες (2) έχουµε

ṡ(0) = −iωC2 + i
E

B
= 0

⇒ C2 =
E

Bω
(2.49)

Από τις (2) και (2) η (2) γίνεται

s(t) =
E

Bω

(
1− eiωt

)
− iEt

B

Χρησιµοποιώντας τη σχέση Euler – De Moivre για τους µιγαδικούς αριθµούς ϐρίσκουµε

s(t) =
E

Bω

(
1− cos (ωt)

)
+ i

E

B

(
t− sinωt

ω

)
(2.50)

Είχαµε χρησιµοποιήσει τη σχέση s = y + ix οπότε το πραγµατικό µέρος της (2) είναι η y(t) και το µιγαδικό η
x(t)

x(t) =
E

Bω

(
ωt− sin(ωt)

)
y(t) =

E

Bω

(
1− cos(ωt)

)
Οι συνιστώσες της ταχύτητας είναι

ẋ(t) = −E
B

(
cos(ωt)− 1

)
ẏ(t) =

E

B
sin(ωt)

Στην περίπτωση που δεν υπήρχε το ηλεκτρικό πεδίο το ηλεκτρόνιο ϑα παρέµενε ακίνητο στην αρχή των συντε-
ταγµένων.

Πρόβληµα 2.17 ΄Ενα σώµα µάζας m, ϐάλλεται κατακόρυφα προς τα πάνω µε αρχική ταχύτητα v0, από την
επιφάνεια της Γης µάζας M και ακτίνας R. Η αντίσταση του αέρα ϑεωρείται αµελητέα. Να ϐρείτε

(α) την ταχύτητα του σώµατος σαν συνάρτηση της απόστασης x από το κέντρο της Γης,

(ϐ) το µέγιστο ύψος, xmax, που ϑα ϕθάσει το σώµα, και

(γ) το v0 ώστε το σώµα να διαφύγει από την έλξη της Γης.

(Η µάζα, M και η ακτίνα, R, της Γης ϑεωρούνται γνωστά µεγέθη).

Λύση:

(α) ΄Εχουµε ακτινική τροχιά. Για µία απόσταση x ισχύει

F = m
dv

dt

⇒ G
Mm

x2
= −mdv

dt
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⇒ dv

dx
v = −GM

x2

⇒
ˆ v

v0

vdv = −GM
ˆ x

R

1

x2
dx

⇒ v2 = v2
0 + 2GM

(
1

x
− 1

R

)
⇒ v =

√
v2

0 + 2GM

(
1

x
− 1

R

)
(ϐ) Στο xmax η ταχύτητα ϑα είναι v = 0

xmax =

(
1

R
− v2

0

2GM

)−1

(γ) Για την ταχύτητα διαφυγής x→∞ όπου η ταχύτητά του είναι µηδέν

vδιαφ =

√
2GM

R

Πρόβληµα 2.18 Φορτισµένο σωµατίδιο q ϐρίσκεται σε εναλλασσόµενο ηλεκτρικό πεδίο

E = E(cos (ωt) x̂+ sin (ωt) ŷ)

και σε σταθερό µαγνητικό πεδίο B
B = −Bẑ

όπου ω = qB/m είναι η κυκλοτρονική συχνότητα. Το σωµατίδιο ϐρίσκεται σε ηρεµία κατά την στιγµή t = 0,
δηλαδή

v(0) = 0 και x(0) = y(0) = z(0) = 0

Να ϐρείτε τη ϑέση του σωµατιδίου συναρτήσει του χρόνου, t και την κινητική ενέργεια του. Να αποδείξετε ότι η
τροχιά του σωµατιδίου ϑα ϐρίσκεται στο επίπεδο x− y.

Λύση:

Η εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου δίνεται από το δεύτερο νόµο του Newton, όπου η συνολική δύναµη που
ασκείται στο σωµατίδιο είναι το διανυσµατικό άθροισµα της ηλεκτρικής δύναµης και της δύναµης Lorentz

m
dv

dt
= qE + qv ×B

⇒ dvx
dt
x̂+

dvy
dt
ŷ +

dvz
dt
ẑ =

qE

m
(cos (ωt) x̂+ sin (ωt) ŷ) +

q

m

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
vx vy vz
0 0 −B

∣∣∣∣∣∣∣
όπου η ταχύτητα, v = vxx̂+ vyŷ+ vzẑ. ΄Αρα η εξίσωση κίνησης αναλύεται στις τρεις καρτεσιανές συντεταγµένες

dvx
dt

= a cos (ωt)− ωvy
dvy
dt

= a sin (ωt) + ωvx (2.51)

dvz
dt

= 0 (2.52)

όπου a = qE/m. Από την τελευταία εξίσωση, για την συνιστώσα της ταχύτητας στον άξονα των z ϑα έχουµε

dvz
dt

= 0
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⇒ vz(t) = 0

⇒ z(t) = 0

όπου οι αρχικές συνθήκες z(0) = vz(0) = 0 έχουν χρησιµοποιηθεί. ΄Αρα η κίνηση του σωµατιδίου ϑα παίρνει
µέρος στο επίπεδο x− y.
Ορίζουµε µια νέα µιγαδική µεταβλητή w(t) = vx(t) + ivy(t) και αφού πολλαπλασιάσουµε την εξίσωση (2) µε τη
µιγαδική µονάδα και την προσθέσουµε µε την εξίσωση της (2) ϑα έχουµε

dw

dt
= aeiωt + iωw

⇒ dw

dt
− iωw = aeiωt

Η λύση του πρώτου ϐαθµού της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης

dw

dt
− iωw = 0⇒

ˆ
dw

w
= iω

ˆ
dt⇒ lnw = iωt

είναι
wo(t) = Aeiωt

Η µερική λύση της διαφορικής εξίσωσης ϑα έχει τη µορφή

wµ(t) = Bteiωt

΄Αρα η γενική λύση ϑα είναι
w(t) = wo(t) + wµ(t) = Aeiωt +Bteiωt

όπου οι σταθερές A,B ϑα ορισθούν από τις αρχικές συνθήκες vx(0) = vy(0) = x(0) = y(0) = 0. Συνεπώς οι
αρχικές συνθήκες ϑα µας δώσουν

A = 0 και B = a

Εποµένως οι καρτεσιανές συντεταγµένες της ταχύτητας ϑα είναι

w(t) = ateiωt ⇒

{
vx(t) = at cos (ωt)
vy(t) = at sin (ωt)

και η κινητική ενέργεια του σωµατιδίου ϑα είναι

K =
1

2
mv2 =

1

2
m(v2

x + v2
y) =

1

2
ma2t2

(
cos2 (ωt) + sin2 (ωt)

)
=

1

2
ma2t2

=
q2E2t2

2m

Η τροχιά του σωµατιδίου, (x(t), y(t)), µπορεί να ϐρεθεί ολοκληρώνοντας τις εξισώσεις των συνιστωσών της
ταχύτητας

vx =
dx

dt
= at cos (ωt)

⇒
ˆ t

0
dx = a

ˆ t

0
t cos (ωt) dt

⇒ x(t) =
a

ω2

[
cos (ωt) + ωt sin (ωt)− 1

]
και

vy =
dy

dt
= at sin (ωt)

⇒
ˆ t

0
dy = a

ˆ t

0
t sin (ωt) dt

⇒ y(t) =
a

ω2

[
sin (ωt)− ωt cos (ωt)

]
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Πρόβληµα 2.19 Σωµατίδιο µάζας m πέφτει µε την επίδραση της ϐαρύτητας (που δεχόµαστε ότι είναι σταθερή)
σε µέσο που προκαλεί αντίσταση µέτρου

mg

k2
v2

όπου k είναι µια σταθερά. ∆είξατε ότι η ταχύτητα που ϑα αποκτήσει το σωµατίδιο ξεκινώντας από την ηρεµία,
όταν τούτο πέσει σε απόσταση x ικανοποιεί τη σχέση

v2 = k2
(

1− e−(2g/k2)x
)

∆είξατε ότι το x και ο αντίστοιχος χρόνος της πτώσης t, συνδέονται µε τον τύπο

x =
k2

g
ln

[
cosh

(
gt

k

)]

Λύση:

Θεωρούµε ότι ο ϑετικός άξονας z κατευθύνεται προς τα κάτω. Η ολική δύναµη που ασκείται στο σώµα είναι το
διανυσµατικό άθροισµα της ϐαρύτητας, mgẑ και της αντίστασης, −(mg/k2)v2ẑ. Συνεπώς η εξίσωση κίνησης
από το δεύτερο νόµο του Newton ϑα είναι

m
dv

dt
ẑ =

(
mg − mg

k2
v2

)
ẑ

dv

dt
= g

(
1− v2

k2

)
(2.53)

Παρατηρούµε ότι
dv

dt
=

dv

dx

dx

dt
=

dv

dx
v

και η εξίσωση (2) µπορεί να γραφτεί ως εξής

v
dv

dx
= g

(
1− v2

k2

)

⇒
ˆ v

0

vdv

1− v2/k2
=

ˆ x

0
gdx

⇒ ln

(
1− v2

k2

)∣∣∣∣∣∣
v

0

= −2g

k2
x

⇒ ln

(
1− v2

k2

)
= −2g

k2
x

⇒ v2 = k2
(

1− e−2gx/k2
)

Για να ϐρούµε τη ϑέση πτώσης συναρτήσει του χρόνου, ξεκινάµε από την Εξίσωση (2) για την ταχύτητα
ˆ v

0

dv

k2 − v2
=

ˆ t

0

g

k2
dt

⇒ 1

2k
ln

(
k + v

k − v

)
=

g

k2
t

⇒ k + v

k − v
= e2gt/k

⇒ v = k
egt/k − e−gt/k

egt/k + e−gt/k
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= k tanh

(
gt

k

)
και η ϑέση του σωµατιδίου ϑα ϐρεθεί από την ολοκλήρωση της ταχύτητας

v =
dx

dt
= k tanh

(
gt

k

)
⇒
ˆ x

0
dx = k

ˆ t

0
tanh

(
gt

k

)
dt

⇒ x =
k2

g

ˆ gt/k

0
tanhω dω

όπου η νέα µεταβλητή ω = gt/k. ΄Αρα έχουµε

x =
k2

g

ˆ gt/k

0

sinhω

coshω
dω =

k2

g

ˆ gt/k

0

d coshω

coshω
=
k2

g
ln

[
cosh

(
gt

k

)]

Πρόβληµα 2.20 Σωλήνας στρέφεται γύρω από ένα σταθερό σηµείο µε γωνιακή ταχύτητα ω (σταθερή) πάνω
σ΄ ένα οριζόντιο επίπεδο. Μπαλάκι κινείται κατά µήκος του στρεφοµένου σωλήνα. Λόγω τριβής στο µπαλάκι
ασκείται δύναµη −µṙ όπου ṙ είναι η ταχύτητα κατά µήκος του σωλήνα. Επιπλέον ασκείται η κάθετη αντίδραση
του σωλήνα λόγω περιστροφής του. Αν οι αρχικές συνθήκες σε πολικές συντεταγµένες είναι

r(0) = 0, ṙ(0) = v0

ϐρείτε την πολική ακτίνα r(t) ως συνάρτηση του χρόνου καθώς και τη δύναµη της αντίδραση λόγω περιστρο-
ϕής.

Λύση:

r

θ

(r,θ)

Fθ

-µr

θ

x

y

Σχήµα 2.5

Σε πολικές συντεταγµένες (r, θ) η δύναµη που ασκείται στο µπαλάκι είναι

F = Frr̂ + Fθθ̂ (2.54)

όπου r̂, θ̂ είναι τα µοναδιαία διανύσµατα στις πολικές συντεταγµένες.
Η εξίσωση κίνησης σε πολικές συντεταγµένες ϑα είναι

F = ma = m(r̈ − rθ̇2)r̂ +m(rθ̈ + 2ṙθ̇)θ̂ = m(r̈ − rω2)r̂ + 2mṙθ̇θ̂
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όπου θ̇ = ω, θ̈ = 0. ΄Αρα η εξίσωση (2) µπορεί να γραφτεί

Fθ = 2mṙθ̇ (2.55)

και

m(r̈ − rω2) = −µṙ

⇒ r̈ +
µ

m
ṙ − rω2 = 0

⇒
(
D2 +

µ

m
D − ω2

)
r = 0

όπου D = d/dt. Οι δύο ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου,D2 + µ/m D − ω2 = 0, της οµογενούς
διαφορικής εξίσωσης είναι

ρ1,2 =
−(µ/m)±

√
µ2/m2 + 4ω2

2

και συνεπώς η λύση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης για τη ϑέση r ϑα είναι

r(t) = c1eρ1t + c2eρ2t

όπου c1, c2 είναι σταθερές που µπορούν να καθοριστούν από τις αρχικές συνθήκες.
Για r(0) = 0 και ṙ(0) = v0 ϑα έχουµε

0 = r(0) = c1 + c2

⇒ c1 = −c2

⇒ v0 = ṙ(0) = c1ρ1 + c2ρ2

Εποµένως οι σταθερές είναι

c1 =
v0

ρ1 − ρ2

⇒ c1 = −c2 =
v0

(µ2/m2 + 4ω2)1/2

΄Αρα η λύση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης για τη ϑέση του σωµατιδίου είναι

r(t) =
v0

(µ2/m2 + 4ω2)1/2

(
e

(
−(µ/m)+((µ2/m2)+4ω2)1/2

)
t/2 − e

(
−(µ/m)−((µ2/m2)+4ω2)1/2

)
t/2

)

=
2mv0e−(µ/2m)t

(µ2 + 4m2ω2)1/2
sinh

(
(µ2 + 4m2ω2)1/2

2m
t

)

Η κάθετη αντίδραση του σωλήνα, Fθ, λόγω περιστροφής δίνεται από την εξίσωση (2)

Fθ = 2mṙθ̇

= 2
2mv0ωe−(µ/2m)t(
µ2 + 4m2ω2

)1/2
− µ

2m
sinh

(
(µ2 + 4m2ω2)1/2

2m
t

)

+

(
µ2 + 4m2ω2

)1/2

2m
cosh

(
(µ2 + 4m2ω2)1/2

2m
t

)
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Πρόβληµα 2.21 Φορτισµένο σωµατίδιο ϕορτίου q κινείται µέσα σε σταθερό οµογενές µαγνητικό πεδίο B και
ηλεκτρικό πεδίο E κάθετο στοB. ∆είξτε ότι οι προκύπτουσες εξισώσεις της κίνησης όταν κανείς πάρει τον άξονα
Oz παράλληλο προς το B και τον άξονα Ox παράλληλο προς το E παίρνουν τη µορφή

mẍ1 +mωJẋ1 = qE1, mz̈ = 0

όπου

x1 =

(
x
y

)
, E1 =

(
E
0

)
, ω =

qB

m
, και J =

(
0 −1
1 0

)
Βρείτε∗ τα x(t), y(t), z(t) δεδοµένου ότι οι αρχικές συνθήκες είναι x(0) = y(0) = z(0) = 0, ẋ = v0, ẏ = ż = 0.

Λύση:

Η εξίσωση κίνησης του ϕορτισµένου σωµατιδίου περιγράφεται από το δεύτερο νόµο του Newton

m
dv

dt
= qE + qv ×B

⇒ mẍx̂+mÿŷ +mz̈ẑ = q

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
ẋ ẏ ż
0 0 B

∣∣∣∣∣∣∣+ qEx̂ = (qBẏ − qBẋ)x̂− qBẋŷ

΄Αρα έχουµε τρεις διαφορικές εξισώσεις

mẍ = qBẏ + qE

⇒ mẍ−mωẏ = qE (2.56)
mÿ = −qBẋ

⇒ mẍ+mωẋ = 0 (2.57)
mz̈ = 0

⇒ ż = 0

⇒ z(t) = 0

εφ΄ όσον οι αρχικές συνθήκες για το z είναι z(0) = ż = 0. ΄Αρα η κίνηση του σωµατιδίου ϑα είναι στο επίπεδο
x− y.
Παρατηρούµε ότι µπορούµε να συνδυάσουµε τις εξισώσεις (2), (2) και να γράψουµε

m

(
ẍ
ÿ

)
+mω

(
0 −1
1 0

)(
ẋ
ẏ

)
= q

(
E
0

)

⇒ mẍ1 +mωJẋ1 = qE1 (2.58)

όπου ο πίνακας J έχει τη µορφή

J =

(
0 −1
1 0

)
∗Παρατηρήστε ότι ο πίνακας J συµπεριφέρεται σαν τη ϕανταστική µονάδα στις δύο διαστάσεις, δηλαδή J2 = −I, όπου

I =

(
1 0
0 1

)
είναι ο µοναδιαίος πίνακας. Από αυτό ϐγαίνει ότι ισχύει η σχέση Euler (όπως και στο µιγαδικό επίπεδο)

eJφ = I cosφ+ J sinφ
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µε την ιδιότητα J2 = −I. Συνεπώς ϑα ισχύει για τον αντίστροφο πίνακα, J−1

J2 = −I
⇒ JJ = −I

⇒ J−1(JJ) = −J−1I

⇒ (J−1J)J = −J−1

⇒ J = −J−1

Η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (2) ϑα είναι το άθροισµα της λύσης, xοµ, της οµογενούς

mẍ1 +mωJẋ1 = 0 (2.59)

και της µερικής λύσης xµε που ϑα έχει τη µορφή

xµε = At

όπου το A ϑα προσδιοριστεί µε αντικατάσταση της xµε στην εξίσωση (2). ΄Αρα ϑα έχουµε

mωJA = qE1

⇒ A =
q

mω
J−1E1

⇒ xµε =
q

mω

(
0 1
−1 0

)(
E
0

)
=

(
0

−qt/mω

)
Η λύση της οµογενούς (2) ϑα ϐρεθεί µε τη ϐοήθεια του χαρακτηριστικού πολυωνύµου της διαφορικής εξίσωσης

mD(D + ωJ)x1 = 0

όπου ο τελεστής D ≡ d/dt. Οι ϱίζες του χαρακτηριστικού πολυωνύµου είναι : ρ1 = 0, ρ2 = −mωJ . Συνεπώς η
λύση της οµογενούς ϑα είναι

xοµ = Ic′1 + e−ωJtc′2

όπου τα σταθερά διανύσµατα c′1, c
′
2

c′1 =

(
c1

c2

)
, c′2 =

(
c3

c4

)
ϑα προσδιορισθούν από τις αρχικές συνθήκες x(0) = y(0) = z(0) = 0, ẋ = v0, ẏ = ż = 0. Εποµένως η λύση
της οµογενούς ϑα είναι

xοµ = I

(
c1

c2

)
+ e−ωJt

(
c3

c4

)

= I

(
c1

c2

)
+ (I cos(ωt)− J sin (ωt))

(
c3

c4

)

=

(
c1

c2

)
+

(cos (ωt) 0
0 cos (ωt)

)
−

(
0 − sin (ωt)

sin (ωt) 0

)(c3

c4

)

=

(
c1 + c3 cos (ωt) + c4 sin (ωt)
c2 − c3 sin (ωt) + c4 cos (ωt)

)
΄Αρα η γενική λύση ϑα είναι(

x(t)
y(t)

)
= x1 = xοµ + xµε =

 c1 + c3 cos (ωt) + c4 sin (ωt)

c2 − c3 sin (ωt) + c4 cos (ωt)− qE

mω
t
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⇒


x(t) = c1 + c3 cos (ωt) + c4 sin (ωt)

y(t) = c2 − c3 sin (ωt) + c4 cosωt− qEt/mω

Οι αρχικές συνθήκες x(0) = y(0) = 0 µας δίνουν

c1 + c3 = 0, c2 + c4 = 0

και οι ẋ = v0, ẏ = 0 δίνουν
ωc4 = v0, −c3ω = 0⇒ c3 = 0

΄Αρα c1 = 0, c4 = v0/ω, c2 = −v0/ω και c3 = 0 και τα x(t), y(t), είναι

x(t) =
v0

ω
sin(ωt)

y(t) =
v0

ω

[
cos (ωt)− 1

]
− qE

mω
t

Πρόβληµα 2.22 ΄Ενα ϕορτισµένο σωµατίδιο ϕορτίου q και µάζας m κινείται µέσα σ΄ ένα οµογενές σταθερό
µαγνητικό πεδίο B. Να αποδείξετε ότι η ϑέση, r(t), του σωµατιδίου κάτω από τις αρχικές συνθήκες v(0) =
v0, r(0) = r0 µπορεί να εκφραστεί ως εξής

r(t) = r0 +
1

ω2
(ω · v0)ωt− 1

ω3
[ω × (ω × v0)] sin (ωt) +

1

ω2
(ω × v0)(cos (ωt)− 1)

όπου ω ≡ (q/m)B είναι η κυκλοτρονική γωνιακή ταχύτητα.

Λύση:

Η εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου δίνεται από το δεύτερο νόµο του Newton

F = m
dv

dt
= qv ×B

⇒ dv

dt
= − q

m
B × v (2.60)

όπου η δύναµη F που ασκείται στο σωµατίδιο είναι η δύναµη Lorentz εξαρτώµενη από την ταχύτητα v του.
Ορίζουµε ένα νέο τελεστή, που εκφράζεται σαν το εξωτερικό γινόµενο του ω µε την οποιαδήποτε συνάρτηση που
δρα πάνω της

L̂ ≡ (q/m)B× = ω×

Παρατηρούµε ότι αυτός ο τελεστής L̂ είναι γραµµικός εφ΄ όσον όταν δράσει σε µια γραµµική συνάρτηση a1v1 +
a2v2 (όπου τα a1, a2 είναι δύο σταθεροί συντελεστές και v1,v2 δύο τυχαία διανύσµατα) ϑα έχουµε

L̂(a1v1 + a2v2) = ω × (a1v1 + a2v2) = a1ω × v1 + a2ω × v2 = a1L̂v1 + a2L̂v2

Με την εισαγωγή αυτού του νέου τελεστή L̂ η εξίσωση κίνησης (2) του ϕορτισµένου σωµατιδίου ϑα είναι

dv

dt
= −L̂v

Η λύση για την ταχύτητα v(t) αυτής της διαφορικής εξίσωσης είναι

v = e−tLv0

που µπορεί να επαληθευτεί µε αντικατάσταση.
Μπορούµε να αναπτύξουµε σε µια σειρά Taylor τον εκθετικό τελεστή exp(−tL̂) ως εξής

e−tL =
∞∑
n=0

(−tL)n

n!
=
∞∑
n=0

(−t)n

n!
L̂n
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και συνεπώς η ταχύτητα ϑα είναι

v =
∞∑
n=0

(−t)n

n!
L̂nv0

Θα αναπτύξουµε τους διάφορους όρους L̂nv0 χρησιµοποιώντας ιδιότητες του εξωτερικού γινοµένου

L̂0v0 = v0

L̂1v0 = ω × v0

L̂2v0 = ω × (ω × v0) = (ω · v0)ω − ω2v0

L̂3v0 = L̂(L̂2v0) = ω × [(ω · v0)ω − ω2v0] = −ω2ω × v0

...

Παρατηρούµε ότι οι περιττές δυνάµεις του τελεστή L̂ γράφονται

L̂2k+1v0 = (−ω2)k(ω × v0) ∀ k = 0, 1, . . . (2.61)

και µπορεί να αποδειχτεί µε τη µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής: για k = 0 η σχέση L̂1v0 = (ω × v0) είναι
αληθής. ΄Εστω ότι η σχέση (2) επαληθεύεται για ένα τυχαίο ϕυσικό αριθµό λ, άρα ϑα ισχύει

L̂2λ+1v0 = (−ω2)λ(ω × v0)

Θα δοκιµάσουµε να υπολογίσουµε τη σχέση (2) για λ+ 1, δηλαδή

L̂2(λ+1)+1v0 = L̂2(L̂2λ+1v0) = LL[(−ω2)λ(ω × v0)]

= (−ω2)λL̂(ω × (ω × v0)) = (−ω2)λL̂[(ω · ω)ω − ω2v0]

= (−ω2)λ+1ω × v0

΄Αρα η σχέση (2) επαληθεύεται και για λ+ 1. Συνεπώς ϑα ισχύει για οποιοδήποτε ϕυσικό αριθµό k = 0, 1, 2, . . ..
Οµοίως µπορούµε να δείξουµε ότι για τις άρτιες δυνάµεις του τελεστή L̂ ϑα ισχύει

L̂2kv0 = (−ω2)k−1[ω × (ω × v0)], ∀ k = 1, 2, 3, . . .

΄Εχοντας τις άρτιες και περιττές δυνάµεις του τελεστή L̂, η ταχύτητα v(t) ϑα είναι

v(t) = v0 +
∑
άρτιος

(−t)n

n!
L̂nv0 +

∑
περιττός

(−t)n

n!
L̂nv0

= v0 +

∞∑
k=1

(−t)2k

(2k)!
L̂2kv0 +

∞∑
k=0

(−t)2k+1

(2k + 1)!
L̂2k+1v0

= v0 +

∞∑
k=1

(−t)2k

(2k)!
(−ω2)k−1[ω × (ω × v0)] +

∞∑
k=0

(−t)2k+1

(2k + 1)!
(−ω2)k(ω × v0)

= v0 −
1

ω2

 ∞∑
k=1

(−1)k(ωt)2k

(2k)!

[ω × (ω × v0)
]
− 1

ω

 ∞∑
k=0

(−1)k(ωt)2k+1

(2k + 1)!

 (ω × v0)

Παρατηρούµε ότι τα αθροίσµατα µας δίνουν

∞∑
k=1

(−1)k(ωt)2k

(2k)!
= −(ωt)2

2!
+

(ωt)4

4!
− . . . = cos(ωt)− 1

και
∞∑
k=0

(−1)k(ωt)2k+1

(2k + 1)!
= (ωt)− (ωt)3

3!
+

(ωt)5

5!
− . . . = sin (ωt)
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Εποµένως η ταχύτητα v(t) ϑα είναι

v(t) = v0 −
1

ω2
[ω × (ω × v0)](cos (ωt)− 1)− 1

ω
(ω × v0) sin (ωt)

= v0 +
1

ω2
[ω × (ω × v0)]− 1

ω2
[ω × (ω × v0)] cos (ωt)− 1

ω
(ω × v0) sin (ωt)

=
1

ω2
(ω · v0)ω − 1

ω2
[ω × (ω × v0)] cos (ωt)− 1

ω
(ω × v0) sin (ωt) (2.62)

εφ΄ όσον ω × (ω × v0) = (ω · v0)ω − ω2v0 και εποµένως ο παρακάτω όρος ϑα είναι

v0 +
1

ω2
[ω × (ω × v0)] =

1

ω2
(ω · v0)ω

Η ϑέση r(t) του σωµατιδίου ϑα ϐρεθεί ολοκληρώνοντας τη συνάρτηση της ταχύτητας (2)

dr

dt
= v(t)

⇒ r(t) = r0 +

ˆ t

0
vdt

= r0 +
1

ω2
(ω · v0)ωt− 1

ω3
[ω × (ω × v0)] sin (ωt) +

1

ω2
(ω × v0)(cos (ωt)− 1)

Πρόβληµα 2.23 Σωµατίδιο µε δεδοµένα ϕορτίο q και µάζα m κινείται σε κυκλική τροχιά, δεδοµένης ακτίνας
R µέσα σε µαγνητικό πεδίο. Ισχύει για το µαγνητικό πεδίο B

B = b(r)a(t)

όπου t ο χρόνος και r η απόσταση από το κέντρο της τροχιάς. Ισχύει a(0) = 0 και b(r) = b0 + βr όπου b0 και β
σταθερές µε την b0 γνωστή. Να προσδιοριστεί το β συναρτήσει των γνωστών µεγεθών. Αφού υπολογίσετε το β να
δείξτε ότι η µέση (στιγµιαία) τιµή του µαγνητικού πεδίου B στην επιφάνεια του κύκλου ακτίνας R είναι διπλάσια
της στιγµιαίας τιµής του B στην περιφέρεια κύκλου ακτίνας R. Υποθέστε ότι η κίνηση είναι µη σχετικιστική.

Λύση:

Σχήµα 2.6

΄Οταν το σωµατίδιο κινείται σε κυκλική τροχιά ακτίνας R, η µαγνητική ϱοή Φ που διαπερνά τον κύκλο ακτίνα R
είναι

Φ =

ˆ
S
BdS =

ˆ R

0
(b0 + βr)2πa(t)rdr = πR2

(
b0 +

2

3
βR

)
a(t)



81

και εποµένως το µέτρο της επαγόµενη Ηλεκτρεγερτική δύναµη (ΗΕ∆) από το Νόµο του Faraday ϑα είναι

ΗΕ∆ =
dΦ

dt
= πR2

(
b0 +

2

3
βR

)
da

dt

΄Αρα το µέτρο του ηλεκτρικού πεδίου κατά µήκος της τροχιάς του σωµατιδίου είναι

ΗΕ∆ =

ˆ
E · dl =

ˆ
Edl = E

ˆ
dl = E2πR

και µε τη ϐοήθεια της ΗΕ∆ ϑα έχουµε

ΗΕ∆ = πR2

(
b0 +

2

3
βR

)
da

dt
= E2πR

⇒ E =
R

2

(
b0 +

2

3
βR

)
da

dt

Αυτό το ηλεκτρικό πεδίο είναι σταθερό για µια ακτινική απόσταση r.
Η ηλεκτρική δύναµη FE = qE είναι η δύναµη που κρατά το σωµατίδιο σε σταθερή κυκλική τροχιά µε επιτρόχια
επιτάχυνση που είναι

m
dv

dt
= qE

⇒ m
dv

dt
=
qR

2

(
b0 +

2

3
βR

)
da

dt
(2.63)

Επιπλέον η κεντροµόλος επιτάχυνση ϑα είναι ίση µε τη δύναµη Lorentz, FL = qv × B ⇒ FL = qvB (το
µαγνητικό πεδίο είναι κάθετο στο επίπεδο του κύκλου που διαγράφεται από το ϕορτισµένο σωµατίδιο)

m
v2

R
= qvB = qvb(r)a(t)

⇒ mv = q(b0 + βR)aR

⇒ m
dv

dt
= q(b0 + βR)R

da

dt
(2.64)

Από τις εξισώσεις (2) και (2) ϑα έχουµε

qR

2
(b0 +

2

3
βR)

da

dt
= q(b0 + βR)R

da

dt

⇒ 1

2
(b0 +

2

3
βR) = b0 + βR

⇒ β = −3

4

b0
R

Η µέση (στιγµιαία) τιµή του B στην επιφάνεια του κύκλου ακτίνας R είναι

〈B〉 =

´
BdS

πR2
=

ˆ R

0

(b0 + βr)a2πr

πR2
dr = 2a

(
b0
2

+ β
R

3

)
και για β = −3b0/4R η µέση τιµή ϑα είναι

〈B〉 =
ab0
2

Η στιγµιαία τιµή του B στην περιφέρεια κύκλου ακτίνας R είναι

B(R) = (b0 + βR)a =

(
b0 −

3

4
b0

)
a =

ab0
4

΄Αρα ισχύει
〈B〉 = 2B(R)
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Πρόβληµα 2.24 Θεωρήστε ένα ηλεκτρόνιο ϕορτίου q = −e και µάζας m, το οποίο κινείται σε ένα χώρο που
περιέχει αέριο και υπό την επίδραση ενός ηλεκτρικού, E, και ενός µαγνητικού πεδίουB, τα οποία σχηµατίζουν
τυχαία γωνία θ µεταξύ τους, δηλαδή Ê · B̂ = cos θ, |Ê × B̂| = sin θ, όπου Ê = E/|E|, B̂ = B/|B|, είναι τα
µοναδιαία διανύσµατα του ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου. Η κίνηση του ηλεκτρονίου περιγράφεται από τη
διαφορική εξίσωση του 2ου νόµου του Νεύτωνα

m
dv

dt
= q (e+ v ×B) +mA(t) (2.65)

όπου ο παράγοντας A(t) περιγράφει την επιβράδυνση του ηλεκτρονίου µέσα στο αέριο λόγω των συγκρούσεών
του µε τα µόρια του αερίου. ΄Εστω ότι αυτή η επιβράδυνση περιγράφεται από τη σχέση

A(t) = −v(t)

τ

όπου η σταθερά τ ϕέρει µονάδες χρόνου (ϑα την ονοµάζουµε χαρακτηριστικό χρόνο) και συσχετίζεται µε το µέσο
χρόνο ανάµεσα σε δύο συγκρούσεις του ηλεκτρονίου µε τα µόρια του αερίου.

E B

B

E

θ

΄Εχει παρατηρηθεί ότι µετά από κάποιο χρόνο, το ηλεκτρόνιο αποκτά µια σταθερή ταχύτητα
ολίσθησης, vD ≡ v, κατά µήκος µιας ευθείας η οποία σχηµατίζει µια γωνία α ως προς το
ηλεκτρικό πεδίο E. Αυτή η γωνία, α, ονοµάζεται γωνία Lorentz.
Λαµβάνοντας τη µόνιµη κατάσταση, dv/dt = 0, στην εξίσωση (2.24),

(α) να δείξετε ότι η ταχύτητα ολίσθησης του ηλεκτρονίου δίνεται από τη σχέση

vD = − µE

1 + (ωτ)2

[
Ê − (ωτ)(Ê × B̂) + (ωτ)2(Ê · B̂)B̂

]
όπου µ και ω ορίζονται ως

µ ≡ e

m
τ, ω ≡ e

m
B

και ονοµάζονται ευκινησία και κυκλοτρονική συχνότητα του ηλεκτρονίου, αντίστοιχα. Παρατηρούµε ότι
το διάνυσµα της ταχύτητας ολίσθησης αναλύεται σε τρεις συνιστώσες, µία παράλληλη κατά µήκος του
ηλεκτρικού πεδίου, µία κατά µήκος του διανύσµατος Ê × B̂ που είναι κάθετο στα E και B και µία
κατά µήκος του µαγνητικού πεδίου. ΄Οταν ο όρος ωτ ' 0, δηλαδή για χαµηλά µαγνητικά πεδία ή µέσους
χαρακτηριστικούς χρόνους τ , η ταχύτητα ολίσθησης ακολουθεί το ηλεκτρικό πεδίοE. ΄Οταν όµως ωτ � 1,
το ηλεκτρόνιο περιστρέφεται γύρω από την κατεύθυνση του µαγνητικού πεδίου, αρκεί E ·B 6= 0.

(ϐ) να δείξετε ότι το µέτρο της ταχύτητας ολίσθησης vD = |vD| δίνεται από τον τύπο

vD = µE

√
1 + (Ê · B̂)2(ωτ)2

1 + (ωτ)2

και οι συνιστώσες της, η παράλληλη στο E και η κάθετη στο E, vD⊥, είναι vD‖,

vD‖ = µE
1 + (Ê · B̂)2(ωτ)2

1 + (ωτ)2
, vD⊥ = µEωτ

|Ê × B̂|
√

1 + (Ê · B̂)2(ωτ)2

1 + (ωτ)2

Επίσης, να δείξετε ότι η γωνία Lorentz, α, ϑα είναι

tanα =
|Ê × B̂|√

1 + (Ê · B̂)2(ωτ)
ωτ

(γ) Αν το ηλεκτρικό και µαγνητικό πεδίο είναι κάθετα µεταξύ τους, E ·B = 0 και |E × B̂| = 1, το µέτρο της
ταχύτητας ολίσθησης και η γωνία Lorentz α ϑα είναι

vD =
µE√

1 + (ωτ)2
, tanα = ωτ
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α

υD

E

υD

υD

Σχήµα 2.7

Λύση:

(α)
Στη µόνιµη κατάσταση η γενική έκφραση της ταχύτητας ολίσθησης είναι vD = 〈v〉 µπορεί να ϐρεθεί από την
εξίσωση

m

τ
vD − eB × vD = −eE ⇒ vD ×B = −E − m

eτ
vD (2.66)

Αν λάβουµε το εσωτερικό και εξωτερικό γινόµενο του µαγνητικού πεδίου µε την εξίσωση (2) ϑα έχουµε

m

τ
vD ·B − e���

���
�:0

(B × vD) ·B = −eE ·B ⇒ vD ·B = −eτ
m
E ·B (2.67)

m

τ
vD ×B − e (B × vD)×B︸ ︷︷ ︸

(B·vD)B−B2vD

= −eE ×B (2.68)

Αν εισάγουµε τις εξισώσεις (2) και (2) στην εξίδωση (2), ϑα έχουµε

−vD

(
m2

τ2e
+ eB2

)
= −eE ×B +

m

τ
E +

e2τ

m
(E ·B)B

ή

−vD
m2

τ2e

[
1 + (ωτ)2

]
= −eE ×B +

m

τ
E +

e2τ

m
(E ·B)B (2.69)

σινςε m2/τ2e+ eB2 = m2/τ2e+ eω2m2/e2 = (m2/τ2e)[1 + (ωτ)2]. Φιναλλψ, Εχ. (2) ωιλλ ϱεαδ

vD =
e2τ2

m2

EB(Ê × B̂)

1 + (ωτ)2
− m

τ

τ2e

m2

EÊ

1 + (ωτ)2
− e2τ

m

eτ2

m2
EB2 (Ê · B̂)B̂

1 + (ωτ)2

vD =
µE

1 + (ωτ)2

[
(ωτ)(Ê × B̂)− Ê − (ωτ)2(Ê · B̂)B̂

]
, Ê =

E

E
, B̂ =

B

B
(2.70)

όπου οι διάφορες σταθερές ϑα είναι

e2τ2

m2
EB = µEωτ,

τe

m
= µE,

e2τ

m

eτ2

m2
EB2 =

e

m
τE

e2τ2

m2
B2 = µE(ωτ)2

(ϐ)
Το µέτρο της ταχύτητας ολίσθησης vD ϑα λάβει τη µορφή

v2
D = vD ·vD =

(
µE

1 + (ωτ)2

)2 [
(ωτ)(Ê × B̂)− Ê − (ωτ)2(Ê · B̂)B̂

]
·
[
(ωτ)(Ê × B̂)− Ê − (ωτ)2(Ê · B̂)B̂

]

=

(
µE

1 + (ωτ)2

)2 [
1 + 2(ωτ)2

(
Ê · B̂

)2
+ (ωτ)2

(
Ê × B̂

)2
+ (ωτ)4

(
Ê · B̂

)2
]
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Αν υποθέσουµε ότι η γωνία µεταξύ του ηλεκτρικού και µαγνητικού πεδίου είναι θ, Ê·B̂ = cos θ,
∣∣∣Ê × B̂∣∣∣ = sin θ,

τότε η παραπάνω έκφραση της ταχύτητας ϑα λάβει τη µορφή

v2
D = vD · vD =

(
µE

1 + (ωτ)2

)2

1 + 2(ωτ)2 cos2 θ + (ωτ)2 sin2 θ︸ ︷︷ ︸
(ωτ)2(1−cos2 θ)

+(ωτ)4 cos2 θ


=

(
µE

1 + (ωτ)2

)2 [
1 + (ωτ)2 cos2 θ + (ωτ)2 + (ωτ)4 cos2 θ

]

=

(
µE

1 + (ωτ)2

)2 [
(1 + (ωτ)2) + (1 + (ωτ)2)(ωτ)2 cos2 θ

]
=

(µE)2

1 + (ωτ)2

[
1 + (ωτ)2 cos2 θ

]

⇒ vD = µE

√
1 + (ωτ)2(Ê · B̂)2

1 + (ωτ)2
(2.71)

Η προβολή της ταχύτητας, vD, στο ηλεκτρικό πεδίο, E, µπορεί να ϐρεθεί µε τη ϐοήθεια της σχέσης (2), ως
ακολούθως

vD‖ = vD · Ê =
µE

1 + (ωτ)2

[
1 + (ωτ)2(Ê · B̂)2

]
ενώ η συνιστώσα της ταχύτητας ολίσθησης κάθετη στο ηλεκτρικό πεδίο ϑα είναι

v2
D⊥

= v2
D − v2

D‖
= (µE)2 1 + (ωτ)2(Ê · B̂)2

1 + (ωτ)2
−

(
µE

1 + (ωτ)2

)2 [
1 + (ωτ)2(Ê · B̂)2

]2

=
(µE)2

1 + (ωτ)2

(
1 + (ωτ)2

(
Ê · B̂

)2
) (ωτ)2

1−cos2 θ=sin2 θ=
∣∣∣Ê×B̂∣∣∣2︷ ︸︸ ︷(

1−
(
Ê · B̂

)2
)

1 + (ωτ)2

⇒ vD⊥ = µE(ωτ)

∣∣∣Ê × B̂∣∣∣√1 + (ωτ)2Ê · B̂

1 + (ωτ)2

Εποµένως η γωνία Lorentz, α, ανάµεσα στο ηλεκτρικό πεδίο και την ταχύτητα ϑα είναι

tanα =
vD⊥
vD‖

= ωτ

∣∣∣Ê × B̂∣∣∣√
1 + (Ê · B̂)2(ωτ)2

(2.72)

(γ)
Από τις σχέσεις (2) και (2) το µέτρο της ταχύτητας ολίσθησης και η γωνία Lorentz α ϑα είναι

vD =
µE√

1 + (ωτ)2
, tanα = ωτ

αφού το ηλεκτρικό και µαγνητικό πεδίο είναι κάθετα µεταξύ τους, E ·B = 0 και |E × B̂| = 1,

Πρόβληµα 2.25 Σωµατίδιο µάζαςm αφήνεται όπου αρχικά ηρεµεί από ύψοςH πάνω από οριζόντιο έδαφος και
πέφτει υπό την επίδραση του ϐάρους του µέσα σε µέσο που προκαλεί αντίσταση µέτρου mkv2, όπου k ϑετική
σταθερά και v η ταχύτητα του. Το σωµατίδιο χτυπά στο έδαφος και αναπηδά κατακόρυφα προς τα πάνω µε
ταχύτητα λ ϕορές την ταχύτητα που είχε ακριβώς πριν έλθει σε επαφή µε το έδαφος. Αν h είναι το µέγιστο ύψος
που ϕτάνει το σωµατίδιο. Να δείξετε ότι

h =
1

2k
ln

[
1 + λ2

(
1− e−2kH

)]
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Λύση:

Σχήµα 2.8

Θεωρούµε ότι ο άξονας των z είναι ϑετικός προς τα κάτω. Καθώς το σωµατίδιο πέφτει η εξίσωση κίνησης δίνεται
από τον δεύτερο νόµο του Newton

m
dv

dt
= Fολ = mg −mkv2

⇒ dv

dt
= g

(
1− k

g
v2

)
⇒ dv

dz

dz

dt
= g

(
1− k

g
v2

)
⇒ dv

dz
v = g

(
1− k

g
v2

)
⇒ 1

2

dv2

dz
= g

(
1− k

g
v2

)
⇒
ˆ V

0

dv2

1− k
g v

2
= 2g

ˆ H

0
dz

⇒ g

k

ˆ kV 2/g

0

dω

1− ω
= 2gH (2.73)

όπου V είναι η ταχύτητα όταν το σωµατίδιο κτυπά το έδαφος. Επιπλέον η αντικατάσταση ω = kv2/g µας έδωσε
το τελευταίο ολοκλήρωµα.
Η εξίσωση (2) γράφεται ως εξής

ˆ kV 2/g

0

d(ω − 1)

ω − 1
= −2kH

⇒ ln

(
(k/g)V 2 − 1

−1

)
= −2Hk

⇒ k

g
V 2 − 1 = −e−2kH

⇒ V 2 =
g

k

(
1− e−2kH

)
Το σωµατίδιο αναπηδά από το έδαφος µε αρχική ταχύτητα

λV = λ

√
g

k

(
1− e−2kH

)
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Οι δυνάµεις που ασκούνται όταν το σωµατίδιο κινείται προς το πάνω είναι F = −(mg +mkv2)ẑ όταν v είναι το
µέτρο της ταχύτητας του, και εποµένως η εξίσωση κίνησης του ϑα είναι

m
dv

dt
= −mg −mkv2

⇒ dv

dz
v = −g

(
1 +

k

g
v2

)
⇒ dv2

1 + (k/g)v2
= −2gdz

⇒ g

k

ˆ 0

kλ2V 2/g

dω

1 + ω
= −2g

ˆ h

0
dz

όπου ω = kv2/g → dv2 = gdω/k και h είναι το ύψος που το σώµα ϑα αναπηδήσει. Το παραπάνω ολοκλήρωµα
µπορεί να γραφτεί ως εξής

ˆ 0

kλ2V 2/g

d(ω + 1)

1 + ω
= −2kh

⇒ − ln

(
1 +

λ2k

g
V 2

)
= −2kh

⇒ h =
1

2k
ln

[
1 +

k

g
λ2 g

k

(
1− e−2kH

)]
⇒ h =

1

2k
ln

[
1 + λ2

(
1− e−2kH

)]

Πρόβληµα 2.26 Σωµατίδιο µάζας m ϐάλλεται κατά µήκος οριζόντιας επιφάνειας µε αρχική ταχύτητα µέτρου
v0. Το σωµατίδιο δέχεται ολική αντίδραση µέτρου mkv2 + mkav, όπου v είναι το µέτρο της ταχύτητας του σε
τυχούσα χρονική στιγµή και k > 0, a > 0 σταθερές.

(α) Να υπολογίσετε την απόσταση, s, που διανύει το σωµατίδιο µέχρις ότου ηρεµήσει.

(ϐ) Να δείξετε ότι ο χρόνος που απαιτείται ώστε η ταχύτητα του σωµατιδίου να γίνει v0/2 είναι

t1/2 =
1

ka
ln

(
v0 + 2a

v0 + a

)

Λύση:

(α) Η εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου εκφράζεται µέσω του δευτέρου νόµου του Newton µε δύναµη αντίστασης
F = −(mkv2 +mkav) και ϑα είναι

F = m
dv

dt

⇒ −mkv(v + a) = m
dv

dt
(2.74)

⇒ −kv(v + a) =
dv

dt
=

dv

dx

dx

dt
=

dv

dx
v

⇒ dv

v + a
= −kdx

⇒
ˆ 0

v0

dv

v + a
= −k

ˆ s

0
dx

⇒ ln

(
a

v0 + a

)
= −ks



87

⇒ s =
1

k
ln

(
v0 + a

a

)
όπου s είναι η απόσταση που το σωµατίδιο διανύει ώστε να ηρεµήσει v = 0.

(ϐ) Από την εξίσωση κίνησης (2) ξαναπαίρνουµε

dv

dt
= −kv(v + a)

⇒
ˆ v0/2

v0

dv

v(v + a)
= −k

ˆ t1/2

0
dt

⇒
ˆ v0/2

v0

(
1

v
− 1

v + a

)
dv

a
= −kt1/2

⇒ ln

(
v

v + a

)∣∣∣∣∣
v0/2

v0

= −kat1/2

⇒ ln

(
v0/2

v0/2 + a

)
− ln

(
v0

v0 + a

)
= −kat1/2

⇒ t1/2 =
1

ka
ln

v0/(v0 + a)
v0/2

(v0/2+a)


⇒ t1/2 =

1

ka
ln

(
v0 + 2a

v0 + a

)

Πρόβληµα 2.27 Υποθέτουµε ελεύθερη πτώση υλικού σηµείου µάζας m στον αέρα µε αντίσταση αέρος της
οποίας το µέτρο είναι της µορφής mav2 όπου a > 0 σταθερά. Πάρτε ως ϑετική ϕορά για την ταχύτητα την
κατακόρυφο προς τα κάτω και δείξετε ότι η αλγεβρική τιµή της ταχύτητας είναι

v =

√
g

a
tanh

(√
agt
)

Υπάρχει οριακή ταχύτητα όταν ο χρόνος t→ +∞;

Λύση:

Η εξίσωση κίνησης του υλικού σηµείου ϑα είναι

m
dv

dt
= F = −mav2 +mg

όπου η ολική δύναµη που ασκείται στο σώµα είναι το αλγεβρικό άθροισµα της αντίστασης του αέρα −mav2 και
της δύναµης της ϐαρύτητας mg. Εποµένως η εξίσωση κίνησης ϑα είναι

−av2 + g =
dv

dt

⇒ g

(
1− a

g
v2

)
=

dv

dt

⇒ g

ˆ t

0
dt =

ˆ v

0

dv

1− (a/g)v2

⇒ gt =

ˆ v

0

dv

(1 +
√
a/g v)(1−

√
a/g v)

=
1

2

ˆ v

0

(
dv

(1−
√
a/g v)

+
dv

(1 +
√
a/g v)

)
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=
1

2

[ˆ v

0

dv

(1−
√
a/g v)

+

ˆ v

0

dv

(1 +
√
a/g v)

]

=
1

2

√
g

a

ˆ √a/gv
0

dω

1− ω
+

ˆ √a/gv
0

dω

1 + ω

 (2.75)

όπου έχει χρησιµοποιηθεί η αντικατάσταση
√
a/gv = ω ⇒ dv = dω

√
g/a. Η εξίσωση (2) ϑα γίνει

1

2

√
g

a

− ln

(
−
√
a

g
v + 1

)
+ ln

(√
a

g
v + 1

) = gt

⇒ 1

2

√
g

a
ln

( √
a/g v + 1

−
√
a/g v + 1

)
= gt

⇒ ln

( √
a/g v + 1

−
√
a/g v + 1

)
= 2
√
ag t

⇒
√
a/g v + 1

−
√
a/g v + 1

= e2
√
ag t

⇒ v =

√
g

a

e2
√
ag t − 1

e2
√
ag t + 1

=

√
g

a

e
√
ag t − e−

√
ag t

e
√
ag t + e−

√
ag t

=

√
g

a

sinh(
√
ag t)

cosh(
√
ag t)

=

√
g

a
tanh(

√
ag t)

για t→ +∞ το tanh(
√
ag t)→ 1, εποµένως η οριακή ταχύτητα ϑα είναι

vορ =

√
g

a

Πρόβληµα 2.28 ΄Ενα σωµατίδιο µάζας m κινείται υπό την επίδραση µιας δύναµης F = − k
x3
x̂, k > 0. Αν το

σωµατίδιο ξεκινάει µε µηδενική αρχική ταχύτητα από το σηµείο x0 > 0, να δείξετε ότι ο απαιτούµενος χρόνος
για να ϕτάσει στην αρχή του άξονα (x = 0) είναι

t0 =

√
mx4

0

k

Λύση:

Από το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα ϑα έχουµε

m
dv

dt
= − k

x3

⇒ m
dv

dx

dx

dt︸︷︷︸
v

= − k

x3

⇒ m

ˆ v

0
vdv = −

ˆ x

x0

k

x3
dx

⇒ v2 =
k

m

(
1

x2
− 1

x2
0

)

v = −

√
k

mx2
0

√
x2

0 − x2

x
(2.76)
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Θα παρατηρήσατε ότι λάβαµε το αρνητικό πρόσηµο στην τετραγωνική ϱίζα, καθότι το σωµατίδιο κινείται προς
την αρχή του άξονα x. Ολοκληρώνοντας την (2) ϑα έχουµε

ˆ x

x0

xdx√
x2

0 − x2
= −

√
k

mx2
0

ˆ t

0
dt

⇒
√
x2

0 − x2 =

√
k

mx2
0

t

⇒ x = x0

√
1− k

mx4
0

t2, για t 5

√
mx4

0

k
(2.77)

Εδώ λάβαµε τη ϑετική τετραγωνική ϱίζα, διότι το σωµατίδιο ϐρίσκεται στα δεξιά της αρχής του άξονα x. Από τη
σχέση για (2) για x = 0 έπεται

t0 =

√
mx4

0

k

Πρόβληµα 2.29 Να επαναλάβετε το πρόβληµα 2.28 για δύναµη της µορφής

F = − k

x2
x̂,

υποθέτοντας ως αρχικές συνθήκες x(0) = x0 > 0 και v(0) = v0 > 0. Να ϐρείτε τη ϑέση x(t) και την ταχύτητα
v(t) στην περίπτωση που έχουµε v0 =

√
2k/mx0.

Λύση:

Η εξίσωση κίνησης ϑα είναι

m
v

t
= − k

x2

⇒ m
dv

dx

dx

dt︸︷︷︸
v

= − k

x2

⇒
ˆ v

v0

vdv = − k
m

ˆ x

x0

dx

x2

⇒ v = ±v0

[
1 +

2k

mv2
0

(
1

x
− 1

x0

)]1/2

(2.78)

Παρατηρούµε από τη σχέση (2) ότι η ορική ταχύτητα (για x→∞) του σωµατιδίου ϑα είναι

vορ = v0

[
1− 2k

mx0v2
0

]1/2

και λαµβάνει πραγµατική τιµή στην περίπτωση που ισχύει

v0 =

√
2k

mx0

Αν λάβουµε το v0 =
√

2k/mx0, τότε έπεται από τη σχέση (2)

dx

dt
= v0

√
x0

x
⇒
ˆ x

0

√
xdx = v0

√
x0

ˆ t

0
dt

⇒ x(t) = x0

(
1 +

3v0

2x0
t

)2/3

(2.79)
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Συνδυάζοντας τις σχέσεις (2) και (2) ϑα έχουµε την ταχύτητα ως συνάρτηση του χρόνου

v(t) = v0

(
1 +

3v0

2x0
t

)−1/3

Πρόβληµα 2.30 Μια δύναµη F = −F0e−x/λ, (F0 > 0, λ > 0) δρα σε σωµατίδιο µάζας m, το οποίο ϐρίσκεται
στη ϑέση x(0) = 0 µε ταχύτητα v(0) = v0 > 0. Να ϐρείτε την ταχύτητα v(x) ως συνάρτηση της ϑέσης x.

Λύση:

Από το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα έπεται

m
dv

dt
= −F0e−x/λ

⇒ m
dv

dx

dx

dt︸︷︷︸
v

= −F0e−x/λ

⇒
ˆ v

v0

vdv = −F0

m

ˆ x

x0

e−x/λdx

⇒ 1

2
(v2 − v2

0) =
F0

m
λ
(

e−x/λ − 1
)

⇒ v(x) = ±
[
v2

0 +
2F0λ

m

(
e−x/λ − 1

)]1/2

όπου το ϑετικό πρόσηµο ισχύει στην περίπτωση που το σωµατίδιο κινείται προς τα ϑετικά του άξονα x. Η ορική
ταχύτητά του ϑα είναι

v(∞) =

√
v2

0 −
2F0λ

m
για

v0 =

√
2F0λ

m

Πρόβληµα 2.31 Η πρώτη παράγωγος της επιτάχυνσης a αναφέρεται ως υπερεπιτάχυνση-«jerk»

j =
da

dt
=

d2v

dt2
=

d3x

dt3

Θεωρήστε ένα σωµατίδιο το οποίο κινείται µε σταθερή υπερεπιτάχυνση-σ«jerk» j = j0. Να ϐρείτε τη ϑέση x(t),
υποθέτοντας τις αρχικές συνθήκες x(0) = x0, v(0) = v0, a(0) = a0.

Λύση:

Από τον ορισµό της υπερεπιτάχυνσησ-«jerk» ϑα έχουµε

j =
da

dt
⇒
ˆ a

a0

da =

ˆ t

0
jdt

⇒ a = a0 + j0t (2.80)

Η επιτάχυνση ϑα είναι

a =
dv

dt
⇒
ˆ v

v0

dv =

ˆ t

0
adt

(2)
==⇒ v = v0 + a0t+

1

2
j0t

2 (2.81)
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Η ταχύτητα µας δίνει

v =
dx

dt
⇒
ˆ x

x0

dx =

ˆ t

0
vdt

και µε τη ϐοήθεια της σχέσης (2) λαµβάνουµε τη ϑέση x(t)

⇒ x(t) = x0 + v0t+
1

2
a0t

2 +
1

6
j0t

3

Πρόβληµα 2.32 Θεωρήστε ένα σωµατίδιο µάζας m (υο οποίο κινείται σε µια διάσταση) στο οποίο ασκείται µια
δύναµη της µορφής F (t) + mτj, όπου j είναι η υπερεπιτάχυνση και F (t) τυχαία συνάρτηση του χρόνου µε
µονάδες δύναµης, τ > 0 µε µονάδες χρόνου. Να δείξετε η επιτάχυνση a(t) εκφράζεται ως ακολούθως

a =
1

mτ

ˆ t

0
e−t
′/τF (t′)dt′

αν ϑέλουµε να λάβουµε µια πεπερασµένη τιµή για την επιτάχυνση.

Λύση:

Η εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου ϑα είναι

ma = F (t) +mτ
da

dt

αν πολλαπλασιάσουµε τα δύο µέλη µε e−t/τ ϑα λάβουµε

⇒ d

dt

(
ae−t/τ

)
= −e−t/τ

mτ
F (t)

⇒
ˆ ae−t/τ

a0

d
(
ae−t/τ

)
= − 1

mτ

ˆ t

0
e−t
′/τF (t′)dt′

⇒ a(t) = et/τ

[
a0 −

1

mτ

ˆ t

0
e−t
′/τF (t′)dt′

]
(2.82)

Παρατηρούµε ότι η a(t) → ∞ για t → ∞. Εποµένως για να λάβουµε πεπερασµένη τιµή στην επιτάχυνση ϑα
πρέπει ο όρος της παρένθεσης της σχέσης (2) να µηδενίζεται, δηλαδή

a0 =
1

mτ

ˆ t

0
e−t
′/τF (t′)dt′

Πρόβληµα 2.33 Τρία σώµατα µε µάζεςm1,m2,m3 αντίστοιχα είναι τοποθετηµένα σε οριζόντια επιφάνεια, όπως
ϕαίνεται στο σχήµα (2.9). Μια δύναµη µέτρου F ασκείται στο αριστερό σώµα. Να ϐρεθεί η δύναµη που ασκεί
το µεσαίο σώµα m2 στο αριστερό m1 και στο δεξιό σώµα m3.

Λύση:

΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα, οι δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα m1 είναι

• η εξωτερική δύναµη µε µέτρο F

• η δύναµη του ϐάρους B1 = m1g

• η δύναµη της τριβής T1 = µA1

• η κάθετος δύναµης του επιπέδου A1
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Σχήµα 2.9

• η δύναµη N1 που ασκεί το σώµα m2

όπου µ είναι το συντελεστής στατικής τριβής της επιφάνειας. Από την ισορροπία των δυνάµεων που ασκούνται
στο σώµα m1 ϑα έχουµε

F − T1 −N1 = 0, όπου T1 = µA1, A1 = B1 = m1g

⇒ F − µm1g −N1 = 0 (2.83)

Στο σώµα m2 ασκούνται οι δυνάµεις

• η δύναµη του ϐάρους B2 = m2g

• η δύναµη της τριβής T2 = µA2

• η κάθετος δύναµης του επιπέδου A2

• η δύναµη N1 που ασκεί το σώµα m1

• η δύναµη N2 που ασκεί το σώµα m3

όπου από τον τρίτο νόµο του Newton η δύναµη που ασκεί το σώµα m1 στο σώµα m2 είναι ίση µε τη δύναµη που
ασκεί το σώµα m2 στο m1.
Από την ισορροπία των δυνάµεων που ασκούνται στο σώµα m2 ϑα έχουµε

N1 − T2 −N2 = 0, όπου T2 = µA2, A2 = B2 = m2g

⇒ N1 − µm2g −N2 = 0 (2.84)

Στο σώµα m3 ασκούνται οι δυνάµεις

• η δύναµη του ϐάρους B3 = m3g

• η δύναµη της τριβής T3 = µA3

• η κάθετος δύναµης του επιπέδου A3

• η δύναµη µέτρου N2 που ασκεί το σώµα m2

όπου από τον τρίτο νόµο του Newton η δύναµη που ασκεί το σώµα m2 στο σώµα m3 είναι ίση µε τη δύναµη που
ασκεί το σώµα m3 στο m2.
Από την ισορροπία των δυνάµεων που ασκούνται στο σώµα m3 ϑα έχουµε

N2 − T3 = 0, όπου T3 = µA3, A3 = B3 = m3g
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⇒ N2 − µm3g = 0

⇒ N2 = µm3g (2.85)

Συνδυάζοντας την εξίσωση (2) µε την (2) έχουµε

N1 = µg(m2 +m3) (2.86)

και αν αντικαταστήσουµε αυτήν τη σχέση στην εξίσωση (2) ϑα έχουµε για το συντελεστή τριβής

F = µm1g + µg(m2 +m3)

⇒ µ =
F

g(m1 +m2 +m3)
(2.87)

Συνεπώς οι δυνάµεις N1, N2 ϑα δίνονται από τις σχέσεις (2) και (2) αφού αντικαταστήσουµε το συντελεστή τριβής
από τη σχέση (2)

N1 = F
m2 +m3

m1 +m2 +m3
και N2 = F

m3

m1 +m2 +m3

Πρόβληµα 2.34 Σωµατίδιο κινείται ευθύγραµµα και υφίσταται επιβράδυνση a = −kvn όπου v η ταχύτητα του.
∆είξτε ότι αν n < 1 το σωµατίδιο ϑα ηρεµήσει σε απόσταση

x =
v2−n

0

k(2− n)

από το σηµείο εκκίνησης σε χρόνο

t =
v1−n

0

k(1− n)

όπου v0 η αρχική του ταχύτητα.

Λύση:

Από τον ορισµό της επιτάχυνσης ϑα έχουµε

a =
dv

dt

⇒ −kvn =
dv

dt
(2.88)

=
dv

dx

dx

dt
=

dv

dx
v

⇒ −k
ˆ 0

x
dx =

ˆ v0

0

dv

vn−1

⇒ − v
2−n
0

2− n
= −kx

⇒ x =
v2−n

0

k(2− n)

Ο χρόνος t που το το σωµατίδιο ϑα ηρεµήσει µπορεί να ϐρεθεί µε τη ϐοήθεια της σχέσης (2)

dv

dt
= −kvn

⇒ dv

vn
= −kdt

⇒
ˆ 0

v0

dv

vn
= −k

ˆ t

0
dt
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⇒ v1−n
0

1− n
= kt

⇒ t =
v1−n

0

k(1− n)

Πρόβληµα 2.35 Μια σφαιρική σταγόνα από χαλάζι πέφτει κατακόρυφα λόγω της ϐαρύτητας, χωρίς αντίσταση
από τον αέρα. Λόγω στερεοποίησης υδρατµών στην επιφάνεια της σφαίρας η ακτίνα της r αυξάνει µε ϱυθµό
dr/dt = λr όπου λ είναι µια ϑετική σταθερά. Η αρχική ακτίνα της σταγόνας είναι r0 και η αρχική της µάζας
m0.

(α) Βρείτε τη µάζα της σταγόνας συναρτήσει του χρόνου t.

(ϐ) Βρείτε την ταχύτητα της σταγόνας συναρτήσει του χρόνου t.

(γ) ∆είξτε ότι η ταχύτητα της σταγόνας τείνει προς µια οριακή τιµή, ίση µε g/3λ.

Λύση:

(α) Η ακτίνα, r(t), της σταγόνας µπορεί να προσδιοριστεί από τη διαφορική εξίσωση

dr

dt
= λr

⇒
ˆ r

r0

dr

r
= λ

ˆ t

0
dt

⇒ ln

(
r

r0

)
= λt

⇒ r(t) = r0eλt

Αν υποθέσουµε ότι η πυκνότητα και ο όγκος της σταγόνας είναι ρ και V = (4/3)πr3 αντίστοιχα, εποµένως η
µάζα της ϑα είναι

m = ρV =
4

3
ρπr3 (2.89)

⇒ m =
4

3
πρr3 =

4

3
πρr3

0e3λt

διότι r = r0eλt. Επιπλέον η πυκνότητα της σταγόνας µπορεί να εκφραστεί τη χρονική στιγµή t = 0 και ας
υποθέσουµε ότι η µάζα και ο όγκος της είναι m0 και V0 = (4/3)πr3

0. Εποµένως ϑα έχουµε

ρ =
m0

V0
=

m0

(4/3)πr3
0

Αντικαθιστώντας την παραπάνω έκφραση της πυκνότητας ρ στη σχέση (2), ϑα έχουµε

m = m0e3λt (2.90)

(ϐ) Η µόνη δύναµη που ασκείται στη σταγόνα είναι η δύναµη του ϐάρους της mg, εποµένως ο δεύτερος νόµος
του Newton ϑα µας δώσει την εξίσωση κίνησης της

dp

dt
= F

⇒ m
dv

dt
+ v

dm

dt
= mg

όπου η ορµή της σταγόνας είναι p = mv, και η µάζας της µεταβάλλεται µε το χρόνο t. Αντικαθιστώντας την
έκφραση m της σχέσης (2) στην εξίσωση κίνησης, ϑα έχουµε

m0e3λtdv

dt
+ vm03λe3λt = m0e3λtg
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⇒ dv

dt
= g − 3λv

⇒
ˆ v

0

dv

v − g/(3λ)
= −3λ

ˆ t

0
dt

⇒ ln

(
v − (g/3λ)

−(g/3λ)

)
= −3λt

⇒ v =
g

3λ

(
1− e−3λt

)
(γ) Η οριακή ταχύτητα της σταγόνας µπορεί να ϐρεθεί από τη σχέση της ταχύτητας v(t) όταν ϑεωρήσουµε το
χρόνο να τείνει στο άπειρο, t→∞, δηλαδή

v → g

3λ

διότι e−3λt → 0 όταν t→∞.

Πρόβληµα 2.36 Μια σφαιρική σταγόνα πέφτει κατακόρυφα στο πεδίο ϐαρύτητας χωρίς αντίσταση από τον αέρα.
Λόγω στερεοποίησης υδρατµών στην επιφάνεια της σφαίρας η µάζα της αυξάνεται µε ϱυθµό που δίνεται από τη
σχέση

dm

dt
= λmavβ, λ > 0, 0 5 a < 1, β = 0

(α) Να ϐρείτε την ταχύτητα v ως συνάρτηση της µάζας m. Θεωρήστε αρχική συνθήκη m = 0 όταν v = 0.

(ϐ) Αν ϑεωρήσουµε τώρα µια δύναµη αντίστασης µέτρου F = kmavγ , γ > 0, k ≥ 0, να δείξετε ότι η επιτάχυνση
της σταγόνας είναι σταθερή και δίνεται από τη σχέση

a =
ng

1 + k(1− n)/λ
, όπου n = (1− a)/(2 + β − a)

Λύση:

(α) Εφόσον η σταγόνα κινείται στο πεδίο ϐαρύτητας χωρίς αντίσταση, ο δεύτερος νόµος του Νεύτωνα ϑα µας
δώσει

dp

dt
= mg, όπου p = mv (2.91)

Ο ϱυθµός µεταβολής της µάζας της ϑα είναι

dm

dt
= λmavβ = λma−βpβ (2.92)

Με τη ϐοήθεια του κανόνα της αλυσίδας στην παραγώγιση, η εξίσωση (2) ϑα µας δώσει

dp

dt
= mg ⇒ dp

dm

dm

dt
= mg

(2)
=⇒ pβdp =

g

λ
m1+β−adm

⇒
ˆ
pβdp =

g

λ

ˆ
m1+β−adm

⇒ pβ+1

1 + β
=

gm2+β−a

λ(2 + β − a)
+

c

1 + β
, c = σταθερά ολοκλήρωσης

και για p = mv έπεται ότι

v1+β =
1 + β

mβ

[
gm2+β−a

λ(2 + β − a)
+

c

1 + β

]
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Από την αρχική συνθήκη v = 0 για m = 0 έπεται c = 0. Εποµένως η ταχύτητα είναι

vβ =
g(1 + β)

λ(2 + β − a)
m2−a

(ϐ) Ο δεύτερος νόµος του Νεύτωνα στην περίπτωση που έχουµε τη δύναµη της αντίστασης F = −kmavγ ẑ (όπου
ẑ είναι το µοναδιαίο διάνυσµα στον κατακόρυφο άξονα, υποθέτοντας τα ϑετικά προς τα κάτω) ϑα είναι

dp

dt
= mg − kmavγ = mg − kma−γpγ (2.93)

Στην ειδική περίπτωση που λάβουµε 1 + β = γ µπορούµε να έχουµε λύση συνδυάζοντας τις σχέσεις (2) και (2),
δηλαδή έπεται η ακόλουθη σχέση

dp

dm

dm

dt
= mg − kma−γpγ

(2)
=⇒ dp

dm
+
k

λ

p

m
=
g

λ
m1+β−ap−β, (2.94)

Αν ϑεωρήσουµε τη νέα µεταβλητή u = mk/λp = mk/λmv, η σχέση (2) ϑα έχει τη µορφή

uβ
du

dm
=
g

λ
m(1+β)(1+k/λ)−a

⇒
ˆ
uβdm =

g

λ

ˆ
m(1+β)(1+k/λ)−adm

⇒ u1+β =
g(1 + β)

λ[(1 + β)(1 + k/λ)− a+ 1]
+ c′(1 + β)

⇒ v1+β =
g(1 + β)m1−a

λ(2 + β − a) + k(1 + β)
+

c

m(1+β)(1+k/λ)
(2.95)

όπου c είναι η νέα σταθερά ολοκλήρωσης και ισούται µε µηδέν αφού v = 0, για m = 0.
Αν διαφορίσουµε τη σχέση (2) ϑα έχουµε

��
��(1 + β)vβ

dv

dt
=

g���
�(1 + β)(1− a)m−a

λ(2 + β − a) + k(1 + β)

dm

dt

(2)
=⇒��vβ

dv

dt
=

g(1− a)m−a

λ(2 + β − a) + k(1 + β)
λma

��v
β

και εποµένως η επιτάχυνση a = dv/dt ϑα είναι σταθερή, και δίνεται από την παρακάτω έκφραση

a =
(1− a)g

(2 + β − a) + k(1 + β)/λ
=

g(1− a)/(2 + β − a)

1 + k(1 + β)/λ(2 + β − a)
=

ng

1 + k(1− n)/λ

όπου n = (1− a)/(2 + β − a).

Πρόβληµα 2.37 Μελετήστε τη κίνηση ενός σφαιρικού σωµατιδίου ακτίνας R και πυκνότητας ρ που πέφτει σε
µια ϐαθιά λίµνη µε συντελεστή ιξώδους η όπου η αρχική ταχύτητα του σωµατιδίου στην επιφάνεια της λίµνης
είναι v0. Να ϐρείτε την ταχύτητα v(t) και τη ϑέση x(t) του σωµατιδίου καθώς αυτό ϐυθίζεται µέσα στη λίµνη ως
συνάρτηση του χρόνου t.
Επίσης ϑεωρήστε τη δύναµη της ϐαρύτητας πέρα από τη δύναµη τριβής µεταξύ του σωµατιδίου και του υγρού
της λίµνης.

Λύση:

΄Οταν το σωµατίδιο ϐρίσκεται µέσα στη λίµνη, εκτός από τη δύναµη ϐαρύτητας mg ϑα ασκείται και η δύναµη
τριβής που οφείλεται στο υγρό της λίµνης. Από τη ϑεωρία των ϱευστών η δύναµη αυτή η δύναµη αντίστασης
είναι ανάλογη της ταχύτητας v και ϑα δίνεται από τη σχέση

F = −6πηRv
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Η εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου ϑα ϐρεθεί από το δεύτερο νόµο του Newton

m
dv

dt
= mg − 6πηRv

όπου η µάζα, m, του σωµατιδίου είναι : m = ρV = ρ(4/3)πR3, διότι το σωµατίδιο είναι σφαίρα ακτίνας R.
Εποµένως η εξίσωση κίνησης ϑα είναι

dv

dt
= g − 6πηRv

m
= g

(
1− 9ηv

2gρR2

)
⇒
ˆ v

v0

dv

1− λv
=

ˆ t

0
gdt

όπου λ = 9η/2ρR2g

⇒ − 1

λ
ln

(
1− λv
1− λv0

)
= gt

⇒ 1− λv
1− λv0

= e−λgt

⇒ v =
1

λ

[
1− (1− λv0) e−λgt

]
Η ϑέση, x(t), του σωµατιδίου ϑα ϐρεθεί αφού ολοκληρώσουµε τη συνάρτηση της ταχύτητας

x(t) =

ˆ t

0
vdt =

1

λ

[
t+

(1− λv0)

λg

(
e−λgt − 1

)]

Πρόβληµα 2.38 Σωµατίδιο µάζας κινείται υπό την επίδραση της ϐαρύτητας κατά µήκος λείας ϱάβδου µήκους
L, κεκλιµένης κατά γωνία α ως προς τη κατακόρυφο, και περιστρεφόµενης γύρω από σταθερό κατακόρυφο
άξονα µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω.

(α) Να ϐρεθεί η εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου.

(ϐ) Βρείτε το χρόνο που απαιτείται για να ϕτάσει το σωµατίδιο το άκρο Β αν για t = 0 ξεκινά από την ηρεµία
του από το σηµείο Α.

Λύση:

(α) Η κίνηση του σωµατιδίου µπορεί να περιγραφεί σε σφαιρικές συντεταγµένες (r, θ, φ) όπου ο περιορισµός
της γωνίας θ = α = σταθερή µας δίνει θ̇ = 0. Επίσης για την πολική γωνία φ έχουµε ότι φ̇ = ω = γωνιακή
ταχύτητα. Κατά µήκος της ακτινικής συνιστώσας, r ασκείται η δύναµη της αντίστασης −mg cos θ όπως ϕαίνεται
στο σχήµα. Εποµένως η ακτινική επιτάχυνση είναι αr = −g cos θ. Σε σφαιρικές συντεταγµένες η ακτινική
επιτάχυνση δίνεται στο πρόβληµα 1.16

r̈ − rθ̇2 − r2φ̇2 sin2 θ = −g cos θ

⇒ r̈ − rω2 sin2 α = −g cosα

⇒ (D2 − ω2 sin2 α)r = −g cosα (2.96)

Η λύση της οµογενούς εξίσωσης ϐρίσκεται µέσω των ϱιζώνD1,2 = ±ω sinα, του χαρακτηριστικού πολυωνύµου,D2−
ω2 sin2 α , και δίνεται από τη σχέση

roµ(t) = C1eω sinα t + C2e−ω sinα t

και η µερική λύση λόγω του σταθερού όρου του δεξιού µέρους της διαφορικής εξίσωσης (2) ϑα είναι

rµ(t) =
g cosα

ω2 sin2 α
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Σχήµα 2.10

Εποµένως η γενική λύση της εξίσωσης κίνησης ϑα είναι

r(t) = roµ(t) + rµ(t) = C1eω sinα t + C2e−ω sinα t +
g cosα

ω2 sin2 α

Οι αρχικές συνθήκες, ϑέση και ταχύτητα, r(0) = 0 και ṙ(0) = 0 ϑα µας δώσουν

0 = r(0) = C1 + C2 +
g cosα

ω2 sin2 α
0 = ṙ(0) = ω sinαC1 − ω sinαC2

⇒ C1 = C2

και C1 = C2 = −g cosα/(2ω2 sin2 α).
Από τον προσδιορισµό αυτών των σταθερών ολοκλήρωσης C1, C2 η γενική λύση ϑα είναι

r(t) = − g cosα

2ω2 sin2 α

(
eω sinαt + e−ω sinαt

)
+

g cosα

ω2 sin2 α
=

g cosα

ω2 sin2 α

(
1− cosh(ω sinαt)

)
(ϐ) Στην περίπτωση που το σωµατίδιο ϕτάσει στην άκρη B, (r = L), η εξίσωση κίνησης ϑα µας δώσει

L =
g cosα

ω2 sin2 α

(
1− cosh(ω sinαt)

)
⇒ cosh(ω sinαt) = 1− Lω2 sin2 α

g cosα

⇒ t =
1

ω sinα
cosh−1

(
1− Lω2 sin2 α

g cosα

)

Πρόβληµα 2.39 Από κάποιο διάτρητο µπαλάκι είναι περασµένο σταθερό κυκλικό καλώδιο ακτίνας r. Το
καλώδιο είναι οµαλό και ϐρίσκεται σε κατακόρυφο επίπεδο. Το µπαλάκι ϐάλλεται από τη κατώτερη ϑέση του
µε τόση ενέργεια που µόλις του επιτρέπει να ϕθάσει στην κορυφή. Βρείτε µια έκφραση για τη δύναµη της
αντίδρασης του καλωδίου στο µπαλάκι και προσδιορίστε σε ποιο σηµείο η αντίδραση αλλάζει πρόσηµο.
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Λύση:

mgcosθ

mg
mgsinθ

v0

T
θ

υ

Σχήµα 2.11

΄Εστω T είναι η δύναµη της αντίδρασης που ασκείται στο µπαλάκι, άρα η ολική δύναµη που ασκείται κατά
µήκος του r ϑα είναι

Fr = −T +mg cos θ

και στο άξονα τον κάθετο στο r ϑα είναι
Fθ = −mg sin θ

Από το πρόβληµα 1.15 γνωρίζουµε τις εκφράσεις των Fr και Fθ

Fr = m
(
r̈ − rθ̇2

)
= −T +mg cos θ

⇒ −mrθ̇2 = −T +mg cos θ

Fθ = m(rθ̈ + 2ṙθ̇) = −mg sin θ

⇒ rθ̈ = −g sin θ

διότι η ακτίνα r είναι σταθερή. Παρατηρούµε ότι η εξίσωση για την Fθ µπορεί να γραφτεί

rθ̈ = −g sin θ

⇒ r
dθ̇

dt
= g

d cos θ

dt

1

θ̇

⇒ r
dθ̇2

dt
= 2g

d cos θ

dt

⇒
ˆ
r

dθ̇2

dt
dt =

ˆ
2g

d cos θ

dt
dt

⇒ θ̇2 =
2g

r
cos θ + C

όπου η σταθερά ολοκλήρωσης C µπορεί να προσδιοριστεί από τις τελική συνθήκες για θ = π η ταχύτητα θ̇ = 0,
δηλαδή ϑα έχουµε C = 2g/r, και η σχέση του θ̇ ϑα µας δώσει

θ̇2 =
2g

r
(cos θ + 1)

Από την εξίσωση κίνησης στον άξονα r ϑα έχουµε

−mrθ̇2 = −T +mg cos θ
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⇒ −mr2g

r
(cos θ + 1) = −T +mg cos θ

⇒ T = mg(3 cos θ + 2)

Παρατηρούµε ότι η αντίδραση T γίνεται µηδέν όταν cos θ = −2/3 και εποµένως η T ϑα αλλάξει πρόσηµο σ΄ αυτό
το σηµείο.

Πρόβληµα 2.40 Στο κλασικό πρόβληµα της ϐολής σωµατιδίου αρχικής ταχύτητας v0 και γωνίας ϐολής θ ως
προς το οριζόντιο άξονα x να ϐρείτε τη γωνία ϐολής θ0 για την οποία επιτυγχάνουµε µέγιστο µήκος διαδροµής.

Λύση:

Στο πρόβληµα της ϐολής οι ϑέσεις x(t), y(t) του σωµατιδίου ως συνάρτηση του χρόνου δίνοναι από τις γνωστές
σχέσεις

x(t) = v0 cos θ t και y(t) = v0 sin θ t− 1

2
gt2

Το σωµατίδιο ϑα ϐρίσκεται στο µέγιστο ύψος της διαδροµής όταν dy(t)/dt = 0 ⇒ v0 sin θ−gt = 0 και εποµένως
για χρόνο t = v0 sin θ/g. Το µήκος της διαδροµής µπορεί να υπολογιστεί από το ολοκλήρωµα

s(θ) = 2

ˆ v0 sin θ/g

0

(
(dx)2 + (dy)2

)1/2
= 2

ˆ v0 sin θ/g

0

((
dx

dt

)2

+

(
dy

dt

)2
)1/2

dt

= 2

ˆ v0 sin θ/g

0

(
(v0 cos θ)2 + (v0 sin θ − gt)2

)1/2
dt

= 2v0 cos θ

ˆ v0 sin θ/g

0

(
1 +

(
tan θ − gt

v0 cos θ

)2
)2

dt

= −2v2
0 cos2 θ

g

ˆ 0

tan θ
(1 + ω2)1/2dω

όπου στο τελευταίο ϐήµα της ολοκλήρωσης έχουµε κάνει την αντικατάσταση ω = tan θ − gt/v0 cos θ. Αν
ϑεωρήσουµε µια νέα µεταβλητή, z, µέσω της σχέσης ω = tan z και αντιστρέφοντας τα όρια της ολοκλήρωσης, το
τελευταίο ολοκλήρωµα λαµβάνει τη µορφή

s(θ) =
2v2

0 cos2 θ

g

ˆ θ

0

dz

cos3 z

Αυτό το ολοκλήρωµα µπορεί να υπολογιστεί έυκολα και δίνεται στο Παράρτηµα 11 στη σελίδα 533 από τον τύπο
(11.1) και εποµένως ϑα έχουµε

s(θ) =
2v2

0 cos2 θ

g

1

2

(
sin θ

cos2 θ
+ ln

(
1 + sin θ

cos θ

))
=
v2

0

g

(
sin θ + cos2 θ ln

(
sin θ + 1

cos θ

))

Αν λάβουµε την πρώτη παράγωγο του s(θ) ως προς θ και τη ϑεωρήσουµε µηδέν, ϑα λάβουµε τη γωνία για την
όποία ϑα εχουµε µέγιστο µήκος διαδροµής

0 =
ds(θ)

dθ
=
v2

0

g

(
cos θ − 2 cos θ sin θ ln

(
1 + sin θ

cos θ

)
+ cos2 θ

cos θ

1 + sin θ

cos2 θ + (1 + sin θ) sin θ

cos2 θ

)

⇒ sin θ ln

(
1 + sin θ

cos θ

)
= 1

Αυτή η εξίσωση µπορεί να επιλυθεί αριθµητικά όπου η λύση είναι θ0 = 56, 5o.
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Πρόβληµα 2.41 ΄Ενα ϐλήµα ϐάλλεται από ένα σταθερό σηµείο Α µε αρχική ταχύτητα v0. Εάν η γωνία ϐολής
είναι 90o, δηλαδή αν ϐάλλεται κατακόρυφα, αυτό ϑα αποµακρύνεται για λίγο από το σηµείο Α, ϑα ϕτάσει σε
ένα µέγιστο ύψος και στην συνέχεια ϑα κατεβαίνει και ϑα πλησιάζει το σηµείο Α µέχρι να πέσει πάνω του.
Αν το ϐάλλουµε µε λίγο µικρότερη γωνία (π.χ. 88ο) πάλι ϑα αποµακρύνεται από το Α αλλά στην συνέχεια
ϑα το πλησιάζει µέχρι να πέσει δίπλα του. Ποια είναι η µέγιστη γωνία ϐολής θ0 ώστε το ϐλήµα συνεχώς να
αποµακρύνεται από το σηµείο ϐολής ;

Λύση:

Στο πρόβληµα της ϐολής οι ϑέσεις x(t), y(t) του σωµατιδίου ως συνάρτηση του χρόνου δίνοναι από τις γνωστές
σχέσεις

x(t) = v0 cos θ t και y(t) = v0 sin θ t− 1

2
gt2

Η απόσταση L του ϐλήµατος από το σηµείο ϐολής Α δίνεται από τη σχέση

L2 = x2(t) + y2(t) = (v0 cos θ t)2 +

(
v0 sin θ t− 1

2
gt2
)2

Αν παραγωγίσουµε ως προς το χρόνο και ϑέσουµε την παράγωγο ίση µε µηδέν ϑα ϐρούµε τα ακρότατα της
απόαστασης L, δηλαδή

0 =
dL2

dt
= 2v2

0 cos2 θt+ 2

(
v0 sin θ t− 1

2
gt2
)

(v0 sin θ − gt)

= 2t

[
v2

0(cos2θ + sin2 θ)− v0 sin θgt− 1

2
v0 sin θgt+

1

2
g2t2

]
= 2t

[
v2

0 −
3

2
v0 sin θgt+

1

2
g2t2

]
Για t = 0 έχουµε ένα ελάχιστο. Η σχέση στις αγκύλες είναι ένα διώνυµο ως προς το t και ϑα µας κοαθορίσει τα
υπόλοιπα ακρότατα. Ειδικότερα, αν η διακρίνουσα του τριωνύµου είναι ∆ ≤ 0 δεν ϑα υπάρχει άλλο ακρότατο
και η απόσταση ϑα αυξάνεται συνεχώς, εποµένως ϑα καθορίσουµε τη γωνία θ0 για την οποία ∆ ≤ 0

0 ≥ ∆ =
9

4
v2

0 sin2 θ2
0 − 4

1

2
v2

0g
2 ⇒ sin2 θ0 ≤

8

9
⇒ θ0 ≤ arcsin

(√
8

9

)
= 70, 53o

Πρόβληµα 2.42

θ αθ

y

x

v0

r

m v

-mg x̂
(x,y)

΄Ενα σώµα µάζας m κινείται στο κατακόρυφο επίπεδο (x, y). Στο πρό-
ϐληµα των ϐολών ϑεωρούµε ότι το σώµα ϐάλλεται µε αρχική ταχύτητα
v0 που σχηµατίζει γωνία θ ως προς τον άξονα x. Επίσης ϑεωρούµε ότι
υπάρχει ένα κεκλιµένο επίπεδο γωνίας a.
Να ϐρείτε το ϐεληνεκές, R, της ϐολής κατά µήκος του κεκλιµένου επιπέδου.

Λύση:

Ο δεύτερος νόµος του Νεύτωνα ϑα µας δώσει την εξίσωση κίνησης

F =
dp

dt
= m

dv

dt
= m

d2r

dt2

όπου η ταχύτητα
v = ṙ = ẋx̂+ ẏŷ = vxx̂+ vyŷ

Συνεπώς

F = m
d2r

dt2
⇒ −mgŷ = m

dvx
dt
x̂+m

dvy
dt
ŷ ⇒ 0 =

dvx
dt

, −g =
dvy
dt
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⇒ vx = v0 cos θ, vy = v0 sin θ − gt ⇒ x = v0 cos θ t y = v0 sin θ t− 1

2
gt2

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει τις αρχικές συνθήκες για την ταχύτητα: vx(0) = v0 cos θ και vy(0) = v0 sin θ.
Απαλείφοντας τη µεταβλητή του χρόνου, t, από τις παραπάνω σχέσεις, έπεται

y = x tan θ − gx2

2v2
0 cos2 θ

, µε a < θ <
π

2
(2.97)

όπου x, y είναι οι καρτεσιανές συντεταγµένες της ϑέσης του σώµατος την τυχαία χρονική στιγµή.

dvx
dt

= 0⇔ vx = c1

Επειδή vx(0) = v0 cos θ, c1 = v0 cos θ. Συνεπώς, vx = v0 cos θ.

dx

dt
= v0 cos θ ⇔ x(t) = v0 cos θt+ c2

x(0) = 0⇔ c2 = 0

΄Αρα, x(t) = v0 cos θt.
dvy
dt

= −g ⇔ vy(t) = −gt+ c3

vy(0) = v0 sin θ ⇔ c3 = v0 sin θ

άρα
vy(t) = v0 sin θ − gt

dy

dt
= v0 sin θ − gt⇔ y(t) = v0 sin θt− 1

2
gt2 + c4

y(0) = 0⇔ c4 = 0

άρα

y(t) = v0 sin θt− 1

2
gt2

΄ΕστωX(θ) είναι η x−συντεταγµένη του σηµείου πάνω στο κεκλιµένο επίπεδο που συναντά η τροχιά του σώµατος.
Εποµένως η αντίστοιχη y−συντεταγµένη είναι X(θ) tanα. Προφανώς το σηµείο (X(θ), Y (θ)) ϑα είναι η λύση
του συστήµατος της (2) µε την y = x tan a, δηλαδή:

X(θ) =
2v2

0

g
cos2 θ(tan θ − tanα), µε 0 ≤ a < π

2
(2.98)

Το ϐεληνεκές, R, της ϐολής κατά µήκος του κεκλιµένου επιπέδου ϑα είναι

R =
X

cos a
=

2v2
0 cos2 θ

g cosα
(tan θ − tanα) (2.99)

Οριζόντιο επίπεδο
Αν δεν υπάρχει κεκλιµένο επίπεδο, δηλαδή α = 0, η εξίσωση (2) γίνεται

R =
2v2

0

g
cos2 θ tan θ =

2v2
0

g
sin θ cos θ =

v2
0 sin 2θ

g
(2.100)

όπου το µέγιστο ϐεληνεκές επιτυγχάνεται για

0 =
dR

dθ
=

2v2
0 cos 2θ

g
⇒ cos 2θ = 0⇒ θ =

π

4
,

d2R

dθ2
= −4v2

0 sin 2θ

g
µε

d2R

dθ2

∣∣∣∣
θ=π/4

= −4v2
0

g
< 0
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και είναι Rmax = v2
0/g. ΄Αρα, αν το ϐεληνεκές, R, είναι γνωστό, τότε η εξίσωση (2) γράφεται ως

sin 2θ =
gR

v2
0

=
R

Rmax
, µε 0 < R ≤ Rmax

d2R

dθ2
= − 4v2

0

g cos2 a
sin(2θ − a)

d2R

dθ2

∣∣∣∣
θ=
a

2
+
π

4

= − 4v2
0

g cos2 a
sin

(
a+

π

2
− a
)

= − 4v2
0

g cos2 a
sin

π

2
= − 4v2

0

g cos2 a
< 0

Το ίδιο ϐεληνεκές επιτυγχάνεται για δύο γωνίες θ1 και θ2, για τις οποίες sin 2θ1 = sin 2θ2, δηλαδή για θ1 και
θ2 = π/2− θ1.

Κεκλιµένο επίπεδο
Στην περίπτωση που έχουµε ένα κεκλιµένο επίπεδο, α 6= 0, η εξίσωση (2) γράφεται ως

R =
2v2

0 cos2 θ

g cosα

(
sin θ

cos θ
− sinα

cosα

)
=

2v2
0 cos θ

g cos2 a
(sin θ cosα− cos θ sinα) =

v2
0

g cos2 α
cos θ sin(θ − α)

⇒ R =
v2

0

g cos2 α

[
sin(2θ − α)− sinα

]
(2.101)

Το µέγιστο ϐεληνεκές στο κεκλιµένο επίπεδο ϑα συµβεί για γωνία θ

0 =
dR

dθ
=

v2
0

g cos2 a
2 cos(2θ − α)⇒ cos(2θ − α) = 0⇒ θ =

α

2
+
π

4

και ϑα έχει την τιµή

Rmax =
v2

0

g cos2 α
(1− sinα) =

v2
0

g(1 + sinα)

Αν το ϐεληνεκές, R, είναι δεδοµένο, τότε η εξίσωση (2) µας δίνει

sin(2θ − α)− sinα =
gR cos2 α

v2
0

=
R

Rmax
(1− sinα), µε R ≤ Rmax

Το ίδιο ϐεληνεκές επιτυγχάνεται για γωνίες θ1 και θ2 για τις οποίες sin(2θ2 − a) = sin(2θ1 − a), δηλαδή για θ1

και θ2 = π/2− (θ1 − a).

Πρόβληµα 2.43 Να υπολογιστεί το µήκος της τροχιάς που διανύει το σώµα κατά τη διάρκεια της ϐολής, για
µια γωνία ϐολής θ του προηγουµένου προβλήµατος.

Λύση:

Η εξίσωση της τροχιάς του σώµατος περιγράφεται από τη σχέση (2). Το µήκος της τροχιάς, s(θ), ϑα είναι

s(θ) =

ˆ X(θ)

0
ds =

ˆ X

0

(
(dx)2 + (dy)2

)1/2

=

ˆ X

0

(
1 +

(
dy

dx

)2
)1/2

dx (2.102)

όπου X(θ) είναι το σηµείο που συναντά η τροχιά το κεκλιµένο επίπεδο, και δίνεται από τη σχέση (2). Από την
εξίσωση κίνησης (2), έπεται

dy

dx
= tan θ − gx

v2
0 cos2 θ

και αν την εισάγουµε στη σχέση (2), ϑα έχουµε

s(θ) =

(2v20/g) cos2 θ(tan θ−tanα)ˆ

0

1 +

(
tan θ − gx

v2
0 cos2 θ

)2

︸ ︷︷ ︸
sinh z

1/2

dx
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αν ϑεωρήσουµε την αλλαγή µεταβλητής

sinh z = tan θ − gx

v2
0 cos2 θ

⇒ coshzdz = −(g/v2
0 cos2 θ)dx

⇒ s(θ) =
v2

0 cos2 θ

g

sinh−1(tan θ)ˆ

sinh−1(2 tanα−tan θ)

cosh2zdz =
v2

0 cos2 θ

g

[
1

2
z +

1

4
sinh(2z)

]sinh−1(tan θ)

sinh−1(2 tanα−tan θ)

Το
sinh(2z) = 2 sinh z cosh z = 2 sinh z

√
1 + sinh2 z

⇒ s(θ) =
v2

0 cos2 θ

2g

[
z + sinh z(1 + sinh2 z)1/2

]sinh−1(tan θ)

sinh−1(2 tanα−tan θ)

=
v2

0 cos2 θ

2g

[
sinh−1(tan θ)− sinh−1(2 tanα− tan θ)+

+ tan θ(1 + tan2 θ)1/2 − (2 tanα− tan θ)
{

1 + (2 tan a− tan θ)2
}1/2

]

=
v2

0

2g

[
sin θ + cos2 θ

{
sinh−1(tan θ)−

− sinh−1(2 tanα− tan θ)− (2 tanα− tan θ)
[
1 + (2 tanα− tan θ)2

]1/2
}

Πρόβληµα 2.44 Βλήµα εκτοξεύεται µε ταχύτητα v0 που κάνει γωνία α µε την οριζόντια. Βρείτε τη ϑέση
(x(t), y(t)) καθώς και τη ταχύτητα του ϐλήµατος υπό την επίδραση της ϐαρύτητας και αντίστασης του αέρα που
είναι ανάλογη του διανύσµατος της ταχύτητας και την οποία ϑα πάρετε −mλv, όπου λ ϑετική σταθερά. Βρείτε
το χρόνο που απαιτείται ώστε το ϐλήµα να ϕτάσει το µέγιστο ύψος, καθώς και το µέγιστο ύψος.

Λύση:

Σχήµα 2.12

Η εξίσωση κίνησης του ϐλήµατος ϑα είναι

m
dv

dt
= −mgŷ −mλv

⇒ m
dvx
dt
x̂+m

dvy
dt
ŷ = −mgŷ −mλvxx̂−mλvyŷ
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Για τη x-συνιστώσα της ταχύτητας ϑα έχουµε

m
dvx
dt

= −mλvx

⇒
ˆ vx

v0 cosα

dvx
vx

= −λ
ˆ t

0
dt

⇒ ln
vx

v0 cosα
= −λt

⇒ vx = v0 cosαe−λt

και για τη y-συνιστώσα ϑα έχουµε

m
dvy
dt

= −mg −mλvy

⇒
ˆ vy

v0 sinα

dvy
g + λvy

= −t

⇒ 1

λ
ln(

1 + (λ/g)vy
1 + v0 sinα(λ/g)

) = −t

⇒ 1 + (λ/g)vy
1 + v0 sinα(λ/g)

= e−λt

⇒ vy =
g

λ

[(
1 +

λ

g
v0 sinα

)
e−λt − 1

]

⇒ dy

dt
=
g

λ

[(
1 +

λ

g
v0 sinα

)
e−λt − 1

]

⇒
ˆ y

0
dy =

g

λ

ˆ t

0

[(
1 +

λ

g
v0 sinα

)
e−λt − 1

]
dt

⇒ y = − g
λ
t− g

λ2
(e−λt − 1)

(
1 +

λ

g
v0 sinα

)
(2.103)

Το µέγιστο ύψος ϑα συµβεί όταν vy = 0, δηλαδή όταν

0 = vy =
g

λ

[(
1 +

λ

g
v0 sinα

)
e−λt − 1

]

⇒ t =
ln(1 + (λ/g)v0 sinα)

λ
(2.104)

και το µέγιστο ύψος, ymax, ϑα ϐρεθεί όταν αντικαταστήσουµε το χρόνο t της σχέσης (2) στην εξίσωση (2)

ymax = − g

λ2
ln

(
1 +

λ

g
v0 sinα

)
− g

λ2

(
1 +

λ

g
v0 sinα

)(
1

1 + v0(λ/g) sinα
− 1

)

=
g

λ2

[
λ

g
v0 sinα− ln

(
1 +

λ

g
v0 sinα

)]

Πρόβληµα 2.45 Μια σταγόνα ϐροχής, µάζας m, πέφτει από ύψος h κατακόρυφα µε αρχική ταχύτητα v0. Αν η
αντίσταση του αέρα είναι ανάλογη προς τη ταχύτητα της σταγόνας F = −kv, k > 0 να ϐρεθεί η ταχύτητα σαν
συνάρτηση του χρόνου. Αποκτά η σταγόνα οριακή ταχύτητα ; Ποια είναι αυτή ;
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Λύση:

Η εξίσωση κίνησης της σταγόνας ϑα περιγράφεται από το δεύτερο νόµο του Newton όπου η συνισταµένη δύναµη
που ασκείται στη σταγόνα είναι mg − kv, και εποµένως ϑα έχουµε

m
dv

dt
= mg − kv

⇒ dv

dt
= g − k

m
v

⇒ dv

dt
=

(
gm

k
− v
)
k

m

⇒ dv

v − gm/k
= − k

m
dt

⇒
ˆ v

v0

dv

v − gm/k
= − k

m

ˆ t

0
dt

⇒ ln

[
1− (k/mg)v

1− (k/mg)v0

]
= − k

m
t

⇒ 1− kv

mg
=

(
1− kv0

mg

)
e−kt/m

⇒ v(t) =
mg

k

[
1−

(
1− kv0

mg

)
e−kt/m

]

Εποµένως η σταγόνα ϑα αποκτήσει οριακή ταχύτητα

v(t→∞) =
mg

k

Πρόβληµα 2.46 Σωµατίδιο µάζας m1 και ορµής p1 συγκρούεται ελαστικά µε άλλο σωµατίδιο µάζας m2 και
ορµής p2, ενώ αυτά κινούνται µε αντίθετη κατεύθυνση. Αν το πρώτο σωµατίδιο µετά τη σύγκρουση σχηµατίζει
γωνία θ1 µε την αρχική του κατεύθυνση, γράψτε τις εξισώσεις διατήρησης της ενέργειας και ορµής και δείξετε
ότι το µέτρο της ορµής του πρώτου σωµατιδίου µετά τη κρούση είναι µια από τις ϱίζες του τριωνύµου

x2(1 + γ)− 2x(p1 − p2) cos θ1 + (p1 − p2)2 − (γp2
1 + p2

2) = 0

όπου γ = m2/m1.

Λύση:

Από τη διατήρηση της ορµής στους άξονες x, y ϑα έχουµε

• διεύθυνση x:

p1 − p2 = p′1 cos θ1 − p′2 cos θ2

⇒ p′2 cos θ2 = p′1 cos θ1 − (p1 − p2)

⇒ p′22 cos2 θ2 = p′21 cos2 θ1 + (p1 − p2)2 − 2(p1 − p2)p′1 cos θ1 (2.105)

• διεύθυνση y:

p′1 sin θ1 = p′2 sin θ2

⇒ p′21 sin2 θ1 = p′22 sin2 θ2

⇒ p′22 cos2 θ2 = p′22 − p′21 sin2 θ1 (2.106)
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m1

m2p2

p1

θ1

θ2

p´1

p´2

Σχήµα 2.13

και από τη διατήρηση της ενέργειας ϑα έχουµε

p2
1

2m1
+

p2
2

2m2
=

p′21
2m1

+
p′22

2m2

⇒ m2

m1
p2

1 + p2
2 =

m2

m1
p′21 + p′22

⇒ γp2
1 + p2

2 = γp′21 + p′22 ⇒ p′22 = γp2
1 + p2

2 − γp′21 (2.107)

Από τις εξισώσεις (2) και (2) ϑα έχουµε

p′22 − p′21 sin2 θ1 = p′21 cos2 θ1 + (p1 − p2)2 − 2p′1 cos θ1(p1 − p2)

⇒ p′22 = p′21 + (p1 − p2)2 − 2p′1 cos θ1(p1 − p2) (2.108)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (2) και (2) ϑα έχουµε

γp′21 + p′21 − 2p′1(p1 − p2) cos θ1 + (p1 − p2)2 − (γp2
1 + p2

2) = 0

Πρόβληµα 2.47 Βλήµα εκτοξεύεται από κάποιο σηµείο Ο µε ταχύτητα µέτρου V υπό γωνία θ ως προς τον
οριζόντιο άξονα. Βρείτε την εξίσωση τροχιάς του ϐλήµατος σε σχέση µε κατάλληλο οριζόντιο άξονα Ox και
κατακόρυφο Oy χωρίς να λάβετε υπ΄ όψιν τη τριβή του αέρα. Το σηµείο Ο είναι στη κορυφή κατακόρυφου
ϐράχου ύψους h πάνω από τη ϑάλασσα, και το µέγιστο ύψος όπου ϕτάνει το ϐλήµα είναι h+ b από το επίπεδο
της ϑάλασσας. Το ϐλήµα κτυπά τη ϑάλασσα σ΄ απόσταση d από τη ϐάση του ϐράχου O, στη ϑάλασσα. Να δείξετε
ότι

d2 tan2 θ − 4db tan θ − 4bh = 0

Λύση:

Η εξίσωση κίνησης του ϐλήµατος κυβερνάται από τη δύναµη της ϐαρύτητας

m
dv

dt
= −mgŷ

⇒ m
dvx
dt
x̂+m

dvy
dt
ŷ = −mgŷ

Για την x−συνιστώσα έχουµε

m
dvx
dt

= 0 ⇒ vx = V cos θ ⇒ x = V cos θt
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υ

O

h

b

d x

y

Σχήµα 2.14

⇒ t =
x

V cos θ
(2.109)

και για την y-συνιστώσα έχουµε

m
dvy
dt

= −mg ⇒ vy = V sin θ − gt

⇒ y = V sin θt− 1

2
gt2 (2.110)

και εποµένως η εξίσωση της τροχιάς στο επίπεδο xy για το πρόβληµα της ϐολής είναι µια παραβολή όπως
προκύπτει όταν αντικαθιστούµε τη σχέση (2) στην (2)

y = x tan θ − gx2

2V 2 cos2 θ
(2.111)

Στο µέγιστο ύψος ϑα έχουµε τη συνιστώσα της ταχύτητας vy = 0, άρα

0 = vy = V sin θ − gth

⇒ th =
V sin θ

g

όπου th είναι ο χρόνος που απαιτείται για να ϕτάσει στο µέγιστο ύψος. Από την εξίσωση (2) ϑα υπολογίσουµε το
µέγιστο ύψος

b =
V 2 sin2 θ

g
− V 2 sin2 θ

2g
=
V 2 sin2 θ

2g
(2.112)

Από τη σχέση (2) µπορούµε να εκφράσουµε την ταχύτητα του ϐλήµατος ,V , ως συνάρτηση του µέγιστου ύψους

V 2 =
2gb

sin2 θ
(2.113)

΄Οταν το ϐλήµα προσκρούει στην επιφάνεια της ϑάλασσας το x = d και y = −h και εποµένως η εξίσωση της
τροχιάς του (2) µας δίνει

−h = d tan θ − d2g

2V 2 cos2 θ
και µε τη ϐοήθεια της σχέσης (2) ϑα έχουµε

−h = d tan θ − d2g

2(2gb/sin2θ) cos2 θ

⇒ −h = d tan θ − d2 tan2 θ

4b

⇒ d2 tan2 θ − 4db tan θ − 4bh = 0
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Πρόβληµα 2.48 Μια ϐάρκα µάζας m κινείται µε ταχύτητα v0 = v0x̂ (v0 > 0) και ϐρίσκεται σε ϑέση x = 0 όταν
τη χρονική στιγµή t = 0 σβήνεται η µηχανή της. Η αντίσταση νερού είναι τέτοια ώστε η δύναµη που ασκείται
πάνω στη ϐάρκα να είναι ίση µε −beav, όπου v είναι το µέτρο της ταχύτητας της ϐάρκας και a και b είναι ϑετικές
σταθερές.

(α) Να ϐρεθεί η ταχύτητα της ϐάρκας, v, ως συνάρτηση του χρόνου για t > 0.

(ϐ) Να ϐρεθεί η ϑέση της ϐάρκας, x, ως συνάρτηση του χρόνου για t > 0.

(γ) Πόσος χρόνος,τ , ϑα απαιτηθεί για να σταµατήσει η ϐάρκα ; Σε ποια τιµή τείνει ο τ για πολύ µεγάλες τιµές
της v0.

Λύση:

(α) Η εξίσωση κίνησης της ϐάρκας περιγράφεται από το δεύτερο νόµο του Newton

m
dv

dt
= −beav

⇒
ˆ v

v0

e−avdv = − b

m

ˆ t

0
dt

⇒ −1

a
(e−av − e−av0) = − b

m
t

⇒ e−av =
ab

m
t+ e−av0

⇒ v = −1

a
ln

(
ab

m
t+ e−av0

)
= −1

a
ln

[(
ab

m
eav0t+ 1

)
e−av0

]

= v0 −
1

a
ln

(
ab

m
eav0t+ 1

)
(2.114)

(ϐ) Η ϑέση της ϐάρκας ϑα ϐρεθεί από τον ορισµό της ταχύτητας, v = dx/dt

dx

dt
= v = v0 −

1

a
ln

(
ab

m
eav0t+ 1

)
⇒ x = v0t−

1

a

ˆ t

0
ln

(
ab

m
eav0t+ 1

)
dt

= v0t−
me−av0

a2b

(
1 +

ab

m
eav0t

)[
ln

(
1 +

ab

m
eav0t

)
− 1

]
διότι ισχύει ˆ

ln(1 + ct)dt =
1

c
(1 + ct)

[
ln(1 + ct)− 1

]
(γ) ΄Οταν ϑα σταµατήσει η ϐάρκα, η ταχύτητά της ϑα είναι µηδέν, εποµένως η σχέση (2) ϑα µας δώσει

0 = v0 −
1

a
ln

(
ab

m
eav0τ + 1

)
⇒ av0 = ln

(
ab

m
eav0τ + 1

)
⇒ eav0 =

ab

m
eav0τ + 1

⇒ τ =
m

ab

(
1− e−av0

)
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Για πολύ µεγάλες αρχικές ταχύτητες v0, ο όρος e−av0 → 0 και εποµένως ο χρόνος τ ϑα είναι

τ → m

ab

Πρόβληµα 2.49 Σώµα µάζας m εκτοξεύεται κατακόρυφα προς τα πάνω µε αρχική ταχύτητα V ŷ (V > 0) κατά
µήκος του άξονα των y, η ϑετική κατεύθυνση του οποίου είναι προς τα πάνω. Η αρχική ϑέση του σώµατος είναι
y = 0. Πάνω στο σώµα δρα, εκτός του ϐάρους του, δύναµη τριβής του αέρα ίση µε −mkv, όπου v η ταχύτητα
του σώµατος και k µια ϑετική σταθερά.

(α) Να διατυπωθεί η εξίσωση κίνησης του σώµατος.

(ϐ) ∆είξτε ότι η v και y ικανοποιούν τη σχέση

y =
V − v
k
− g

k2
ln

(
1 + kV/g

1 + kv/g

)

(γ) Βρείτε το µέγιστο ύψος H που ϑα ϕθάσει το σώµα.

(δ) Αν v = −U είναι η ταχύτητα µε την οποία το σώµα επιστρέφει στο y = 0, να δείξετε ότι ισχύει η σχέση(
1− kU

g

)
ekU/g =

(
1 +

kV

g

)
e−kV/g

Λύση:

ΚάθοδοςΆνοδος

y

y

x

mg

-mkυ

-mg

-mkυ

V U

H

Σχήµα 2.15

(α) Κατά την άνοδο το σωµατίδιο υπόκειται στις δυνάµεις του ϐάρους και της αντίστασης όπως ϕαίνεται στο
σχήµα (2.15). Εποµένως η εξίσωση κίνησης ϑα είναι

m
dv

dt
= −mg −mkv

(ϐ) Η παράγωγος dv/dt µπορεί να γραφτεί ως dv/dt = (dv/dy)(dy/dt), άρα η εξίσωση κίνησης ϑα πάρει τη
µορφή

v
dv

dy
= −(g + kv) = −k

(
v +

g

k

)
⇒
ˆ v

V

vdv

v + g/k
= −k

ˆ y

0
dy
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⇒
ˆ v

V

(v + g/k)dv

v + g/k
−
ˆ v

V

(g/k)dv

v + g/k
= −ky

⇒ (v − V )− g

k
ln

(
v + g/k

V + g/k

)
= −ky

⇒ y =
V − v
k
− g

k2
ln

(
1 + kV/g

1 + kv/g

)

(γ) Το µέγιστο ύψος, H, ϑα ϐρεθεί όταν η ταχύτητα v = 0, δηλαδή

H =
V

k
− g

k2
ln(1 + kV/g) (2.115)

(δ) Κατά την κάθοδο του σωµατιδίου, ϑεωρούµε ότι ο άξονας των y έχει ϑετική κατεύθυνση προς τα κάτω, όπως
ϕαίνεται στο σχήµα. Η εξίσωση κίνησης σε αυτή την περίπτωση ϑα είναι

m
dv

dt
= mg −mkv

⇒ dv

dy

dy

dt
= −k

(
v − g

k

)
⇒ vdv

v − g/k
= −kdy

⇒
ˆ U

0

v − g/k
v − g/k

dv +

ˆ U

0

(g/k)dv

v − g/k
= −k

ˆ H

0
dy

⇒ U +
g

k
ln

(
U − g/k
−g/k

)
= −kH

⇒ H = −U
k
− g

k2
ln

(
1− k

g
U

)
(2.116)

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (2) και (2) ϑα έχουµε

V

k
− g

k2
ln

(
1 +

kV

g

)
= −U

k
− g

k2
ln

(
1− k

g
U

)
⇒ V + U = −g

k
ln

[
1− kU/g
1 + kV/g

]

⇒ e−k(V+U)/g =
1− kU/g
1 + kV/g

⇒
(

1− kU

g

)
ekU/g =

(
1 +

kV

g

)
e−kV/g

Πρόβληµα 2.50 ΄Ενα σώµα µάζας m ϐρίσκεται πάνω σε κεκλιµένο επίπεδο. Η γωνία θ που σχηµατίζει το
επίπεδο µε την οριζόντια κατεύθυνση είναι αρχικά µηδενική και αυξάνεται αργά µέχρι τη στιγµή που το σώµα
αρχίζει να κινείται. Τότε η γωνία διατηρείται σταθερή. Αν οι συντελεστές στατικής και κινητικής τριβής µεταξύ
του σώµατος και του επιπέδου είναι µs και µk αντίστοιχα, (µs > µk), να ϐρεθούν ως συναρτήσεις του χρόνου:

(α) η ταχύτητα της µάζας

(ϐ) η ϑέση της.
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Λύση:

θ
m
g

θ
m
gc
os
θ

mgsinθ

mg

T

N

x

y

Σχήµα 2.16

(α) Την στιγµή πριν αρχίζει να κινείται το σώµα ϑα έχουµε ισορροπία δυνάµεων όπως ϕαίνεται στο σχήµα (2.16)

mg cos θ = N, mg sin θ = µsN = µsmg cos θ

όπου N είναι η κάθετη δύναµη που ασκεί το κεκλιµένο επίπεδο στο σώµα και µs ο συντελεστής στατικής τριβής.
Αφού διαιρέσουµε τις δύο παραπάνω εξισώσεις ϑα έχουµε

µs = tan θ

΄Οταν το σώµα κινείται, η εξίσωση κίνησης δίνεται από το δεύτερο νόµο του Newton όπου ϑα λάβουµε υπόψιν
την κινητική τριβή T = µkN και τη δύναµη της ϐαρύτητας

m
dv

dt
= mg sin θ − µkN

⇒ dv

dt
= g sin θ − µkg cos θ

= g cos θ(tan θ − µk) = g cos θ(µs − µk)

=
g(µs − µk)

(1 + tan2 θ)1/2
=
g(µs − µk)
(1 + µ2

s)
1/2

⇒
ˆ v

0
dv =

ˆ t

0

g(µs − µk)
(1 + µ2

s)
1/2

dt

⇒ v =
g(µs − µk)
(1 + µ2

s)
1/2

t

(ϐ) Η ϑέση του σώµατος, s, ϑα είναι

ds

dt
= v =

g(µs − µk)
(1 + µ2

s)
1/2

t

⇒ s = s0 +
1

2

g(µs − µk)
(1 + µ2

s)
1/2

t2

όπου s0 είναι η αρχική ϑέση του σώµατος, τη στιγµή t = 0.

Πρόβληµα 2.51 Σφαίρα µάζαςm εκτοξεύεται από το σηµείο (0, 0) µε αρχική ταχύτητα v0 που σχηµατίζει γωνία
θ µε τον άξονα x, ο οποίος είναι οριζόντιος. Ο άξονας y είναι κατακόρυφος. Η σφαίρα κινείται στο επίπεδο xy.
Το σηµείο ϐολής ϐρίσκεται σε ύψος h από το έδαφος. Κατά τη κίνησή της η σφαίρα υφίσταται αντίδραση −bv
από την ατµόσφαιρα, όπου v είναι η ταχύτητα της σφαίρας και b µια ϑετική σταθερά.
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(α) Βρείτε τις συναρτήσεις vx(t) και vy(t) κατά τη κίνηση της σφαίρας.

(ϐ) Βρείτε τις συντεταγµένες x(t) και y(t) της σφαίρας.

(γ) Γράψτε την εξίσωση που προσδιορίζει την τιµή του χρόνου τ όταν η σφαίρα προσκρούει στο έδαφος, χωρίς
να επιχειρήσετε να τη λύστε.

(δ) ∆είξτε ότι για τ >> m/b ο χρόνος αυτός είναι

τ ≈ hb

mg
+
v0

g
sin θ

Λύση:

x

y

υ0

-mg y

υ

-bυ

Σχήµα 2.17

(α) Η εξίσωση κίνησης για το σώµα ϑα είναι

m
dv

dt
= −mgŷ − bv

και χωρίζεται σε δύο διαφορικές εξισώσεις

m
dvx
dt

= −bvx
και

m
dvy
dt

= −mg − bvy

⇒ dvy
dt

= − b

m

(
vy +

gm

b

)
Ολοκληρώνοντας τις δύο αυτές διαφορικές εξισώσεις όπου στο ορισµένο ολοκλήρωµα ϑεωρούµε την αρχική
συνθήκη v0 = v0 cos θx̂+ v0 sin θŷ, ϑα έχουµε για τη συνιστώσα vx της ταχύτητας

ˆ vx

v0 cos θ

dvx
vx

= − b

m

ˆ t

0
dt

⇒ ln
vx

v0 cos θ
= − b

m
t

⇒ vx = v0 cos θe−bt/m

ενώ για την vy ϑα πάρουµε
ˆ vy

v0 sin θ

dvy
vy + gm/b

= − b

m

ˆ t

0
dt
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⇒ ln

(
vy + gm/b

v0 sin θ + gm/b

)
= − b

m
t

⇒ vy =

(
v0 sin θ +

gm

b

)
e−bt/m − gm

b

(ϐ) Οι συντεταγµένες του σώµατος ϑα ϐρεθούν από την ολοκλήρωση των vx, vy
ˆ x

0
dx = v0 cos θ

ˆ t

0
e−bt/mdt

⇒ x(t) = v0 cos θ
m

b

(
1− e−bt/m

)
και ˆ y

0
dy = −gm

b

ˆ t

0
dt+

(
v0 sin θ +

gm

b

) ˆ t

0
e−bt/mdt

⇒ y = −gm
b
t+

m

b

(
v0 sin θ +

gm

b

)(
1− e−bt/m

)
(γ) ΄Οταν το σώµα προσκρούσει τον στόχο, y = −h, ϑα έχουµε από την προηγούµενη σχέση

−h = −gm
b
τ +

m

b

(
v0 sin θ +

gm

b

)(
1− e−bτ/m

)
(δ) Για τ � m/b⇒ τb/m� 1⇒ exp(−τb/m)→ 0 και η σχέση της ϑέσης µας δίνει

−τ +
1

g

(
v0 sin θ +

gm

b

)
= − bh

gm

⇒ τ =
bh

gm
+
v0 sin θ

g
+
m

b

Πρόβληµα 2.52 Σωµατίδιο µάζαςm και ϕορτίου q κινείται µε ταχύτητα v = vxx̂+vyŷ+vzẑ µέσα σε ηλεκτρικό
πεδίο E = E1x̂ + E2ŷ και µαγνητικό πεδίο B = Bx̂. Γράψτε τις εξισώσεις κίνησης για τις συνιστώσες της
ταχύτητας και δείξτε ότι

vz = −E2

B
+A sin(ωt+ θ)

όπου A και θ σταθερές και ω = qB/m η κυκλοτρονική συχνότητα.

Λύση:

Το σωµατίδιο κινείται υπό την επίδραση της ηλεκτρικής δύναµης qE = qE1x̂+ qE2ŷ και της δύναµης Lorentz
qv ×B. Εποµένως η εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου δίνεται από την εξίσωση του Newton και ϑα είναι

m
dv

dt
= qE + qv ×B

⇒ dv

dt
=

q

m
E1x̂+

q

m
E2ŷ +

q

m

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
vx vy vz
B 0 0

∣∣∣∣∣∣∣
⇒ dvx

dt
x̂+

dvy
dt
ŷ +

dvz
dt
ẑ =

q

m
E1x̂+

q

m
E2ŷ + ω(vzŷ − vyẑ)

Εποµένως οι εξισώσεις κίνησης για τις συνιστώσες της ταχύτητας, vx, vy, vz, ϑα είναι

dvx
dt

=
qE1

m
dvy
dt

=
qE2

m
+ ωvz (2.117)
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dvz
dt

= −ωvy

⇒ d2vz
dt2

= −ωdvy
dt

και αντικαθιστώντας την εξίσωση (2) για την έκφραση dvy/dt ϑα έχουµε

d2vz
dt2

= −ω
(
qE2

m
+ ωvz

)

⇒ d2vz
dt2

+ ω2vz = −ωqE2

m
(2.118)

Η λύση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης

d2vz
dt2

+ ω2vz = 0

είναι voz = A sin(ωt + θ), όπου A και θ είναι δύο σταθερές που µπορούν να προσδιοριστούν από τις αρχικές
συνθήκες. Εφόσον το δεξιό µέλος της διαφορικής εξίσωσης (2) είναι µια σταθερά, η µερική λύση vµz ϑα είναι της
µορφής

vµz = −qE2

mω
= −E2

B

και εποµένως η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (2) ϑα είναι

vz = vµz + voz = −E2

B
+A sin(ωt+ θ)

Πρόβληµα 2.53 Φορτισµένο σωµατίδιο ϕορτίου q και µάζαςm κάνει µονοδιάστατη κίνηση ελκόµενο από κέντρο
O µε δύναµη F = −mΩ2x. Αν στο ϕορτίο ασκηθεί και εξωτερικό ηλεκτρικό πεδίο E(t) = E0 sin(ωt), ω 6= Ω,
ϐρείτε τη ϑέση x(t) και ταχύτητα v(t) του σωµατιδίου ως συναρτήσεις του χρόνου, δεδοµένου ότι τη στιγµή t = 0,
x(0) = 0 και v(0) = v0.

Λύση:

Η εξίσωση κίνησης του ϕορτισµένου σωµατιδίου ϑα είναι

m
d2x

dt2
= −mΩ2x+ qE0 sin (ωt)

⇒ d2x

dt2
+ Ω2x =

qE0

m
sin (ωt) (2.119)

Η οµογενής διαφορική εξίσωση

d2x

dt2
+ Ω2x = 0

⇒ (D2 + Ω2)x = 0

όπουD ≡ d/dt. Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο είναιD2+Ω2 µε ϱίζες±iΩ, και εποµένως η λύση της οµογενούς
διαφορικής εξίσωσης ϑα είναι

xoµ = C ′1eiΩt + C ′2e−iΩt = C1 sin (Ωt) + C2 cos (Ωt)

όπου οι σταθερές ολοκλήρωσης C1, C2 ϑα προσδιοριστούν από τις αρχικές συνθήκες του προβλήµατος.
Η µερική λύση της διαφορικής εξίσωσης (2) ϑα έχει τη µορφή

xµ = A sin (ωt) +B cos (ωt)
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⇒ ẋµ = Aω cos (ωt)−Bω sin (ωt)

⇒ ẍµ = −Aω2 sin (ωt)−Bω2 cos (ωt)

όπου οι σταθερές A,B ϑα ϐρεθούν µε αντικατάστασης της µερικής λύσης στη διαφορική εξίσωση (2), δηλαδή

−Aω2 sin (ωt)−Bω2 cos (ωt) + Ω2A sin (ωt) + Ω2B cos (ωt) =
qE0

m
sin(ωt)

⇒ B(Ω2 − ω2) = 0 ⇒ B = 0

και
A(Ω2 − ω2) =

qE0

m
⇒ A =

qE0

m(Ω2 − ω2)

Εποµένως η λύση της διαφορικής εξίσωσης (2) ϑα είναι

x(t) = xoµ + xµ = C1 sin (Ωt) + C2 cos (Ωt) +
qE0

m(Ω2 − ω2)
sin (ωt)

και η ταχύτητα ẋ(t) = v(t) είναι

v(t) = C1Ω cos (Ωt)− C2ω sin (Ωt) +
qE0ω

m(Ω2 − ω2)
cos (ωt)

Από τις αρχικές συνθήκες x(0) = 0, ẋ(0) = v0 ϑα έχουµε

x(0) = C2 = 0 ⇒ C2 = 0

v(0) = ẋ(0) = C1Ω +
qE0ω

m(Ω2 − ω2)
= v0 ⇒ C1 =

v0

Ω
− qE0ω

mΩ(Ω2 − ω2)

Η ϑέση του σωµατιδίου ϑα είναι

x(t) =

[
v0

Ω
− qE0ω

mΩ(Ω2 − ω2)

]
sin (Ωt) +

qE0

m(Ω2 − ω2)
sin (ωt)

και η ταχύτητα v(t) = ẋ(t) ϑα είναι

v(t) = ẋ(t) =

[
v0

Ω
− qE0ω

mΩ(Ω2 − ω2)

]
Ω cos Ωt+

qE0ω

m(Ω2 − ω2)
cosωt

Πρόβληµα 2.54 Σωµατίδιο µάζας m είναι υποχρεωµένο να κινείται χωρίς τριβή στην επιφάνεια κατακόρυφου
κυλίνδρου ακτίνας R. Το σωµατίδιο υπόκειται σε ελκτική δύναµη της µορφής F1 = −mΩ2r, όπου το ελκτικό
κέντρο ϐρίσκεται στον άξονα του κυλίνδρου. Στο σωµατίδιο εκτός της ϐαρυτικής και ελκτικής δύναµης, ασκείται
και µια κατακόρυφη δύναµη της µορφής F2 = f0 sin (ωt) ẑ µε ω 6= Ω και f0 = σταθερά > 0. Αν οι αρχικές
συνθήκες είναι φ(0) = z(0) = ż(0) = 0, φ̇(0) = λ, ϐρείτε την τροχιά του σωµατιδίου, δηλαδή ϐρείτε τις
συνιστώσες φ(t) και z(t) ως συνάρτηση του χρόνου.

Λύση:

Η ολική δύναµη που ασκείται στο σωµατίδιο σε κυλινδρικές συντεταγµένες ϑα είναι

F = −mgẑ −mΩ2(Rρ̂+ zẑ) + f0 sin (ωt) ẑ

όπου η ϑέση του σωµατιδίου r = Rρ̂ + zẑ. Ο δεύτερος νόµος του Newton εκφραζόµενος σε κυλινδρικές
συντεταγµένες (ϐλ. ασκ. 1.15) είναι

F = m
dv

dt
= m(ρ̈− ρφ̇2)ρ̂+m(ρφ̈+ 2ρ̇φ̇)φ̂+mz̈ẑ
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Σχήµα 2.18

Το σωµατίδιο κινείται πάνω στην επιφάνεια του κυλίνδρου και εποµένως ρ = R άρα ρ̇ = ρ̈ = 0. Η εξίσωση
κίνησης µας δίνει

m
dv

dt
= m(ρ̈− ρφ̇2)ρ̂+m(ρφ̈+ 2ρ̇φ̇)φ̂+mz̈ẑ

⇒ m
dv

dt
= −mgẑ −mΩ2(Rρ̂+ zẑ) + f0 sin (ωt) ẑ

⇒ −mRφ̇ = −mΩ2R

⇒ Rλ2 = Ω2R

⇒ λ = Ω (2.120)

όπου η αρχική κυκλική ταχύτητα φ̇ = λ

m(Rφ̈) = 0

⇒ φ̇ = σταθερό = φ̇(0) = λ

⇒ φ(t) = φ(0) + λt = Ωt

διότι από τη σχέση (2) το λ = Ω.
Για την z-συνιστώσα ϑα έχουµε

mz̈ = −mg −mzΩ2 + f0 sin (ωt)

⇒ z̈ + Ω2z = −g +
f0

m
sin(ωt) (2.121)

Η οµογενής διαφορική εξίσωση z̈ + Ω2z = 0 έχει λύσεις της µορφής

zoµ = C1 sin (Ωt) + C2 cos (Ωt)

ενώ η µερική λύση της διαφορικής εξίσωσης (2) ϑα έχει τη µορφή

zµ = A sin (ωt) +B

⇒ żµ = Aω cos (ωt)

⇒ z̈µ = −Aω2 sin (ωt)

όπου οι σταθερές A,B προσδιορίζονται όταν ϑέσουµε την προτεινόµενη µερική λύση στη σχέση (2). Σ αυτή τη
περίπτωση ϑα έχουµε

−ω2A sin (ωt) + Ω2A sin (ωt) + Ω2B = −g +
f0

m
sin (ωt)
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⇒ A =
f0

m(Ω2 − ω2)
, B = − g

Ω2

και εποµένως η µερική λύση ϑα είναι

zµ(t) =
f0

m(Ω2 − ω2)
sin (ωt)− g

Ω2

΄Αρα η γενική λύση z(t) = zoµ(t) + zµ(t), δηλαδή

z(t) = C1 sin (Ωt) + C2 cos (Ωt) +
f0

m(Ω2 − ω2)
sin (ωt)− g

Ω2

και οι σταθερές C1, C2 προσδιορίζονται από τις αρχικές συνθήκες z(0) = ż(0) = 0

0 = z(0) = C2 −
g

Ω2

⇒ C2 =
g

Ω2

0 = ż(0) = ΩC1 +
f0ω

m(Ω2 − ω2)

⇒ C1 = − f0ω

mΩ(Ω2 − ω2)

και εποµένως η λύση της διαφορικής εξίσωσης (2) ϑα είναι

z(t) = − f0ω

mΩ(Ω2 − ω2)
sin (Ωt) +

g

Ω2
cos (Ωt) +

f0

m(Ω2 − ω2)
sin (ωt)− g

Ω2

Πρόβληµα 2.55 Μια αλυσίδα µήκους L και σταθερής γραµµικής πυκνότητας, ρ = dm/dx, ολισθαίνει πάνω
σ΄ ένα λείο τραπέζι και µέσα από ένα σωλήνα (που την καθοδηγεί) πέφτει από την άκρη του τραπεζιού λόγω της
ϐαρύτητας.

(α) Γράψτε την εξίσωση κίνησης της αλυσίδας και ϐρείτε το χρόνο ts όταν το πίσω µέρος της αλυσίδας έχει
ϕύγει από το τραπέζι. Υποθέστε ότι το ποσοστό του µήκους της αλυσίδας που κρεµιέται από το τραπέζι
την αρχική στιγµή t = 0 είναι f και η αρχική ταχύτητά του είναι µηδέν.

(ϐ) Υποθέτοντας ότι ο συντελεστής τριβής ολίσθησης µεταξύ της αλυσίδας και του τραπεζιού είναι µ, ϐρείτε τον
χρόνο ts που κάνει η αλυσίδα για να πέσει από το τραπέζι. Αποδείξτε ότι ο χρόνος ts µπορεί να γραφτεί
ως εξής

ts = τ cosh−1

(
1

1− s0/gτ2

)

όπου τ = (L/g(1 + µ))1/2 είναι ένας χαρακτηριστικός χρόνος, και s0 = L − x0 = L − fL = L(1 − f)
είναι το µήκος της αλυσίδας που ϐρίσκεται πάνω στο τραπέζι την αρχική χρονική στιγµή t = 0.

Λύση:

(α) Ας υποθέσουµε ότι τη χρονική στιγµή t, το µήκος της αλυσίδας που έχει εγκαταλείψει το τραπέζι είναι x
όπως ϕαίνεται στο σχήµα. ΄Εστω ότι M είναι η ολική µάζα της αλυσίδας.
Η αλυσίδα ϑα αρχίσει να πέφτει λόγω της δύναµης ϐαρύτητας F = mg = (M/L)gx, που επιδρά στο µέρος της
αλυσίδας που κρεµιέται, όπου η µάζα αυτού είναι m = (M/L)x. Εποµένως η εξίσωση κίνησης της αλυσίδας
µπορεί να γραφτεί

M
dv

dt
=
M

L
xg (2.122)
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L - x

x

Σχήµα 2.19

όπου v είναι η ταχύτητα της αλυσίδας και g είναι η επιτάχυνση της ϐαρύτητας Παρατηρούµε ότι dv/dt =
(dv/dx)(dx/dt) = (dv/dx)v, άρα η σχέση (2) µπορεί να γραφτεί

v
dv

dx
=
g

L
x

⇒
ˆ v

0
vdv =

g

L

ˆ x

fL
xdx

⇒ v2 =
g

L
(x2 − f2L2) (2.123)

µε αρχικές συνθήκες x(0) = fL, και v(0) = 0. Επιπλέον, ολοκληρώνοντας την παραπάνω σχέση (2) ϑα έχουµε

ˆ L

fL

dx√
(g/L)(x2 − f2L2)

=

ˆ ts

0
dt

όπου ts είναι ο ολικός χρόνος που κάνει η αλυσίδα να εγκαταλείψει το τραπέζι. ΄Αρα

ts =

√
L

g

[
cosh−1

(
1

f

)]

(ϐ) Αν εισάγουµε τη δύναµη της τριβής ολίσθησης, −µN = −µ(M/L)(L−x)g (N είναι η δύναµη της αντίδρασης
του τραπεζιού), που ϑα ασκείται στο µέρος της αλυσίδας που ϐρίσκεται πάνω στο τραπέζι, η εξίσωση κίνησης ϑα
είναι παρόµοια της σχέσης (2)

M
dv

dt
=
M

L
xg − M

L
(L− x)µg

µε αρχικές συνθήκες (x(0) = x0 = fL, και ẋ(0) = 0)

⇒ τ2 d2x(t)

dt2
= x− τ2µg (2.124)

όπου έχουµε ορίσει το χαρακτηριστικό χρόνο τ = (L/g(1 + µ))1/2.
Ορίζουµε το µετασχηµατισµό της ϑέσης x σε x′, όπου

x′ = x− τ2µg

΄Αρα η σχέση (2) ϑα γραφτεί

τ2 d2x′

dt2
= x′



120 Compiled on 15 Σεπτεµβρίου 2016, Νόµοι του Νεύτωνα

⇒ d2x′

dt2
− 1

τ2
x′ = 0

Η λύση αυτής της διαφορικής εξίσωσης ϑα είναι

x′(t) = c1et/τ + c2e−t/τ

όπου οι σταθερές ολοκλήρωσης c1, c2, ϑα καθοριστούν από τις αρχικές συνθήκες: x′(0) = x(0) − τ2µg και
ẋ′(0) = 0. Εποµένως, έχουµε

c1 = c2 =
x′(0)

2

και η εξίσωση κίνησης γράφεται ως εξής

x′(t) = x′(0) cosh

(
t

τ

)
⇒ x(t) = gµτ2 + (x0 − gµτ2) cosh

(
t

τ

)
και εποµένως ο ολικός χρόνος ολίσθησης ts, ϑα ϐρεθεί όταν x(t = ολικός χρόνος) = L, ως

ts = τ cosh−1

(
L− gµτ2

x0 − gµτ2

)
(2.125)

Το όρισµα της συνάρτησης cosh−1 γράφεται

L− gµτ2

x0 − gµτ2
=

L− gµτ2

L− s0 − gµτ2
=

1

1− s0/(L− gµτ2)
=

1

1− s0/gτ2

όπου L− gµτ2 = L/(1 +µ) = gτ2 και τ είναι ο χαρακτηριστικός χρόνος τ = [L/g(1 +µ)]1/2. Τελικώς η σχέση
(2) γράφεται

ts = τ cosh−1

(
1

1− s0/gτ2

)

Πρόβληµα 2.56 Σωµατίδιο ϐάλλεται κατακόρυφα προς τα πάνω µε ταχύτητα v0 και ϐρίσκεται υπό την επίδραση
της ϐαρύτητας σε µέσο που προβάλλει αντίσταση µέτρου mkv2. ∆είξτε ότι το σωµατίδιο ϕθάνει το µέγιστο ύψος
h, πάνω από το σηµείο εκτόξευσης και δίδεται από τη σχέση

h =
1

2k
ln

(
1 +

kv2
0

g

)

Αν v1, v2 είναι οι ταχύτητες του σωµατιδίου κατά τις δύο στιγµές που ϐρίσκεται στο ύψος h/2, δείξτε ότι

v2
1 + v2

2 = v2
0e−kh

Λύση:

Η εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου καθώς κινείται προς τα πάνω ϑα είναι

m
dv

dt
= −mg −mkv2

⇒ dv

dx

dx

dt
= −(g + kv2)

⇒ 1

2

ˆ v

v0

dv2

g + kv2
= −

ˆ x

0
dx
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⇒
ˆ √k/g v
√
k/g v0

(g/k)dω2

1 + ω2
= −2kx

g

όπου η νέα µεταβλητή ω =
√
g/k v. Η παραπάνω ολοκλήρωση µας δίνει

g

k
ln

(
1 + (k/g)v2

1 + (k/g)v2
0

)
= −2kx

g

⇒ x =
1

2k
ln

(
1 + (k/g)v2

0

1 + (k/g)v2

)
(2.126)

Αυτή η εξίσωση ϑα µας δώσει το µέγιστο ύψος, h, του σωµατιδίου όταν v = 0, δηλαδή

h =
1

2k
ln

(
1 +

kv2
0

g

)
Η ταχύτητα v1 κατά την άνοδό του ϑα ϐρεθεί από τη σχέση (2) όταν το x = h/2, δηλαδή

h

2
=

1

2k
ln

(
1 + (k/g)v2

0

1 + (k/g)v2
1

)

⇒ 1 +
k

g
v2

1 =

(
1 +

k

g
v2

0

)
e−kh

⇒ v2
1 =

g

k

(
1 +

k

g
v2

0

)
e−kh − g

k
(2.127)

Κατά την κάθοδό του η εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου ϑα είναι

m
dv

dt
= mg −mkv2

⇒ v
dv

dx
= g − kv2

όπου έχουµε λάβει το άξονα y να είναι ϑετικός καθώς το σωµατίδιο κινείται από το µέγιστο ύψος προς την
επιφάνεια της Γης. Ολοκληρώνοντας την παραπάνω εξίσωση ϑα έχουµε

1

2g

ˆ v2

0

dv2

1− (k/g)v2
=

ˆ h/2

0
dx

⇒ 1

2g

ˆ (k/g)v22

0

(g/k)dω

1− ω
=
h

2

όπου η νέα µεταβλητή ω = (k/g)v2. Η ολοκλήρωση ϑα µας δώσει

− ln

(
1− k

g
v2

2

)
= hk

⇒ 1− k

g
v2

2 = e−hk

⇒ v2
2 =

g

k

(
1− e−kh

)
(2.128)

Αν προσθέσουµε τις σχέσεις (2) και (2) ϑα έχουµε

v2
1 + v2

2 =
g

k

[
1− e−kh − 1 +

(
1 +

k

g
v2

0

)
e−kh

]
= v2

0e−kh
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Πρόβληµα 2.57 Σωµατίδιο µάζας m κινείται στο επίπεδο xy. Το επίπεδο xy είναι οριζόντια λεία επιφάνεια. Τη
χρονική στιγµή t = 0 το σωµατίδιο ϐρίσκεται στο σηµείο (0, 0) και έχει ταχύτητα v0 η οποία σχηµατίζει γωνία
45o µε τον άξονα x. Η µόνη δύναµη που ασκείται στο σωµατίδιο είναι µια δύναµη τριβής −mkvyŷ, ανάλογη της
συνιστώσας vy της ταχύτητας του, όπου k είναι ένας σταθερός ϑετικός συντελεστής.

(α) Ποια είναι η εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου ;

(ϐ) Βρείτε την ταχύτητά του ως συνάρτηση του χρόνου. Μετά πόσο χρόνο η κατακόρυφη συνιστώσα της γίνεται
v0/2;

(γ) Ποια είναι η εξίσωση της τροχιάς που διαγράφει το σωµατίδιο στο επίπεδο xy;

(δ) Ποια είναι η µέγιστη τιµή ym του y στην τροχιά ;

Λύση:

(α) Η εξίσωση κίνησης για το σωµατίδιο όταν δρα η δύναµη −mkvyŷ είναι

m
dv

dt
= −mkvyŷ

⇒


dvx
dt

= 0

dvy
dt

= −kvy

(ϐ) Ολοκληρώνοντας τις εξισώσεις κίνησης για τις συνιστώσες της ταχύτητας µε τις αρχικές συνθήκες

v(0) = v0 cos
π

4
x̂+ v0 sin

π

4
ŷ = v0

√
2

2
x̂+ v0

√
2

2
ŷ

ϑα έχουµε ˆ vx

v0
√

2/2
dvx = 0

⇒ vx = v0

√
2

2
και ˆ vy

v0
√

2/2

dvy
vy

= −k
ˆ t

0
dt ⇒ ln

vy2

v0

√
2

= −kt

⇒ vy =

√
2

2
v0e−kt

Αν η συνιστώσα vy της ταχύτητας είναι v0/2, ϑα έχουµε

v0

2
=

√
2

2
v0e−kτ ⇒ 1√

2
= e−kτ

⇒ τ =
1

2k
ln 2

(γ) Η εξίσωση της τροχιάς στο επίπεδο xy ϑα ϐρεθεί από την ολοκλήρωση των εξισώσεων των συνιστωσών της
ταχύτητας

vx =
dx

dt
= v0

√
2

2

⇒
ˆ x

0
dx =

ˆ t

0
v0

√
2

2
dt
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⇒ x = v0

√
2

2
t

και

vy =
dy

dt
=

√
2

2
v0e−kt

⇒
ˆ y

0
dy =

√
2

2
v0

ˆ t

0
e−ktdt

⇒ y =
v0

√
2

2k

(
1− e−kt

)
Η εξίσωση της τροχιάς του σωµατιδίου στο επίπεδο xy ϑα ϐρεθεί από την αντικατάσταση του χρόνου t =
2x/(v0

√
2) (που υπολογίστηκε από τη συνιστώσα x) στη συνιστώσα y, δηλαδή

y =
v0

√
2

2k

(
1− e−2kx/(

√
2v0)
)

(δ) Η µέγιστη τιµή της συνιστώσας y ϑα ϐρεθεί αφού πρώτα ϑέσουµε την dy/dt = 0

dy

dt
= 0 ⇒

√
2

2
v0e−kt = 0 ⇒ t→∞

και εποµένως η ym = y(t→∞)

ym =
v0√
2 k

Πρόβληµα 2.58 Σωµατίδιο µάζας m ϐάλλεται κατά µήκος οριζόντιας επιφάνειας µε αρχική ταχύτητα µέτρου
v0. Το σωµατίδιο υπόκειται σε ολική αντίσταση µέτρου F = kmxv, όπου v, x, είναι το µέτρο της ταχύτητας και
της ϑέσης του αντίστοιχα σε τυχούσα χρονική στιγµή και k ϑετική σταθερά.

(α) Υπολογίστε την απόσταση, s, που διανύει το σωµατίδιο µέχρι να ηρεµήσει ως συνάρτηση των γνωστών
µεγεθών.

(ϐ) Επαναλάβετε το ερώτηµα (α) στην περίπτωση που η ολική αντίσταση είναι της µορφής F = kmxv2.

Λύση:

(α) Η εξίσωση κίνησης για το σωµατίδιο ϑα είναι

m
dv

dt
= −mkvx

⇒ dv

dt
= −kxv

⇒ dv

dx

dx

dt
= −kxv

⇒ v
dv

dx
= −kxv

⇒
ˆ v

v0

dv = −k
ˆ s

0
xdx

⇒ v = v0 −
k

2
s2

΄Οταν το σώµα ϑα σταµατήσει v = 0 και εποµένως η σχέση της ταχύτητας και ϑέσης ϑα είναι

0 = v0 −
k

2
s2

⇒ s =

√
2v0

k
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(ϐ) Στην περίπτωση που η δύναµη που ασκείται στο σωµατίδιο είναι F = −mkxv2, η εξίσωση κίνησης ϑα είναι

m
dv

dt
= −mkxv2

⇒ v
dv

dx
= −kxv2

⇒
ˆ v

v0

dv

v
= −k

ˆ s

0
xdx

⇒ ln

(
v

v0

)
= −k

2
s2

⇒ v = v0e−ks
2/2

Για v = 0 έπεται ότι s→∞.

Πρόβληµα 2.59 Σωµατίδιο µάζας m κινείται στο εσωτερικό ορθού κυκλικού κώνου γωνίας 2α κάτω από την
επίδραση της ϐαρύτητας.

(α) Να γραφούν οι εξισώσεις κίνησης του σωµατιδίου σε κυλινδρικές συντεταγµένες.

(ϐ) Βρείτε τη ϑέση του σωµατιδίου για τη συνιστώσα z(t) κάτω από τις αρχικές συνθήκες z(0) = z0, ż(0) =
φ̇(0) = 0.

Λύση:

φ

α

ρ

z

Ncosa
-mg

N
Nsina

x

y

z

Σχήµα 2.20

(α) Η εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου ϑα είναι

m
dr

dt
= F = N −mgẑ

όπου F η ολική δύναµη, N = −N cosαρ̂ + N sinαẑ η δύναµη αντίδρασης του κώνου που ασκείται στο
σωµατίδιο και −mgẑ η δύναµη ϐαρύτητας.
Η επιτάχυνση σε κυλινδρικές συντεταγµένες ϑα είναι

a = (ρ̈− ρφ̇2)ρ̂+ (ρφ̈+ 2ρ̇φ̇)φ̂+ z̈ẑ

Επειδή το σωµατίδιο κινείται πάνω στο κώνο γωνίας 2α, οι συντεταγµένες ρ, z συνδέονται µε τη σχέση

ρ = z tanα⇒ ρ̇ = ż tanα⇒ ρ̈ = z̈ tanα

και εποµένως η εξίσωση κίνησης ϑα είναι

m(z̈ tanα− z tanαφ̇2)ρ̂+m(z tanαφ̈+ 2żφ̇ tanα)φ̂+mz̈ẑ = −N cosαρ̂+ (−mg +N sinα)ẑ

Για την ακτινική συνιστώσα έχουµε

⇒ m tanα(z̈ − zφ̇2) = −N cosα (2.129)
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Για την φ-συνιστώσα

m

z
tanα(z2φ̈+ 2zżφ̇) = 0

⇒ tanα

z

d

dt
(z2φ̇) = 0

⇒ z2φ̇ = σταθερό = L

⇒ φ̇ =
L

z2
(2.130)

και για την z-συνιστώσα

mz̈ = −mg +N sinα

⇒ mz̈ +mg −N sinα = 0 (2.131)

Απαλείφοντας το N από τις σχέσεις (2) και (2) ϑα έχουµε

mz̈ +mg +m
sin2 α

cos2 α
(z̈ − zφ̇2) = 0

και αντικαθιστώντας την έκφραση του φ̇ της σχέσης (2) ϑα έχουµε

z̈ − sin2 αL2

z3
+ g cos2 α = 0 (2.132)

(ϐ) Αν η αρχική ταχύτητα φ̇(0) = 0 τότε από τη σχέση (2) ϑα έχουµε

L = z2φ̇ ⇒ L = 0

΄Αρα η διαφορική εξίσωση (2) ϑα είναι

z̈ = −g cosα

⇒ ż = −(g cosα)t

⇒ z(t) = z0 −
1

2
(g cosα)t2

δηλαδή το σωµατίδιο ϑα κινείται πάνω σε µια γενέτειρα του κώνου µε επιβράδυνση −g cosα.

Πρόβληµα 2.60 Παίκτης του µπάσκετ κέρδισε ϕάουλ και εκτελεί δύο ελεύθερες ϐολές. Το κέντρο του καλαθιού
είναι σε οριζόντια απόσταση 4, 21 m από το σηµείο εκτέλεσης του ϕάουλ και σε ύψος 3, 05 m από το δάπεδο.
Στην πρώτη προσπάθεια ο παίκτης ϱίχνει την µπάλα υπό γωνία 35o πάνω από την οριζόντια διεύθυνση και µε
ταχύτητα v0 = 4, 88 m/s. µπάλα ϱίχνεται από ύψος 1, 83 m πάνω από το δάπεδο. Αυτή η ϐολή αποτυγχάνει.

(α) Ποιο είναι το µέγιστο ύψος που ϕθάνει η µπάλα ;

(ϐ) Σε τι οριζόντια απόσταση στο πάτωµα από το σηµείο ελεύθερης ϐολής κτυπά η µπάλα το πάτωµα ;

Για τη δεύτερη ϐολή η µπάλα περνά από το κέντρο του καλαθιού. Σε αυτή τη ϐολή ο παίκτης ϱίχνει την
µπάλα πάλι υπό γωνία 35o και από ύψος 1, 83 m από το δάπεδο.

(γ) Τι αρχική ταχύτητα έδωσε ο παίκτης στην µπάλα στην δεύτερη προσπάθεια ;

(δ) Για τη δεύτερη προσπάθεια ποιο είναι το µέγιστο ύψος που έφτασε η µπάλα ; Σ΄ αυτό το σηµείο πόσο
µακριά ϐρίσκεται η µπάλα από το καλάθι κατά την οριζόντια διεύθυνση ;
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Λύση:

Ο παίκτης ϱίχνει την µπάλα και η ταχύτητα της µπάλας έχει τις εξής συντεταγµένες

v0x = v0 cos a0, v0y = v0 sin a0

(α) Στο µέγιστο ύψος έχουµε vy = 0

v0y = v0 sin a0 = 4, 88 m/s sin 35o = 2, 80 m/s

ay = −9, 80 m/s2

v2
y = v2

0y + 2 ay(y − y0)

⇒ y − y0 =
v2
y − v2

0y

2ay
= 0, 4 m

΄Αρα το ύψος πάνω από το έδαφος είναι

0, 4 m + 1, 83 m = 2, 23 m

(ϐ) ϑα χρησιµοποιήσουµε την κάθετη κίνηση για να ϐρούµε πόσο χρόνο ϐρίσκεται η µπάλα στον αέρα

y − y0 = v0yt+
1

2
ayt

2

⇒ −1, 83 m = (2, 8 m/s)t− (4, 9 m/s2)t2

⇒ 4, 9t2 − 2, 8t− 1, 83 = 0

Από τη δευτεροβάθµια εξίσωση έχουµε
t = 0, 286± 0, 675 s

Το t πρέπει να είναι ϑετικό, άρα t = 0, 961 s.
Γι΄ αυτό το χρονικό διάστηµα πρέπει να ϐρούµε την οριζόντια µετατόπιση

x− x0 = v0xt+
1

2
axt

2 = 3, 84 m

(γ) ∆εν γνωρίζουµε ούτε το χρόνο ούτε την ταχύτητα v0 ώστε η µπάλα να ϕτάσει στο καλάθι. Από τις εξισώσεις
κίνησης της µπάλας κατά την οριζόντια και την κάθετη κατεύθυνση έχουµε

x− x0 = v0xt

⇒ 4, 21 m = (v0 sin 35o)t

⇒ v0t = 5, 139 m

y − y0 = v0yt+
1

2
ayt

2

⇒ 1, 22 m = (v0 sin 35o)t− (4, 9m/s2)t2

΄Αρα έχουµε δύο εξισώσεις µε δύο αγνώστους και ϐρίσκουµε

t = 0, 594 s
v0 = 8, 65 m/s

(δ) Στο µέγιστο ύψος η y συντεταγµένη της ταχύτητας είναι µηδέν. ΄Αρα

v2
y = v0y

2 + 2ay(y − y0)

⇒ y − y0 =
v2
y − v2

0y

2ay
=

0− (4, 96µ/ς)2

2(−9, 8µ/ς2)
= 1, 26 m
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΄Αρα το µέγιστο ύψος είναι 1, 83m+1, 26m = 3, 09m. Μελετώντας την κάθετη µετατόπιση µπορούµε να ϐρούµε
και τον χρόνο που χρειάστηκε η µπάλα για να ϕτάσει σ΄ αυτό το σηµείο

vy = v0y + ayt

⇒ t =
vy − v0y

ay
= 0, 506 s

Γνωρίζοντας το χρόνο µπορούµε να ϐρούµε την οριζόντια απόσταση που ϐρίσκετε το σηµείο από τον παίκτη

x− x0 = v0xt = 3, 59 m

΄Αρα η απόσταση από το καλάθι είναι 4, 21 m− 3, 59 m = 0, 62 m

Πρόβληµα 2.61 ΄Ενα σώµα ολισθαίνει προς τα κάτω, χωρίς αρχική ταχύτητα και χωρίς τριβές, από την κορυφή
Α µιας σφαίρας ακτίνας Ρ. Σε ποια κατακόρυφη απόσταση από την κορυφή της σφαίρας ϑα ξεφύγει από την
επιφάνειά της ; Πόση ϑα είναι η ταχύτητα του σώµατος στο σηµείο αυτό ;

Λύση:

θ
R

W

N

h

A

Σχήµα 2.21

΄Οταν το σώµα γλιστρά πάνω στη σφαίρα ασκούνται πάνω του δύο δυνάµεις: το ϐάρος του και η αντίδραση της
επιφάνειας της σφαίρας N . Η ολική δύναµη κατά την ακτινική κατεύθυνση r̂ είναι

F = −mg cos θ +N

Επειδή όµως κινείται πάνω σε κύκλο ακτίνας R έχουµε

F = Fκεντροµόλος = −mv
2

R

΄Αρα

mg cos θ −N =
mv2

R
Η ταχύτητα του σώµατος, v, εξαρτάται από την απόσταση h = R(1 − cos θ). Από την αρχή διατήρησης της
ενέργειας έχουµε

mgR = mgR cos θ +
1

2
mv2

⇒ v =
√

2gR(1− cos θ)

΄Αρα
N = mg cos θ − 2mg(1− cos θ) = mg(3 cos θ − 2)

Στο σηµείο διαφυγής η δύναµη N µηδενίζεται άρα cos θ∆ = 2/3 και h = R(1− cos θ) = R/3.
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Πρόβληµα 2.62 ΄Ενα µικρό σώµα µάζας m είναι αναρτηµένο σ΄ ένα σχοινί µήκους L και περιστρέφεται πάνω σ΄
ένα οριζόντιο κύκλο µε σταθερή ταχύτητα v. Ποιος είναι ο χρόνος µιας πλήρους περιστροφής ;

Λύση:

z

r

T

m

W

θ L

Σχήµα 2.22

Αν θ είναι η γωνία που σχηµατίζει το σχοινί µε την κατακόρυφο τότε η ακτίνα του κύκλου είναι

R = L sin θ

Οι δυνάµεις που δρουν πάνω στο σώµα είναι το ϐάρος W και η τάση του νήµατος T . Αναλύουµε την τάση στις
συνιστώσες της

Tr = T sin θ και Tz = T cos θ

Ισχύει
Tz −W = 0

⇒ T cos θ = mg (2.133)

Η ακτινική επιτάχυνση είναι ίση µε v2/R άρα

Tr = T sin θ =
mv2

R
(2.134)

∆ιαιρώντας την (2) µε την (2) ϐρίσκουµε

tan θ =
v2

Rg

⇒ v2 = Rg tan θ

΄Εστω τ ο χρόνος περιστροφής.

v =
2πR

τ
=
√
Rg tan θ

⇒ τ =
2πR√
Rg tan θ

= 2π

√
R

g tan θ
= 2π

√
L cos θ

g

Πρόβληµα 2.63 Σωµατίδιο µάζας m ϐάλλεται κατά µήκος οριζόντιας επιφάνειας µε αρχική ταχύτητα µέτρου
v0. Το σωµατίδιο υπόκειται σε ολική αντίσταση µέτρου mk

√
v, όπου v το µέτρο της ταχύτητας του σε τυχούσα

χρονική στιγµή και k ϑετική σταθερά.

(α) Υπολογίστε την απόσταση, s, που διανύει το σωµατίδιο µέχρις ότου ηρεµήσει.

(ϐ) Υπολογίστε το χρόνο, t1/2, που απαιτείται ώστε η ταχύτητα του σωµατιδίου να γίνει v0/2.
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Λύση:

(α) Η εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου είναι

m
dv

dt
= −mk

√
v

⇒ dv

dx

dx

dt
= −k

√
v

⇒ dv

dx
= − k√

v

Ολοκληρώνοντας από την αρχική ταχύτητα ως την τελική που είναι µηδέν έχουµε την απόσταση που ϑα διανύσει
το σωµατίδιο µέχρι να σταµατήσει

ˆ 0

v0

√
v dv = −

ˆ s

0
k dx

⇒ s =
2

3k

√
v3

0

(ϐ) Από την εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου έχουµε

dv

dt
= −k

√
v

⇒
ˆ v0/2

v0

dv√
v

= −
ˆ t1/2

0
kdt

⇒ t1/2 =

√
v0

2k

(
2−
√

2
)

Πρόβληµα 2.64 Σε µια παγωµένη λίµνη κάποιος χτυπά ένα δίσκο και του δίνει αρχική ταχύτητα 20 m/s.
Βρείτε το συντελεστή ολίσθησης ανάµεσα στο δίσκο και τον πάγο, εάν ξέρετε ότι ο δίσκος ολίσθησε συνολικά 120
m προτού σταµατήσει. ∆ίνεται g = 9, 8 m/s2.

Λύση:

Οι δυνάµεις που δρουν πάνω στο δίσκο είναι (α) το ϐάρος τουB = mg, (ϐ) η κάθετη αντίδραση του πάγου (N) και
(γ) η δύναµη της τριβής (fk), η οποία προκαλεί µια σταθερή επιβράδυνση πάνω στο δίσκο. Ο δίσκος ισορροπεί
κατά την κατακόρυφη διεύθυνση ενώ κινείται επιβραδυνόµενος κατά την οριζόντια διεύθυνση. Εφαρµόζοντας το
δεύτερο νόµο του Νεύτωνα, οι συνθήκες κίνησής του είναι

fk

N

B=mg

κατεύθυνση
κίνησης

Σχήµα 2.23

−fk = ma (2.135)
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N −mg = 0 (2.136)

αλλά

fk = µkN (2.137)

Από τις σχέσεις (2), (2) και (2) έπεται ότι η επιτάχυνση του δίσκου είναι

a = −µkg (2.138)

Θεωρώντας ότι τη χρονική στιγµή t = 0 ο δίσκος ϐρίσκεται στη ϑέση x0 = 0 και έχει αρχική ταχύτητα υ = υ0, η
εξίσωση ταχύτητας-χρόνου του δίσκου είναι

υ = υ0 − at (2.139)

και η εξίσωση ϑέσης-χρόνου

x = υ0t− a
t2

2
(2.140)

Απαλείφοντας το χρόνο από τις εξισώσεις (2) και (2) καταλήγουµε στη σχέση

x =
υ2 − υ2

0

2a

Θέτοντας στην παραπάνω σχέση υ = 0 (για την τελική ταχύτητα του δίσκου) και αντικαθιστώντας την επιτάχυνση
από τη σχέση (2), προκύπτει ότι ο συντελεστής ολίσθησης είναι

µk =
υ2

0

2gx
=

(20 m/s2)2

2× 9, 8× m/s2 × 120 m
= 0, 17

Πρόβληµα 2.65 Σώµα ϱίχνεται κατακόρυφα προς τα πάνω µε αρχική ταχύτητα υ0 = 30 m/s2. Ταυτόχρονα ένα
δεύτερο σώµα αφήνεται από ύψος Hm να πέσει ελεύθερα. Τα δύο σώµατα συναντιούνται όταν το πρώτο απέχει
από το έδαφος το 1/3 του µέγιστου ύψους στο οποίο µπορεί να ανεβεί. Να ϐρεθεί το ύψος Hm. ∆ίνεται g = 10
m/s2

Λύση:

Το πρώτο σώµα εκτελεί ευθύγραµµη οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση κατά τον άξονα z (ϐλ. σχήµα 2.24) µε
επιτάχυνση αντιπαράλληλη µε τον άξονα z και µέτρο ίσο µε την επιτάχυνση της ϐαρύτητας

aẑ = −gẑ

υ0

z

H

Hm

Σχήµα 2.24

Η ταχύτητά του κάθε χρονική στιγµή t δίδεται από τη σχέση

υẑ = (υ0 − gt)ẑ (2.141)
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και η ϑέση του από τη σχέση

hẑ =

(
υ0t−

1

2
gt2
)
ẑ (2.142)

Το µέγιστο ύψος στο οποίο ϑα ϕτάσει είναι το σηµείο στο οποίο η ταχύτητά του µηδενίζεται, άρα από τις σχέσεις
(2) και (2) έπεται

hmaxẑ =

(
υ2

0

2g

)
ẑ = 45 m (2.143)

Τα δύο σώµατα συναντιούνται τη χρονική στιγµή t1 όπου το πρώτο σώµα ϐρίσκεται σε ύψος (hmax/3)ẑ, άρα από
τη σχέση (2) έπεται

hmax

3
ẑ =

(
υ0t1 −

1

2
gt21

)
ẑ

(2)
=⇒ 15 = 30t1 − 5t21

⇒ t21 − 6t1 + 3 = 0

Από την παραπάνω σχέση ϐρίσκουµε ότι τα δύο σώµατα συναντιούνται τις χρονικές στιγµές t′1 = 0.55 s και
t′′1 = 5.45 s που αντιστοιχούν στην άνοδο και την κάθοδο του πρώτου σώµατος. Η εξίσωση ϑέσης-χρόνου του
δεύτερου σώµατος είναι

Hẑ =

(
Hm −

1

2
gt2
)
ẑ (2.144)

Τη χρονική στιγµή t1 όπου τα δύο σώµατα συναντιούνται ισχύει : H = hmax/3, άρα λόγω της σχέσης (2)

H =
hmax

3
= Hm −

1

2
gt21 ⇒ Hm =

hmax

3
+

1

2
gt21

Από την παραπάνω σχέση προκύπτει (µε αριθµητική αντικατάσταση) ότι αν τα δύο σώµατα συναντιούνται τη
χρονική στιγµή t1 = t′1 = 0, 55 s (δηλαδή όταν το πρώτο σώµα ανεβαίνει), τότε το δεύτερο σώµα έχει αφεθεί από
ύψος Hm = 16, 5 m, ενώ εάν συναντιούνται τη χρονική στιγµή t1 = t′′1 = 5, 45 s, τότε το ύψος από το οποίο έχει
αφεθεί το δεύτερο σώµα είναι Hm = 164 m.

Πρόβληµα 2.66 Σώµα εκτελεί ϐολή µε αρχική ταχύτητα υ0 υπό γωνία φ ως προς το οριζόντιο επίπεδο.
Υπολογίστε την ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς του σώµατος (δηλαδή την απόσταση R από το εκάστοτε κέντρο
περιστροφής καθώς το σώµα εκτελεί καµπυλόγραµµο κίνηση) ως συνάρτηση του χρόνου, t, αγνοώντας την
αντίσταση του αέρα. Υπόδειξη : Η συνιστώσα της ϐαρύτητας που είναι κάθετη στην τροχιά παίζει το ϱόλο της
κεντροµόλου δύναµης.

Λύση:

θ

υ

g

θ grgt

υy

υxA

Σχήµα 2.25

΄Εστω ότι µια τυχαία χρονική στιγµή t το σώµα ϐρίσκεται στη ϑέση A και έχει ταχύτητα υ, η οποία σχηµατίζει
γωνία θ µε τον οριζόντιο άξονα. Το ϱόλο της κεντροµόλου επιτάχυνσης (εφ όσον εκτελείται καµπυλόγραµµη
κίνηση) δεν µπορεί παρά να τον παίζει η συνιστώσα της επιτάχυνσης της ϐαρύτητας που είναι κάθετη στο σηµείο
Α της τροχιάς και εποµένως σχηµατίζει γωνία θ µε τον κατακόρυφο άξονα (ϐλέπε σχήµα 2.25). ΄Ετσι αν Ρ είναι
η ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς

gr =
υ2

R
(2.145)
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Από το σχήµα επίσης ϐλέπουµε ότι

gr = g cos θ, και cos θ = υx/υ

άρα

gr = gυx/υ (2.146)

Από τις (2) και (2) έχουµε ότι
R = υ3/gυx = (υ2

x + υ2
y)

3/2/gυx (2.147)

Για τη ϐολή ξέρουµε ότι : υx = υ0 cosφ και υy = υ0 sinφ− gt οπότε αντικαθιστώντας στη σχέση (2) έχουµε

R =
(υ2

0 − 2υ0gt sinφ+ g2t2)3/2

υ0g cosφ

Πρόβληµα 2.67 Από τον ΄Αλιµο και τη Βουλιαγµένη (απόσταση L) ξεκινούν ταυτόχρονα δύο ταχύπλοα κινού-
µενα ευθύγραµµα και οµαλά, ένα από τα οποία κινείται µε ταχύτητα υ1 και το άλλο µε ταχύτητα υ2. Η ταχύτητα
του ενός σχηµατίζει συνεχώς γωνία a µε την ευθεία ΑΒ που συνδέει τα σηµεία εκκίνησης ενώ της δεύτερης
σχηµατίζει γωνία β. Ποια ϑα είναι η ελάχιστη απόσταση που ϑα πλησιάσουν τα ταχύπλοα ;
(Υπόδειξη : η άσκηση λύνεται εύκολα ϑεωρώντας παρατηρητή που ϐρίσκεται στο ένα από τα δύο ταχύπλοα και
ϑεωρεί τον εαυτό του ακίνητο)

α
β

υ2

υ1

LA B

Σχήµα 2.26

Λύση:

α

β

υ2

υ1

LA B
-υ1

φ

υ

K

Σχήµα 2.27

Οι συνθήκες που περιγράφονται στην εκφώνηση της άσκησης αυτής αναφέρονται, προφανώς, σε ακίνητο παρα-
τηρητή. ΄Εστω, όµως, σύστηµα Ο το οποίο κινείται µαζί µε το πρώτο ταχύπλοο (αυτό που ξεκινά από το σηµείο
Α και τρέχει µε ταχύτητα υ1). Σε αυτό το σύστηµα αναφοράς το πρώτο ταχύπλοο είναι ακίνητο, ενώ το δεύτερο
ταχύπλοο τρέχει µε ταχύτητα

υ = −υ1 + υ2

Από το παραπάνω σχήµα ϕαίνεται ότι η ελάχιστη απόσταση µεταξύ τους ϑα είναι ίση µε το µήκος της καθέτου,
AK, που µπορούµε να ϕέρουµε στην ευθεία BK, κατά µήκος της οποίας ϑα κινηθεί το δεύτερο ταχύπλοο στο
σύστηµα Ο.
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Εποµένως από το σχήµα έχουµε (όπου τα υ1 και υ2 είναι τα µέτρα των ανυσµάτων υ1 και υ2)

AK = L sinφ (2.148)

Επίσης από το σχήµα 2.27
υ cosφ = υ2 cosβ + υ1 cos a (2.149)

υ sinφ = υ2 sinβ − υ1 sin a (2.150)

Από τις (2) και (2), απαλείφοντας το υ, προκύπτει

tanφ =
υ2 sinβ − υ1 sinα

υ2 cosβ + υ1 cosα
(2.151)

οπότε, καθώς από την τριγωνοµετρία ισχύει

sinφ =
tanφ√

1 + tan2 φ

η (2) γίνεται µε τη ϐοήθεια της (2)

AK = L

υ2 sinβ − υ1 sinα

υ2 cosβ + υ1 cosα

1 +

(
υ2 sinβ − υ1 sinα

υ2 cosβ + υ1 cosα

)2

Πρόβληµα 2.68 Οι µάζες m και M ενώνονται όπως στο σχήµα (2.28). Η τροχαλία ϑεωρείται αβαρής και χωρίς
τριβές. Ποια είναι η µέγιστη προς τα πάνω δύναµη F , που ϑα πρέπει να εφαρµοστεί στην τροχαλία χωρίς η
µάζα M να ξεκολλήσει από το έδαφος ; Ποια η επιτάχυνση της µάζας m; Το σκοινί ϑεωρείται επίσης αβαρές και
παραµένει τεντωµένο.

M

m

F

Σχήµα 2.28

Λύση:

Πάνω στο πρώτο σώµα µάζαςM ασκούνται οι εξής δυνάµεις (α) Το ϐάρος τουW1 = Mg, (ϐ) η τάση του νήµατος
T1 και (γ) η αντίδραση του δαπέδου N .
Πάνω στο δεύτερο σώµα µάζας m ασκούνται οι δυνάµεις (α) Το ϐάρος τουW2 = mg και (ϐ) η τάση του νήµατος
T2.
Πάνω στην τροχαλία ασκούνται οι δυνάµεις (α) η δύναµη F , (ϐ) η T ′1 = T1 και (γ) T ′2 = T2. Καθώς το σύστηµα
σκοινί-τροχαλία ϑεωρείται αβαρές έχουµε

F + T1 + T2 = 0

και
T1 = T2 ≡ T (2.152)



134 Compiled on 15 Σεπτεµβρίου 2016, Νόµοι του Νεύτωνα

x

M

m

F

N
T1

T´1 T´2

+ a

T2

W2

W1

y

Σχήµα 2.29

εποµένως
⇒ F − T1 − T2 = 0

(2)−→ F = 2T

Το πρώτο σώµα, µάζας M , ισορροπεί άρα
W1 + T1 +N = 0

⇒ −W1 + T1 +N = 0
(2)

=⇒ F = 2(W1 −N) (2.153)

Η µέγιστη δύναµη εφαρµόζεται πάνω στην τροχαλία όταν N = 0, δηλαδή όταν το σώµα µάζας M ισορροπεί
χωρίς ταυτόχρονα να αγγίζει το έδαφος. ΄Αρα από τη σχέση (2) έπεται

Fmax = 2W1 = 2Mg

Το δεύτερο σώµα, µάζας m, επιταχύνεται κατά τον κατακόρυφο άξονα, µε επιτάχυνση a, άρα

W2 + T2 = ma

⇒ −W2 + T2 = ma
((2))
=⇒ a =

T −W2

m
ή a =

F/2−W2

m

΄Οταν η εφαρµοζόµενη δύναµη είναι Fmax, τότε

amax =

2Mg

2
−mg

m
=
M −m
m

g

Πρόβληµα 2.69 Μικρό σώµα µάζαςm ϐρίσκεται τοποθετηµένο στο άκρο δοκού µήκους L και µάζαςM (ϐλέπε
σχήµα 2.30). Στη δοκό δίνουµε, ακαριαία, αρχική ταχύτητα υ0. Αν ο συντελεστής τριβής µεταξύ σώµατος και
δοκού είναι µ, ενώ µεταξύ δοκού και οριζοντίου δαπέδου ο συντελεστής τριβής είναι µηδέν, να υπολογίσετε πόση
πρέπει να είναι η υ0 έτσι ώστε το σώµα m να πέσει από τη δοκό.

M m

υ0

L

Σχήµα 2.30
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Λύση:

M

m

υ

L

T

T

Σχήµα 2.31

Λόγω της δύναµης της τριβής µεταξύ του µικρού σώµατος και της δοκού, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 2.31, το m
ϑα επιταχύνεται ενώ το M ϑα επιβραδύνεται. Αν οι ταχύτητες εξισωθούν πριν το m πέσει, τότε η δύναµη τριβής
ϑα εκλείψει και τα δύο σώµατα ϑα κινούνται µαζί στη συνέχεια. Για τα δύο σώµατα ισχύει

µmg = T = mam, δηλαδή am = µg

T = −MaM , δηλαδή aM = −µgm/M

Οι ταχύτητες των δύο σωµάτων δίνονται από

υm = amt και υM = υ0 + aM t

Οι ταχύτητες αυτές ϑα εξισωθούν σε χρόνο t, όπου

τ =
υ0

µg
(
1 +m/M

)
Στο χρόνο αυτό τα σώµατα ϑα έχουν διανύσει διαστήµατα

SM = υ0τ + aM
τ2

2

Sm = am
τ2

2

Για να πέσει το m ϑα πρέπει να ισχύει
SM − Sm > L

ώστε
υ0 >

√
2µgL(1 +m/M)

Πρόβληµα 2.70 ΄Ενα ϕορτηγό κινείται σε οριζόντιο επίπεδο και επιταχύνει µε σταθερή επιτάχυνση a. ΄Ενα
σχοινί (χωρίς µάζα και µη εκτατό) είναι δεµένο στο πίσω µέρος του ϕορτηγού. Στο άλλο άκρο του σχοινιού είναι
δεµένος ένας κουβάς µάζας M που κρέµεται κατακόρυφα όταν το ϕορτηγό ηρεµεί. Ο κουβάς κινείται γρήγορα
όταν το ϕορτηγό αρχίζει να επιταχύνεται αλλά σύντοµα ισορροπεί σε µια σταθερή απόσταση πίσω από το ϕορτηγό
όπου το σχοινί σχηµατίζει µια σταθερή γωνία θ µε το ϕορτηγό, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 2.32.
Θεωρώντας ότι η τριβή είναι αµελητέα,

(α) ϐρείτε τη γωνία θ στην οποία ϑα ισορροπήσει το σχοινί

(ϐ) ποια είναι η τάση T του σχοινιού από τη στιγµή που ϑα ισορροπήσει σχηµατίζοντας γωνία θ µε το ϕορτηγό ;
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a

θ
T

Σχήµα 2.32

a

φ

T´
Μ θ´

Σχήµα 2.33

(γ) Υποθέστε ότι το ϕορτηγό κινείται σε κατηφορικό δρόµο που σχηµατίζει γωνία φ µε το οριζόντιο επίπεδο
όπως ϕαίνεται στο σχήµα 2.33, και ότι συνεχίζει να επιταχύνεται µε επιτάχυνση a.

Σε ποια γωνία θ′ σε σχέση µε το ϕορτηγό ϑα ισορροπήσει τώρα το σχοινί ; Ποια ϑα είναι η καινούργια τάση
T ′ του σχοινιού ;

(δ) Τι παρατηρείτε για τις σχέσεις των δύο παραπάνω περιπτώσεων ;

Λύση:

(α) Οι δυνάµεις που ενεργούν πάνω στον κουβά είναι το ϐάρος του Mg και η τάση του νήµατος T .

θ

M

T

Mg

x

y

Σχήµα 2.34

Χρησιµοποιώντας σύστηµα συντεταγµένων µε τον άξονα x στη διεύθυνση της επιτάχυνσης a και τον άξονα y
κάθετα προς τα πάνω, έχουµε για την τάση του νήµατος T (στο αδρανειακό σύστηµα)

T sin θ = Ma (2.154)

T cos θ = Mg (2.155)

Από τις σχέσεις (2) και (2) µε διαίρεση κατά µέλη προκύπτει ότι

tan θ =
a

g
⇒ θ = arctan

(
a

g

)
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(ϐ) Από τις σχέσεις (2) και (2)
T 2 sin2 θ + T 2 cos2 θ = M2a2 +M2g2

⇒ T = M
√
a2 + g2

(γ) Χρησιµοποιώντας το ίδιο σύστηµα συντεταγµένων µε το ερώτηµα (α) έχουµε

ω + ε = 90o, ε+ φ+ θ′ = 90o, ω = 90o − ε = 90o − (90o − θ′ − φ) = θ′ + φ

Σχήµα 2.35

T ′ sinω = T ′ sin(θ′ + φ) = Ma cosφ (2.156)
T ′ cosω = T ′ cos(θ′ + φ) = Mg −Ma sinφ (2.157)

Από τις σχέσεις (2) και (2) µε διαίρεση κατά µέλη προκύπτει

tan(θ′ + φ) =
a cosφ

g − a sinφ
⇒ θ′ = tan−1

(
a cosφ

g − a sinφ

)
− φ (2.158)

και

T ′ = M

√
a2 cos2 φ+ g2 + a2 sin2 φ− 2ag sinφ = M

√
a2 + g2 − 2ag sinφ (2.159)

Παρατήρηση. Θα µπορούσαµε να λύσουµε το ερώτηµα επιλέγοντας σύστηµα συντεταγµένων µε τον άξονα x
κατά τη διεύθυνση της επιτάχυνσης a και τον άξονα y κάθετα στο δρόµο. Τότε έχουµε

F = Ma

[T ′ sin θ′ +Mg sinφ, T ′ cos θ′ −Mg cosφ] = [Ma, 0]

από όπου

T ′ cos θ′ = Mg cosφ (2.160)
T ′ sin θ′ = Ma−Mg sinφ (2.161)

Από τις σχέσεις (2) και (2) µε διαίρεση κατά µέλη προκύπτει

tan θ′ =
Ma−Mg sinφ

Mg cosφ
=
a− g sinφ

g cosφ

⇒ θ′ = tan′
(
a− g sinφ

g cosφ

)
και

T ′ = M

√
(Mg cosφ)2 +M2a2 +M2g2 sin2 φ− 2M2ag sinφ = M2

√
a2 + g2 − 2ag sinφ

Για να δείξουµε ότι η γωνία θ′ είναι η ίδια µε αυτή της σχέσης (2), χρησιµοποιούµε την τριγωνοµετρική ταυτότητα

tan(A−B) =
tanA− tanB

1 + tanA tanB
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(δ) Παρατηρούµε ότι για φ = 0 οι σχέσεις (2) και (2) του (γ) ερωτήµατος γίνονται

θ′ = tan−1

(
a

g

)
και T ′ = M

√
a2 + g2

δηλαδή ϐρίσκονται σε συµφωνία µε τα (α) και (ϐ) όπως αναµένεται !

Πρόβληµα 2.71 ΄Ενα γυάλινο ποτήρι µάζας m1 ισορροπεί πάνω σε ένα τραπέζι µε τραπεζοµάντηλο µάζας
m2. Εάν ο συντελεστής στατικής τριβής µεταξύ του τραπεζοµάντηλου και του ποτηριού είναι µs και το τραπέζι
είναι πολύ γυαλισµένο ώστε να µην υπάρχουν τριβές, ποια είναι η µέγιστη οριζόντια δύναµη µε την οποία
µπορούµε να τραβήξουµε το τραπεζοµάντηλο έτσι ώστε το ποτήρι και το τραπεζοµάντηλο να κινηθούν µαζί χωρίς
να ολισθήσουν ; (Υπόδειξη: σχεδιάστε τα διαγράµµατα ελεύθερου σώµατος για κάθε σώµα.)

Λύση:

m1m2

τραπεζοµάντηλο

F

ποτήρι

N12 m1g

T12

F

N21

m2gN2τ

T21

Σχήµα 2.36

• Στο τραπεζοµάντηλο ασκούνται η εξωτερική δύναµη F , το ϐάρος του m2g, η δύναµη N21 από το ποτήρι,
η δύναµη N2τ από το τραπέζι και η τριβή T21.

Σύµφωνα µε το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα,
∑
F2 = m2a2,

� στον άξονα x
F − T21 = m2a2x (2.162)

� στον άξονα y
N2τ −N21 −m2g = 0

• Στο ποτήρι ασκούνται το ϐάρος του m1g, η δύναµη N12 από το τραπεζοµάντηλο και η τριβή T12.

Σύµφωνα µε το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα,
∑
F1 = m1a1,

� στον άξονα x
T12 = m1a1x

� στον άξονα y
N12 −m1g = 0 (2.163)

Σύµφωνα µε τον τρίτο νόµο του Νεύτωνα, T12 = T21.

Οι οριακές συνθήκες ολίσθησης είναι οι εξής:

1. a = a1x = a2x

2. Η στατική τριβή είναι µέγιστη όταν
T12 = µsN12 = (T12)max
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Από τη σχέση (2) προκύπτει
N12 = m1g ⇒ T12 = µsm1g

΄Αρα η σχέση (2) γίνεται
Fmax − µsm1g = m2a

µsm1g = m1a⇒ a = µsg

και άρα
Fmax = µsm1g +m2a = µsm1g +m2µsg = µs(m1 +m2)g

Πρόβληµα 2.72 ∆ύο παιδιά παίζουν πετόσφαιρα µε µια µπάλα σε ένα µακρύ διάδροµο. Το ύψος της οροφής
είναιH. Τα παιδιά πετούν και αρπάζουν την µπάλα στο ύψος των ώµων τους h. Αν τα παιδιά µπορούν να πετάνε
τη µπάλα µε µια ταχύτητα υ0, σε πόση απόσταση µεταξύ τους µπορούν να παίζουν ;

Λύση:

Η µπάλα µόλις που ϑα ακουµπήσει το ταβάνι, αν από το σηµείο ϱίψης ανέβει σε ύψος ymax = H − h στο µέσο
της διαδροµής ανάµεσα στα δύο παιδιά.

θ

R

h
H

Σχήµα 2.37

Γνωρίζουµε ότι

ymax =
υ2

0 sin2 θ

2g
και το ϐεληνεκές είναι

R =
2υ2

0 cos θ sin θ

g
(2.164)

΄Αρα η µπάλα µόλις ϑα ακουµπήσει το ταβάνι εάν

ymax = H − h =
υ2

0 sin2 θ

2g

⇒ sin2 θ =
2g

υ2
0

(H − h) (2.165)

Η σχέση (2) µε αντικατάσταση της (2) γίνεται

R =
2υ2

0

g

√
2g

υ2
0

(H − h)

√
1− 2g

υ2
o

(h− h) = 4

√√√√(H − h)

[
υ2

0

2g
− (H − h)

]

Το µέγιστο ϐεληνεκές R = υ2
0/g επιτυγχάνεται για θ = 45o δηλαδή sin2 θ = 1/2 οπότε από τη σχέση (2)

H − h =
υ2

0

4g

Αν H − h > υ2
0/4g το ταβάνι είναι τόσο ψηλό ώστε η µπάλα να µη ϕτάνει στο ταβάνι για γωνίες ϐολής θ < 45o.
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Πρόβληµα 2.73 ∆ύο σωµατίδια κινούνται στο πεδίο ϐαρύτητας. Τη χρονική στιγµή t = 0 s τα σωµατίδια
ϐρίσκονταν στο ίδιο σηµείο και είχαν ταχύτητες υ1 και υ2 οριζόντιες και µε αντίθετες ϕορές. Να ϐρεθεί η
απόσταση ανάµεσα στα σωµατίδια τη χρονική στιγµή που τα διανύσµατα των ταχυτήτων τους ϑα είναι κάθετα.

Λύση:

x

y

AB

g

r2 r1

i

j

υ1υ2
r

O

Σχήµα 2.38

΄Εστω ότι τη χρονική στιγµή t = 0 s τα σωµατίδια ϐρίσκονται στο σηµείο Ο, το οποίο ϑεωρούµε αρχή των αξόνων.
΄Εστω ότι τη χρονική στιγµή t που οι ταχύτητες των σωµατιδίων είναι κάθετες µεταξύ τους αυτά ϐρίσκονται στις
ϑέσεις A και B. Τότε οι ταχύτητές τους ϑα είναι

v1 = υ1x̂+ gtŷ

v2 = υ2x̂+ gtŷ

Ξέρουµε όµως ότι ικανή και αναγκαία συνθήκη καθετότητας δύο ανυσµάτων είναι v1 · v2 = 0. ∆ηλαδή

v1v2 = υ1υ2 + g2t2 = 0

΄Αρα τα v1 και v2 είναι κάθετα τη χρονική στιγµή

t =

√
υ1υ2

g
(2.166)

Η απόσταση AB ορίζεται από το διάνυσµα #  »BA = r για το οποίο ισχύει r = r1 − r2. Από τις εξισώσεις κίνησης
έχουµε

r1 = υ1tx̂+
1

2
gt2ŷ

r2 = υ2tx̂+
1

2
gt2ŷ

και από την εξίσωση τροχιάς ϐρίσκουµε

r = r1 − r2 = (υ1 + υ2)tx̂

∆ηλαδή το r ϑα είναι πάντα παράλληλο µε τον άξονα Ox. Αντικαθιστώντας τώρα το t από τη σχέση (2) ϐρίσκουµε

r = (υ1 + υ2)

√
υ1υ2

g
x̂

Πρόβληµα 2.74 Σωµατίδιο αρχίζει να κινείται ευθύγραµµα και οµαλά. ΄Οταν διανύσει απόσταση L αρχίζει να
κινείται µε επιβράδυνση a µέχρι να σταµατήσει. Πόση πρέπει να είναι η αρχική ταχύτητα του σωµατιδίου ώστε
ο ολικός χρόνος κίνησης να είναι ελάχιστος ;
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Λύση:

Για την κίνηση στο διάστηµα L ισχύει

L = υt1 ⇒ t1 =
L

υ
Για το διάστηµα που επιβραδύνεται

t2 =
υ

a
΄Αρα ο ολικός χρόνος

t0 = t1 + t2 =
L

υ
+
υ

a
= t(υ)

Για να είναι ο χρόνος ελάχιστος

dt0
dυ

= 0⇒ − L
υ2

+
1

a
= 0⇒ υ2 = La⇒ υ =

√
La

Πρόβληµα 2.75 Από ακίνητο σύννεφο πέφτουν 2 σταγόνες µάζαςm µε διαφορά χρόνου τ . Πώς ϑα µεταβάλλεται
η µεταξύ τους υψοµετρική απόσταση ως συνάρτηση του χρόνου, αν

(α) οι τριβές είναι αµελητέες και

(ϐ) η δύναµη της τριβής είναι f = −kυ όπου υ η ταχύτητα της σταγόνας, και k γνωστή σταθερά.

Λύση:

(α) Στην περίπτωση αυτή έχουµε οµαλά επιταχυνόµενη κίνηση. Εποµένως σε χρόνο t από την πτώση της πρώτης
σταγόνας ϑα έχουµε

S1 =
1

2
gt2 και S2 =

1

2
g(t− τ)2

Οπότε
∆S = S1 − S2 =

1

2
g(2tτ − τ2)

(ϐ) Για κάθε σταγόνα ισχύει

m
dυ

dt
= mg − kυ

Ολοκληρώνοντας για την πρώτη σταγόνα
ˆ υ1

0

dυ

mg − kυ
=

1

m

ˆ t

0
dt

⇒ −1

k
ln
mg − kυ1

mg
=

t

m

⇒ υ1 =
mg

k
(1− e−kt/m) =

dS1

dt
και από εδώ

S1 =
mg

k

[
t− m

k

(
1− e−kt/m

)]
Ακριβώς ανάλογα

S2 =
mg

k

[
t− τ − m

k

(
1− e−k(t−τ)/m

)]
και τελικά

∆S =
mg

k

[
τ − m

k
e−kt/m

(
ekτ/m − 1

)]
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Πρόβληµα 2.76 Μια µικρή µπάλα µάζας m, αρχικά στο A, ολισθαίνει στη λεία εσωτερική επιφάνεια µιας
ηµισφαιρικής επιφάνειας ABD. ΄Οταν η µπάλα ϐρίσκεται στο σηµείο C, δείξτε ότι η γωνιακή ταχύτητα και η
δύναµη που ασκείται από την επιφάνεια είναι

ω =

√
2g

r
sin a και F = 3mg sin a

Λύση:

φ

mg

A D

B
φ

α

r

C α

φ

φ>0φ<0

Σχήµα 2.39

Στο σώµα ασκείται το ϐάροςmg και η αντίδραση από την επιφάνεια F . Αναλύουµε τις δυνάµεις σε εφαπτοµενική
και ακτινική συνιστώσα. Γράφουµε το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα για την ακτινική διεύθυνση

F −mg cosφ =
mu2

r

⇒ F −mg sin a =
mu2

r
(2.167)

και για την εφαπτοµενική διεύθυνση

FT = m
du

dt

⇒ mg sinφ = m
du

dt

⇒ g cos a =
du

dt
(2.168)

Οι γωνίες φ και a συνδέονται µε τη σχέση a = π/2 − φ. Η a µεταβάλλεται από 0 έως π ενώ η φ από π/2 έως
−π/2. Η γωνιακή ταχύτητα ορίζεται ω = da/dt. Ακόµα ισχύει ότι v = ωr. Με τα παραπάνω, η σχέση (2)
γράφεται

g cos a =
dv

dt
=

d(ωr)

da

da

dt
= r

dω

da
ω (2.169)

Από τη σχέση (2) µπορούµε να υπολογίσουµε την ω συναρτήσει της γωνίας a αν χωρίσουµε τις µεταβλητές και
ολοκληρώσουµε έπεται

r

g
ωdω = cos ada
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⇒ r

g

ˆ ω

0
ωdω =

ˆ a

0
cos ada

⇒ r

g

1

2
ω2

∣∣∣∣ω
0

= sin a
∣∣∣a
0

⇒ r

2g
ω2 = sin a⇒ ω =

√
2g

r
sin a (2.170)

Χρησιµοποιώντας τη σχέση (2) η γραµµική ταχύτητα, v, δίνεται από

v = ωr ⇒ v =
√

2gr sin a (2.171)

Τέλος χρησιµοποιώντας την (2), η σχέση (2) γίνεται

F = mg sin a+
m(2gr sin a)

r
⇒ F = 3mg sin a

Πρόβληµα 2.77 Υπολογίστε την επιτάχυνση των σωµάτωνm1 καιm2 και την τάση των σχοινιών στις περιπτώσεις
(α) και (ϐ) του σχήµατος 2.40. Οι τροχαλίες είναι αβαρείς και λείες και τα σώµατα ολισθαίνουν χωρίς τριβή.
Ποια διαµόρφωση µπορεί να επιταχύνει το m1 γρηγορότερα από ότι στην ελεύθερη πτώση ;

m2

m2g

T

Tm1 m1
T1

m2g

m2

T2

T2

T1T1

(α) (β)

Σχήµα 2.40

Λύση:

(α) Το σώµα 1 επιταχύνεται υπό την επίδραση της τάσης του νήµατος T . Το ϐάρος του και η αντίδραση του
δαπέδου είναι κάθετα στη διεύθυνση της κίνησης και δεν µας απασχολούν. Στο σώµα 2 ασκούνται η τάση του
νήµατος που είναι ίδια σε όλο το µήκος του, και το ϐάρος. Οι επιταχύνσεις των δύο σωµάτων είναι η ίδια α.
Γράφουµε λοιπόν το δεύτερο νόµο του Νεύτωνα για τα δύο σώµατα

T = m1a (2.172)
και

m2g − T = m2a (2.173)

Από τις εξισώσεις (2) και (2) συνάγουµε ότι
a =

m2

m1 +m2
g (2.174)

(ϐ) Βάζουµε και πάλι τις δυνάµεις στο σχήµα. Στο σώµα 1 ασκείται µόνο η τάση του νήµατος στην κατεύθυνση
της κίνησης. Η τάση του νήµατος είναι σταθερή σε όλο το µήκος του νήµατος. Για το νήµα που περνάει από τις
τροχαλίες η τάση είναι T1 ενώ η τάση του νήµατος από το οποίο κρέµεται το σώµα 2 είναι T2. Η χαµηλότερη
τροχαλία επιταχύνεται. Επειδή όµως είναι αβαρής, το άθροισµα των δυνάµεων πάνω της είναι µηδέν. ΄Εχουµε
λοιπόν ότι

T2 = 2T1 (2.175)
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και για τις επιταχύνσεις
a1 = 2a2

Ο δεύτερος νόµος του Νεύτωνα για τα δύο σώµατα µας δίνει

T1 = m1a1

και
m2g − T2 = m2a2 (2.176)

Από τις εξισώσεις (2)-(2) παίρνουµε τελικά

a1 =
2m2

4m1 +m2
g (2.177)

a2 =
m2

4m1 +m2
g

T1 =
2m1m2

4m1 +m2
g

T2 = m2

(
1− m2

4m1 +m2

)
g =

4m1m2

4m1 +m2
g

Συγκρίνοντας τις εξισώσεις (2) και (2) ϕαίνεται ότι στην περίπτωση (α) η επιτάχυνση του m1 δε µπορεί ποτέ να
είναι µεγαλύτερη από g. Στην περίπτωση (ϐ), αν ισχύει ότι 2m2 > 4m1 +m2, δηλαδή m2 > 4m1 τότε a1 > g.

Πρόβληµα 2.78 Στο σχήµα 2.41 να αποδείξετε ότι οι επιταχύνσεις των τριών σωµάτων δίνονται από τις σχέσεις

a1 = 4m2m3P

a2 = −(m1m3 −m1m2 − 4m2m3)P

a3 = (m1m3 −m1m2 + 4m2m3)P

όπου
P =

g

m1m2 +m1m3 + 4m2m3

Οι τροχαλίες είναι αβαρείς και λείες και τα σώµατα ολισθαίνουν χωρίς τριβή.

m1

m2
m3

Σχήµα 2.41

Λύση:

Για να διευκολυνθούµε στη µελέτη µας, χωρίζουµε το σχήµα µας στα επί µέρους στοιχεία του και κάνουµε ένα
διάγραµµα ξεχωριστά για το κάθε ένα από αυτά µε τις δυνάµεις που ασκούνται πάνω τους. Αυτού του τύπου τα
διαγράµµατα λέγονται «διαγράµµατα ελεύθερου σώµατος» Ας δούµε πρώτα το σώµαm1. Στον κατακόρυφο άξονα
ασκούνται το ϐάρος τουm1g και η κάθετη αντίδραση του δαπέδουN . Αυτές οι δυνάµεις αλληλοεξουδετερώνονται
και δεν ϑα µας απασχολήσουν άλλο. Στον οριζόντιο άξονα ασκείται η τάση του νήµατος T1. Ισχύει

T1 = m1a1
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m1

N

T1

m1g

Σχήµα 2.42

m2

m3

T2

m2g

m3g

+y

T3

Σχήµα 2.43

Αφού η τάση και η επιτάχυνση είναι οµόρροπα διανύσµατα µπορούµε να γράψουµε

T1 = m1a1

Στο σώµα m2 ασκείται το ϐάρος m2g και η τάση του νήµατος T2. Ισχύει

T2 +m2g = m2a2

Η ταχύτητα του αέρα ως προς το έδαφος είναι

wα,ε = −w cos ax̂− w sin aŷ

και του αεροπλάνου ως προς τον αέρα είναι

Vπ,α = V cos θx̂+ V sin θŷ

΄Αρα, η ταχύτητα του αεροπλάνου ως προς το έδαφος είναι

Vπ,ε = Vπ,α +wα,ε = (V cos θ − w cos a)x̂+ (V sin θ − w sin a)ŷ (2.178)

Για να ϕτάσει το αεροπλάνο στο αεροδρόµιο ϑα πρέπει να µηδενιστεί η y συνιστώσα της ταχύτητάς του ως προς
το έδαφος, αφού το αεροδρόµιο έχει y = 0. ΄Αρα από τη σχέση (2) έχουµε

V sin θ − w sin a = 0⇒ θ = arcsin

(
w

V
sin a

)
Για τη x συνιστώσα της ταχύτητας ϑα έχουµε

Vπ,ε,x = V cos θ − w cos a = V
√

1− sin2 θ − w cos a

= V

√
1−

(
w

V

)2

sin2 a− w cos a =
√
V 2 − w2 sin2 a− w cos a
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Το χρονικό διάστηµα το οποίο ϑα χρειαστεί για να ϕτάσει στο αεροδρόµιο είναι ίσο µε

t =
L

Vπ,ε,x
=

L√
V 2 − w2 sin2 a− w cos a

Πρόβληµα 2.79 ΄Ενας οριζόντιος δίσκος, ακτίνας R, περιστρέφεται γύρω από κατακόρυφο άξονα µε σταθερή
γωνιακή ταχύτητα. Μικρά ϐαγόνια είναι συνδεδεµένα µε σκοινιά, µήκους L και αµελητέας µάζας, στην περιφέ-
ϱεια του δίσκου. ∆εδοµένου η επιτάχυνση της ϐαρύτητας είναι g και ότι η διεύθυνση κάθε αλυσίδας σχηµατίζει
µε την κατακόρυφο γωνία θ να υπολογίσετε την περίοδο περιστροφής του δίσκου.

Λύση:

Οι δυνάµεις (N και B) που ασκούνται στο ϐαγόνι ϕαίνονται στο σχήµα 2.44

 θ 

R

L

B

N
 θ 

Σχήµα 2.44

Το ϐαγόνι εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση ακτίνας

R′ = R+ L sin θ (2.179)

και ταχύτητας

V =
2πR′

T
(2.180)

Στον x άξονα ισχύει

Fx = −N sin θ = −mV
2

R′
(2)
= −4π2R′m

T 2
(2.181)

Στον y άξονα ισχύει
Fy = N cos θ −mg = 0

⇒ N =
mg

cos θ
(2.182)

Αντικαθιστώντας τις (2) και (2) στην (2) έχουµε

−mg tan θ = −4π2(R+ L sin θ)m

T 2

⇒ T = 2π

(
R+ L sin θ

g tan θ

)1/2
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Πρόβληµα 2.80 ΄Ενα άδειο όχηµα που αρχικά έχει µάζα M0 και αρχική ταχύτητα u0 κινείται ευθύγραµµα σε
οριζόντιο επίπεδο χωρίς τριβή. Τη χρονική στιγµή t = 0 αρχίζει να πέφτει στο όχηµα άµµος µε σταθερό ϱυθµό
λ = dm/dt. Βρείτε τη ϑέση του οχήµατος ως συνάρτηση του χρόνου.

Λύση:

΄Εστω ότι κάποια τυχαία χρονική στιγµή η µάζα της άµµου που ϐρίσκεται στο όχηµα είναιm. Επειδή στο σύστηµα
δεν εφαρµόζονται εξωτερικές δυνάµεις, από το δεύτερο νόµο του Newton ισχύει για την ορµή p = (M0 +m)u
του συστήµατος όχηµα-άµµος (u =ταχύτητα του οχήµατος την τυχαία χρονική στιγµή t)

dp

dt
= 0

⇒
d
[
(M0 +m)u

]
dt

= 0

⇒ (M0 +m)du

dt
+
udm

dt
= 0

⇒ −du

u
=

dm

M0 +m

⇒ −
ˆ u

u0

du

u
=

ˆ m

0

dm

M0 +m

⇒ u =
M0

M0 +m
u0 (2.183)

Γνωρίζουµε ότι u = dx/dt, και από τις συνθήκες του προβλήµατος έχουµε

dm

dt
= λ⇒ m = λt

΄Αρα η σχέση (2) γράφεται

dx

dt
=

M0

M0 + λt
u0

⇒ dx = M0u0
dt

M0 + λt

⇒
ˆ x

0
dx = M0u0

ˆ t

0

dt

M0 + λt

⇒ x(t) =
M0u0

λ
ln

(
M0 + λt

M0

)

Πρόβληµα 2.81 Το σχήµα δείχνει µια δύναµη F που δρα σε ένα σώµα µάζας M . Το σώµα ϐρίσκεται πάνω σε
µια οριζόντια ανώµαλη επιφάνεια µε συντελεστή στατικής τριβής µ.

(α) Υποθέτοντας ότι F � Mg, ϐρείτε τη µέγιστη γωνία θ για την οποία η δύναµη F δε µπορεί να κάνει το
σώµα να ολισθήσει, όσο µεγάλη κι αν είναι.

(ϐ) Βρείτε το λόγο F/Mg, σα συνάρτηση των θ και µ, για τον οποίο το σώµα, µόλις αρχίζει να ολισθαίνει.

Λύση:

(α) Αναλύουµε τις δυνάµεις κατά τη διεύθυνση του ϐάρους και κάθετα σάυτήν. Το σώµα είναι έτοιµο να ολισθήσει
όταν

F sin θ ≥ µN, και N = F cos θ +Mg

΄Αρα

F sin θ ≥ µF cos θ + µMg (2.184)
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F
θ

Mg

Σχήµα 2.45

ή διαιρώντας µε F έχουµε

sin θ ≥ µ cos θ (γιατί Mg/F είναι πολύ µικρή ποσότητα)

Εποµένως
sin θ ≥ µ cos θ ⇒ tan θ ≥ µ

΄Αρα αν θ ≤ arctanµ το σώµα δε µπορεί να ολισθήσει όσο µεγάλη κι αν είναι η F .

(ϐ) Από τη σχέση (2) έχουµε
F sin θ = µF cos θ + µMg

⇒ F

Mg
=

µ

sin θ − µ cos θ

Πρόβληµα 2.82 ∆ύο κεκλιµένα επίπεδα που σχηµατίζουν γωνίες θ1 και θ2 µε το οριζόντιο επίπεδο έχουν
µη λείες επιφάνειες. ∆ύο σώµατα µε µάζες M1 και M2 συνδέονται µέσω αβαρούς νήµατος και τροχαλίας που
περιστρέφεται χωρίς τριβές όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Οι συντελεστές στατικής τριβής µεταξύ των επιπέδων µε
τις ϐάσεις των δύο σωµάτων είναι µ1 και µ2 αντίστοιχα. Βρείτε τη σχέση µεταξύ των µεγεθών M1, M2, θ1, θ2, µ1

και µ2, έτσι ώστε η µάζα M1, µόλις να αρχίζει να ολισθαίνει προς τα κάτω στο επίπεδο 1.

Λύση:

Ανάλυση δυνάµεων σε άξονες (παράλληλο στο κεκλιµένο επίπεδο και κάθετο σ΄ αυτόν) και για τα δύο σώµατα.
Αν το M1 αρχίζει να ολισθαίνει προς τα κάτω η δύναµη M1g sin θ1 ϑα είναι ίση µε την τάση του νήµατος T και
τη δύναµη τριβής, δηλαδή

M1g sin θ1 = T + µ1M1g cos θ1 (2.185)

Σε αυτή την περίπτωση τοM2 ϑα αρχίζει να ολισθαίνει προς τα πάνω και τότε η τάση του νήµατος T ϑα είναι ίση
µε την M2g sin θ2 συνιστώσα του ϐάρους και τη δύναµη τριβής, δηλαδή

T = M2g sin θ2 + µ2M2g cos θ2 (2.186)

΄Αρα τελικά από τις σχέσεις (2) και (2) ισχύει

M1 sin θ1 − µ1M1 cos θ1 = M2 sin θ2 + µ2 cos θ2

Πρόβληµα 2.83 Βαγόνι κινείται µε σταθερή ταχύτητα και χωρίς τριβές πάνω σε οριζόντιο επίπεδο. Πάνω
στο ϐαγόνι υπάρχει ϑερµαντήρας που Ϲεσταίνει ένα δοχείο µε νερό όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Κάποια χρονική
στιγµή το νερό αρχίζει να ϐράζει και οι ατµοί του νερού εγκαταλείπουν το δοχείο µε µηδενική σχεδόν ταχύτητα
ως προς ακίνητο παρατηρητή. Βρείτε αν ϑα αλλάξει η ταχύτητα του οχήµατος στις ακόλουθες δύο περιπτώσεις

(α) η αρχική ταχύτητα του οχήµατος είναι µηδέν,

(ϐ) η αρχική ταχύτητα είναι µεγαλύτερη του µηδενός.
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υ

Σχήµα 2.46

Λύση:

Αν υποθέσουµε ότι δεν εφαρµόζονται εξωτερικές δυνάµεις (εκτός του ϐάρους και της αντίδρασης του δαπέδου
που δεν έχουν συνισταµένη µηδέν) τότε η ολική ορµή διατηρείται. Αν m η µάζα του συστήµατος πριν το νερό
αρχίσει να ϐράζει και m′ η µάζα του συστήµατος αφού έχει αποµακρυνθεί µια ποσότητα ατµών τότε

mv = m′v′

Επειδή όµως m′ < m συµπεραίνουµε ότι v′ > v. Πιο αναλυτικά ϑα µπορούσε να πει κανείς Αν υποθέσουµε ότι
M είναι η µάζα του ϐαγονιού και m η µάζα του νερού και ότι ο ϱυθµός µε τον οποίο αποµακρύνονται οι ατµοί
είναι σταθερός ρ (ρ > 0) έχουµε

dm

dt
= −ρ⇒ m = m0 − ρt

tf =
m0

ρ

∆ηλαδή από χρόνο 0 έως tf η µάζα του συστήµατος µεταβάλλεται. Αν δεν εφαρµοστούν εξωτερικές δυνάµεις στο
σύστηµα έχουµε για την ορµή p

dp

dt
= 0

⇒
d
[
(M +m) υ

]
dt

= 0

⇒ dm

dt
υ +

dυ

dt
(M +m) = 0

⇒ dυ

dt
= − υ

(M +m)

dm

dt

⇒ 1

υ
dυ =

1

(M +m)
ρdt

⇒ ln υ = −
ˆ

(−ρ)

(M +m0 − ρt)
⇒ ln υ = − ln(M +m0 − ρt) + C ′

⇒ eln υ = C e− ln(M+m0−ρt)

⇒ υ = C
1

M +m0 − ρt

⇒ υ =
(M +m0)

M +m0 − ρt
v για tf ≤ t

Η ταχύτητα παραµένει σταθερή και ίση µε

u =
M +m0

M
v
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Προφανώς όταν η αρχική ταχύτητα είναι µηδέν η ταχύτητα δεν αλλάζει.

Πρόβληµα 2.84 ∆ιπλό αστέρι το οποίο αποτελείται από δυο µάζες, M , περιστρέφεται περί το κέντρο µάζας µε
τρόπο ώστε οι δυο µάζες να απέχουν απόσταση L. (α)

L

M M

(α) Να ϐρεθεί το µέτρο της ταχύτητάς τους καθώς και το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας ως συνάρτηση των
σταθερών µεγεθών G, M, L, όπου G είναι η παγκόσµια ϐαρυτική σταθερά ή σταθερά της παγκόσµιας
έλξης.

(ϐ) Να υπολογίσετε τα ίδια µεγέθη (ταχύτητα και γωνιακή ταχύτητα) αν οι δυο µάζες είναι ανόµοιες µάζες M1

και M2.

(γ) Να υπολογίσετε τα ίδια µεγέθη (ταχύτητα και γωνιακή ταχύτητα) αν έχουµε τρία όµοια αστέρια µάζας M
τα οποία περιστρέφονται περί το κέντρο µάζας, ενώ σχηµατίζουν ισόπλευρο τρίγωνο πλευράς L.

Λύση:

Το κέντρο µάζας του συστήµατος ϐρίσκεται στο µέσον της απόστασης L. Εποµένως αν εξισώσουµε τη δύναµη
ϐαρύτητας µε τη κεντροµόλο δύναµη ϑα έχουµε

GM2

L2
=
Mv2

L/2

⇒ GM

L
= 2v2

⇒ v2 =
GM

2L

⇒ ω2 =
GM

2L(L2/4)
=

2GM

L3

(ϐ)

L1

M1 M2

L2

KM

Σε αυτή την περίπτωση µπορούµε να προσδιορίσουµε το κέντρο µάζας ΚΜ ως ακολούθως


L1 + L = L

M1L1 = M2L2

⇒


L1 =
M2L

M1 +M2

L2 =
M1L

M1 +M2


και εποµένως αν εξισώσουµε τη δύναµη ϐαρύτητας µε τη κεντροµόλο δύναµη ϑα έχουµε

G
M1M2

L2
=
M1v

2
1

L1
=
M2v

2
2

L2
= M1ω

2L1 = M2ω
2L2

GM2

L2
= ω2L1

⇒ ω2 =
GM2

L2L1
=

GM2

L2
M2L

M1 +M2

=
G(M1 +M2)

L3
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M

M MR1

R2

R

x

y

L

(γ) Τα διάφορα διανύσµατα ϑέσης των µαζών ϑα είναι

R =
MR1 +MR2

3M
=
R1 +R2

3

R1 = Lx̂

R2 = L

(
cos

π

3
x̂+ sin

π

3
ŷ

)
R =

1

3
L

[(
1 + cos

π

3︸ ︷︷ ︸
1/2

)
x̂+ sin

π

3︸ ︷︷ ︸√
3/2

ŷ

]
=

1

3
L

(
3

2
x̂+

√
3

2
ŷ

)
= L

(
1

2
x̂+

√
3

6
ŷ

)

|R| = L

√
1

4
+

3

36
= L

√
3 + 1

12
=

L√
3

΄Αρα η ακτίνα περιστροφής είναι R = L/
√

3. Οι δυνάµεις που ασκούνται είναι

F =
GM2

L3
(R1 +R2) =

3GM2

L3

(
R1 +R2

3

)
=

3GM2

L3
R

µε µέτρο
3GM2

L3

L√
3

=

√
3GM2

L2

που ϑα ισούται µε Mω2R, δηλαδή √
3GM2

L2
= Mω2 L√

3

⇒ ω2 =
3GM

L3

Πρόβληµα 2.85 Σωµατίδιο περιστρέφεται γύρω από ακίνητο άξονα έστι ώστε για τη γωνιακή ταχύτητά του να
ισχύει ω = ω0 − kφ, όπου φ η γωνία που έχει διαγράψει, ω0 και k γνωστές σταθερές. Για t = 0 έχουµε φ = 0.
Να υπολογισθούν η γωνία περιστροφής και η γωνιακή ταχύτητα ως συναρτήσεις του χρόνου.

Λύση:

΄Εχουµε για τη γωνιακή ταχύτητα

ω = ω0 − kφ =
dφ

dt

dφ

dt
= ω0 − kφ ⇒

ˆ φ

0

dφ

ω0 − kφ
=

ˆ t

0
dt ⇒ −1

k
ln(ω0 − kφ)

∣∣∣φ
0

= t ⇒ ln
ω0 − kφ
ω0

= −kt
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⇒ ω0 − kφ = ω0e
−kt ⇒ φ =

ω0

k

(
1− e−kt

)
Εποµένως για τη γωνιακή ταχύτητα έπεται

ω =
dφ

dt
=
ω0

k

(
−e−kt

)
(−k)⇒ ω = ω0e

−kt.

Πρόβληµα 2.86 Σωµατίδιο κινείται υπό την επίδραση της δύναµης

F = k
r × ṙ
r3

, όπου ṙ =
dr

dt
= v = ταχύτητα, και k = ϑετική σταθερά

(α) Να αποδειχτεί ότι η κινητική ενέργεια είναι σταθερή.
(ϐ) Να δειχθεί ότι η ποσότητα J = r × p+ kr̂ είναι σταθερά της κίνησης, όπου r̂ = r/r, r = |r| , p = mv =
ορµή
(γ) Να δειχθεί ότι το διάνυσµα ϑέσης, r, του σωµατιδίου διαγράφει κωνική επιφάνεια και να υπολογιστεί η γωνία
του κώνου.
Υπόδειξη : Να δειχθεί ότι ισχύει r̂ · J = k.

Λύση:

(α) Αν παραγωγίσουµε την κινητική ενέργεια T = (1/2)mv2 = (1/2)mṙ2 ϑα έχουµε

dT

dt
= mṙ · r̈ = ṙ · (mr̈) = ṙ · kr × ṙ

r3
= r · k ṙ × ṙ

r3
= 0

όπου έχουµε χρησιµοποιήσει την ιδιότητα του τριπλού γινοµένου a · (b× c) = b · (c× a) = c · (a× b)

(ϐ) Παραγωγίζοντας την ποσότητα J έπεται

dJ

dt
=���

�:0
ṙ × p + r × ṗ+ k ˙̂r = mr × r̈ + k

d

dt

(
r

r

)
= r × r × ṙ

r3
+
k

r
ṙ − k r

r2
ṙ

=
k

r3

(
(r · ṙ)r − (r · r)ṙ

)
+
k

r
ṙ − k r

r3
rṙ = k

r

r3
r · ṙ−

�
�
�

k
r2

r3
ṙ +

�
��k
ṙ

r︸ ︷︷ ︸
0

−k r
r3
r · ṙ = 0 εποµένως J = σταθερά

αφού ṙ × p = v ×mv = 0.

(γ) Θα υπολογίσουµε την ποσότητα r̂ · J

r̂ · J =
1

r
r · J =

1

r

[
r · (r × p) + kr × r̂ =

1

r
kr = k

]
= k ⇒ J cos θ = k ⇒ cos θ =

k

J

όπου J = |J |. Εποµένως η γωνία θ ανάµεσα στα διανύσµατα J και r̂ είναι σταθερή, δηλαδή το διάνυσµα ϑέσης
του σωµατιδίου ϑα διαγράφει κωνική επιφάνεια µε γωνία θ = arccos

(
k/J

)
.

Πρόβληµα 2.87 Μια µπίλια πέφτει από µια σκάλα κτυπώντας το κάθε σκαλοπάτι στο ίδιο σηµείο και ανεβαίνο-
ντας στο ίδιο ύψος πάνω από κάθε σκαλοπάτι. Το ύψος L κάθε σκαλοπατιού ισούται µε το πλάτος του. Ορίζουµε
την παράµετρο λ = −v fk/v ik, όπου v ik και v fk είναι οι κατακόρυφες συνιστώσες της ταχύτητας ακριβώς πριν
και µετά την κρούση. Βρείτε την οριζόντια συνιστώσα της ταχύτητας και το ύψος που ανεβαίνει η µπίλια µετά
από κάθε κρούση ως συνάρτηση των γνωστών µεγεθών λ και L.
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L

L

Λύση:

Οι ταχύτητες πριν και µετά την κρούση σ’ένα σκαλοπάτι ϑα είναι

v1 = vhx̂+ vikŷ v2 = vhx̂+ vfkŷ

όπου οι οριζόντιες ταχύτητες vh είναι οι ίδιες πριν και µετά την κρούση καθότι η µπίλια κτυπάει το κάθε
σκαλοπάτι στο ίδιο σηµείο και ανεβαίνει στο ίδιο ύψος. Από τη διατήρηση της ενεργείας έπεται

1

2
mv2

ik =
1

2
mv2

fk +mgL ⇒ v2
ik = v2

fk + 2gL ή v2
ik =

2gL

1− λ2
, αφού λ = −v fk/v ik

καθότι το ύψος κάθε σκαλοπατιού είναι L.
Ο χρόνος πτήσης t εκφράζεται µέσω της οριζόντιας συνιστώσας της ταχύτητας, vh, αλλά και και των κατακόρυφων
συνιστωσών ως ακολούθως

t =
vik − vfk

g
=

L

vh
⇒ vh =

gL

ik− fk
=

gL

(1 + λ)vik
=

(
gL

2

1− λ
1 + λ

)1/2

Το ύψος H που ανεβαίνει η µπίλια µετά από κάθε κρούση ϑα ϐρεθεί από την απλή διατήρηση της ενέργειας

mgH =
1

2
vfk ⇒ H =

v2
fk

2g
= λ2 2gL

2g(1− λ2)
=

λ2L

1− λ2

2.0.1
Γενικευµένη γραµµική ορµή

Γνωρίσουµε ότι η συνάρτηση της δυναµικής ενέργειας V (r) εισάγεται διαµέσου του ϑεωρήµατος έργου-ενέργειας.
Με τον ίδιο τρόπο µπορούµε να εισάγουµε την έννοια του "δυναµικού" της γραµµικής ορµής. Με τη ϐοήθεια
του δεύτερου νόµου του Νεύτωνα στην ολοκληρωτική µορφή

F =
dp

dt
⇒
ˆ p2

p1

dp =

ˆ t2

t1

Fdt⇒ p2 − p1 =

ˆ t2

t1

Fdt (2.187)

Αν υποθέσουµε ότι µπορούµε να γράψουµε τη δύναµη F ως την πρώτη παράγωγο ενός διανύσµατος C(r, t),
δηλαδή

F = −dC

dt
⇒ C = −

ˆ
Fdt+D, D αυθαίρετη σταθερά (2.188)

τότε η σχέση (2.0.1) µας δίνει

p2 − p1 = −(C2 −C1)⇒ p2 +C2 = p1 +C1

δηλαδή η p+C είναι µια διατηρήσιµη ποσότητα, που ϑα την ονοµάζουµε γενικευµένη γραµµική ορµή

pq = p+C(r, t)

όπου η συνάρτηση C είναι το «δυναµικό» της γραµµικής ορµής, που ϑα προσδιορίζεται από τη σχέση (2.0.1).
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Παράδειγµα 1

Αν ένα σώµα µάζας m κινείται στο πεδίο ϐαρύτητας κατά µήκος του άξονα z, όπου δέχεται µια δύναµη τριβής
−bv, δηλαδή η ολική δύναµη έχει τη µορφή

F = −bv +mg = −b|v|ẑ −mgẑ, µε |v| =
∣∣∣∣dzdt

∣∣∣∣
Από τη σχέση (2.0.1), το «δυναµικό» της γραµµικής ορµής είναι

C = −
ˆ
Fdt = −

ˆ
(−b|v| −mg)ẑdt = −b

ˆ
dz

dt
dtẑ +mgtẑ = −bzẑ +mgtẑ

διότι

|v| =
∣∣∣∣dzdt

∣∣∣∣ = −dz

dt

Εποµένως, διατηρήσιµη γενικευµένη γραµµική ορµή είναι

Pg = p+C = (mẑ − bz +mgt)ẑ = σταθερή ποσότητα

Παράδειγµα 2

Θεωρούµε την κίνηση ενός ϕορτισµένου σωµατιδίου µάζας m και ϕορτίου q σε ένα σταθερό µαγνητικό πεδίο B
και ένα οµοιόµορφο ηλεκτρικό πεδίο E. Η ολική ορµή του σωµατιδίου είναι

F = qv ×B + qE(t)

όπου c είναι η ταχύτητα του ϕωτός. Από τη σχέση (2.0.1), το "δυναµικό" της γραµµικής ορµής είναι

C = −
ˆ
Fdt = −q

(ˆ
ṙdt

)
×B + q

ˆ
E(t)dt = −qr ×B + q

ˆ
E(t)dt

Εποµένως, η διατηρήσιµη γενικευµένη ορµή είναι

pg = p+C = mv − qr ×B − q
ˆ
E(t)dt = mṙ − qr ×B − q

ˆ
E(t)dt = σταθερή ποσότητα

Στην περίπτωση που έχουµε ένα τυχαίο µαγνητικό πεδίο, B, και το ηλεκτρικό, E, πεδίο, γνωρίζουµε ότι αυτά
προέρχονται από ένα διανυσµατικό πεδίο, A, και ένα ϐαθµωτό πεδίο Φ

B =∇×A, E = −∂A
∂t
−∇Φ

Από τη δύναµη του Lorentz ϑα έχουµε

F = qv ×B + qE ⇒ dp

dt
= qv × (∇×A) + q

(
−∂A
∂t
−∇Φ

)
µε

v × (∇×A) =∇ (vA)−A× (∇× v)− (v∇)A− (A∇)v

Επειδή η ταχύτητα εξαρτάται από το χρόνο και όχι από τη ϑέση,

∇× v = 0 και (A∇)v = 0

΄Αρα

dp

dt
= q

[
∇(v ·A)− (v ·∇)A

]
− q∂A

∂t
− q∇Φ = −q

(v ·∇)A+
∂A

∂t︸ ︷︷ ︸
dA/dt

+ q∇
[
v ·A
c
− Φ

]



155

⇒ d

dt
(p+ qA) = q∇ [v ·A− Φ] (2.189)

Παρατηρούµε από τη σχέση (2.0.1) ότι η ποσότητα qA αναγνωρίζεται ως το «δυναµικό» της γραµµικής ορµής αν
η ποσότητα

∇ [v ·A− Φ] = 0

Αν αυτή η ποσότητα δε µηδενίζεται αλλά µπορεί να εκφραστεί ως η ολική χρονική παράγωγος µιας διανυσµατικής
συνάρτησης D

q∇ [v ·A− Φ] = −dD

dt

τότε η σχέση (2.0.1) ϑα είναι
d

dt
[p+ qA+D] = 0

⇒ p+ qA+D = σταθερή ποσότητα

Στην περίπτωση ενός οµογενούς χρονοανεξάρτητου µαγνητικού πεδίου B0, µια εκλογή του διανυσµατικού
πεδίου A είναι A = (1/2)B0 × r, και εποµένως έπεται από τη σχέση (2.0.1)

d

dt

(
p+

q

2
B0 × r

)
= q∇(v ·A) = −qdA

dt
= −q

2

d

dt
(B0 × r) ⇒ d

dt
(p+ qB0 × r) = 0

δηλαδή
p+ qB0 × r = σταθερή ποσότητα

Αυτό είναι το διάνυσµα του Landau, που διατηρείται, όπου ο πρώτος όρος p = mv = mṙ είναι η γραµµική
ορµή του σωµατιδίου και ο δεύτερος όρος qB0 × r = −qr × B0 προέρχεται από την αλληλεπίδραση του
ϕορτισµένου σωµατιδίου q µε το µαγνητικό πεδίο B0. Αυτός ο όρος ϑα µπορούσαµε να πούµε ότι έχει ένα
χαρακτήρα «δυναµικού», σε αναλογία µε τη δυναµική ενέργεια που έχει ένα σωµατίδιο όταν αλληλεπιδρά µε ένα
διατηρητικό πεδίο.

2.0.2
Γενικευµένη στροφορµή

Αν ϑεωρήσουµε ένα σωµατίδιο που κινείται κάτω από τη δράση µιας ϱοπής, τ = r ×F , τότε η εξίσωση κίνησης
ϑα είναι

dL

dt
= τ = r × F (2.190)

όπου L = r × p είναι η αποκτούµενη στροφορµή του σωµατιδίου.
Αν ϑεωρήσουµε ότι η ϱοπή, τ , της δύναµης, F , µπορεί να γραφτεί ως η ολική χρονική παράγωγος ενός νέου
διανύσµατος, G(r, t), δηλαδή

τ = −dG

dt
= −

[
∂G

∂t
+ (v ·∇)G

]
(2.191)

τότε ϑα έχουµε από τις σχέσεις (2.0.2) και (2.0.2)

dL

dt
= τ = −dG

dt
⇒ d

dt
(L+G) = 0

µια διατηρήσιµη ποσότητα Lg = L + G που ϑα την ονοµάσουµε γενικευµένη στροφορµή, και το διάνυσµα
G(r, t) ϑα παίζει το ϱόλο του «δυναµικού» της στροφορµής, και ϑα το προσδιορίζουµε από τη σχέση (2.0.2)

G = −
ˆ
τdt (2.192)
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Παράδειγµα 1

Αν ϑεωρήσουµε την κίνηση ενός ϕορτισµένου σωµατιδίου µάζαςm, και ϕορτίου q, µέσα σε ένα σταθερό µαγνητικό
πεδίο, B = Bẑ, το οποίο είναι κάθετο στο επίπεδο της κίνησής του, τότε η δύναµη Lorentz, και η ϱοπή τ , που
ασκείται στο σωµατίδιο ϑα είναι

F = qv ×B ⇒ τ = qr × (v ×B) = q

[
���

�:0
(r ·B)v︸ ︷︷ ︸
διότι r⊥B

− (r · v)B

]
= −q(r · v)B = −qrvB

διότι
r · v = r · ṙ =

1

2

d

dt
(r · r) =

1

2

d

dt
(r2) = rṙ = rv (2.193)

Το δυναµικό G που αντιστοιχεί στη ϱοπή τ , υπολογίζεται από τη σχέση (2.0.2)

G = −
ˆ
τdt = q

ˆ
r vdt︸︷︷︸

dr

Bẑ = q

ˆ
r drBẑ = −qB

2
r2ẑ

Εποµένως η γενικευµένη ορµή του προβλήµατος ϑα είναι

Lg = L+G = r × p+
qB

2
r2ẑ

⇒ Lg = mr × ṙ +
qB

2
r2ẑ (2.194)

Για κίνηση στο επίπεδο (x, y), το r = xx̂+ yŷ, ṙ = ẋx̂+ ẏŷ, και το r× ṙ = (xẏ− ẋy)ẑ, και εποµένως η σχέση
(2.0.2) είναι

Lg =

[
m(xẏ − ẋy) +

qB

2
(x2 + y2)

]
ẑ

Παράδειγµα 2

Θεωρούµε την αλληλεπίδραση ενός ϕορτισµένου σωµατιδίου µάζας m και ϕορτίου q, µε το µαγνητικό πεδίο, B,
ενός µαγνητικού µονόπολου g (αν ϐέβαια υπάρχει !)

B =
g

r3
r

Η ϱοπή της δύναµης Lorentz F = qv ×B, που ασκείται στο σωµατίδιο, ϑα είναι

τ = r × F = qr × (v ×B) = qg
r × (v × r)

r3

Αν χρησιµοποιήσουµε τη διανυσµατική ταυτότητα (11.5) στη σελίδα (534)

⇒ τ = qg
r2v −

rv︷ ︸︸ ︷
(r · v) r

r3
= qg

r2ṙ − rṙr
r3

όπου r · v = rv από τη σχέση (2.0.2)

⇒ τ = qg
rṙ − ṙr
r2

= qg
d

dt

(
r

r

)
Εποµένως το δυναµικό G της στροφορµής ϑα είναι (ϐλ. σχέση (2.0.2))

G = −
ˆ
τdt = −qg

ˆ
d

dt

(
r

r

)
dt

= −qg
ˆ
d

(
r

r

)
= −qgr

r
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΄Αρα η γενικευµένη στροφορµή του προβλήµατος ϑα είναι

Lg = L+G = r × p− qgr
r

= mr × ṙ − qgr
r

Θα πρέπει να σηµειώσουµε ότι η διατήρηση της γενικευµένης γραµµικής ορµής, Pg, και της γενικευµένης στρο-
ϕορµής, Lg, παράγονται αυτόµατα από το ϕορµαλισµό του Lagrange της αναλυτικής µηχανικής µε τη ϐοήθεια
του ϑεωρήµατος της Noether από τη µεταφορική και στροφική συµµετρία της λαγκρανζιανής συνάρτησης ενός
συστήµατος, αντίστοιχα.





3
Συστήµατα Αναφοράς

Πρόβληµα 3.1 Πάρτε ένα αδρανειακό πλαίσιο OIxIyIzI και ένα στρεφόµενο πλαίσιο ORxRyRzR πλαίσιο
µε κοινή αρχή και κοινό τον κατακόρυφο άξονα z (ϑεωρούµε ως ω µια σταθερή κυκλική γωνιακή ταχύτητα
περιστροφής).

(α) ∆είξτε ότι µε αναφορά στο στρεφόµενο πλαίσιο η δυναµική εξίσωση παίρνει τη µορφή

mr̈ = F − 2mω × ṙ −mω × (ω × r)

όπου mr̈ και F είναι η δύναµη στο αδρανειακό και στο περιστρεφόµενο πλαίσιο αντιστοίχως. Εξηγήστε
τα διάφορα µεγέθη που υπεισέρχονται στην εξίσωση.

(ϐ) Εφαρµόστε κατάλληλα τον παραπάνω τύπο για σωµατίδιο κοντά στην επιφάνεια της Γης για να ϐρείτε την
πραγµατική επιτάχυνση της ϐαρύτητας g′ (την οποία ϑα πάρετε όταν ṙ = 0)

g′ = g + ω × (ω × r)

Να υπολογίσετε τη διαφορά των µέτρων των g και g′ σε σηµείο του Ισηµερινού, δεδοµένου ότι η ακτίνα
στον ισηµερινό είναι περίπου R = 6370 km και ότι η Γη κάνει σε 365 µέρες 366 στροφές.

Λύση:

Σχήµα 3.1

(α) Από το σχήµα µπορούµε να εκφράσουµε τα µοναδιαία διανύσµατα του περιστρεφόµενου συστήµατος ως
προς τους τρεις άξονες ως εξής

x̂R = x̂I cos (ωt) + ŷI sin (ωt)
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ŷR = −x̂I sin (ωt) + ŷI cosωt

ẑR = ẑI

΄Ενα σηµείο στο χώρο µπορεί να προσδιοριστεί µέσω του διανύσµατος r µε τις καρτεσιανές συντεταγµένες του
στο περιστρεφόµενο και αδρανειακό σύστηµα

rR = xI

⇒ xI x̂I + yI ŷI + zI ẑI = xRx̂R + yRŷR + zRẑR

= xR
[
x̂I cos (ωt) + ŷI sin (ωt)

]
+ yR

[
−x̂I sin (ωt) + ŷI cos (ωt)

]
+ zRẑR

= x̂I
[
xR cos (ωt)− yR sin (ωt)

]
+ ŷI(xR sin (ωt) + yR cos (ωt)) + zI r̂

⇒


xI = xR cos (ωt)− yR sin (ωt)

yI = xR sin (ωt) + yR cos (ωt)

zI = zR

Οι συνιστώσες της ταχύτητας στο αδρανειακό σύστηµα ϑα είναι

ẋI = ẋR cos (ωt)− ωxR sin (ωt)− ẏR sin (ωt)− ωyR cos (ωt)

ẏI = ẋR sin (ωt) + ωxR cos (ωt) + ẏR cos (ωt)− ωyR sin (ωt)

żI = żR

και οι αντίστοιχες επιταχύνσεις ϑα είναι

ẍI = ẍR cos (ωt)− ωẋR sin (ωt)− ωẋR sin (ωt)− ω2xR cos (ωt)

− ÿR sin (ωt)− ẏRω cos (ωt)− ωẏR cos (ωt) + ω2yR sin (ωt)
(3.1)

ÿI = ẍR sin (ωt) + 2ωẋR cos (ωt)− ω2xR sin (ωt)

+ ÿR cos (ωt)− 2ωẏR sin (ωt)− ω2yR cos (ωt)
(3.2)

z̈I = z̈R

Πολλαπλασιάζουµε τη σχέση (3) µε cos(ωt) και την (3) µε sin (ωt) και προσθέτοντας τις νέες αυτές σχέσεις, ϑα
έχουµε

ẍI cos (ωt) + ÿI sin (ωt) = ẍR − ω2xR − 2ω2ẏR

⇒ ẍR = ẍI cos (ωt) + ÿI sin (ωt) + ω2xR + 2ω2ẏR (3.3)

Πολλαπλασιάζουµε τη σχέση (3) µε − sin(ωt) και την (3) µε cos (ωt) και προσθέτουµε τις νέες αυτές σχέσεις, ϑα
έχουµε

−ẍI sin (ωt) + ÿI cos (ωt) = ÿR − ω2yR + 2ω2ẋR

⇒ ÿR = −ẍI sin (ωt) + ÿI cos (ωt) + ω2yR − 2ω2ẋR (3.4)

Η περιστροφή του OxRyRzR πλαισίου είναι περί τον άξονα των z και συνεπώς η γωνιακή ταχύτητα ϑα είναι :
ω = ωẑ. Με αυτή την παρατήρηση της γωνιακής ταχύτητας ϐλέπουµε ότι ϑα ισχύει

ω × ṙR =

∣∣∣∣∣∣∣
x̂R ŷR ẑR
0 0 ω
ẋR ẏR żR

∣∣∣∣∣∣∣ = −ωẏRx̂R + ωẋRŷR (3.5)

ω × rR =

∣∣∣∣∣∣∣
x̂R ŷR ẑR
0 0 ω
xR yR zR

∣∣∣∣∣∣∣ = −ωyRx̂R + ωxRŷR
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και µε τη ϐοήθεια της εξίσωσης (3) ϑα έχουµε

ω × (ω × ṙR) =

∣∣∣∣∣∣∣
x̂R ŷR ẑR
0 0 ω

−ωẏR ωẋR 0

∣∣∣∣∣∣∣ = −ω2ẋRx̂R + ω2ẏRŷR (3.6)

Η επιτάχυνση στο περιστρεφόµενο σύστηµα αναφοράς ϑα είναι

aR = ẍRx̂R + ÿRŷR + z̈RẑR

= ẍI cos (ωt) x̂R + ÿI sin (ωt) x̂R + ω2xRx̂R + 2ω2ẏRx̂R

− ẍI sin (ωt) ŷR + ÿI cosωtŷR + ω2yRŷR − 2ω2ẋRŷR + z̈RẑR

= ẍI(cos (ωt) x̂R − sin (ωt) ŷR) + ÿI(sin (ωt) x̂R + cos(ωt)ŷR)

+ z̈RẑR + (ω2xRx̂R + ω2yRŷR)− 2(ωẋRŷR − ωẏRx̂R)

όπου οι σχέσεις (3), (3) για τις εκφράσεις ẍR, ÿR χρησιµοποιήθηκαν. Επιπλέον αντικαθιστώντας τις σχέσεις (3),
(3) η επιτάχυνση, aR, στο περιστρεφόµενο πλαίσιο ϑα γραφτεί

aR = ẍI x̂I + ÿI ŷI + z̈I ẑI − ω × (ω × r)− 2ω × ṙ
mr̈ = F −mω × (ω × r)− 2mω × ṙ (3.7)

όπου η δύναµη F = mr̈I είναι η δύναµη εκφραζόµενη στο αδρανειακό σύστηµα, που είναι η πραγµατική
δύναµη που ασκείται σε ένα σωµατίδιο. Ο όρος mω × (ω × r) είναι η ϕυγόκεντρος δύναµη και ο όρος ω × ṙ
είναι η δύναµη Coriolis.
Μπορεί να αποδειχτεί ότι στην περίπτωση που η γωνιακή ταχύτητα µεταβάλλεται γραµµικά µε το χρόνο (ω = ωt),
στο στρεφόµενο πλαίσιο η δυναµική εξίσωση λαµβάνει τη µορφή

mr̈ = F −mω̇ × r − 2mω × ṙ −mω × (ω × r)

όπου mr̈ και F είναι η δύναµη στο αδρανειακό και στο περιστρεφόµενο πλαίσιο αντιστοίχως. Παρατηρούµε ότι
σε αυτή την περίπτωση έχουµε την εµφάνιση µιας νέας υποθετικής δύναµης −mω̇ × r.

(ϐ) Με τη ϐοήθεια της εξίσωσης (3) η πραγµατική επιτάχυνση, g′, της ϐαρύτητας σε ένα σηµείο του Ισηµερινού
ϑα είναι

g′ = g + ω × (ω ×R)

όπου η g είναι η επιτάχυνση της ϐαρύτητας στο περιστρεφόµενο σύστηµα, |R| είναι η ακτίνα της Γης και ω είναι
η γωνιακή ταχύτητα µε µέτρο

ω = 2π × 366

365× 24× 60× 60

rad
s

= 0, 73× 10−4 rad
s

΄Αρα η απόλυτη τιµή της διαφοράς των µέτρων των g και g′ στο Ισηµερινό ϑα είναι

|g′ − g| = ω2R = 0, 034 m/s2

Πρόβληµα 3.2 Υποθέτουµε ότι σε ένα κύκλοτρο έχουµε B = Bẑ και

Ex = E cos(ωct), Ey = −E sin(ωct), Ez = 0

µε E µια ϑετική σταθερά. Βλέπουµε ότι το διάνυσµα της έντασης του ηλεκτρικού πεδίου κινείται κυκλικά
µε κυκλοτρονική συχνότητα ωc Να δείξετε ότι, µέσα στο πεδίο αυτό, η κίνηση ενός σωµατιδίου µε ϕορτίο q
εκφράζεται µε τις σχέσεις

x(t) =
qE

mω2
c

[
ωct sin (ωct) + cos (ωct)− 1

]
y(t) =

qE

mω2
c

[
ωct cosωct− sin (ωct)

]
όταν για t = 0 το σωµατίδιο ηρεµεί στην αρχή των συντεταγµένων. Σχεδιάστε τις πρώτες στροφές αυτής της
κίνησης.



162 Compiled on 15 Σεπτεµβρίου 2016, Συστήµατα Αναφοράς

Λύση:

Η εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου δίνεται από το δεύτερο νόµο του Newton, όπου η συνολική δύναµη που
ασκείται στο σωµατίδιο είναι το διανυσµατικό άθροισµα της ηλεκτρικής δύναµης και της δύναµης Lorentz

m
dv

dt
= qE + qv ×B

⇒ dvx
dt
x̂+

dvy
dt
ŷ +

dvz
dt
ẑ =

qE

m

(
cos (ωct) x̂− sin (ωct) ŷ

)
+

q

m

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
vx vy vz
0 0 B

∣∣∣∣∣∣∣
όπου η ταχύτητα, v = vxx̂+ vyŷ+ vzŷ, το ηλεκτρικό πεδίο E = E cos(ωct)x̂−E sin(ωct)ŷ και η κυκλοτρονική
γωνιακή ταχύτητα είναι ωc = qB/m. ΄Αρα η εξίσωση κίνησης αναλύεται στις τρεις καρτεσιανές συντεταγµένες ϑα
είναι

dvx
dt

= a cos(ωct)− ωcvy
dvy
dt

= −a sin(ωct) + ωcvx

dvz
dt

= 0

όπου a = qE/m. Από την τελευταία εξίσωση, για τη συνιστώσα της ταχύτητας στον άξονα των z ϑα έχουµε

dvz
dt

= 0 ⇒ vz(t) = 0 ⇒ z(t) = 0

όπου οι αρχικές συνθήκες z(0) = vz(0) = 0 έχουν χρησιµοποιηθεί. ΄Αρα η κίνηση του σωµατιδίου γίνεται πάνω
στο επίπεδο x− y.
Ορίζουµε µια νέα µιγαδική µεταβλητή w(t) = vy(t) + ivx(t) και αφού πολλαπλασιάσουµε την εξίσωση που µας
δίνει την dvx/dt, µε τη µιγαδική µονάδα i και την προσθέσουµε µε την εξίσωση της dvy/dt ϑα έχουµε

dw

dt
= aeiωct + iωcw

⇒ dw

dt
− iωcw = aeiωct

Η λύση της πρώτου ϐαθµού οµογενούς διαφορικής εξίσωσης

dw

dt
− iωcw = 0

είναι
wo(t) = Aeiωct

που ϐρίσκεται µε τη ϐοήθεια της ϱίζας του χαρακτηριστικού πολυωνύµου D− iωc = 0 της διαφορικής εξίσωσης
της οµογενούς

dw

dt
− iωcw = 0

⇒ (D − iωc)w(t) = 0

όπου ο τελεστής D ≡ d/dt. Η µερική λύση της διαφορικής εξίσωσης ϑα είναι

wµ(t) = Bteiωct

εφ΄ όσον ο εκθέτης της συνάρτησης Bteiωct είναι ίσος µε τη ϱίζα του χαρακτηριστικού πολυωνύµου D− iωc = 0
της διαφορικής εξίσωσης της οµογενούς.
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΄Αρα η γενική λύση ϑα είναι
w(t) = wo(t) + wµ(t) = Aeiωct +Bteiωct

όπου οι σταθερές A,B ϑα ορισθούν από τις αρχικές συνθήκες vx(0) = vy(t) = x(0) = y(0) = 0. Συνεπώς οι
αρχικές συνθήκες ϑα µας δώσουν

A = 0 και B = ai

Εποµένως οι καρτεσιανές συντεταγµένες της ταχύτητας ϑα είναι

w(t) = iateiωct

⇒


vx(t) = at cos(ωct),

vy(t) = −at sin(ωct).

Η τροχιά του σωµατιδίου,
(
x(t), y(t)

)
, µπορεί να ϐρεθεί ολοκληρώνοντας τις εξισώσεις των συνιστωσών της

ταχύτητας

vx =
dx

dt
= at cosωct

⇒
ˆ t

0
dx = a

ˆ t

0
t cosωctdt =

a

ωc

[
t sin(ωct)−

ˆ t

0
sin(ωct)dt

]
=

a

ωc

[
t sin(ωct) +

1

ωc

(
cos (ωct)− 1

)]

⇒ x(t) =
a

ω2
c

(cosωct+ ωct sinωct− 1)

και

vy =
dy

dt
= −at sin(ωct)

⇒
ˆ t

0
dy = −a

ˆ t

0
t sin(ωct)dt =

a

ωc

[
t cosωct−

ˆ t

0
cosωctdt

]
=

a

ωc

[
t cosωct−

1

ωc
sin (ωct)

]

⇒ y(t) =
a

ω2
c

[
ωct cos(ωct)− sin(ωct)

]
όπου a = qE/m και ωc = qB/m. Παρατηρούµε ότι τα x(t), y(t) αυξάνονται γραµµικά µε το χρόνο ενώ
συγχρόνως το σωµατίδιο εκτελεί κυκλική κίνηση, µε αποτέλεσµα την σπειροειδή κίνηση όπως ϕαίνεται στο
σχήµα 3.2 για ωc = 1, a = 1 και χρόνο 0 < t < 7π.
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Σχήµα 3.2
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Πρόβληµα 3.3 Η εκτροπή µιας ηλεκτρονικής δέσµης µέσα σε έναν καθοδικό σωλήνα µπορεί να πραγµατοποι-
ηθεί µέσα τόσο µε µαγνητικό όσο και µε ηλεκτροστατικό τρόπο. Μια δέσµη ηλεκτρονίων ενέργειας W , µπαίνει
σε ένα χώρο όπου επικρατεί ένα οµοιόµορφο εγκάρσιο µαγνητικό πεδίο µε ένταση B (η ανοµοιοµορφία προς τα
άκρα της περιοχής του πεδίου αµελείται, σχήµα 3.3).

(α) Αν x είναι η οριζόντια απόσταση ανάµεσα στο σηµείο όπου το ηλεκτρόνιο µπαίνει στο πεδίο και το σηµείο
όπου ϐγαίνει, να δείξετε ότι ισχύει η σχέση

y = r

1−

√
1−

(
x

r

)2


όπου r η ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς των ηλεκτρονίων µέσα στο εγκάρσιο µαγνητικό πεδίο. Η ακτίνα
καµπυλότητας είναι η ακτίνα του κύκλου του οποίου ένα τόξο ταυτίζεται µε το καµπύλο τµήµα της τροχιάς
των ηλεκτρονίων.

(ϐ) Αν R είναι η ακτίνα των µαγνητικών πόλων, τότε x = 2R όταν r � R. Χρησιµοποιήστε το ανάπτυγµα του
διωνύµου για να αποδείξετε ότι y = 2R2/r.

R

y

r

θ

x

Σχήµα 3.3

Λύση:

(α) Από το σχήµα έχουµε ότι

y = r − r cos θ = r(1− cos θ)

και
x = r sin θ = r

√
1− cos2 θ

⇒ cos θ =

√
1−

(
x

r

)2

Συνδυάζοντας τις δύο αυτές σχέσεις ϑα έχουµε

y = r

1−

√
1−

(
x

r

)2
 (3.8)

(ϐ) Αν r � R η γωνία θ είναι πολύ µικρή και εποµένως το x ' 2R, συνεπώς ϑα ισχύει

x

r
=

2R

r
� 2
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και από το ανάπτυγµα της
[
1−

(
x/r
)2]1/2

σε σειρά Taylor ϑα έχουµε√
1−

(
x

r

)2

= 1− 1

2

(
x

r

)2

+ · · · ' 1− 2R2

r2

και εποµένως η σχέση (3) ϑα γίνει

y = r

1−

√
1−

(
x

r

)2
 = r

2R2

r2
=

2R2

r

Πρόβληµα 3.4 Στην ιατρική υπηρεσία της αεροπορίας χρησιµοποιείται ϕυγοκεντρική µηχανή, που αποτελείται
από ένα οριζόντιο ϐραχίονα, ο οποίος περιστρέφεται γύρω από κατακόρυφο άξονα. Στο άκρο του ϐραχίονα
κάθεται ο άνθρωπος που πρόκειται να εξεταστεί. Αν η απόσταση του επιβάτη από το κέντρο περιστροφής είναι
7 m, πόσο γρήγορα πρέπει να περιστρέφεται ο ϐραχίονας, ώστε ο επιβάτης να υφίσταται επιτάχυνση ίση µε 5g;
(g είναι η επιτάχυνση της ϐαρύτητας στην επιφάνεια της Γης.)

Λύση:

Το µέτρο της κεντροµόλου επιτάχυνσης είναι

a = ω2r = 5g ⇒ ω =

√
5g

r

εποµένως η γωνιακή ταχύτητα του ανθρώπου ϑα είναι

ω = 2, 65 rad/s

και η ταχύτητα του ϑα είναι
v = ωr = 18, 6 m/s

Πρόβληµα 3.5 Μια µάζα m κρέµεται από το άκρο νήµατος το οποίο είναι δεµένο σε µια δοκό. Το σύστηµα
είναι τοποθετηµένο σε πλατφόρµα µε ϱόδες όπως ϕαίνεται στο σχήµα 3.4. Βρείτε τη γωνία θ που κάνει το νήµα
µε την κατακόρυφο, καθώς και την τάση T του νήµατος όταν η πλατφόρµα κινείται :

(α) µε σταθερή ταχύτητα v = vx̂

(ϐ) µε σταθερή επιτάχυνση a0 = a0x̂.

Σχεδιάστε τις δυνάµεις για την κάθε περίπτωση.

m

Σχήµα 3.4



166 Compiled on 15 Σεπτεµβρίου 2016, Συστήµατα Αναφοράς

Λύση:

(α) ΄Εχουµε σταθερή ταχύτητα άρα
v = vx̂ και a0 = 0

Επειδή το σώµα ισορροπεί έχουµε: Στον άξονα x επειδή δεν υπάρχει καµία επιτάχυνση Fx = 0. Στον άξονα y
η τάση του νήµατος ισορροπεί το ϐάρος του σώµατος, άρα Fy = m g + T = 0 όπως ϕαίνεται και στο σχήµα
3.5(α). ΄Αρα το νήµα παραµένει κατακόρυφο.

(ϐ) ΄Εχουµε σταθερή επιτάχυνση a0 = a0x̂ Στον άξονα x έχουµε Fx = ma0 ενώ στον άξονα y έχουµε Fy = 0.
΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα 3.5(ϐ)

x̂ : T sin θ = ma0, ŷ : T cos θ = mg

άρα tan θ = a0/g.

(a) (b)

a 0

θ

T

mg
mg

T

Σχήµα 3.5

Πρόβληµα 3.6 ΄Ενας άνθρωπος µε µάζα 70 kg πατάει επάνω σε µια Ϲυγαριά η οποία ϐρίσκεται σε ασανσέρ που
κινείται κατακόρυφα µε κάποια επιτάχυνση. Πόσο ϐάρος ϑα δείξει η Ϲυγαριά αν η επιτάχυνση του ασανσέρ
είναι : (α) 0 m/s2, (ϐ) 1, 2 m/s2, (γ) −9, 8 m/s2.
Να περιγράψτε τις δυνάµεις που ασκούνται στον άνθρωπο αυτό για ένα παρατηρητή που ϐρίσκεται (i) ακίνητος
στο έδαφος και (ii) ακίνητος στο ασανσέρ.

Σχήµα 3.6

Λύση:

Ας ϑεωρήσουµε ότι aI , a είναι η επιτάχυνση µετρούµενη στο αδρανειακό σύστηµα αναφοράς S, και στο σύστηµα
του ασανσέρ S′ αντίστοιχα. Από το µετασχηµατισµό των επιταχύνσεων ϑα έχουµε

aI = a+ a0 (3.9)
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όπου a0 είναι η επιτάχυνση του ασανσέρ. Αν πολλαπλασιάσουµε µε τη µάζαm και τις δύο πλευρές της εξίσωσης
(3) ϑα έχουµε

maI = ma+ma0

⇒ ma = maI −ma0

Αν N είναι η δύναµη που εξασκεί το δάπεδο στον άνθρωπο, τότε η συνολική δύναµη στον άνθρωπο µέσα στο
ασανσέρ ϑα είναι µηδέν (ώστε να υπάρχει ισορροπία)

F = N +m(aI − a0) = 0

(α) Αν η επιτάχυνση στο ασανσέρ είναι a0 = 0, τότε ϑα έχουµε

a0 = 0

⇒ a = aI

⇒N +maI = 0

⇒N = −maI
⇒ N ŷ = mgŷ

⇒ N = 686 N

όπου aI = −gŷ είναι η επιτάχυνση µετρούµενη από έναν παρατηρητή που ϐρίσκεται ακίνητος στο έδαφος
(δηλαδή είναι η επιτάχυνση της ϐαρύτητας, g). Οι δυνάµεις που ασκούνται στον άνθρωπο για έναν παρατηρητή
που ϐρίσκεται ακίνητος στο έδαφος και για έναν που είναι ακίνητος στο ασανσέρ δείχνονται στο σχήµα (3.7a),
όπου ϑα έχουµε τη δύναµη της ϐαρύτητας mg και τη δύναµη του δαπέδου N .

(a)

S’ S

N N

mg mg

S’ S

N N

mgmg −ma0

(b) (c)

S’ S

−mg

mg mg

Σχήµα 3.7

(ϐ) Αν a0 = 1, 2ŷm/s2, ϑα έχουµε από τη σχέση (3)

a = aI − a0 = −(9, 8 + 1, 2)ŷ = −11ŷ

και εποµένως η δύναµη N ϑα είναι
N = ma = 770ŷ N

Οι δυνάµεις που ασκούνται στον άνθρωπο για έναν παρατηρητή που ϐρίσκεται ακίνητος στο ασανσέρ οι δυνάµεις
είναι :

• η δύναµη N που ασκεί το δάπεδο του ασανσέρ

• η δύναµη ϐαρύτητας mg

• η υποθετική δύναµη −ma0.



168 Compiled on 15 Σεπτεµβρίου 2016, Συστήµατα Αναφοράς

Οι δυνάµεις που ασκούνται στον άνθρωπο για έναν παρατηρητή που ϐρίσκεται ακίνητος στο έδαφος ϑα είναι
όπως ϕαίνονται στο σχήµα (3.7b), δηλαδή δεν ϑα υπάρχει η υποθετική δύναµη −ma0.
(γ) Αν a0 = −9, 8ŷm/s2 δηλαδή έχουµε ελεύθερη πτώση, τότε η επιτάχυνση για τον άνθρωπο µέσα στο ασανσέρ
ϑα είναι

a = aI − a0 = 0

⇒N = 0

Οι δυνάµεις που ασκούνται στον άνθρωπο για έναν παρατηρητή που ϐρίσκεται ακίνητος στο έδαφος ϑα είναι
όπως ϕαίνονται στο σχήµα 3.7c, δηλαδή ϑα υπάρχει µόνο η δύναµη της ϐαρύτητας.

Πρόβληµα 3.7 ∆υο σωµατίδια µε ίσες µάζες m κινούνται έτσι ώστε τα διανύσµατα ϑέσης τους να είναι

r1 = (t2 + 3t− 5)x̂+ (3t+ 7)ŷ + (21− 2t2)ẑ

και
r2 = (25− t− t2)x̂+ (5t+ 1)ŷ + (2t2 − 5t)ẑ

(α) Αποδείξετε ότι τα σωµατίδια ϑα συγκρουσθούν και υπολογίστε πότε ϑα συµβεί η κρούση.

(ϐ) ∆ιατηρείται η ορµή του συστήµατος ;

(γ) Αν η κρούση είναι πλαστική, να ϐρείτε την ταχύτητά τους µετά την κρούση και την κατοπινή τους ϑέση
συναρτήσει του χρόνου.

Λύση:

(α) Για να συγκρουσθούν τα δύο σωµατίδια ϑα πρέπει r1(tΣ) = r2(tΣ), όπου tΣ ο χρόνος της σύγκρουσης.
Για τις τρεις συντεταγµένες έχουµε

x̂ : x1(tΣ) = x2(tΣ)

⇒ t2Σ + 3tΣ − 5 = −t2Σ − tΣ + 25

⇒ t2Σ + 2tΣ − 15 = 0 (3.10)

ŷ : y1(tΣ) = y2(tΣ)

⇒ 3tΣ + 7 = 5tΣ + 1

⇒ tΣ = 3s

ẑ : z1(tΣ) = z2(tΣ)

⇒ −2t2Σ + 21 = 2t2Σ − 5tΣ

⇒ 4t2Σ − 5tΣ − 21 = 0 (3.11)

Από τη σχέση (3) παίρνουµε

tΣ =

3s
−5s µη ϕυσική λύση

ενώ από τη σχέση (3)

tΣ =

3s

−7

4
s µη ϕυσική λύση

΄Αρα τα σωµατίδια ϑα συγκρουσθούν µετά από tΣ = 3s.

(ϐ) Οι ταχύτητες των δύο σωµατιδίων είναι αντίστοιχα

v1(t) =
dr1(t)

dt
= (2t+ 3)x̂+ 3ŷ − 4tẑ (3.12)
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v2(t) =
dr2(t)

dt
= (−2t− 1)x̂+ 5ŷ + (4t− 5)ẑ (3.13)

Οι επιταχύνσεις και οι δυνάµεις που δρουν πάνω στα δύο σωµατίδια είναι αντίστοιχα

a1(t) =
dv1(t)

dt
= 2x̂− 4ẑ

⇒ F1 = ma1 = m(2x̂− 4ẑ) (3.14)

a2(t) =
dv2(t)

dt
= −2x̂+ 4ẑ

⇒ F2 = ma2 = m(−2x̂+ 4ẑ) (3.15)

Από τις (3) και (3) έχουµε
FΟΛ = F1 + F2 = 0

΄Αρα δεν υπάρχει εξωτερική δύναµη στο σύστηµα των δύο σωµατιδίων και επειδή

FΟΛ =
dPΟΛ

dt
= 0

΄Αρα η ορµή του συστήµατος είναι σταθερή.
΄Αλλος τρόπος:

PΟΛ = P1 + P2 = mv1 +mv2

Αντικαθιστώντας τις ταχύτητες από τις (3) και (3) ϐρίσκουµε

PΟΛ = m(2x̂+ 8ŷ − 5ẑ)

απ΄ όπου ϐλέπουµε ότι η ορµή είναι σταθερή.

(γ)

Από τη διατήρηση της ορµής έχουµε
PΠριν = PΜετα

Επειδή έχουµε πλαστική κρούση ισχύει

PΜετα = 2mv′

⇒ m(2x̂+ 8ŷ − 5ẑ) = 2mv′

⇒ v′ = x̂+ 4ŷ − 5

2
ẑ

Στο σηµείο της κρούσης έχουµε

r(3s) = r1(3s) = r2(3s) = 13x̂+ 16ŷ + 3ẑ

Για το σύστηµα των δύο σωµατιδίων µετά την πλαστική κρούση (t ≥ 3s) έχουµε

r′(t ≥ 3s) = r(3s) + v′(t− 3) = (10 + t)x̂+ 4(1 + t)ŷ +
1

2
(21− 5t)ẑ
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Πρόβληµα 3.8 ∆υο σωµατίδια µε ίσες µάζες m κινούνται έτσι ώστε τα διανύσµατα ϑέσης τους να είναι

r1 = (6t2 − 4t− 7)x̂+ (−2t2 + 3t+ 5)ŷ + (3t− 1)ẑ

r2 = (−2t2 + 4t+ 9)x̂+ (2t2 + 3t− 11)ŷ + (2t+ 1)ẑ

(α) Να αποδείξετε ότι τα σωµατίδια ϑα συγκρουσθούν και να ϐρείτε πότε ϑα συµβεί η κρούση.

(ϐ) Να ϐρείτε την ολική ορµή του συστήµατος πριν την κρούση, καθώς και τη δύναµη που ασκείται σε κάθε
ένα από τα δύο σωµατίδια. ∆ιατηρείται η ολική ορµή του συστήµατος των δύο σωµατιδίων ;

(γ) Αν η κρούση είναι πλαστική, δηλαδή τα σωµατίδια κολλούν, να ϐρείτε την ταχύτητά και ορµή τους σε
χρόνο 3s µετά την κρούση.

Λύση:

(α) Για να συγκρουσθούν τα δύο σωµατίδια ϑα πρέπει r1(tΣ) = r2(tΣ) όπου tΣ ο χρόνος της σύγκρουσης.
Για τις τρεις συντεταγµένες έχουµε

x̂ : x1(tΣ) = x2(tΣ)

⇒ 6t2Σ − 4tΣ − 7 = −2t2Σ + 4tΣ + 9

⇒ t2Σ − tΣ − 2 = 0 (3.16)

ŷ : y1(tΣ) = y2(tΣ)

⇒ −2t2Σ + 3tΣ + 5 = 2t2Σ + 3tΣ − 11

⇒ t2Σ = 4 (3.17)

ẑ : z1(tΣ) = z2(tΣ)

⇒ 3tΣ − 1 = 2tΣ + 1

⇒ tΣ = 2s

Από τη σχέση (3) παίρνουµε

tΣ =


2s

−1s µη ϕυσική λύση

Από τη σχέση (3) παίρνουµε

tΣ =

2s

−2s µη ϕυσική λύση

΄Αρα τα σωµατίδια ϑα συγκρουσθούν µετά από tΣ = 2s.

(ϐ) Οι ταχύτητες των δύο σωµατιδίων είναι αντίστοιχα

v1(t) =
dr1(t)

dt
= (12t− 4)x̂+ (−4t+ 3)ŷ + 3ẑ (3.18)

v2(t) =
dr2(t)

dt
= (−4t+ 4)x̂+ (4t+ 3)ŷ + 2ẑ (3.19)

Οι επιταχύνσεις και οι δυνάµεις που δρουν πάνω στα δύο σωµατίδια είναι αντίστοιχα

a1(t) =
dv1(t)

dt
= 12x̂− 4ŷ

a2(t) =
dv2(t)

dt
= −4x̂+ 4ŷ
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Για την ολική ορµή έχουµε
PΟΛ = P1 + P2 = mv1 +mv2

Αντικαθιστώντας τις ταχύτητες από τις (3) και (3) ϐρίσκουµε

PΟΛ = m(8tx̂+ 6ŷ + 5ẑ)

απ΄ όπου ϐλέπουµε ότι η ορµή εξαρτάται από το χρόνο. ΄Αρα, η ολική ορµή του συστήµατος δεν διατηρείται.
Για τις δυνάµεις έχουµε

F1 = ma1 = m(12x̂− 4ŷ)

F2 = ma2 = m(−4x̂+ 4ŷ)

⇒ FΟΛ = F1 + F2 = 8mx̂

(γ) Είδαµε ότι τα σώµατα συγκρούονται όταν tΣ = 2s. Η ϑέση σύγκρουσης είναι

r1(t1) = r2(t1) = 9x̂+ 3ŷ + 5ẑ (3.20)

Η ορµή είναι
PΟΛ(t = 2s) = m(16x̂+ 6ŷ + 5ẑ)

και η αρχική ταχύτητα του συσσωµατώµατος είναι

v0 =
PΟΛ(t = 2s)

2m
= 8x̂+ 3ŷ +

5

2
ẑ

Μετά την κρούση, το συσσωµάτωµα κινείται υπό την επίδραση της FΟΛ µε επιτάχυνση

a = FΟΛ/2m = 4x̂

Η ταχύτητα του συσσωµατώµατος δίνεται από τη σχέση

v(t) = v0 + at

⇒ v(t = 3s) = 20x̂+ 3ŷ +
5

2
ẑ

και η ορµή του
p(t = 3s) = 2mv(t = 3s) = 40mx̂+ 6mŷ + 5mẑ

Η αρχική ϑέση του συσσωµατώµατος, r0 , είναι η ϑέση της σύγκρουσης που δίνεται από την (3). Το διάνυσµα
ϑέσης του συσσωµατώµατος, r(t), δίνεται από τη σχέση

r(t) = r0 + v0t+
1

2
at2

Αντικαθιστώντας ϐρίσκουµε

r(t = 3s) = 20x̂+ 3ŷ +
5

2
ẑ

Πρόβληµα 3.9 ΄Ενα σώµα µάζας m1 κινείται στον άξονα x µε ταχύτητα v1, συγκρούεται µε ακίνητο σώµα του
οποίου η µάζα m2 δεν είναι γνωστή. Μετά την κρούση, το σώµα που έχει µάζα m1 παρεκκλίνει από την πορεία
του προς τα επάνω κατά 30o, ενώ το δεύτερο σώµα κινείται υπό γωνία 30o κάτω από τον άξονα x, όπως δείχνει
το σχήµα 3.8. Η κρούση είναι ελαστική.

(α) Να ϐρείτε τη µάζα m2 συναρτήσει της m1 καθώς και τις τελικές ταχύτητες v′1, v
′
2.

(ϐ) Να ϐρείτε τις ταχύτητες των δύο σωµατιδίων πριν και µετά την κρούση στο σύστηµα αναφοράς κέντρου
µάζας.
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Λύση:

1 2

1

2

1

1

30o

30o

Σχήµα 3.8

(α) Από την αρχή διατήρησης της ορµής έχουµε

• στον άξονα των x:

m1v1 = m1v
′
1 cos 30o +m2v

′
2 cos 30o

⇒ m1v1 =

√
3

2
(m1v

′
1 +m2v

′
2) (3.21)

• στον άξονα των y:

0 = m1v
′
1 sin 30o −m2v

′
2 sin 30o

⇒ m1v
′
1

2
=
m2v

′
2

2

⇒ v′2 =
m1

m2
v′1 (3.22)

Χρησιµοποιώντας την (3) από την (3) ϐρίσκουµε

m1v1 =
√

3m1v
′
1

2u’

u’1

v
KM

v
KM

φ

πριν µετα

u 1 2u

2v’

v’1

Σχήµα 3.9
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⇒ v′1 =
v1√

3
(3.23)

Από τη διατήρηση της κινητικής ενέργειας έχουµε

1

2
m1v

2
1 =

1

2
m1v

′2
1 +

1

2
m2v

′2
2 (3.24)

Χρησιµοποιώντας την (3) από την (3) ϐρίσκουµε

m1v
2
1 =

m1v
2
1

3
+m2

m2
1

m2
2

v2
1

3

⇒ m2 =
m1

2
(3.25)

Αντικαθιστώντας στην (3) ϐρίσκουµε

v′2 = 2v′1 =
2√
3
v1

Συνεπώς έχουµε

v′1 =
v1√

3

(√
3

2
x̂+

1

2
ŷ

)

v′2 =
2v1√

3

(√
3

2
x̂− 1

2
ŷ

)

(ϐ) Από την αρχή διατήρησης της ορµής µπορούµε να ϐρούµε την ταχύτητα του κέντρου µάζας του συστήµατος.

m1v1 + 0 = (m1 +m2)vKM

⇒ vKM =
m1

m1 +m2
v1

(3)⇒ vKM =
2

3
v1

Στο σύστηµα αναφοράς του κέντρου µάζας του συστήµατος έχουµε:

πριν την κρούση :


u1 = v1 − vΚΜ = v1 −

2

3
v1 =

v1

3
x̂

u2 = v2 − vΚΜ = 0− 2

3
v1 = −2v1

3
x̂

µετά την κρούση :


u′
1 = v′1 − vΚΜ =

(
v1

2
x̂+

v1

2
√

3
ŷ

)
− 2

3
v1x̂ = −v1

6
x̂+

v1

2
√

3
ŷ

u′
2 = v′2 − vΚΜ =

(
v1x̂−

v1√
3
ŷ

)

Για να ϐρούµε τη γωνία µεταξύ των ταχυτήτων µετά την κρούση παίρνουµε το εσωτερικό γινόµενο των διανυσµά-
των

u′1 · u′
2 = u′1xu

′
2x + u′1yu

′
2y =

∣∣∣u′1∣∣∣ ∣∣∣u′2∣∣∣ cos (u′1,u
′
2)

Αντικαθιστώντας ϐρίσκουµε ότι
cos (u′1,u

′
2) = −1

⇒ u′2 ‖ −u′1
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Η γωνία στο κέντρο µάζας είναι

tanφ =
u′2y
u′2x

= −
√

3

⇒ φ = −60o

Πρόβληµα 3.10 Μια κροτίδα εκρήγνυται µέσα σε µία καρύδα µάζας M που σπάει σε 3 κοµµάτια όπως
ϕαίνεται στο σχήµα. Αυτά τα κοµµάτια κινούνται χωρίς τριβή πάνω σε µία επιφάνεια. Το κοµµάτι C έχει µάζα
mC = 0, 3M και ταχύτητα vC = 5m/s. Το κοµµάτι B έχει µάζα mB = 0, 2M . Υπολογίστε την ταχύτητα των
τµηµάτων A και B.

130
o

100
o

v
A

v
C

v
B

A

B

C

Σχήµα 3.10

Λύση:

Θεωρούµε το σύστηµα συντεταγµένων έτσι ώστε η κατεύθυνση του κοµµατιού A να είναι κατά την αρνητική ϕορά
του άξονα των x. Οι συντεταγµένες των ορµών των τριών κοµµατιών στον άξονα των y είναι

pyA = 0

pyB = 0, 2MvyB = 0, 2MvB sin 50o

pyC = 0, 3MvyC = 0, 3MvC sin 80o

΄Οταν η καρύδα ήταν σε ακινησία είχαµε :
pyA + pyB + pyC = 0

Χρησιµοποιώντας ότι vC = 5m/s ϐρίσκουµε

vB = 9, 64 m/s

Οι συντεταγµένες των ορµών των τριών κοµµατιών στον άξονα των x είναι

pxA = −0, 5MvA

pxB = −0, 2MvxB = −0, 2MvB cos 50o

pxC = 0, 3MvxC = 0, 3MvC cos 80o

΄Οταν η καρύδα ήταν σε ακινησία είχαµε :
pxA + pxB + pxC = 0

Αντικαθιστώντας την vC και vB ϐρίσκουµε
vA = 3 m/s
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Πρόβληµα 3.11 ΄Ενας διαστηµικός σταθµός έχει σχήµα κυκλικού δακτυλίου και περιστρέφεται γύρω από τον
κεντρικό του άξονα µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα.

(α) Εάν η εσωτερική ακτίνα είναιR1 και η εξωτερικήR2 να υπολογίσετε την περίοδο περιστροφής του σταθµού,
ως προς ακίνητο παρατηρητή, ώστε ο επιβάτης µάζας m που στέκεται στον εξωτερικό τοίχο να αισθάνεται
ότι Ϲυγίζει όσο Ϲύγιζε και στην επιφάνεια της γης (mg, όπου g η επιτάχυνση της ϐαρύτητας).

(ϐ) ΄Ενας αστροναύτης στο εσωτερικό του σταθµού, τρέχει κατά µήκος του εξωτερικού τοίχου µε ταχύτητα
V ως προς τον τοίχο. Αλλάζει το ϕαινοµενικό ϐάρος του (όπως το αντιλαµβάνεται στο δικό του σύστηµα
αναφοράς); Βρείτε το µέτρο της ταχύτητας V και την διεύθυνση κατά την οποία πρέπει να τρέχει ώστε
το ϕαινοµενικό του ϐάρος να αυξάνεται κατά 20. Θεωρήστε ότι ο σταθµός ευρίσκεται πολύ µακριά από
ουράνια σώµατα ώστε οποιαδήποτε ϐαρυτική έλξη είναι πρακτικά µηδέν.

Σχήµα 3.11

(Υπόδειξη : ΄Ενας αδρανειακός (ακίνητος) παρατηρητής ϐλέπει τους επιβάτες του σταθµού που στέκονται στον
εξωτερικό τοίχο να περιστρέφονται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα. Αντίθετα, οι επιβάτες ϐλέπουν ο ένας τον άλλο
να στέκονται ακίνητοι υπό την επίδραση της αντίδρασης του επιπέδου και του ϕαινοµενικού τους ϐάρους. Ποια
είναι αυτή η δύναµη του ϕαινοµενικού ϐάρους που αντιλαµβάνονται οι µη αδρανειακοί παρατηρητές ; Εξαρτάται
από την γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του σταθµού ; Στην περίπτωση όπου ο επιβάτης τρέχει κατά µήκος του
εξωτερικού τοίχου µε σταθερή ταχύτητα ως προς τον τοίχο, συνεχίζει να ϕαίνεται (στον αδρανειακό παρατηρητή)
ότι εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση. Πόση είναι η γωνιακή του ταχύτητα ως προς τον ακίνητο παρατηρητή ;)

Λύση:

(α) Στεκούµενος στον εξωτερικό τοίχο, ο επιβάτης εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση, σε κύκλο ακτίνας R2, µε
ταχύτητα

u =
2πR2

T
(3.26)

και επιτάχυνση

a =
u2

R2
=

4π2R2

T 2

Η µόνη δύναµη που ασκείται πάνω του είναι αυτή που του ασκεί ο τοίχος και τη συµβολίζουµε µε N . ΄Ετσι

N = ma =
4π2R2m

T 2

Για να αισθάνεται το ίδιο ϐάρος µε αυτό στη γη, ϑα πρέπει

rπ2R2m

T 2
= mg ⇒ T = 2π

√
R2

g
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(ϐ) Ο αστροναύτης εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση µε ταχύτητα υ, ως προς αδρανειακό παρατηρητή, ίση µε

υ = V − u (η διεύθυνση της V όπως στο σχήµα) (3.27)

Το ϕαινοµενικό του ϐάρος αλλάζει καθώς είναι ανάλογο της επιτάχυνσής τους. ΄Εστω B και B′ το ϕαινοµενικό
ϐάρος στην περίπτωση (α) και (ϐ), αντίστοιχα. Θέλουµε

B′ = 1, 2B

⇒ ma′ = 1, 2ma

⇒ υ2

R2
= 1, 2

u2

R2

(3)⇒ (V − u)2 = 1, 2u2

(3)⇒ V =
(√

1, 2 + 1
) 2πR2

T



4
∆ιατήρηση της Ενέργειας

Πρόβληµα 4.1 ∆είξτε ότι για ένα σωµατίδιο µε σταθερή µάζα, m, η εξίσωση κίνησης µας δίνει µια σχέση για
την κινητική ενέργεια, K

dK

dt
= F · v

Επιπλέον, στην περίπτωση που η µάζα του σωµατιδίου µεταβάλλεται µε το χρόνο, η αντίστοιχη σχέση µας δίνει

d(mK)

dt
= F · p

Λύση:

Η κινητική ενέργεια, K, του σωµατιδίου είναι

K =
1

2
mv2 =

1

2
mv · v

άρα η πρώτη παράγωγος της κινητικής ενέργειας ως προς το χρόνο, t, είναι

dK

dt
= mv · dv

dt
= v · d(mv)

dt
= v · F

όπου η εξίσωση κίνησης δίνεται από το δεύτερο νόµο του Newton, F = dp/dt, και η ορµή είναι p = mv.
Αν η µάζα, m, µεταβάλλεται µε το χρόνο ϑα έχουµε

d(mK)

dt
= p · dp

dt
= p · F

όπου mK = m2v2/2 = p2/2.

Πρόβληµα 4.2 ΄Ενα µη αρµονικό ελατήριο υπακούει στο νόµο F = −Dx3, όπου D > 0 ϑετική σταθερά. Ποια
είναι η δυναµική ενέργεια ως συνάρτηση της ϑέσης x, όταν U(0) = 0 και πόσο έργο πρέπει να καταβληθεί στο
ελατήριο για να τεντωθεί σιγά από τη ϑέση x = 0 έως τη ϑέση x1;

Λύση:

Η δύναµη F δίνεται από τη σχέση

F = −dU

dx
⇒ U(x) = −

ˆ x

0
Fdx = −

ˆ x

0
−Dx3 =

1

4
Dx4

Η δυναµική ενέργεια του ελατηρίου για µια συγκεκριµένη αύξηση του µήκους του ισούται µε το έργο που του
έχουµε προσφέρει µέχρι εκείνη τη στιγµή, άρα W = U (x1)
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Πρόβληµα 4.3 Θεωρήστε µια δυναµική ενέργεια η οποία εξαρτάται και από το χρόνο, δηλαδή V = V (r, t).
Αν η χρονικά εξαρτώµενη δύναµη F = F (r, t) µπορεί να γραφτεί ως F (r, t) = −∇V (r, t), τότε να δείξετε ότι η
ολική ενέργεια E = K + V ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση

dE

dt
=

d

dt
(K + V ) =

∂V

∂t

Λύση:

΄Εστω r = xx̂+ yŷ + zẑ, τότε το διαφορικό της δυναµικής ενέργειας ϑα είναι

dV =
∂V

∂x
dx+

∂V

∂y
dy +

∂V

∂z
dz +

∂V

∂t
dt =∇V · dr +

∂V

∂t
dt

⇒ dV = −F · dr +
∂V

∂t
dt (4.1)

Από τον ορισµό της κινητικής ενέργειας K =
1

2
mv · v, έπεται

dK = F · dr (4.2)

Από τις σχέσεις (4) και (4) ϑα έχουµε

dV = −dK +
∂V

∂t
dt

⇒ d(K + V ) =
∂V

∂t
dt

⇒ d

dt
(K + V ) =

∂V

∂t

Πρόβληµα 4.4 Να δείξετε ότι η δύναµη

F = −kyzx̂− kxzŷ − kxyẑ, k > 0 σταθερά

είναι µια διατηρητική δύναµη. Βρείτε τη δυναµική ενέργεια V (r).

Λύση:

Θα υπολογίσουµε το ∇× F

∇× F = −k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z
yz xz xy

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= −k

x̂

���

���
��:0∂(xy)

∂y
− ∂(xz)

∂z

+ ŷ


���

���
��:0

∂(yz)

∂z
− ∂(xy)

∂x

+ ẑ


���

���
��:0∂(xz)

∂x
− ∂(yz)

∂y


 = 0

Εποµένως η F µπορεί να εκφραστεί µέσω της δυναµικής ενέργειας V ,

F = −∇V ⇒ ∂V

∂x
= kyz ⇒ V = kxyz + f ′(y, z)

∂V

∂y
= kxz (4.3)

∂V

∂z
= kxy (4.4)
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όπου η f(y, z) προσδιορίζεται από την (4) ως

∂f(y, z)

∂y
= 0

⇒ f(y, z) = g(z)

Η g(z) ϑα προσδιοριστεί από την (4), όπου αντικαθιστούµε τη V µε την έκφραση V (x, y, z) = kxyz + g(z)

(4)
==⇒ dg(z)

dz
= 0

⇒ g(z) = g0 = σταθερά

και εποµένως έχουµε για τη δυναµική ενέργεια

V (x, y, z) = kxyz + g0

Πρόβληµα 4.5 Βλήµα εκτοξεύεται µε ταχύτητα v0 που κάνει γωνία φ µε την οριζόντια. Η κίνηση γίνεται κοντά
στην επιφάνεια της Γης, ϑεωρήστε την επιτάχυνση της ϐαρύτητας g σταθερά. Βρείτε, κάνοντας εφαρµογή της
αρχής της διατήρησης της ενέργειας, την κατακόρυφο συνιστώσα της ταχύτητας όταν το ϐλήµα ευρίσκεται στο
µισό του µεγίστου ύψους της τροχιάς του

Λύση:

΄Οταν το σωµατίδιο ϐρίσκεται στο µισό του µεγίστου ύψους του (h/2), η ολική ενέργεια του είναι το άθροισµα
της κινητικής, T = (1/2)mv2 = (1/2)m(v2

x + v2
y) και δυναµικής, U = mgh/2

E

(
h

2

)
=

1

2
m(v2

x + v2
y) +mg

h

2

όπου η συνιστώσα vx της ταχύτητας του σωµατιδίου είναι ίση µε την x-συνιστώσα της αρχική ταχύτητα, vx =
v0 cosφ (δεν υπάρχει δύναµη κατά την διεύθυνση του άξονα x). Το vy είναι η y−συνιστώσα της ταχύτητας στο
h/2. Η ολική ενέργεια του σωµατιδίου στο µέγιστο ύψος, h ϑα είναι

E(h) =
1

2
mv2

x +mgh

διότι η συνιστώσα της ταχύτητας στο άξονα του y είναι µηδέν.
Λόγω της διατήρησης της ενέργειας ϑα έχουµε

E

(
h

2

)
= E(h) ⇒ vy = (gh)1/2

όπου το µέγιστο ύψος στο πρόβληµα της ϐολής είναι

h =
v2

0 sin2 φ

2g

΄Αρα η vy στο µισό του µεγίστου ύψους της τροχιάς ϑα είναι

vy =
v0 sinφ√

2

Πρόβληµα 4.6 Η ταχύτητα διαφυγής ενός σωµατιδίου, vδ, από την επιφάνεια της Γης είναι η ελάχιστη ταχύτητα
που χρειάζεται να έχει το σωµατίδιο για να διαφύγει από το ϐαρυτικό πεδίο της Γης. Παραλείψετε την αντίσταση
του αέρα. Να δείξετε ότι η ταχύτητα διαφυγής είναι : vδ = 11, 2 km/sec.
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Λύση:

Η ολική ενέργεια της µάζας m στην επιφάνεια της Γης είναι

E1 = T1 + V1 =
1

2
mv2

1 −G
Mm

R

όπου G είναι η σταθερά της ϐαρύτητας, καιM,R είναι η µάζα και η ακτίνα της Γης αντίστοιχα. Η ολική ενέργεια
της µάζας m σε ένα τυχαίο σηµείο στο χώρο σε απόσταση r2 από το κέντρο της Γης είναι

E2 = T2 + V2 =
1

2
mv2

2 −G
Mm

r2

Η ταχύτητα διαφυγής v1 = vδ στην επιφάνεια της Γης αντιστοιχεί στην κατάσταση όπου η ταχύτητα v2 = 0 και
η αντίστοιχη ϑέση του σωµατιδίου ϑα είναι στο άπειρο, r2 =∞. Λόγω διατήρησης της ενέργειας, έχουµε

vδ =

√
2GM

R
=
√

2gR

όπου g = 9, 81 m/s2 είναι η επιτάχυνση της ϐαρύτητας και GM = gR2, που προκύπτει από την ισορροπία
δυνάµεων ενός σώµατος µάζαςm στην επιφάνεια της γης (δύναµη ϐάρους = δύναµη του Newton της παγκόσµιας
έλξης)

mg = G
Mm

R2

⇒ GM = gR2

Η ακτίνα της Γης είναι R = 6400 km, εποµένως η ταχύτητα διαφυγής είναι

vδ = 11, 2 km/s

Πρόβληµα 4.7 Πύραυλος µάζας m εκτοξεύεται από την επιφάνεια της γης µε ταχύτητα ίση µε το µισό της
ταχύτητας διαφυγής από τη γη. Να υπολογιστούν :
(α) η ταχύτητα του πυραύλου όταν αυτός ϑα απέχει απόσταση r από το κέντρο της γης και
(ϐ) η µέγιστη απόσταση rmax από το κέντρο της γης στην οποία µπορεί να ϕτάσει ο πύραυλος αυτός.
(∆ίνονται : η ακτίνα της γης, R και η επιτάχυνση της ϐαρύτητας στην επιφάνεια της γης, g).

Λύση:

(α) Από την αρχή διατήρησης της ενέργειας στο πεδίο ϐαρύτητας της γης (µάζας M και ακτίνας R), ϑεωρώντας
την αρχική κατάσταση στην επιφάνεια της γης και ως τειλική κατάσταση στην τυχαία απόσταση r, ϑα έχουµε

U1 + T1 = U(r) + T (r),

mV 2
1

2
− GMm

R
=
mV 2(r)

2
− GMm

r
, (4.5)

όπου αν ϑεωρήσουµε την ταχύτητα διαφυγής
√

1GM/R, τότε η ταχύτητα εκτόξευσης του πυραύλου V1 ϑα είναι
(από τα δεδοµένα)

V1 =
1

2

√
2GM

R
(4.6)

Τότε η σχέση (4) λόγω της (4) γίνεται

V (R) =

√√√√2GM

(
1

r
− 1

r/3R

)
(4.7)
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και επειδή

g =
GM

R2
⇒ GM = gR2,

η σχέση (4) γίνεται

V (r) =

√√√√2gR2

(
1

r
− 1

4/3R

)
(4.8)

(ϐ)

Για να είναι r = rmax πρέπει V (rmax) = 0, τότε από τη σχέση (4) προκύπτει ότι

rmax =
4

3
R

Πρόβληµα 4.8 ΄Ενα σώµα µε µάζα m κινείται στον άξονα x σε πεδίο δύναµης που κατευθύνεται κατά το x̂.
Αν η κινητική ενέργεια του σώµατος είναι λt2 (λ σταθερά, ανεξάρτητη του t), να υπολογιστεί η δύναµη F που
ασκείται στο σώµα. Είναι διατηρητική ;

Λύση:

Η κινητική ενέργεια, K, του σώµατος είναι

K =
1

2
mv2 = λt2

⇒ v =

√
2λ

m
t

⇒ v =

√
2λ

m
tx̂

εφ’οσον η κίνηση είναι κατά τη διεύθυνση του x̂. Η επιτάχυνση του σώµατος ϑα είναι

a =
dv

dt
=

√
2λ

m
x̂

και η δύναµη, F , που ασκείται πάνω στο σώµα ϑα είναι

F = ma = m

√
2λ

m
x̂ =
√

2λm x̂

Το έργο,W , που παράγεται από τη δύναµη F όταν υπάρχει µια µετακίνηση από ένα αρχικό σηµείο ra = (xa, ya)
σε ένα τελικό σηµείο rb = (xb, yb), ϑα είναι

W =

ˆ rb

ra

F · dr =

ˆ rb

ra

√
2λm x̂ · dr =

√
2λm

ˆ xb

xa

dx =
√

2λm (xb − xa)

όπου το x̂ · dr = x̂ · (dxx̂ + dyŷ) = dx. Παρατηρούµε ότι η δύναµη είναι ανεξάρτητη της διαδροµής αλλά
εξαρτάται από τα όρια της διαδροµής, άρα η F =

√
2λmx̂ είναι µια διατηρητική δύναµη.

Πρόβληµα 4.9 ΄Ενα σώµα που έχει µάζα m διαγράφει κάποια τροχιά στο χώρο, που δίνεται από το διάνυσµα
ϑέσης

r(t) = β0x̂− γ0ŷ +
1

2
(βx̂− γŷ)t2

όπου β0, γ0, β, γ είναι σταθερές.
Να ϐρείτε :

(α) Τη δύναµη που ασκείται στο σώµα και να δείξετε ότι η δύναµη είναι διατηρητική.

(ϐ) Το έργο που ϑα κάνει η δύναµη αυτή για να κινήσει το σώµα από τη ϑέση r1 = 0x̂ + 0ŷ ως τη ϑέση
r2 = 2x̂+ 3ŷ.

(γ) Τη δυναµική ενέργεια, U , ϑεωρώντας ότι U(r = 0) = 0.
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Λύση:

(α) Η ταχύτητα του σώµατος είναι

v =
dr

dt
= (βx̂− γŷ)t

και η επιτάχυνση είναι

a =
dv

dt
= βx̂− γŷ

άρα η δύναµη είναι
F = ma = m(βx̂− γŷ)

Ο στροβιλισµός της δύναµης είναι

∇× F =

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
mβ −mγ 0

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

άρα η δύναµη είναι διατηρητική εφ’οσον ο στροβιλισµός της δύναµης είναι µηδέν.

(ϐ) Το έργο, W , που ϑα κάνει η δύναµη F για να κινήσει το σώµα από τη ϑέση r1 = 0x̂ + 0ŷ στη ϑέση
r2 = 2x̂+ 3ŷ δίδεται από τη σχέση

W (r1 → r2) =

ˆ (2,3,0)

(0,0,0)
F · dr =

ˆ (2,3,0)

(0,0,0)
m(βx̂− γŷ) · (x̂dx+ ŷdy + ẑdz)

= mβ

ˆ 2

0
x̂ · x̂dx−mγ

ˆ 3

0
ŷ · ŷdy = m(2β − 3γ)

(γ) Η δυναµική ενέργεια, U(r), δίδεται από τη σχέση

U(r)− U(0) = −
ˆ (x,y,z)

(0,0,0)
F · dr = −m

ˆ (x,y,z)

(0,0,0)
(βx̂− γŷ) · (x̂dx+ ŷdy + ẑdz)

και αντικαθιστώντας το U(r = 0) = 0 ϑα έχουµε

U(r) = −mβ
ˆ x

0
x̂ · x̂dx+mγ

ˆ y

0
ŷ · ŷdy = −m(βx− γy)

άρα η δυναµική ενέργεια είναι : U(r) = −m(βx− γy).

Πρόβληµα 4.10 ΄Ενα σώµα µε µάζα m κινείται σε ελλειπτική τροχιά στο επίπεδο (x, y). Το διάνυσµα ϑέσης
είναι r(t) =

[
a sin (ωt)

]
x̂+ (b cos (ωt))ŷ, όπου a, b, ω είναι ϑετικές σταθερές.

(α) Βρείτε τη δύναµη F που ασκείται στο σώµα και δείξτε ότι είναι διατηρητική.

(ϐ) Βρείτε τη δυναµική και την κινητική ενέργεια του σώµατος. Θεωρήστε ότι η δυναµική ενέργεια µηδενίζεται
στο r = 0.

(γ) Βρείτε την ολική ενέργεια του σώµατος και να δείξετε ότι είναι σταθερή.

(δ) Να υπολογίστε το έργο που κάνει η δύναµη F για να µετακινήσει το σώµα από τη ϑέση C1 έως τη ϑέση
C2.
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Y

1

2

m

Σχήµα 4.1

Λύση:

(α) Η ταχύτητα του σώµατος ϑα είναι

v(t) =
dr

dt
= ω(a cos (ωt) x̂− b sin (ωt) ŷ)

ενώ η επιτάχυνση ϑα είναι

a(t) =
dv

dt
= −ω2

[
a sin (ωt) x̂+ b cos (ωt) ŷ

]
= −ω2r(t)

΄Αρα η δύναµη F εκφράζεται ως
F = ma = −mω2r(t)

(ϐ) Η δυναµική ενέργεια, U(r), του σώµατος ϑα είναι

U(r)− U(0) = −
ˆ r

0
F ′ · dr′ = mω2

ˆ r

0
r′ · dr′ = mω2

ˆ r

0
r′dr′ =

1

2
mω2r2

Παρατηρούµε ότι
r2 = r · r = a2 sin2(ωt) + b2 cos2(ωt)

Η κινητική ενέργεια, T , του σώµατος είναι

T =
1

2
mv2 =

1

2
mv · v =

1

2
mω2

[
a2 cos2 (ωt) + b2 sin2 (ωt)

]
(γ) Η ολική ενέργεια, E, του σώµατος είναι

E = T + U =
1

2
mω2

[
a2 sin2 (ωt) + b2 cos2 (ωt) + a2 cos2 (ωt) + b2 sin2 (ωt)

]
=

1

2
mω2(a2 + b2)

[
sin2 (ωt) + cos2 (ωt)

]
=

1

2
mω2(a2 + b2)

άρα η ολική ενέργεια είναι σταθερή.

(δ) Το σηµείο C1 είναι στο r1 = bŷ. Το σώµα ϐρίσκεται στο σηµείο C1 όταν ωt = 2nπ για n=0,1,2,...
Το σηµείο C2 είναι στο r2 = ax̂. Το σώµα ϐρίσκεται στο σηµείο C2 όταν ωt = (2n+ 1/2)π για n=0,1,2,...
Το έργο W (r1 → r2) είναι

W (r1 → r2) =

ˆ r2

r1

F · dr

Αντικαθιστώντας τη δύναµη και ϑέση του σώµατος ϑα έχουµε

W (r1 → r2) = −mω3

ˆ π/2ω

0

(
a sin (ωt) x̂+ b cos (ωt) ŷ

)
· (a cos (ωt) x̂− b sin (ωt) ŷ)dt
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= −mω2

ˆ π/2

0
(a2 − b2) sin (ωt) cos (ωt) d(ωt)

Παρατηρούµε ότι το ολοκλήρωµα αναπτύσσεται ως

ˆ π/2

0
sin (ωt) cos (ωt) d(ωt) = −

ˆ 0

1
cosφd(cosφ) =

1

2

΄Αρα το έργο W (r1 → r2) είναι

W (r1 → r2) =
1

2
mω2(b2 − a2)

Πρόβληµα 4.11 Βρείτε το έργο της δύναµης F = −kr για τη µετακίνηση σωµατιδίου από τη ϑέση r0 στη ϑέση
r1.

Λύση:

Το έργο W (r0 → r1) για τη µετακίνηση σωµατιδίου από τη ϑέση r0 στη ϑέση r1 είναι

W (r0 → r1) =

ˆ r1

r0

F · dr = −k
ˆ r1

r0

r · dr

αλλά r · dr = rdr = dr2/2, άρα το έργο µπορεί να εκφραστεί ως

W (r0 → r1) = −1

2
k

ˆ r1

r0

d(r2) = −1

2
k(r2

1 − r2
0)

Πρόβληµα 4.12 ∆είξτε ότι το έργο ενός ϕορίιου q µέσα σε µαγνητικό πεδίο B είναι µηδέν.

Λύση:

Το έργο που παράγει µια δύναµη F κατά την κίνηση ενός σωµατιδίου είναι

W =

ˆ
F · dr

όπου η δύναµη F είναι η δύναµη Lorentz, F = qv ×B. ΄Αρα το έργο µπορεί να γραφεί ως

W =

ˆ
q(v ×B) · dr = q

ˆ
(dr × v) ·B

Παρατηρούµε ότι dr × v = dtv︸︷︷︸
dr

×v = 0⇒W = 0. ΄Αρα το έργο ϕορτίου q µέσα σε µαγνητικό πεδίο µαγνητικό

πεδίο B είναι µηδέν.

Πρόβληµα 4.13 Αν B είναι ένα σταθερό µαγνητικό πεδίο, να δείξετε ότι η ανυσµατική συνάρτηση

A =
1

2
B × r

είναι ένα ανυσµατικό δυναµικό που παράγει το µαγνητικό πεδίο B. Το διανυσµατικό δυναµικό, A, και το
µαγνητικό πεδίο, B, συνδέονται µε τη σχέση

B =∇×A
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Λύση:

Ο στροβιλισµός του µαγνητικού δυναµικού A είναι

∇×A =
1

2
∇× (B × r)

Ας ϑεωρήσουµε ένα µαγνητικό πεδίο B = Bxx̂+Byŷ +Bzẑ. Το B × r αναπτύσσεται ως

B × r =

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
Bx By Bz
x y z

∣∣∣∣∣∣∣ = (Byz −Bzy)x̂+ (Bzx−Bxz)ŷ + (Bxy −Byx)ẑ

΄Αρα ο στροβιλισµός του µαγνητικού δυναµικού A ϑα είναι

∇×A =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
Byz −Bzy Bzx−Bxz Bxy −Byx

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

2
(2Bxx̂+ 2Byŷ + 2Bzẑ) = B

΄Αρα το διανυσµατικό δυναµικό A = (B × r)/2 δηµιουργεί το µαγνητικό πεδίο B.

Πρόβληµα 4.14 Να δειχθεί ότι η δύναµη

F = (y2z3 − 6xz2)x̂+ 2xyz3ŷ + (3xy2z2 − 6x2z)ẑ

προέρχεται από δυναµικό U(x, y, z), το οποίο και να ϐρεθεί.

Λύση:

Ο στροβιλισµός της δύναµης F είναι

∇× F =

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
y2z3 − 6xz2 2xyz3 3xy2z2 − 6x2z

∣∣∣∣∣∣∣
=

[
∂

∂y
(3xy2z2 − 6x2z)− ∂

∂z
(2xyz3)

]
x̂+

[
∂

∂z
(y2z3 − 6xz2)− ∂

∂x
(3xy2z2 − 6x2z)

]
ŷ

+

[
∂

∂x
(2xyz3)− ∂

∂y
(y2z3 − 6xz2)

]
ẑ

⇒∇× F = (6xyz2 − 6xyz2)x̂+ (3y2z2 − 12xz − 3y2z2 + 12xz)ŷ + (2yz3 − 2yz3)ẑ = 0

άρα η δύναµη είναι διατηρητική και προέρχεται από µια δυναµική συνάρτηση U(x, y, z) που συνδέεται µε τη
δύναµη µέσω της σχέσης

F = −∇U = −∂U
∂x
x̂− ∂U

∂y
ŷ − ∂U

∂z
ẑ

όπου η δύναµη είναι

F = (y2z3 − 6xz2)x̂+ 2xyz3ŷ + (3x2y2z2 − 6x2z)ẑ

= −∂U
∂x
x̂− ∂U

∂y
ŷ − ∂U

∂z
ẑ

΄Αρα ϑα έχουµε

−∂U
∂x

= y2z3 − 6xz2

⇒ U = −(xy2z3 − 3x2z2) + f1(y, z)
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όπου f1(y, z) είναι µια συνάρτηση των µεταβλητών y, z και µόνο

−∂U
∂y

= 2xyz3

⇒ U = −xy2z3 + f2(x, z)

όπου f2(x, z) είναι µια συνάρτηση των µεταβλητών x, z και µόνο

−∂U
∂z

= 3xy2z2 − 6x2z

⇒ U = −(xy2z3 − 3x2z2) + f3(x, y)

όπου f3(x, y) είναι µια συνάρτηση των µεταβλητών x, y και µόνο.
Παρατηρούµε ότι για να έχουµε µια κοινή λύση του U(x, y, z) ϑα πρέπει να έχουµε

f1(y, z) = 0, f2(x, z) = 3x2z2, f3(x, y) = 0

άρα το δυναµικό είναι
U(x, y, z) = −xy2z3 + 3x2z2 + C

όπου C είναι µια σταθερά ανεξάρτητη των x, y, z.

Πρόβληµα 4.15 Να εξετάσετε κατά πόσο το άχρονο πεδίο δυνάµεων

F = a(x− y + z)x̂+
[
a(x+ y)− bz2

]
ŷ + 4axẑ

είναι διατηρητικό και ϐρείτε το έργο του πεδίου επάνω σε ένα σωµατίδιο που διαγράφει κύκλο στο επίπεδο Oxy
µε κέντρο την αρχή των αξόνων και ακτίνα R.

x

y

O

R

Σχήµα 4.2

Λύση:

Ο στροβιλισµός της δύναµης F ϑα είναι

∇× F =

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
a(x− y + z) a(x+ y)− bz2 4ax

∣∣∣∣∣∣∣
=

[
∂

∂y
4ax− ∂

∂z
(a(x+ y)− bz2)

]
x̂
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+

[
∂

∂z
a(x− y + z)− ∂

∂x
4ax

]
ŷ +

[
∂

∂x

(
a(x+ y)− bz2

)
− ∂

∂y

(
a(x− y + z)

)]
ẑ

⇒∇× F = 2bzx̂− 3aŷ + 2aẑ 6= 0

άρα η δύναµη δεν είναι διατηρητική εφ’οσον ∇× F 6= 0.
Το έργο του πεδίου στο σωµατίδιο που διαγράφει τον κύκλο (0 ≤ θ ≤ 2π) στο επίπεδο Oxy είναι

W =

˛
F · dr = a(x− y + z)dx+

[
a(x+ y)− bz2

]
dy

Σε πολικές συντεταγµένες η ϑέση r = xx̂+ yŷ του σωµατιδίου είναι

x = R cos θ και y = R sin θ

και τα διαφορικά των x, y ϑα είναι

dx = −R sin θdθ

dy = R cos θdθ

άρα το έργο ϑα είναι

W =

˛
F · dr =

ˆ 2π

0
(aR2 − aRz sin θ − bR cos θz2)dθ

= 2πaR2 − aRz
ˆ 2π

0
sin θdθ − bRz2

ˆ 2π

0
cos θdθ

= 2πaR2

όπου
´ 2π

0 sin θdθ =
´ 2π

0 cos θdθ = 0.

Πρόβληµα 4.16

(α) Κάνοντας χρήση του επικαµπυλίου ολοκληρώµατος ϐρείτε το έργο της δυνάµεως

F = krnr (k, n σταθερά)

πάνω σε σωµατίδιο, όταν αυτό κινηθεί από τη ϑέση r0 ως την τυχαία ϑέση r.

(ϐ) Εξετάστε κατά πόσο το έργο του πεδίου

F = (2xe−y)x̂+ (cos z − x2e−y)ŷ − (y sin z)ẑ

που ασκείται σε κάποιο σωµατίδιο από µια ϑέση Α σε µια ϑέση Β ϑα εξαρτάται από την καµπύλη που
συνδέει τα Α και Β.

Λύση:

(α) Το έργο, W , της δύναµης είναι

W =

ˆ r

r0

F · dr

=

ˆ r

r0

krnr · dr =

ˆ r

r0

krnrdr = k

ˆ r

r0

rn+1dr

όπου r · dr = rdr. ΄Αρα έχουµε

W =
k

n+ 2
(rn+2 − rn+2

0 )
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(ϐ) Υπολογίζουµε το στροβιλισµό της δύναµης F

∇× F =

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
2xe−y cos z − x2e−y −y sin z

∣∣∣∣∣∣∣
=

[
∂

∂y
(−y sin z)− ∂

∂z
(cos z − x2e−y)

]
x̂+

[
∂

∂z
(2xe−y)− ∂

∂x
(−y sin z)

]
ŷ

+

[
∂

∂x
(cos z − x2e−y)− ∂

∂y
(2xe−y)

]
ẑ

⇒∇× F = (− sin z + sin z)x̂+ (0− 0)ŷ + (−2xe−y + 2xe−y)ẑ

⇒∇× F = 0

άρα το πεδίο της δύναµης είναι ένα διατηρητικό πεδίο και εποµένως το έργο του πεδίου F που ασκείται σε
κάποιο σωµατίδιο από µια ϑέση Α ως µια Β δεν εξαρτάται από την καµπύλη που συνδέει τα σηµεία Α και Β.

Πρόβληµα 4.17 Να ϐρεθεί το έργο που απαιτείται για να κινηθεί σωµατίδιο µάζας m από την επιφάνεια της
Γης ακτίνας R σε ύψος h. Να δείξετε ότι το έργο είναι ανεξάρτητο της καµπύλης διαδροµής.

Λύση:

Η δύναµη έλξης µεταξύ της Γης και σωµατιδίου δίνεται από το νόµο του Νεύτωνα

F = −GMm

r2
r̂

όπου M,m είναι η µάζα της Γης και του σωµατιδίου αντιστοίχως και G η σταθερά της παγκόσµιας έλξης. Για
να δείξουµε ότι αυτή η δύναµη είναι διατηρητική (έργο ανεξάρτητο της καµπύλης διαδροµής) ϑα πρέπει ο
στροβιλισµός της δύναµης F να είναι µηδέν. Σε σφαιρικές συντεταγµένες (r, θ, φ) ο τελεστής της ϐαθµίδας είναι

∇ =
∂

∂r
r̂ +

1

r

∂

∂θ
θ̂ +

1

r sin θ

∂

∂φ
φ̂

΄Αρα για το στροβιλισµό της δύναµης F ϑα έχουµε

∇× F = −GMm∇×
(
r̂

r2

)

= −GMm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
r̂ θ̂ φ̂
∂

∂r

1

r

∂

∂θ

1

r sin θ

∂

∂φ
1

r2
0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (0− 0)r̂ + (0− 0)θ̂ + (0− 0)φ̂ = 0

΄Αρα το έργο είναι ανεξάρτητο της διαδροµής.
Το έργο της ϐαρύτητας για µια µετατόπιση από r = R (πάνω στην επιφάνεια της Γης) µέχρι σε ύψος r = R+ h,
ϑα είναι

W (R→ R+ h) =

ˆ r=R+h

r=R
F · dr = −GMm

ˆ r=R+h

r=R

r̂ · dr
r2

Η ποσότητα r̂ · dr µπορεί να γραφτεί ως εξής

r̂ · dr =
r

r
· dr =

rdr

r
= dr

Συνεπώς το έργο W ϑα είναι

W (R→ R+ h) = −GMm

ˆ r=R+h

r=R

dr

r2
= GMm

(
1

R+ h
− 1

R

)
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Πρόβληµα 4.18 Σωµατίδιο µάζας m κινείται υπό την επίδραση δυνάµεως

F = a sin ktx̂+ a cos ktŷ

όπου a, k είναι σταθερές. Αν το σωµατίδιο αρχικά ηρεµεί, δείξτε ότι το έργο που παράγεται σε χρόνο t από τη
δύναµη F είναι

W =
a2

mk2
(1− cos kt)

Λύση:

Το έργο που παράγεται από τη δύναµη F = Fxx̂+ Fyŷ σε χρόνο t είναι

W =

ˆ t

0
F · dr =

ˆ t

0
(Fxdx+ Fydy)

όπου dr = xx̂+yŷ. Τα διαφορικά dx,dy µπορούν να γραφτούν µε τη ϐοήθεια των συντεταγµένων της ταχύτητας
(v = vxx̂+ vyŷ) ως

dx = vxdt

dy = vydt

Συνεπώς το έργο ϑα είναι

W =

ˆ t

0
(Fxvx + Fyvy)dt

Ο δεύτερος νόµος του Newton ϑα µας δώσει

m
dvx
dt
x̂+m

dvy
dt
ŷ = a sin kt x̂+ a cos kt ŷ

⇒


dvx
dt

=
a

m
sin kt

dvy
dt

=
a

m
cos kt

(4.9)

Ολοκληρώνοντας τις εξισώσεις (4) ϑα έχουµε για τη x συνιστώσα της ταχύτητας

vx =
a

m

ˆ t

0
sin ktdt =

a

mk
(1− cos kt)

και για την y συνιστώσα της ταχύτητας

vy =
a

m

ˆ t

0
cos ktdt =

a

mk
sin kt

΄Αρα το έργο της δύναµης είναι

W =

ˆ t

0
(Fxvx + Fyvy)dt

=
a2

mk

ˆ t

0

[
sin kt(1− cos kt) + cos kt sin kt

]
dt =

a2

mk

ˆ t

0
sin ktdt

=
a2

mk2
(1− cos kt)

Πρόβληµα 4.19 Βρείτε το έργο που κάνει η δύναµη

F = 3x2x̂+ 2yŷ + ẑ

πάνω σε σωµατίδιο όταν αυτό µετατοπίζεται από το σηµείο (0, 0, 0) στο (1, 1, 1) πάνω σε καµπύλη µε παραµετρικές
εξισώσεις

x = t, y = t2, z = t3
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Λύση:

Το έργο, W =
´
F · dr, είναι

W =

ˆ 1,1,1

(0,0,0)
(3x2dx+ 2ydy + dz)

Αντικαθιστούµε τις παραµετρικές εξισώσεις για x = t, y = t2, z = t3 και τα αντίστοιχα διαφορικά dx = dt, dy =
2tdt, dz = 3t2dt στην παραπάνω σχέση και ϑα έχουµε

W =

ˆ 1

0
(3t2 + 4t3 + 3t2)dt = 3

όπου τα όρια της ολοκλήρωσης για τη µεταβλητή t είναι από 0 ως 1 που αντιστοιχούν σε (x, y, z) = (0, 0, 0) ως
(x, y, z) = (1, 1, 1).

Πρόβληµα 4.20 Σωµατίδιο µάζας m και ηλεκτρικού ϕορτίου q κινείται σε περιοχή του χώρου όπου υπάρχει
ηλεκτρικό και µαγνητικό πεδίο. Το µαγνητικό πεδίο είναι οµογενές: B = Bẑ. Η δύναµη που ασκείται από το
ηλεκτρικό πεδίο είναι διατηρητική. Η αντίστοιχη δυναµική ενέργεια είναι

U(x, y, z) = a1x+ a2x
2 + b1y + b2y

2 + c1z + c2z
2

όπου a1, a2, b1, b2, c1, c3 είναι σταθερές µε κατάλληλες διαστάσεις. Τη χρονική στιγµή t = 0 το σωµατίδιο
ϐρίσκεται στην αρχή των αξόνων (x = y = z = 0) µε ταχύτητα v = v0(x̂+ ŷ).

(α) Βρείτε την ολική δύναµη F = Fxx̂+ Fyŷ + Fzẑ που ασκείται στο σωµατίδιο τη χρονική στιγµή t = 0.

(ϐ) Τη χρονική στιγµή tA το σωµατίδιο ϐρίσκεται στη ϑέση rA = xAx̂+ yAŷ + zAz. Βρείτε την κινητική του
ενέργεια εκείνη τη στιγµή.

Λύση:

(α) Η ηλεκτρική δύναµη και η αντίστοιχη δυναµική ενέργεια συνδέονται µέσω της σχέσης

Fη = −∇U = −
(
∂U

∂x
x̂+

∂U

∂y
ŷ +

∂U

∂z
ẑ

)
όπου η δυναµική ενέργεια είναι : U(x, y, z) = a1x+ a2x

2 + b1y + b2y
2 + c1z + c2z

2. ΄Αρα ϑα έχουµε

∂U

∂x
= 2a2x+ a1

∂U

∂y
= 2b2y + b1

∂U

∂x
= 2c2z + c1

Αλλά για t = 0 οι συνθήκες είναι : x = y = z = 0, µας δίνουν για την ηλεκτρική δύναµη

Fη(t = 0) = −a1x̂− b1ŷ − c1ẑ

Η µαγνητική δύναµη Fµ = qv ×B είναι η δύναµη Lorentz που την αρχική χρονική στιγµή ϑα είναι

Fµ(t = 0) = qv0

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ
1 1 0
0 0 B

∣∣∣∣∣∣∣ = qv0Bx̂− qv0Bŷ
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΄Αρα η ολική δύναµη ϑα είναι

F (t = 0) = Fη(t = 0) + Fµ(t = 0) = (qv0B − a1)x̂− (qv0B + b1)ŷ − (c1)ẑ

(ϐ) Γνωρίζουµε ότι το µαγνητικό πεδίο δεν παράγει έργο, εποµένως µε τη ϐοήθεια της διατήρησης της ενέργειας
ϑα έχουµε

K(r = 0) + U(r = 0) = K(r = rA) + U(r = rA)

⇒ K(rA) =
1

2
mv0 · v0 + U(0)− U(rA)

όπου ο όρος της αρχικής κινητικής ενέργειας είναι

K(r = 0) =
1

2
mv0 · v0 =

1

2
mv2

0(x̂+ ŷ) · (x̂+ ŷ) = mv2
0

Ακόµη, η αρχική δυναµική ενέργεια ϑα είναι U(x = 0, y = 0, z = 0) = 0. ΄Αρα η διατήρηση της ενέργειας µας
δίνει

K(rA) = mv2
0 − U(rA) = mv2

0 −
(
a1xA + a2x

2
A + b1yA + b2y

2
A + c1zA + c2z

2
A

)

Πρόβληµα 4.21 Βλήµα εκτοξεύεται µε ταχύτητα v0 που κάνει γωνία φ µε την οριζόντια. Η κίνηση γίνεται κοντά
στην επιφάνεια της Γης άρα µπορείτε να ϑεωρήστε την επιτάχυνση της ϐαρύτητας g σταθερά. Βρείτε, κάνοντας
εφαρµογή της αρχής της διατήρησης της ενέργειας, την κατακόρυφο συνιστώσα της ταχύτητας όταν το ϐλήµα
ϐρίσκεται στο µισό του µέγιστου ύψους της τροχιάς του.

Λύση:

΄Οταν το σωµατίδιο ϐρίσκεται στο µισό του µεγίστου ύψους του (h/2), η ολική ενέργεια του είναι το άθροισµα
της κινητικής, T = (1/2)mv2 = (1/2)m(v2

x + v2
y) και δυναµικής, U = mgh/2

E

(
h

2

)
=

1

2
m(v2

x + v2
y) +mg

h

2

όπου η συνιστώσα vx της ταχύτητας του σωµατιδίου είναι ίση µε την x-συνιστώσα της αρχικής ταχύτητας,
vx = v0 cosφ (δεν υπάρχει δύναµη κατά τη διεύθυνση του άξονα x). Το vy είναι η y−συνιστώσα της ταχύτητας
στο h/2.
Η ολική ενέργεια του σωµατιδίου στο µέγιστο ύψος, h, ϑα είναι

E(h) =
1

2
mv2

x +mgh

διότι η συνιστώσα της ταχύτητας στο άξονα του y είναι µηδέν.
Λόγω της διατήρησης της ενέργειας ϑα έχουµε

E

(
h

2

)
= E(h)

⇒ vy =
√
gh

όπου το µέγιστο ύψος στο πρόβληµα της ϐολής είναι

h =
v2

0 sin2 φ

2g

΄Αρα η vy στο µισό του µεγίστου ύψους της τροχιάς ϑα είναι

vy =
v0 sinφ√

2
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Πρόβληµα 4.22 ΄Ενα σωµατίδιο µάζας m κινείται σε ένα µονοδιάστατο δυναµικό πεδίο. Η δυναµική του
ενέργεια είναι

U(x) = D
[
e−2a(x−x0) − 2e−a(x−x0)

]
(∆υναµικό Morse)

όπου x0, D και a είναι ϑετικές ποσότητες.

(α) Υπολογίστε την ελάχιστη τιµή της δυναµικής ενέργειας και τη ϑέση που συµβαίνει.

(ϐ) Υπολογίστε τις οριακές τιµές της U(x) για x→ −∞ και x→ +∞, και σχεδιάστε ποιοτικά την U(x).

(γ) Για ποιες τιµές της ολικής ενέργειας E το σωµατίδιο ϑα παραµένει ϕραγµένο σε µια περιοχή του χώρου ;
Σχεδιάστε την αντίστοιχη περιοχή σε µια τυπική περίπτωση.

(δ) Για ποιες τιµές της ολικής ενέργειας το σωµατίδιο διαφεύγει στο άπειρο ; Υπολογίστε την οριακή ταχύτητα
(σε άπειρη απόσταση) από το ϑεώρηµα της διατήρησης της ενέργειας.

Λύση:

U(x)

x
0X1(E) X2(E)

-D

E

U0

B

F F

Σχήµα 4.3

(α) Στο σηµείο της ελάχιστης τιµής της δυναµικής ενέργειας ϑα πρέπει dU/dx = 0. ΄Αρα

dU

dx
= 0

⇒ 2aD
[
e−a(x−x0) − e−2a(x−x0)

]
= 0

⇒ −a(x− x0) = −2a(x− x0)

⇒ x = x0

Η τιµή της ελάχιστης δυναµικής ενέργειας ϑα είναι

U(x0) = −D

Στο σηµείο αυτό (x = x0) η δύναµη, F , ϑα είναι

F = −dU

dx
= 0

συνεπώς το σωµατίδιο ϑα ισορροπεί.
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(ϐ) Οι οριακές τιµές της δυναµικής ενέργειας ϑα είναι

U(x→ +∞)→ 0

εφ΄ όσον οι εκθετικές συναρτήσεις δίνουν

e−a(x−x0) x→+∞−−−−−→ 0 και e−2a(x−x0) x→+∞−−−−−→ 0

Στην περίπτωση που το x→ −∞ έχουµε

U(x) ∼= De−2a(x−x0) x→−∞−−−−−→ +∞

Η δυναµική ενέργεια U(x) µπορεί να παρασταθεί ποιοτικά όπως ϕαίνεται στο σχήµα 4.3, όπου το U0 (το σηµείο
που η δυναµική ενέργεια τέµνει τον κάθετο άξονα) είναι

U(0) = D(e2ax0 − 2eax0) = Deax0(eax0 − 2) > 0

(γ) Παρατηρούµε ότι αν η ενέργεια του σωµατιδίου είναι

−D < E < 0

το σωµατίδιο ϑα είναι ϕραγµένο µεταξύ των σηµείων x1(E) και x2(E). Αυτά τα δύο σηµεία προσδιορίζονται από
την συνθήκη

U(x) = E

⇒ E

D
=
[
e−2a(x−x0) − 2e−a(x−x0)

]
⇒ y2 − 2y − E

D
= 0

όπου η νέα µεταβλητή y είναι
y = e−a(x−x0)

Οι δύο ϱίζες του τριωνύµου ϑα είναι τα σηµεία x1(E) και x2(E)

x1(E) = x0 −
1

a
ln

(
1−

√
1 +

E

D

)
, x2(E) = x0 −

1

a
ln

(
1 +

√
1 +

E

D

)
Για ένα τυχαίο σηµείο Β, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 4.3, ϑα έχουµε U > E και εποµένως η κινητική ενέργεια,
K = (1/2)mv2, του σωµατιδίου ϑα είναι

E − U < 0

⇒ K < 0

⇒ v2 < 0 τετράγωνο της ταχύτητας αρνητική !

το οποίο είναι αδύνατον.

(δ) Στην περίπτωση που η ενέργεια είναι ϑετική, το σωµατίδιο µπορεί να διαφύγει και η οριακή ταχύτητα
διαφυγής ϑα ϐρεθεί µε τη ϐοήθεια του ϑεωρήµατος της διατήρησης της ενέργειας

E∞ = K∞ + U∞ = E =
1

2
mv2
∞ + 0

όπου η E∞ είναι η ενέργεια του σωµατιδίου στο άπειρο. Εποµένως η οριακή ταχύτητα ϑα είναι

v∞ =

√
2E

m
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Πρόβληµα 4.23 Σώµα µάζας m µπορεί να κινείται πάνω στον άξονα των x. Η δυναµική του ενέργεια είναι

U(x) = −Ax(x2 − a2), για −∞ < x < +∞

όπου a,A είναι ϑετικές σταθερές.

(α) Υπολογίστε τη δύναµη F που δρα στο σώµα και ϐρείτε σε ποια διαστήµατα είναι ελκτική (δηλαδή κατευ-
ϑύνεται προς το σηµείο x = 0) και σε ποια είναι απωστική.

(ϐ) Σχεδιάστε τη δυναµική ενέργεια U(x) και ϐρείτε τα σηµεία ισορροπίας του σώµατος, καθώς και το είδος
της ισορροπίας σε αυτά τα σηµεία.

(γ) Πόση κινητική ενέργεια πρέπει να έχει το σώµα στη ϑέση x = 0 για να µπορέσει να διαφύγει στο άπειρο ;

(δ) Αν το σώµα αφεθεί ελεύθερο µε µηδενική ταχύτητα από το σηµείο x = 0, περιγράψτε την κίνηση που ϑα
εκτελέσει και ϐρείτε τη µέγιστη ταχύτητα που αποκτά κατά την κίνηση αυτή.

Λύση:

(α) Η δύναµη που δρα στο σώµα είναι

F = −dU

dx
= A(3x2 − a2)

Παρατηρούµε ότι η δύναµη είναι ϑετική όταν

x2 − a2 > 0⇒ x < − a√
3

ή x > +
a√
3

και είναι αρνητική όταν

3x2 − a2 < 0⇒ − a√
3
< x < +

a√
3

Εποµένως η δύναµη είναι ελκτική για τα διαστήµατα

x < − a√
3

ή 0 < x < +
a√
3

και ϑα είναι απωστική όταν

0 > x > − a√
3

ή x > +
a√
3

(ϐ) Παρατηρούµε ότι η δυναµική ενέργεια τείνει στο +∞ όταν το x→ −∞ και τείνει στο −∞ όταν το x→ +∞,
όπως ϕαίνεται στο σχήµα 4.4. Τα δύο σηµεία ισορροπίας είναι τα σηµεία όπου η δύναµη είναι µηδέν

x1 = − a√
3

και x2 = +
a√
3

Το σηµείο x1 είναι σηµείο ευσταθούς ισορροπίας, καθότι όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 4.4, αν µετακινηθούµε δεξιά
ή αριστερά του σηµείου x1 η δύναµη F το ϕέρνει στο αρχικό σηµείο x1. Αντίθετα το σηµείο x2 είναι σηµείο
ασταθούς ισορροπίας.

(γ) Για να διαφύγει το σώµα στο άπειρο αρκεί το σώµα να έχει ενέργεια για να προσπεράσει το σηµείο x2 = a/
√

3
όπου η δυναµική ενέργεια είναι

U

(
a√
3

)
=

2Aa3

3
√

3

Στο σηµείο x = 0 η ολική ενέργεια ϑα είναι

E = K(0) + U(0) = K(0)

διότι η δυναµική ενέργεια στο σηµείο x = 0 είναι µηδέν. Στο σηµείο x2 = a/
√

3 η ολική ενέργεια του σώµατος
ϑα είναι

E = K(x2) + U(x2) = U(x2)
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U(x)

x

F F

F F

-a/(3)1/2

+a/(3)1/20-a
+a

Σχήµα 4.4

ώστε το σώµα να ϕτάσει στο σηµείο x2 µε µηδενική ταχύτητα. Από τη διατήρηση της ενέργειας, έχουµε για την
κινητική ενέργεια στη ϑέση x = 0

K =
2Aa3

3
√

3

(δ) Αν το σώµα αφεθεί ελεύθερο από το σηµείο x = 0, η ολική του ενέργεια είναι µηδέν. Σ΄ ένα τυχαίο σηµείο x,
η ταχύτητα του από τη διατήρηση της ενέργειας ϑα είναι

1

2
mv2 −Ax(x2 − a2) = 0

⇒ v =

√
2A

m
x(x2 − a2)

Για σηµεία x < −a το σώµα δεν µπορεί να ϐρεθεί εφ΄ όσον η δυναµική του ενέργεια ϑα είναι µεγαλύτερη από
την ολική ενέργεια. ΄Αρα το σώµα είναι ϕραγµένο στην περιοχή −a < x < 0 και ϑα εκτελεί µια ταλάντωση.
Η µέγιστη ταχύτητα του σώµατος ϑα είναι στο σηµείο όπου η δυναµική ενέργεια είναι ελάχιστη

vmax =

√
4Aa3

3
√

3m

Πρόβληµα 4.24 Σώµα µε µάζα m κινείται σε πεδίο µέσα στο οποίο η δυναµική ενέργεια είναι

U(r) = U0

[
−
(
r0

r

)2

+

(
r0

r

)3
]

όπου U0 και r0 είναι ϑετικές σταθερές και r είναι η απόσταση του σώµατος από το ακίνητο σηµείο Ο, (το r είναι
πάντα ϑετικό).

(α) Βρείτε τη δύναµη που ασκείται στο σώµα καθώς και το σηµείο ισορροπίας του. Να κάνετε µια γραφική
παράσταση της δυναµικής ενέργειας.

(ϐ) Το σώµα αρχικά κρατιέται στη ϑέση r1 = 2r0 και κάποια στιγµή αφήνεται ελεύθερο. Να περιγράψτε τη
κίνηση του σώµατος. Να ϐρείτε το µέγιστο µέτρο της ταχύτητας του σώµατος και τη ϑέση στην οποία ισχύει
αυτό.
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Λύση:

U(r)

r
(3/2)r0

r1 2r0

-U0/8

F F

F=-d
U/d

r <
 0F=-dU/dr > 0

r0

Σχήµα 4.5

(α) Η δύναµη που ασκείται πάνω στο σωµατίδιο είναι

F = −dU

dr
r̂ = −U0

[
2
r2

0

r3
− 3

r3
0

r4

]
r̂

= U0
r2

0

r3

(
3
r0

r
− 2

)
r̂

Ισορροπία του σώµατος επιτυγχάνεται όταν η δύναµη είναι µηδέν

F = 0

⇒ r =
3

2
r0

Αυτό είναι ένα σηµείο ευσταθούς ισορροπίας, όπως ϕαίνεται στο Σχήµα 4.5.
Επιπλέον παρατηρούµε ότι για r → +∞ η δυναµική ενέργεια τείνει στο µηδέν [U(r) → 0], ενώ για r → 0
έχουµε

U(r) ∼= U0

(
r0

r

)3
r→0−−−→ +∞

Η δυναµική ενέργεια τέµνει τον άξονα των x στο σηµείο r = r0, όπου U(r0) = 0. Χρησιµοποιώντας όλες αυτές
τις ιδιότητες της συνάρτησης της δυναµικής ενέργειας, η γραφική παράσταση δίνεται στο σχήµα 4.5.

(ϐ) Στο σηµείο r = 2r0 η κινητική ενέργεια του σώµατος, K(2r0), ϑα είναι µηδέν, άρα η ολική ενέργεια του ϑα
είναι

E = K(2r0) + U(2r0) = −U0

8
΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα 4.5, η ολική ενέργεια τέµνει τη δυναµική ενέργεια σε δύο σηµεία : στο r = 2r0 και
στο σηµείο r1 που µπορεί να υπολογιστεί από τις λύσεις τις εξίσωσης

U(r) = U0

[
−
(
r0

r

)2

+

(
r0

r

)3
]

= −U0

8
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⇒ x3 − x2 +
1

8
= 0 µε x =

r0

r

η οποία έχει τρεις πραγµατικές ϱίζες

x1 =
1

4

√
5 +

1

4
= 0, 8

x2 =
1

4
− 1

4

√
5 = −0, 3

x3 =
1

2

Η ϱίζα x3 = 1/2 αντιστοιχεί στην r = 2r0, ενώ η ϱίζα που αντιστοιχεί στο σηµείο

x1 = 0, 8⇒ r1 = 1, 25 r0

Η τρίτη ϱίζα x2 δεν µας δίνει µια ϕυσική λύση διότι δεν είναι ϑετική.
Το σώµα ϑα εκτελεί ταλάντωση µεταξύ των σηµείων r1 και r = 2r0 εφ΄ όσον δεν µπορεί να ϐρεθεί στις περιοχές
r < r1 ή r > 2r0, διότι τότε η κινητική του ενέργεια ϑα είναι αρνητική. Η ταχύτητα, v, του σώµατος µπορεί να
ϐρεθεί από τη διατήρηση της ενέργειας µεταξύ του σηµείου r = 2r0 και ενός τυχαίου r, ως ακολούθως

K(2r0) + U(2r0) = K(r) + U(r)

⇒ −U0

8
=

1

2
mv2 + U0

[
−
(
r0

r

)2

+

(
r0

r

)3
]

⇒ v =

√√√√2
U0

m

[(
r0

r

)2

−
(
r0

r

)3

− 1

8

]

Το µέγιστο µέτρο της ταχύτητας ϑα συµβεί όταν έχουµε την ελάχιστη δυναµική ενέργεια, δηλαδή στο σηµείο
ισορροπίας r = (3/2)r0

vmax =

√√√√√2
U0

m

( r0

3r0/2

)2

−

(
r0

3r0/2

)3

− 1

8

 =

√
5

108

U0

m

Πρόβληµα 4.25 Σωµατίδιο µάζας m κινείται πάνω σε ευθεία που περνά από κάποιο σηµείο Ο. Το σωµατίδιο
έλκεται προς το Ο µε δύναµη µέτρουmk/x2 όταν x > a και απωθείται από το Ο µε δύναµη µέτρουmka/x3 όταν
x < a, όπου x η απόσταση του σωµατιδίου από το Ο. Το σωµατίδιο ελευθερώνεται από την ηρεµία σε απόσταση
2a από το Ο.

(α) Σχεδιάστε τη δυναµική ενέργεια του σωµατιδίου συναρτήσει του x

(ϐ) Περιγράψτε την κίνηση που ϑα εκτελέσει το σωµατίδιο και δείξετε ότι το σωµατίδιο ϑα ηρεµήσει στιγµιαία
όταν x = a/

√
2.

Λύση:

(α) Στην περιοχή x > a η δύναµη είναι ελκτική

F1 = −mk
x2

και εποµένως η δυναµική ενέργεια του σωµατιδίου ϑα είναι

U1 = −
ˆ x

∞
F1dx =

ˆ x

∞

mk

x2
dx = −mk

x
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U(x)

xa 2a

-mk/(2a)

a/(2)1/2

a/(3)1/2

O

U1(x)U2(x)

F1F2

Σχήµα 4.6

Στην περιοχή x < a η δύναµη είναι απωστική

F2 =
mka

x3

και η δυναµική ενέργεια ϑα πρέπει είναι

U2 = −
ˆ a

∞
F1dx−

ˆ x

a
F2dx =

ˆ a

∞

mk

x2
dx−

ˆ x

a

mka

x3
dx

= −mk
a

+
mka

2

(
1

x2
− 1

a2

)
Το γράφηµα της δυναµικής ενέργειας δίνεται στο σχήµα 4.6. Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση U2 τέµνει τον άξονα
των x στο σηµείο a/

√
3 διότι

U2 = −mk
a

+
mka

2

(
1

x2
− 1

a2

)
=
mka

2

(
1

x2
− 3

a2

)
Επιπλέον η συνάρτηση U2 τέµνει τον άξονα που περνά από το σηµείο U = −mk/(2a) (αυτό είναι το σηµείο όπου
U1(2a) = −mk/(2a)) στο x = a/

√
2, διότι

−mk
2a

= −mk
a

+
mka

2

(
1

x2
− 1

a2

)
⇒ 1

a2
=

1

x2
− 1

a2

⇒ x =
a√
2

Εποµένως το σωµατίδιο ϑα εκτελεί µια ταλάντωση στο διάστηµα

a√
2
< x < 2a

όπως ϕαίνεται στο σχήµα 4.6. Οι περιοχές x < a/
√

2 ή x > 2a είναι απαγορευµένες για το σωµατίδιο διότι η
δυναµική ενέργεια του ϑα είναι µεγαλύτερη της ενέργειας του.
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(ϐ) Από το ϑεώρηµα διατήρησης ενέργειας ϑα έχουµε

U1(2a) = U2(x) +K2(x) (4.10)

εφ΄ όσον το σωµατίδιο άρχισε από ηρεµία και εποµένως η κινητική του ενέργεια είναι µηδέν, η U2(x),K2(x)
είναι η δυναµική και κινητική ενέργεια του σωµατιδίου στην τυχαία ϑέση x < a. Εποµένως η εξίσωση (4) ϑα
έχει

−mk
2a

= −mk
a

+
mka

2

(
1

x2
− 1

a2

)
+

1

2
mv2

⇒ v2 =
k

a

[
2−

(
a

x

)2
]

όπου v είναι η ταχύτητα του σωµατιδίου. Παρατηρούµε ότι για v = 0 ϑα έχουµε

0 =
k

a

[
2−

(
a

x

)2
]

⇒ 2 =

(
a

x

)2

⇒ x =
a√
2

Εποµένως στο σηµείο x = a/
√

2 το σωµατίδιο ϑα ηρεµήσει στιγµιαία.

Πρόβληµα 4.26 Σκιέρ ξεκινάει από το λόφο Η και κατευθύνεται προς το λόφο Κ ο οποίος περιγράφεται από
ένα κύκλο ακτίνας Ρ.

(α) Υπολογίστε την ταχύτητα v(θ) του σκιέρ σαν συνάρτηση της γωνίας θ.

(ϐ) Σε ποια γωνία εγκαταλείπει ο σκιέρ την πίστα ;

(γ) Πόσο µεγάλο πρέπει να είναι τουλάχιστον το ύψος h0 ώστε ο σκιέρ να εγκαταλείψει την πίστα για θ = 0o;

(δ) Πόσο µεγάλο πρέπει να είναι τουλάχιστο το ύψος h0 ώστε ο σκιέρ να ϕτάσει µέχρι το πιο ψηλό σηµείο της
κορυφής ; Τι µπορείτε να πείτε για τα πιθανά σηµεία θ που εγκαταλείπει ο σκιέρ την πίστα αφού περάσει
από το πιο ψηλό σηµείο ;

Λύση:

(α) ΄Εστω ότι ο σκιέρ ϐρίσκεται πάνω στο λόφο και ϐρίσκεται σε ένα ύψος h = R cos θ. Από τη διατήρηση της
ενέργειας έχουµε

mgR cos θ +
1

2
mv(θ)2 = mgh0

Λύνοντας ως προς θ έχουµε
v(θ) =

√
2g(h0 −R cos θ) (4.11)

h0

H

K

R
θ

Σχήµα 4.7
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(ϐ) ΄Οσο ο σκιέρ είναι πάνω στο λόφο η δύναµη που τον κρατά πάνω στην πίστα είναι

FN = mg cos θ − mv(θ)2

R
(4.12)

Την στιγµή που εγκαταλείπει την πίστα η δύναµη FN µηδενίζεται. ΄Αρα η (4) γίνεται

g cos θ =
v(θ)2

R

και αντικαθιστώντας την ταχύτητα από τη σχέση (4) έχουµε

g cos θ =
2g(h0 −R cos θ)

R

⇒ cos θ =
2h0

3R
(4.13)

(γ) Για θ = 0o ⇒ cos θ = 1 άρα από την (4) ϐρίσκουµε

h0 =
3R

2

(δ) Για να ϕτάσει ο σκιέρ στην κορυφή ϑα πρέπει h0 > R άρα cos θ ≥ 2/3 δηλαδή ϑα µπορούσε να εγκαταλείψει
την πίστα για θ ≤ 48, 2o.

Πρόβληµα 4.27 Για να υπολογίσουµε την ταχύτητα ενός ϐλήµατος (m1 = 12 g), το πυροβολούµε σε ένα κρε-
µασµένο κουτί µε άµµο (m2 = 20 kg, l = 1 m), το οποίο µπορεί να ταλαντώνεται. Εξαιτίας του πυροβολισµού,
το κουτί µετακινείται κατά µία γωνία α = 10o, ενώ το ϐλήµα παραµένει µέσα στο κουτί.

(α) Πόση είναι η κινητική ενέργεια µετά τη ϐολή σαν συνάρτηση της αρχικής κινητικής ενέργειας ;

(ϐ) Ποια είναι η ταχύτητα της σφαίρας ;

v

l
α α

Σχήµα 4.8

Λύση:

(α) Πριν την κρούση έχουµε

Eπριν
κιν =

m1v
2

2
pπρινκιν = m1v

Μετά την κρούση έχουµε

Eµετα
κιν =

(m1 +m2)u2

2
pµετακιν = (m1 +m2)u
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Από τη διατήρηση της ορµής ϐρίσκουµε
u =

m1

m1 +m2
v (4.14)

Αντικαθιστώντας στην έκφραση της κινητικής ενέργειας έχουµε

Eµετα
κιν =

(m1 +m2)

2

(
m1v

m1 +m2

)2

=
m1v

2

2
· m1

m1 +m2
= Eπριν

κιν · 6 · 10−4.

Βλέπουµε ότι µόνο ένα πολύ µικρό ποσοστό της κινητικής ενέργειας του ϐλήµατος µεταφέρεται στο κουτί σαν
κινητική ενέργεια. Το υπόλοιπο µετατρέπεται σε ϑερµική ενέργεια.

(ϐ) Μετά το κτύπηµα από το ϐλήµα το κουτί ϑα ανέβει ένα ύψος

h = l(1− cosα) = 0, 0152 m

Από τη διατήρηση της ενέργειας έχουµε

Eµετα
κιν = Eδυν

⇒ (m1 +m2)u2

2
= mgh

⇒ u =
√

2gh

Χρησιµοποιώντας την (4) ϐρίσκουµε τη Ϲητούµενη ταχύτητα του ϐλήµατος

v =
m1 +m2

m1

√
2gh =

m1 +m2

m1

√
2gl(1− cosα) = 910, 7 m/s

Πρόβληµα 4.28 Τρεις ελαστικές σφαίρες των οποίων οι µάζες έχουν αναλογία 1 : 1
2 : 1

4 είναι κρεµασµένες ώστε
να εφάπτονται µεταξύ τους όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Αποµακρύνουµε τη µία σφαίρα και την αφήνουµε ελεύθερη
ώστε κτυπά τις άλλες δύο σφαίρες µε µία ταχύτητα v1. Για ποια ταχύτητα πετυχαίνουµε την αποµάκρυνση της
τελευταίας σφαίρας ;

m3m
m

1

2

3v

Σχήµα 4.9

Λύση:

Η πρώτη σφαίρα αφού κτυπήσει τη δεύτερη σφαίρα ϑα κινηθεί µε ταχύτητα u1 ενώ η δεύτερη ϑα κινηθεί µε
ταχύτητα u2. Από τη διατήρηση της ορµής έχουµε

m1v1 = m1u1 +m2u2 (4.15)

Από τη διατήρηση της ενέργειας έχουµε

m1v
2
1

2
=
m1u

2
1

2
+
m2u

2
2

2
(4.16)
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Από τις (4) και (4) ϐρίσκουµε

u1 =
m1 −m2

m1 +m2
v1

u2 =
2m1

m1 +m2
v1

αντικαθιστώντας το δεδοµένο ότι m1 = 2m2 ϐρίσκουµε

u2 =
4v1

3
(4.17)

Στη συνέχεια υπάρχει η κρούση µε την τρίτη σφαίρα. Με όµοιο τρόπο

v3 =
2m2

m2 +m3
u2

Χρησιµοποιώντας το δεδοµένο m2 = 2m3 και εν συνεχεία την (4) ϐρίσκουµε

v3 =
2m2

m2 + (m2/2)
u2 =

4u2

3
=

16v1

9

Πρόβληµα 4.29 ΄Ενα ηλεκτρόνιο µάζας m και ϕορτίου e κινείται σε κυκλική τροχιά γύρω από ένα πρωτόνιο,
πού ϑεωρείται ακίνητο. Η ακτίνα της τροχιάς είναι R. Αν η έλξη ενεργεί σαν κεντροµόλος δύναµη, να ϐρεθεί
η ταχύτητα του ηλεκτρονίου, η κινητική ενέργεια, η δυναµική ενέργεια και το έργο ιονισµού του συστήµατος
(ενέργεια πού χρειάζεται ώστε το ηλεκτρόνιο να ϐρεθεί σε άπειρη απόσταση από το πρωτόνιο).

Λύση:

p e
F

r̂

Σχήµα 4.10

Από την ηλεκτροστατική έχουµε ότι η δύναµη Coulomb που ασκεί το πρωτόνιο πάνω στο ηλεκτρόνιο είναι

F = −k e2

R2
r̂

Για την περίπτωση του ηλεκτρονίου η κεντροµόλος δύναµη είναι

Fk = −mv
2

R
r̂

όπου m είναι η µάζα του ηλεκτρονίου. ΄Οµως F = Fk. ΄Αρα:

k
e2

R2
=
mv2

R

⇒ v =

√
ke2

mR

Η κινητική ενέργεια του ηλεκτρονίου είναι

K =
1

2
mv2 =

1

2

ke2

R
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Η δυναµική ενέργεια σε απόσταση R από το πρωτόνιο είναι

V (R) = −
ˆ R

∞
F · dr = −

ˆ R

∞
−ke2

R2
r̂ · dr = −ke2

R

Η συνολική ενέργεια του ηλεκτρονίου είναι

E(R) = K + V (R) =
1

2

ke2

R
− ke2

R
= −1

2

ke2

R

΄Οταν το ηλεκτρόνιο µετακινηθεί στο άπειρο τότε η ελάχιστη τιµή της ενέργειάς του είναι E(∞) = 0. ΄Αρα πρέπει
να δαπανήσουµε έργο ίσο µε την ενέργειά του στην απόσταση R από το πρωτόνιο, άρα

W = |E(R)− E(∞)| = ke2

2R

Πρόβληµα 4.30 Να ϐρεθεί η δυναµική ενέργεια V (x) του συστήµατος των δύο ελατηρίων του σχήµατος 4.11,
όταν η οριζόντια µετατόπιση x είναι µικρή σε σχέση µε το αρχικό µήκος `0 των ελατηρίων. Η σταθερά κάθε
ελατηρίου είναι k.∗

Σχήµα 4.11

Λύση:

Η δύναµη επαναφοράς του κάθε ελατηρίου είναι

f = −k(`− `0)

Η συνισταµένη δύναµη F των δύο ελατηρίων έχει µέτρο

F =
√
f2 + f2 + 2f2 cos (π − 2φ) = 2f sinφ

και διεύθυνση −x̂. ΄Αρα
F = −2k(`− `0) sinφx̂ (4.18)

΄Οµως

sinφ =
x

`
και ` =

√
`20 + x2

και αντικαθιστώντας στην (4) έχουµε

F = −2k

(
1− `0√

`20 + x2

)
xx̂ (4.19)

∗ Για µικρές τιµές του x µπορούµε να κάνουµε την προσέγγιση (1 + x)n ' 1 + nx
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Για µικρό x έχουµε
1√

`20 + x2
=

1

`0
− x2

2`30
+ . . .

και η (4) γίνεται

F = −2k

1− `0

(
1

`0
− x2

2`30

)xx̂ = − k
`20
x3x̂

΄Οµως

dV = −Fdx

⇒ V =

ˆ
−Fdx+ σταθερά =

kx4

4`20
+ σταθερά

Επειδή για x = 0 η δυναµική ενέργεια είναι µηδέν προφανώς η σταθερά ολοκλήρωσης είναι µηδέν. ΄Αρα

V =
k

4`20
x4

Πρόβληµα 4.31 Αφήνουµε µία σφαίρα να πέσει από ύψος 10 m. Αν το 80% της µηχανικής ενέργειας σε κάθε
αναπήδηση της σφαίρας στο έδαφος µετατρέπεται σε ϑερµότητα, να ϐρεθεί µετά από πόσο χρόνο ϑα ηρεµήσει η
σφαίρα. †

Λύση:

Αρχικά η σφαίρα έχει µόνο δυναµική ενέργεια, ίση µε mgh. ΄Υστερα από την πρώτη αναπήδηση η σφαίρα ϑα
ϕτάσει σε ύψος h1 και η δυναµική της ενέργεια ϑα είναι

mgh1 = 0, 2mgh

⇒ h1 = 0, 2h

Στη δεύτερη αναπήδηση ϑα ϕτάσει σε ύψος h2 = 0, 2h1 = 0, 22h, στην τρίτη σε ύψος h3 = 0, 2h2 = 0, 23h κ.ο.κ.
Ο χρόνος της πρώτης αναπήδησης είναι

t =

√
2h

g
=

√
2× 10

10
= 1, 41 s

Από την πρώτη ως τη δεύτερη αναπήδηση µεσολαβεί χρόνος

t1 = 2

√
2h1

g
= 2

√
0, 4h

g
= 0, 21/2 2t

Με το ίδιο σκεπτικό ϐρίσκουµε

t2 = 2

√
2h2

g
= 0, 2 2t

t3 = 2

√
2h3

g
= 0, 2

3
2 2t

Ο συνολικός χρόνος που αναπηδά η σφαίρα είναι

tολ = t+ t1 + t2 + t3 + . . . = t+ 2t(0, 2
1
2 + 0, 2

2
2 + 0, 23/2 + . . .)

= t+ 2t
0, 2

1
2

1− 0, 2
1
2

= 2, 612t = 3, 69 s

† ∆ίνεται ότι
∞∑
n=1

xn =
x

1− x για |x| < 1.
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Πρόβληµα 4.32 ΄Ενα σώµα µάζας m = 0, 1 kg κρεµιέται από την άκρη ενός νήµατος µήκους 0, 9m. Το σώµα
αποκτά οριζόντια ταχύτητα v0 = 6m/s και διαγράφει τροχιά πάνω σε κατακόρυφο επίπεδο. Να υπολογιστεί
η τάση στο νήµα σε συνάρτηση µε τη γωνία πού σχηµατίζει µε την κατακόρυφο. Για ποια γωνία το σώµα
εγκαταλείπει την κυκλική του τροχιά ;

Λύση:

h

B F

v
0 B F

v

T Tφ

Σχήµα 4.12

΄Εστω ότι ϐρισκόµαστε πάνω στο σώµα που κινείται. Σε µια τυχαία ϑέση που η ακτίνα σχηµατίζει γωνία φ
µε την κατακόρυφη πάνω στο σώµα ενεργούν οι δυνάµεις του ϐάρους, B, της τάσης, T και η ϕυγόκεντρος
δύναµη, F . ΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα το ϐάρος µπορεί να αναλυθεί σε δύο συνιστώσες, την ακτινική B1 και
την εφαπτοµενική B2. Από την ισορροπία του σώµατος κατά τη διεύθυνση της ακτίνας έχουµε

T = B1 + F = B cosφ+ F (4.20)

Αλλά

F =
mv2

R
(4.21)

Την ταχύτητα v την υπολογίζουµε από την αρχή διατήρησης της ενέργειας

1

2
mv2

0 =
1

2
mv2 +mg(R−R cosφ)

⇒ v2 = v2
0 − 2gR(1− cosφ)

και αντικαθιστώντας στις (4) και (4) ϐρίσκουµε

T =
mv2

0

R
−mg(2− 3 cosφ) =

0, 1× 36

0, 9
− 0, 1× 10(2− 3 cosφ) = (2 + 3 cosφ) N

Το σώµα ϑα εγκαταλείψει την κυκλική τροχιά στο σηµείο όπου T = 0

⇒ cosφ = −2

3
⇒ φ = 131, 8o

Πρόβληµα 4.33 Να εξεταστεί το ποσό της ενέργειας πού καταναλώνει µια ηλεκτροκίνητη σκάλα πού έχει
ταχύτητα v όταν

(α) ο άνθρωπος πού ανεβαίνει στέκεται ακίνητος πάνω της

(ϐ) ϐαδίζει πάνω σ΄ αυτή µε σχετική ταχύτητα V ′.

Ποια είναι η ισχύς σε καθεµία από τις δύο περιπτώσεις ;
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Λύση:

θ
d

Σχήµα 4.13

(α) Εφόσον ο άνθρωπος είναι ακίνητος πάνω στην σκάλα, για να ανέβει σε ύψος d = ` sin θ καταναλώνεται
ενέργεια E = mgd. Για να ϕτάσει στην κορυφή της χρειάζεται

t =
d

v sin θ

και η ισχύς που καταναλώνεται είναι

P =
E

t
= mgv sin θ

(ϐ) Εφόσον ο άνθρωπος ϐαδίζει σε σχέση µε τη σκάλα µε µια σχετική ταχύτητα V ′ ο χρόνος που χρειάζεται για
να ανέβει στο τελικό ύψος d είναι

t′ =
d

(v + V ′) sin θ

Στη διάρκεια αυτού του χρόνου ένα σκαλοπάτι ανεβαίνει κατακόρυφα ένα ύψος

h = vt′ sin θ =
vd

v + V ′

ενώ ο άνθρωπος ανεβαίνει ϐαδίζοντας ένα ύψος

d− h = V ′t′ sin θ =
V ′d

v + V ′

Η ενέργεια που καταναλώνεται από την σκάλα είναι

mgh = mg
vd

v + V ′

ενώ ο άνθρωπος παράγει έργο ίσο µε

mg(d− h) = mg
V ′d

v + V ′

Η συνολική ενέργεια που απαιτείται για τη µετακίνηση του ανθρώπου σε ύψος d είναι

mgh+mg(d− h) = mgd

που είναι ίση µε την ενέργεια που χρειάζεται και στην περίπτωση (α). Η ισχύς που παράγεται από την σκάλα
είναι

P =
mgh

t′
=

mg(vd)

(v + V ′)

d

(v + V ′) sin θ

= mgv sin θ

Ας σηµειώσουµε ότι η ισχύς που απαιτείται από την σκάλα είναι η ίδια και στις δύο περιπτώσεις, ενώ το έργο
που παράγεται από την σκάλα στη δεύτερη περίπτωση είναι µικρότερο από αυτό που παράγεται στην πρώτη
περίπτωση.
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Πρόβληµα 4.34 ΄Ενα υλικό σηµείο µε ϐάρος B µπορεί να γλιστράει χωρίς τριβή πάνω στην περιφέρεια ενός
κατακόρυφου κύκλου που έχει ακτίνα R. Το σηµείο αυτό έλκεται µε δύναµη ανάλογη προς την απόστασή του
από το κέντρο έλξης. Το κέντρο αυτό ϐρίσκεται στη µία άκρη της οριζόντιας διαµέτρου του κύκλου. Να ϐρεθούν
οι ϑέσεις ισορροπίας του υλικού σηµείου.

Λύση:

r̂

F

Br

θ̂θ

N

Σχήµα 4.14

Σ΄ ένα τυχαίο σηµείο της περιφέρειας οι δυνάµεις που ασκούνται πάνω στο σώµα είναι : η ελκτική δύναµη
F = −krr̂, το ϐάρος του B και η αντίδραση της επιφάνειας N . ΄Αρα το άθροισµα των δυνάµεων είναι

Fολ = ma = m(r̈ − rθ̇2)r̂ +m(rθ̈ + 2ṙθ̇)θ̂ = F +B +N

Αν αναλύσουµε στις συντεταγµένες των διανυσµάτων έχουµε

στον άξονα r̂: m(r̈ − rθ̇2) = −mg sin θ − kr −N cos θ

στον άξονα θ̂: m(rθ̈ + 2ṙθ̇) = mg cos θ −N sin θ

(4.22)

Από τη γεωµετρία του προβλήµατος έχουµε

r = 2R cos θ

⇒ ṙ = −2Rθ̇ sin θ

⇒ r̈ = −2Rθ̇2 cos θ − 2Rθ̈ sin θ

Οι σχέσεις (4) γίνονται

−4mRθ̇2 cos θ − 2mRθ̈ sin θ = −mg sin θ − 2kR cos θ −N cos θ (4.23)

2mRθ̈ cos θ − 4mRθ̇2 sin θ = mg cos θ −N sin θ (4.24)

Αν πολλαπλασιάσουµε την (4) µε sin θ και την (4) µε cos θ έχουµε

−4mRθ̇2 cos θ sin θ − 2mRθ̈ sin2 θ = −mg sin2 θ − 2kR cos θ sin θ −N cos θ sin θ (4.25)

2mRθ̈ cos2 θ − 4mRθ̇2 sin θ cos θ = mg cos2 θ −N sin θ cos θ (4.26)

Αφαιρώντας την (4) από την (4) ϐρίσκουµε

2mRθ̈ = mg + kR sin 2θ

⇒ θ̈ =
g

2R
+

k

2m
sin 2θ

Στο σηµείο ισορροπίας έχουµε θ̈ = 0 άρα
sin 2θ = −mg

kR
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Πρόβληµα 4.35 Κυλινδρικό δοχείο στρέφεται γύρω από τον άξονά του µε γωνιακή ταχύτητα ω. Το δοχείο
περιέχει νερό. Να ϐρεθεί η κλίση της ελεύθερης επιφάνειας του νερού στα τοιχώµατα του δοχείου. Ποια µορφή
παίρνει η επιφάνεια του νερού ;

Λύση:

∆m

∆mg

R R

ω

F

Σχήµα 4.15

Σε µια απειροστά µικρή ποσότητα υγρού µάζας ∆m που ισορροπεί στην επιφάνεια του υγρού ασκούνται δύο
δυνάµεις: το ϐάρος, ∆mg, προς τα κάτω και η αντίδραση του υπόλοιπου υγρού, Fυγ , που είναι κάθετη στην
επιφάνεια του υγρού. Το άθροισµα αυτών των δυνάµεων ϑα πρέπει να ισούται µε την κεντροµόλο, Fz = ∆mω2rr̂.
΄Αρα

Fυγ cosα = ∆mg

και
Fz = Fυγ sinα =

∆mg sinα

cosα
= ∆mg tanα

Αντικαθιστώντας την Fz ϐρίσκουµε

∆mω2r = ∆mg
dz

dr

⇒ dz

dr
=
ω2r

g

⇒ z(r) =
ω2r2

2g
+ σταθ.

΄Οταν ϐρισκόµαστε πάνω στον άξονα έχουµε

z(r = 0) = σταθ. = 0

΄Αρα η εξίσωση που περιγράφει την επιφάνεια είναι

z(r) =
ω2

2g
r2

που είναι µια παραβολή.

Πρόβληµα 4.36 Βρείτε το έργο που παράγει η δύναµη

F = a(x− y)x̂+ a(x+ y)ŷ

όταν ασκείται σε κάποιο σωµατίδιο και το µεταφέρει από τη ϑέση A = (0, 0) στη ϑέση Γ = (1, 1) ακολουθώντας

(α) τη διαδροµή ΑΒΓ όπου B = (0, 1)

(ϐ) τη διαδροµή Α∆Γ όπου ∆ = (1, 0).

Εξαρτάται το έργο από τη διαδροµή ;
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Γ

∆Α

Β

x

y

Σχήµα 4.16

Λύση:

Το έργο που παράγεται στη διαδροµή ABΓ είναι

WABΓ =

ˆ B

A
Fydy +

ˆ Γ

B
Fxdx =

ˆ 1

0
aydy +

ˆ 1

0
a(x− 1)dx = 0

Το έργο που παράγεται στη διαδροµή Α∆Γ είναι

WΑ∆Γ =

ˆ ∆

A
Fxdx+

ˆ Γ

∆
Fydy =

ˆ 1

0
axdx+

ˆ 1

0
a(1 + y)dy = 2a

΄Αρα
WABΓ 6= WΑ∆Γ

Πρόβληµα 4.37

(α) Βρείτε τη δύναµη, F , που προσδιορίζεται από το διατηρητικό (συντηρητικό) δυναµικό πεδίο

U(x, y, z) = k(y cos z + x2e−y)

όπου κ είναι µια σταθερά.

(ϐ) ΄Ενα σωµατίδιο µάζας m κινείται στην περιοχή του δυναµικού πεδίου που ορίστηκε στο σκέλος (α). Στο
σωµατίδιο ασκείται µια ακόµη δύναµη, f = av ×Ω, όπου a είναι µια ϑετική σταθερά, v η ταχύτητα του
σωµατιδίου και Ω µια σταθερά διανυσµατική ποσότητα. Τη χρονική στιγµή tA το σωµατίδιο ϐρίσκεται στο
σηµείο rA = ŷ και τη χρονική στιγµή tB στο σηµείο rB = 2x̂ + (7π/5)ẑ. Υπολογίστε τη µεταβολή της
κινητικής ενέργειας του σωµατιδίου από το σηµείο A στο σηµείο B.

Λύση:

(α) Η δύναµη σχετίζεται µε το δυναµικό µε την εξής σχέση

F = −∇U(x, y, z)

΄Αρα

Fx = −∂U
∂x

= −2kxe−y

Fy = −∂U
∂y

= −k cos z + kx2e−y



210 Compiled on 15 Σεπτεµβρίου 2016, ∆ιατήρηση της Ενέργειας

Fz = −∂U
∂z

= ky sin z

΄Αρα το διάνυσµα της δύναµης είναι

F = −2kxe−yx̂− (k cos z − kx2e−y)ŷ + ky sin zẑ

(ϐ) Η µεταβολή της κινητικής ενέργειας του σώµατος οφείλεται στη µεταβολή της δυναµικής ενέργειας από τη
ϑέση rA στη ϑέση rB και στο έργο που παράγεται από τη δύναµη f . Η µεταβολή του έργου λόγω της δύναµης
f είναι

dWf = f · vdt

Αλλά f · v = (av ×Ω) · v = 0. ΄Αρα η δύναµη f δεν παράγει έργο. ΄Αρα η µεταβολή της κινητικής ενέργειας
είναι

∆K = U(rA)− U(rB) =
[
k cos 0 + 0e−1

]
−
[
k0 cos

7π

5
+ k22e−0

]
= −3k

Πρόβληµα 4.38 ΄Ενα σωµατίδιο µάζας m κινείται σε πεδίο στο οποίο η δυναµική ενέργεια δίνεται από

U(r) = −U0

[
−
(
r0

r

)2

+

(
r0

r

)3
]

όπου U0 και r0 είναι ϑετικές σταθερές και r > 0 είναι η απόσταση του σωµατιδίου από ένα ακίνητο κέντρο Ο.
∆είξτε ότι η στροφορµή, L , του σωµατιδίου ως προς το κέντρο Ο παραµένει σταθερή ως προς το χρόνο t.

Λύση:

Από τον ορισµό της η στροφορµή είναι
L = r × p

Για να είναι σταθερή πρέπει
dL

dt
=

dr

dt
× p+ r × dp

dt
=

dr

dt
× p+ r × F (4.27)

Επειδή p = mdr/dt, ο πρώτος όρος της (4) µηδενίζεται. Η δύναµη F είναι

F = −∇U(r) = f(r)r

άρα και ο δεύτερος όρος της (4) µηδενίζεται, εποµένως η στροφορµή L διατηρείται.

Πρόβληµα 4.39

(α) ΄Ενα σωµατίδιο µάζας m κινείται στο δυναµικό πεδίο του σχήµατος 4.17. Αρχικά (t = 0) ϐρίσκεται στη
ϑέση xA µε ταχύτητα −vAx̂ . ∆είξτε ότι µετά πάροδο χρόνου tπ το σωµατίδιο ϑα ϐρεθεί και πάλι στη ϑέση
xA µε ταχύτητα vAx̂ όπου vA > 0 . Επίσης δείξτε ότι

tπ < 2(xA − xE)/vA

όπου το xE προσδιορίζεται από τη σχέση U(xE) = E, και E είναι η ολική ενέργεια του σωµατιδίου.

(ϐ) ∆είξτε ότι η κίνηση του σωµατιδίου όταν η ολική του ενέργεια, E, είναι πολύ µικρή, 0 < E � U0, είναι
αρµονική περιοδική. Ποια είναι η χωρική περιοχή και ποια η περίοδος της κίνησης ;

(γ) ΄Εστω ότι η ολική ενέργεια του σωµατιδίου είναι αρκετά µεγάλη αλλά µικρότερη του U0, 0 � E < U0.
Περιγράψτε ποιοτικά την κίνηση του σωµατιδίου. ∆ώστε ένα ακριβές κάτω όριο της περιόδου, και ένα πολύ
προσεγγιστικό τύπο για το µέγεθος της.
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x0
xA

U0

U(x)

x0

E

x1

E

x2 x3

Σχήµα 4.17

Λύση:

(α) Το σωµατίδιο κινείται προς τ΄ αριστερά µέχρι το xE , ανακλάται και επιστρέφει. Στην προκειµένη περίπτωση
το xE ≡ x1. Στη ϑέση xA έχει την αρχική κινητική ενέργεια αλλά ϑα κινείται µε αντίθετη ϕορά. Η µέγιστη
κινητική στη διαδροµή xA → xE → xA είναι

1

2
mv2(x0) = U0 +

1

2
mv2

A

και κυµαίνεται
1

2
mv2

A <
1

2
mv2 < U0 +

1

2
mv2

A

άρα ο χρόνος που χρειάζεται για τη διαδροµή xA → xE → xA είναι

t <
2(xA − xE)

vA

(ϐ) ΄Οταν E � U0 το σωµατίδιο κινείται κοντά στο x0. Αν αναπτύξουµε το δυναµικό σε σειρά Taylor γύρω από το
σηµείο x0 και πάρουµε µόνο τους τρεις πρώτους όρους, έχουµε

U = U(x0) +
dU

dx

∣∣∣∣
x0

(x− x0) +
1

2

d2U

dx2

∣∣∣∣∣
x0

(x− x0)2

Αλλά

U(x0) = 0 και
dU

dx

∣∣∣∣
x0

= 0

΄Αρα

U =
1

2
k(x− x0)2 όπου k =

d2U

dx2

∣∣∣∣∣
x0

που είναι το δυναµικό του αρµονικού ταλαντωτή, άρα το σώµα ϑα εκτελεί ταλάντωση γύρω από το σηµείο x0. Η
περίοδος της ταλάντωσης είναι

T =
2π

ω
όπου ω =

√
k

m

⇒ T = 2π

(
U ′′(x0)

m

)− 1
2
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Ο χώρος κίνησης του σωµατιδίου είναι
−xE < x < xE

Η συνολική του ενέργεια είναι

E =
1

2
U ′′(x0)x2

E

⇒ xE =

√
2E

U ′′(x0)

(γ) ΄Οταν 0 � E < U0 η µέγιστη τιµή που µπορεί να πάρει η ταχύτητα είναι
√

(2E)/m άρα η ταχύτητα του
σώµατος ϑα είναι

0 < v <
√

(2E)/m

και η περίοδος για την κίνηση µεταξύ των σηµείων x2 και x3 είναι

T >
2(x3 − x2)√

2E/m

Πρόβληµα 4.40 Εξετάστε κατά πόσο το έργο του πεδίου που παράγει τη δύναµη

F = (y2z3 − 6xz2)x̂+ (2xyz3)ŷ + (3xy2z2 − 6x2z)ẑ

που ασκείται σε κάποιο σωµατίδιο από µια ϑέση Α ως µια Β ϑα εξαρτάται από την καµπύλη που συνδέει τα
σηµεία Α και Β;

Λύση:

Για να µην εξαρτάται το έργο που ϑα παραχθεί από τη καµπύλη που ϑα ακολουθηθεί κατά τη µετατόπιση πρέπει
το πεδίο της δύναµης να είναι διατηρητικό. Για να είναι το πεδίο διατηρητικό πρέπει ο στροβιλισµός της δύναµης
να ισούται µε µηδέν. ΄Αρα

∇× F =

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ẑ

∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z
y2z3 − 6xz2) (2xyz3) (3xy2z2 − 6x2z)

∣∣∣∣∣∣∣
= (6xyz2 − 6xyz2)x̂+ (3y2z2 − 12xz − 3y2z2 + 12xz)ŷ + (2yz3 − 2yz3)ẑ

= 0

΄Αρα το πεδίο είναι διατηρητικό.

Πρόβληµα 4.41 Θεωρήστε δύο σηµεία a και b στο χώρο των τριών διαστάσεων µε συντεταγµένες (r1a, r2a, r3a)
και (r1b, r2b, r3c) αντίστοιχα. Η παραµετρική µορφή µιας οποιασδήποτε καµπύλης µεταξύ των σηµείων a και b
µπορεί να γραφτεί ως

r1(t) = u1(t) + s1υ1(t)

r2(t) = u2(t) + s2υ2(t)

r3(t) = u3(t) + s3υ3(t)

ή
ri(t) = ui(t) + sivi(t), για i = 1, 2, 3

όπου si είναι σταθερές παράµετροι, ui(ta) = ria και ui(tb) = rib, ta και tb είναι οι τιµές του t στα σηµεία a και b
αντίστοιχα. Τα vi(t) είναι τυχαίες συναρτήσεις που µηδενίζονται στα σηµεία a και b. Με αυτή την παραµετρική
µορφή των καµπυλών µπορούµε να ορίσουµε το έργο µιας δύναµης F από το σηµείο a στο σηµείο b

W (s1, s2, s3) =

ˆ b

a
F · dr =

3∑
i=1

ˆ b

a
Fidri (4.28)
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Να δείξετε ότι η παράγωγος του έργου ως προς τις παραµέτρους si ϑα είναι

∂W

∂sj
=

ˆ b

a
vj(t)

[
r′ × (∇× F )

]
j

dt (4.29)

όπου r′ = dr/dt. Η σχέση (4.41) οδηγεί στο συµπέρασµα που αναφέρει ότι αν το έργο είναι ανεξάρτητο της
διαδροµής (διατηρητική δύναµη), δηλαδή ∂W/∂sj = 0, τότε το ∇× F = 0.

Λύση:

Από τη σχέση (4.41), το έργο είναι

W (s1, s2, s3) =

ˆ b

a
F · dr =

3∑
i=1

ˆ b

a
Fidri =

3∑
i=1

ˆ b

a
Fir
′
i(t) dt

όπου r′i(t) = dri(t)/dt. Η παράγωγος του έργου W (s1, s2, s3) ϑα είναι

∂W

∂sj
=

3∑
i=1

ˆ b

a

[
Fi

∂

∂sj

(
u′i + siv

′
i

)
︷︸︸︷
∂r′i
∂sj

+
∂Fi
∂sj

r′i

]
dt

⇒ ∂W

∂sj
=

3∑
i=1

ˆ b

a

[
Fiυ
′
iδij + r′iυj

∂Fi
∂rj

]
dt (4.30)

όπου
∂F

∂sj
=
∂F

∂rj

∂rj
∂sj

=
∂F

∂rj

∂

∂sj
(uj + sjυj) =

∂F

∂rj
υj

και δij είναι το σύµβολο του Kronecker, που ισούται µε

δij =


1 για i = j,

0 για i 6= j.

Αν παραγωγίσουµε κατά παράγοντες τον πρώτο όρο του ολοκληρώµατος (4) ϑα έχουµε

ˆ b

a
Fiv
′
i dt =

�
�
�
��

0

Fiυi

∣∣∣∣b
a︸ ︷︷ ︸

Fi(ta)���:
0

υi(ta)−Fi(tb)���:
0

υi(tb)

−
ˆ b

a
υi

dFi
dt

dt (4.31)

καθότι η συνάρτηση υi(t) µηδενίζεται στα σηµεία a και b. Αντικαθιστώντας τη σχέση (4) στη σχέση (4) ϑα έχουµε

∂W (s1, s2, s3)

∂sj
=

3∑
i=1

ˆ b

a

[
−υi

dFi
dt

δij + r′iυj
∂Fi
∂rj

]
dt =

ˆ b

a

− 3∑
i=1

υi
dFi
dt

δij +

3∑
i=1

r′iυj
∂Fi
∂rj

dt

=

ˆ b

a

−υj dFj
dt

+

3∑
i=1

r′iυj
∂Fi
∂rj

dt =

ˆ b

a

−υj 3∑
i=1

∂Fj
∂rj

r′i +

3∑
i=1

r′iυj
∂Fi
∂rj

 dt

=

ˆ b

a
υj

3∑
i=1

r′i

[
∂Fi
∂rj
− ∂Fj
∂ri

]
︸ ︷︷ ︸

[r′×(∇×F )]
j

dt
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=

ˆ b

a
υj

[
r′ × (∇× F )

]
j

dt

Το έργο είναι ανεξάρτητο της διαδροµής αν και µόνο αν το ∂W/∂sj = 0 για όλες τις τιµές του sj και για
κάθε συνάρτηση υj(t) η οποία µηδενίζεται στα σηµεία a και b. Από τη σχέση (4.41) συµπεραίνουµε ότι αυτό
συµβαίνει αν και µόνο αν το ∇ × F µηδενίζεται παντού. Αποδείξαµε δηλαδή ότι ικανή και αναγκαία συνθήκη

για να έχουµε µια διατηρητική δύναµη είναι να ισχύει ∇× F = 0. ‡

Πρόβληµα 4.42 Μια µικρή µπάλα µάζας M ϐρίσκεται σε ηρεµία στο πάνω άκρο ενός κατακόρυφου δοκαριού
ύψους h. ΄Ενα ϐλήµα µάζας m κινείται µε ταχύτητα v0 και διαπερνά οριζόντια τη µπάλα διαµέσου του κέντρου
της (ϐλ. σχήµα 4.18). Η µπάλα πέφτει στο οριζόντιο δάπεδο σε ένα σηµείο το οποίο απέχει µια απόσταση s από
το κατακόρυφο δοκάρι. Σε πόση απόσταση από το δοκάρι ϑα ϕτάσει το ϐλήµα όταν κτυπήσει το δάπεδο ; Τι
µέρος της κινητικής ενέργειας του ϐλήµατος µετατράπηκε σε ϑερµότητα όταν το ϐλήµα διαπέρασε τη µπάλα ;
Να αγνοήσετε την αντίσταση του αέρα.

Λύση:

Από τη διατήρηση της ορµής ϑα έχουµε
mv0 = mv +MV (4.32)

όπου v και V είναι οι ταχύτητες του ϐλήµατος µάζας m και της µπάλας µάζας M µετά τη διάτρηση. Από τη
σχέση (4) έπεται

v = v0 −
M

m
V (4.33)

Από το σχήµα συµπεραίνουµε ότι v > V . Μετά την κρούση, το ϐλήµα και η µπάλα ακολουθούν ϐολές και
εποµένως ϑα ισχύουν

s = V t και d = vt (4.34)

όπου ο χρόνος ϐολής είναι t =
√

2h/g και είναι ο ίδιος για τα δύο σώµατα. Εποµένως µε αντικατάσταση του
χρόνου ϐολής στις σχέσεις (4) ϑα έχουµε

V = s

√
g

2h
και v = v0 −

M

m
s

√
g

2h
(4.35)

όπου για το ϐλήµα έχουµε χρησιµοποιήσει τη σχέση (4). Η αρχική κινητική ενέργεια του συστήµατος ϑα
οφείλεται µόνο στο ϐλήµα

E0 =
1

2
mv2

0

‡ Το αποτέλεσµα αυτής της άσκησης µπορεί να επεκταθεί σε χώρους περισσοτέρων διαστάσεων µε την προϋπόθεση ότι ορίζεται ο
στροβιλισµός της δύναµης, ∇× F , µε κάποιο τρόπο.

Mm

υ0

s
d

Σχήµα 4.18
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και µετά από την κρούση η ολική κινητική ενέργεια ϑα είναι

E =
1

2
mv2 +

1

2
+MV 2

και εποµένως η διαφορά αυτών των ενεργειών µετατρέπεται σε ϑερµότητα

∆E = E0 − E

΄Αρα το ποσοστό της ενέργειας που µετατρέπεται σε ϑερµότητα ϑα είναι

ρ =
∆E

E0
= 1− E

E0
= 1− mv2

0

mv2 +MV 2
=
M

m

s2

v2
0

g

2h

2
v0

s

√
2h

g
− m+M

m


όπου έχουµε χρησιµοποιήσει τις σχέσεις (4).

Πρόβληµα 4.43
∆ύο µάζες m1,m2 είναι προσδεµένες µε ένα αβαρές µη εκτατό σχοινί µήκους l = 2d, όπου την αρχική χρονική
στιγµή ϐρίσκονται στην οριζόντια ϑέση, όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Το σώµα m1 κινείται πάνω στην οριζόντια
επιφάνεια του τραπεζιού, ενώ το σώµα m2 ϑα κινηθεί προς τα κάτω λόγω της ϐαρύτητας. Να δείξετε ότι την
τυχαία χρονική στιγµή t οι εξισώσεις κίνησης της µάζας m2 ϑα περιγράφονται από τις διαφορικές εξισώσεις

r̈ =
m2

m1 +m2

(
rθ̇2 + g cos θ

)
, θ̈ = −1

r

(
2ṙθ̇ + g sin θ

)

όπου r̈ =
d2r

dt2
, θ̈ =

d2θ

dt2
, ṙ =

dr

dt
, θ̇ =

dθ

dt

ddm1 m2

g

T

r

m2gsinθ

m2gcosθ

m2

m2g

θ

l-r
T

x

y

m1

Σχήµα 4.19

Λύση:

Για το σώµα m1, η τάση του νήµατος, T , ϑέτει σε κίνηση το σώµα κατά τον άξονα x, εποµένως

T = −m1
d2

dt2
(l − r) = m1r̈, όπου r̈ =

d2r

dt2
(4.1)

Για το σώµα m2, η επιτάχυνση σε πολικές συντεταγµένες κατά µήκος της ακτινικής κατεύθυνσης r είναι

a = r̈ − rθ̇2

και εποµένως, ο δεύτερος νόµος του Νεύτωνα ϑα µας δώσει

Fολ = m2

(
r̈ − rθ̇2

)
⇒ m2g cos θ − T = m2

(
r̈ − rθ̇2

)
(4.2)
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αφού η δύναµη κατά τη διεύθυνση r είναι Fολ = m2g cos θ−T . Απαλείφοντας την τάση T ανάµεσα στις εξισώσεις
(4) και (4), έπεται

m2g cos θ +m1r̈ = m2

(
r̈ − rθ̇2

)
⇒ r̈ =

m2

m1 +m2

(
rθ̇2 + g cos θ

)
Για την εξάρτηση της γωνίας θ ως προς το χρόνο, ϑα ϑεωρήσουµε τη ϱοπή, τ , της δύναµης m2g sin θ ως προς το
σηµείο Ο (κέντρο της τροχαλίας)

τ = −m2gr sin θ (4.3)

η οποία ευθύνεται για την αλλαγή της στροφορµής L = mr2θ̇ της µάζας m2, δηλαδή

τ =
dL

dt
=

d

dt

(
m2r

2θ̇
)

(4.4)

Από τις σχέσεις (4) και (4) ϑα λάβουµε

−m2gr sin θ =
d

dt

(
m2r

2θ̇
)

= m2

(
2rθ̇ṙ + r2θ̈

)
⇒ θ̈ = −1

r

(
2ṙθ̇ + g sin θ

)

Πρόβληµα 4.44
Θεωρήστε ένα σηµειακό ηλεκτρικό δίπολο p, το οποίο ϐρίσκεται στην αρχή των αξόνων, προσανατολισµένο προς
το ϑετικό άξονα y. Το πεδίο ϑα έχει τη µορφή του σχήµατος 4.20.

y

x
A

B
m

(R,θ)

θ
R

p

Σχήµα 4.20: Το ηλεκτρικό πεδίο ενός διπόλου. Η µαύρη γραµµή παριστάνει την τροχιά του ϕορτισµένου σωµατιδίου q
µάζας m.

Τοποθετούµε τη χρονική στιγµή t = 0 ένα σωµατίδιο µάζας m και ϕορτίου q σε ηρεµία στο σηµείο Α του άξονα
x, το οποίο απέχει απόσταση R από την αρχή των αξόνων. Να δείξετε ότι το σωµατίδιο ϑα ακολουθήσει κυκλική
τροχιά ακτίνας R. Αγνοήστε τη ϐαρύτητα. Για την επίλυση του προβλήµατος, ϑεωρήστε πολικές συντεταγµένες
(r, θ), µε θ όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Το ηλεκτρικό δυναµικό V (r, θ) και ηλεκτρικό πεδίο E(r, θ) ενός διπόλου
δίνονται από τις σχέσεις

V (r, θ) = − 1

4πε0

p cos θ

r2

E(r, θ) = − 1

rπε0

p

r3

(
2 cos θr̂ + sin θθ̂

)

Λύση:

Αν ϑεωρήσουµε το σωµατίδιο στην τυχαία ϑέση Β, η οποία καθορίζεται από τις πολικές συντετγαµένες (R, θ), η
διατήρηση της ενέργειας για τις δύο ϑέσεις Α(R, π/2) και Β(R, θ) ϑα µας δώσει

EΑ = EΒ ⇒ qV (ρ, π/2) = qV (R, θ) +
1

2
mv2
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⇒ 1

2
mv2 = qV (R, π/2)− V (R, θ) =

1

4πε0

pq cos θ

R2
(4.5)

Η δύναµη κατά µήκος της ακτινικής συνιστώσας δίνεται από την κεντροµόλο επιτάχυνση

Fr = mac = −mv2

R

(4)
= − 1

4πε0

2pq cos θ

R3

Εποµένως, το σωµατίδιο ϑα ακολουθήσει κυκλική τροχιά ακτίνας R. Αυτή η κίνηση είναι πανοµοιότυπη της
κίνησης ενός εκκρεµούς µήκους R, το οποίο αφήνεται από την ηρεµία του σε γωνία 90◦ από τον κατακόρυφο
άξονα. Αυτό οφείλεται στο γεονός ότι η δυναµική ενέργεια ενός εκκρεµούς είναι η ίδια µε αυτή ενός διπόλου σε
σταθερή απόσταση R.

Πρόβληµα 4.45 Υλικό σηµείο µάζας m κινείται στον άξονα x υπό την επίδραση της διατηρητικής δύναµησ:

F (x) = −kx+
k

a
x2,

όπου k και a είναι ϑετικές σταθερές.
(α) Να ϐρεθεί η συνάρτηση δυναµικής ενέργειας και να καθοριστούν οι ϑέσεις ισορροπίας του υλικού σηµείου.
(ϐ) Αν το υλικό σηµείο ξεκινά από τη ϑέση x = −a χωρίς αρχική ταχύτητα, να ϐρεθεί η ταχύτητα µε την οποία
περνά από τη ϑέση όπου η δυναµική ενέργεια γίνεται µέγιστη.

Λύση:

(α)

Η δυναµική ενέργεια είναι

V (x) = −
ˆ x

0
F (x)dx = −

ˆ x

0

(
−kx+

k

a
x2

)
dx

⇒ V (x) = k
x2

2
− k

3a
x3

Οι ϑέσεις ισορροπίας αντιστοιχούν στα τοπικά ελάχιστα ή τοπικά µέγιστα της συνάρτησης της δυναµικής ενέρ-
γειας. ΄Αρα

dV

dx
= 0⇒ kx− k

a
x2 = 0

⇒ kx

(
1− x

a

)
= 0

΄Αρα οι ϑέσεις ισορροπίας είναι τα σηµεία x = 0 και x = a.

(ϐ)

Η δυναµική ενέργεια γίνεται µέγιστη στη ϑέση x = a. Πράγµατι :

d2V

dx2
= k − 2k

a
x.

Και για x = a:

d2V

dx2
= k − 2k

a
a = −k < 0

Η Ϲητούµενη ταχύτητα υπολογίζεται εφαρµόζοντας την αρχή διατήρησης της ενέργειας µεταξύ των ϑέσεων x = −a
και x = a:

V (−a) +K(−a) = V (a) +K(a)
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⇒ k

2
a2 +

k

3a
a3 + 0 =

k

2
a2 − k

3a
a3 +

1

2
mu2

⇒ 1

2
mu2 =

2k

3
a2 ⇒ u = 2a

√
k

3m



5
∆ιατήρηση της Ορµής και της Στροφορµής

Πρόβληµα 5.1 ∆υο σωµατίδια µε ίσες µάζες συγκρούονται ελαστικά (η ολική κινητική ενέργεια των σωµατιδίων
διατηρείται). ∆είξτε ότι αν αρχικά το ένα είχε ταχύτητα µηδέν, τότε µετά την κρούση αν και τα δύο σώµατα
κινούνται, οι ταχύτητες των δύο σωµατιδίων σχηµατίζουν γωνία 90o .

Λύση:

Από την αρχή διατήρησης της ορµής έχουµε :

mv1 + 0 = mv′1 +mv′2

⇒ v1 = v′1 + v′2 (5.1)

Από την αρχή διατήρησης της ενέργειας έχουµε

1

2
mv2

1 =
1

2
mv′21 +

1

2
mv′22

⇒ v2
1 = v′21 + v′22 (5.2)

Από τη σχέση (5) έχουµε
v2

1 = (v′1 + v′2) · (v′1 + v′2) = v′21 + v′22 + 2v′1 · v′2

Χρησιµοποιώντας τη σχέση (5) συµπεραίνουµε ότι

v′1 · v′2 = 0

΄Αρα οι ταχύτητες των δύο σωµατιδίων µετά την κρούση είναι κάθετες, v′1⊥v′2 .

Πρόβληµα 5.2 ΄Ενα ϐλήµα εκτοξεύεται κατακόρυφα προς τα πάνω. Στο υψηλότερο σηµείο της τροχιάς του
εκρήγνυται σε δύο κοµµάτια. Το ένα κοµµάτι έχει διπλάσια µάζα από το άλλο. Το κοµµάτι µε τη µεγαλύτερη
µάζα ακριβώς µετά την έκρηξη έχει κινητική ενέργεια K. ∆είξτε ότι η συνολική ενέργεια που απελευθερώνεται
κατά την έκρηξη (δηλ. η ολική κινητική ενέργεια των δύο κοµµατιών ακριβώς µετά την έκρηξη) ισούται ακριβώς
µε 3K.

Λύση:

΄Εστω ότι µετά την έκρηξη το µικρότερο κοµµάτι (m) έχει ταχύτητα υ1 ενώ το µεγαλύτερο (2m) έχει ταχύτητα υ2.
Από τη στιγµή που δεν υπήρχε ορµή πριν από την έκρηξη, οι τελικές ορµές των δύο κοµµατιών ϑα πρέπει να
έχουν άθροισµα µηδέν (δηλαδή να είναι αντίρροπες). Από τη διατήρηση της ορµής προκύπτει

Pολ = mυ1 − 2mυ2 ⇒ mυ1 = 2mυ2 ⇒ υ1 = 2υ2.
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Η κινητική ενέργεια του µεγάλου κοµµατιού είναι

K =
1

2
(2m)υ2

2

΄Αρα η συνολική ενέργεια που απελευθερώνεται κατά την έκρηξη είναι

Kολ =
1

2
mυ2

1 +
1

2
2mυ2

2 =
1

2
m(2υ2)2 +

1

2
2mυ2

2 = 2
1

2
2mυ2

2 +
1

2
2mυ2

2 = 2K +K = 3K

Πρόβληµα 5.3 Να δείξετε ότι αν µια δύναµη που δρα σε υλικό σηµείο είναι της µορφής F (r) = F (r)r̂,
δηλαδή κεντρική δύναµη, τότε το υλικό σηµείο διαγράφει επίπεδη κίνηση, δηλαδή η κίνησή του περιορίζεται
σ’ένα επίπεδο.

Λύση:

΄Εχουµε για τη ϱοπή τ της κεντρικής δύναµης περί την αρχή των αξόνων που υποθέτουµε ότι είναι το κέντρο
της δύναµης

τ = r × F = r × (F (r)r̂) = F (r)r × r̂ = 0

αφού r και r̂ παράλληλα εξ’ ορισµού (r = rr̂). ΄Εχουµε λοιπόν από το ϑεώρηµα της µεταβολής της στροφορµής
περί την αρχή των αξόνων

τ =
dL0

dt
= 0 άρα L0 = mr × v = σταθερό

Πολλαπλασιάζουµε εσωτερικά επί r οπότε

mr · (r × v) = (r ·L0)

και χρησιµοποιόντας την ιδιότητα του τριπλού γινοµένου

a · (b× c) = (a× b) · c

οπότε
mr · (r × v) = m(r × r) · v = r ·L0 = 0

Εποµένως τα r και L0 είναι κάθετα µεταξύ τους καθόλη τη διάρκεια της κίνησης. Το ίδιο ισχύει για το v, δηλαδή
µε τον ίδιο τρόπο δείχνει κανείς ότι v και L0 είναι κάθετα. Αν διαλέξουµε τον άξονα Oz (για παράδειγµα) κατά
τη διεύθυνση του L0 που είναι σταθερό διάνυσµα, έχουµε

r ·L0 = L0r · ẑ = L0z = 0

όπου r · ẑ είναι η προβολή του r στον άξονα Oz άρα είναι z αφού το τυχαίο διάνυσµα ϑέσης έχει τη µορφή
r = xx̂+ yŷ + zẑ. ∆ηλαδή z = 0 για κάθε τιµή του χρόνου. Αυτή όµως είναι η εξίσωση επιπέδου κάθετου στον
άξονα Oz που διέρχεται από την αρχή των αξόνων. ∆ηλαδή παρόλο που οι άλλες συντεταγµένες του κινητού
µπορούν να αλλάζουν µε το χρόνο, η z δεν αλλάζει και το κινητό είναι σε ένα επίπεδο που ϕυσικά εξαρτάται από
την αρχική ταχύτητα του κινητού ή αλλιώς από το L0.

Πρόβληµα 5.4 Σωµατίδιο κινείται σε πεδίο κεντρικών δυνάµεων µε κέντρο O. Στο σχήµα 5.1 παριστάνεται
τµήµα της τροχιάς του σωµατιδίου. Αν ϑεωρηθούν τα r1, r2,v1 και φ γνωστά, να υπολογιστεί το µέτρο της v2

στη ϑέση Β.

Λύση:

Η στροφορµή LA στο σηµείο Α είναι

LA = r1 ×mv1 = −mr1v1ẑ

εφ΄ όσον r1 ⊥ v1. Η στροφορµή LB στο σηµείο Β είναι
LB = r2 ×mv2 = −mr2v2 sinφẑ
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Σχήµα 5.1

Η δύναµη που ασκείται στο σωµατίδιο είναι κεντρική και συνεπώς η στροφορµή διατηρείται

LA = LB

⇒ mr1v1 = mr2v2 sinφ

⇒ v2 =
r1v1

r2 sinφ

Πρόβληµα 5.5 Χορεύτρια στον πάγο περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω0. Τι ϑα συµβεί εάν ξαφνικά
η χορεύτρια, καθώς περιστρέφεται, εκτείνει τα χέρια της ; Συγκεκριµένα δείξτε ότι η γωνιακή της ταχύτητα
ϑα µεταβληθεί. Εκφράστε το λόγο της αρχικής προς την τελική γωνιακή ταχύτητα ως συνάρτήση των ϱοπών
αδρανείας ως προς τον άξονα περιστροφής. ∆είξτε ότι η κινητική ενέργεια λόγω περιστροφής ϑα ελαττώνεται.
Πού καταναλώθηκε ενέργεια ;

Λύση:

Κατά την περιστροφή δεν υπάρχουν εξωτερικές ϱοπές µε αποτέλεσµα η στροφορµή της χορεύτριας να διατηρείται.
Εποµένως

L1 = L2 ⇒ I1ω1 = I2ω2 ⇒ ω2 =
I1ω1

I2

Αλλά I1 < I2 εποµένως ω1 > ω2. Επίσης η αρχική ενέργεια E1 ϑα είναι

E1 =
1

2
I1ω

2
1

ενώ η τελική ενέργεια E2, καθώς περιστρέφεται η χορεύτρια, εκτείνει τα χέρια της ϑα είναι

E2 =
1

2
I2ω

2
2 =

1

2
I2

(
I1ω1

I2

)2

=
1

2
I2
I2

1ω
2
1

I2
2

=
1

2

I2
1ω

2
1

I2
=

1

2
I1ω

2
1

I1

I2
= E1

I1

I2

Επειδή I1 < I2 έχουµε ότι E1 > E2. ΄Αρα η κινητική ενέργεια µειώνεται κατά την έκταση των χεριών της
χορεύτριας. Η ενέργεια καταναλώθηκε για την αποµάκρυνση των χεριών της χορεύτριας από το σώµα της.

Πρόβληµα 5.6 Για ένα σύστηµα µε n-σωµατίδια µάζας m1,m2, . . . ,mn και διανύσµατα ϑέσης r1, r2, . . . , rn.
Να αποδείξετε ότι για το κέντρο µάζας, R, ισχύει

M2R2 = M

n∑
i=1

mir
2
i −

1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

mimjr
2
ij

όπου rij = ri − rj και M =
∑n

i=1mi είναι η ολική µάζα του συστήµατος.



222 Compiled on 15 Σεπτεµβρίου 2016, ∆ιατήρηση της Ορµής και της Στροφορµής

Λύση:

Από τον ορισµό του κέντρου µάζας, R, ϑα έχουµε

R =

∑
imiri
M

⇒MR =
∑
i

miri

όπου ο δείκτης του αθροίσµατος τρέχει από το i = 1 ως i = n. Υψώνοντας στο τετράγωνο την παραπάνω σχέση
ϑα έχουµε

M2R2 =
∑
i

miri
∑
j

mjrj =
∑
i

∑
j

mimjri · rj (5.3)

Ο όρος ri · rj µπορεί να ϐρεθεί υψώνοντας στο τετράγωνο τη σχετική ϑέση των Ϲευγών των ϑέσεων

rij = ri − rj
⇒ r2

ij = r2
i + r2

j − 2ri · rj

⇒ ri · rj =
r2
i + r2

j − r2
ij

2
(5.4)

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (5) και (5) ϑα έχουµε

M2R2 =
1

2

∑
i

∑
j

mimj(r
2
i + r2

j − r2
ij)

⇒M2R2 =
1

2

∑
i

∑
j

mimjr
2
i +

1

2

∑
i

∑
j

mimjr
2
j −

1

2

∑
i

∑
j

mimjr
2
ij (5.5)

Παρατηρούµε ότι ∑
i

∑
j

mimjr
2
i =

∑
j

mj

∑
i

mir
2
i = M

∑
i

mir
2
i

και ∑
i

∑
j

mimjr
2
j =

∑
i

mi

∑
j

mjr
2
j = M

∑
j

mjr
2
j

΄Αρα η εξίσωση (5) ϑα έχει

M2R2 =
1

2
M
∑
i

mir
2
i +

1

2
M
∑
j

mjr
2
j −

1

2

∑
i

∑
j

mimjr
2
ij

= M
∑
i

mir
2
i −

1

2

∑
i

∑
j

mimjr
2
ij

= M
∑
i

mir
2
i −

1

2

∑
i

∑
j

mimjr
2
ij

Πρόβληµα 5.7 Βρείτε το κέντρο µάζας (ΚΜ) ενός οµογενούς κυκλικού δακτυλίου ακτίνας R και γωνίας 2α.
Θεωρήστε ότι ο δακτύλιος αυτός έχει επιφανειακή πυκνότητα ρ = dm/dS σταθερή.

Λύση:

Για ένα συνεχές σύστηµα το κέντρο µάζας του συστήµατος είναι

RΚΜ =

´
rdm´
dm
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θd
θrd

(r+dr)d   −rdθθ

θ

R α

−α

x

y

Σχήµα 5.2

Για µια επιφανειακή πυκνότητα µάζας η πυκνότητα είναι

ρ =
dm

dS
⇒ dm = ρdS

όπου το dS είναι η στοιχειώδης επιφάνεια πάνω στην επιφάνεια όπου γίνεται η ολοκλήρωση. Αν ϑεωρήσουµε
τώρα το πρόβληµα σε πολικές συντεταγµένες, το εµβαδόν της γραµµοσκιασµένης στοιχειώδους επιφάνειας ϑα
είναι

dS = (rdθ)(dr) = rdrdθ

όπου ϑεωρούµε ότι η στοιχειώδης αυτή επιφάνεια (στο όριο dr → 0,dθ → 0) είναι ένα τετράγωνο µε πλευρές dr
και rdθ (µήκος τόξου που δηµιουργείται από κύκλο ακτίνας r και γωνία του τόξου dθ).
Με τη ϐοήθεια της επιφανειακής πυκνότητας, το κέντρο µάζας ϑα γραφτεί

RΚΜ =

´
rdm´
dm

=
ρ
´
rdS

ρ
´

dS
=

´
rdS´
dS

=

´
xdS´
dS

x̂+

´
ydS´
dS

ŷ

όπου r = xx̂+ yŷ. Οι δύο καρτεσιανές συντεταγµένες του κέντρου µάζας ϑα είναι

XΚΜ =

´
xdS´
dS

και YΚΜ =

´
ydS´
dS

Σε πολικές συντεταγµένες το x = r cos θ και y = r sin θ, εποµένως µπορούµε να υπολογίσουµε τα ολοκληρώµατα
ˆ
xdS =

ˆ +α

−α

ˆ R

0
r cos θrdrdθ =

ˆ +α

−α
cos θdθ

ˆ R

0
r2dr =

2

3
R3 sinα

ˆ
ydS =

ˆ +α

−α

ˆ R

0
r sin θrdrdθ =

ˆ +α

−α
sin θdθ

ˆ R

0
r2dr = − cos θ

∣∣∣∣+α
−α

1

3
R3 = 0

ˆ
dS =

ˆ +α

−α

ˆ R

0
rdrdθ =

ˆ +α

−α
dθ

ˆ R

0
rdr = R2α

΄Αρα οι καρτεσιανές συντεταγµένες του κέντρου µάζας ϑα είναι

XΚΜ =

´
xdS´
dS

=
2

3
R

sinα

α
και

YΚΜ =

´
ydS´
dS

= 0

συνεπώς σε διανυσµατική µορφή το κέντρο µάζας είναι

RΚΜ = XΚΜx̂+ YΚΜŷ =
2

3
R

sinα

α
x̂
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Πρόβληµα 5.8 Η γραµµική πυκνότητα (µάζα ανά µονάδα µήκους) µιας ευθύγραµµης ϱάβδου που έχει µήκος
L αυξάνεται από την τιµή λ0 στο ένα άκρο της (x = 0) σε 2λ0 στο άλλο άκρο της x = L σύµφωνα µε τη σχέση

λ(x) = λ0

(
1 +

x

L

)
(α) Να δείξετε ότι η µάζα της ϱάβδου είναι

M =
3

2
λ0L

(ϐ) Να δείξετε ότι το κέντρο µάζας της ϱάβδου απέχει από το ελαφρύ άκρο της απόσταση

RΚΜ =
5

9
L

Λύση:

dx

Σχήµα 5.3

(α) Θεωρούµε ένα στοιχειώδες µήκος dx πάνω στο άξονα των x, τότε η µάζα που αντιστοιχεί σε αυτό το µήκος
είναι

dm = λdx

⇒M =

ˆ
dm =

ˆ L

0
λdx = λ0

ˆ L

0

(
1 +

x

L

)
dx =

3

2
λ0L

(ϐ) Το κέντρο µάζας της ϱάβδου είναι

RΚΜ =

´
xdm´
dm

=
xλdm

M
=
λ0

M

ˆ L

0
x

(
1 +

x

L

)
dx

όπου η ολική µάζα της ϱάβδου είναι M = (3/2)λ0L. Συνεπώς το κέντρο µάζας είναι

RΚΜ =
λ0

3
2λ0L

(ˆ L

0
x dx+

1

L

ˆ L

0
x dx

)
=

5

9
L

Πρόβληµα 5.9 ∆υο σωµατίδια µε µάζες m1,m2 κινούνται στο χώρο χωρίς την επίδραση εξωτερικών δυνάµεων.
Εκφράστε την κινητική ενέργεια του συστήµατος των δύο αυτών σωµατιδίων σε µεταβλητές του κέντρου µάζας.
Ειδικότερα, να αποδείξετε ότι η κινητική ενέργεια είναι

K =
1

2
Mv2

ΚΜ +
1

2
mrv

2

όπου vΚΜ = dRΚΜ/dt είναι η ταχύτητα του κέντρου µάζας RΚΜ, v είναι η σχετική ταχύτητα του δευτέρου
σωµατιδίου ως προς τον πρώτο σωµατίδιο, και mr είναι η ονοµαζόµενη ανηγµένη µάζα του συστήµατος

mr ≡
m1m2

m1 +m2
ή

1

mr
=

1

m1
+

1

m2
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Λύση:

m1

m2

1

2

O

x
CM

Σχήµα 5.4

Αν r είναι το διάνυσµα που ενώνει τα δύο σωµατίδια, όπως ϕαίνεται στο σχήµα, ϑα ισχύει

r = r1 − r2

και το κέντρο µάζας του συστήµατος
[
RΚΜ = (m1r1 +m2r2)/(m1 +m2)

]
ϑα δώσει

MRΚΜ = m1r1 +m2r2 = m1r1 +m2(r1 − r)

= Mr1 −m2r

⇒ r1 = RΚΜ +
m2

M
r

όπου M = m1 +m2 είναι η ολική µάζα του συστήµατος. Η ταχύτητα του σωµατιδίου, v1 = dr1/dt ϑα είναι

ṙ1 = v1 = ṘΚΜ +
m2

M
ṙ

⇒ v1 = vΚΜ +
m2

M
v

όπου vΚΜ είναι η ταχύτητα του κέντρου µάζας, και v είναι η σχετική ταχύτητα του συστήµατος των δύο σωµατι-
δίων. ΄Οµοια για τη ϑέση r2 έχουµε

r2 = r1 − r = RΚΜ +
m2

M
r − r = RΚΜ +

(
m2

M
− 1

)
r = RΚΜ −

m1

M
r

Η ταχύτητα του σωµατιδίου, v2 = ṙ2 = dr2/dt ϑα είναι

ṙ2 = v2 = ṘΚΜ −
m1

M
ṙ

⇒ v2 = vΚΜ −
m1

M
v

Η ολική κινητική ενέργεια, K, ϑα είναι

K =
1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 =

1

2
m1

(
vΚΜ +

m2

M
v

)2

+
1

2
m2

(
vΚΜ −

m1

M
v

)2
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=
1

2
m1

[
v2
ΚΜ +

(
m2

M

)2

v2 + 2
m2

M
VΚΜ · v

]
+

1

2
m2

[
v2
ΚΜ +

(
m1

M

)2

v2 − 2
m1

M
VΚΜ · v

]

=
1

2
(m1 +m2)v2

ΚΜ +
1

2

m1m2(m1 +m2)

(m1 +m2)2
v2

=
1

2
Mv2

ΚΜ +
1

2

m1m2

(m1 +m2)
v2

=
1

2
Mv2

ΚΜ +
1

2
mrv

2

όπου mr = m1m2/(m1 +m2).

Πρόβληµα 5.10 ΄Εστω ένα σύστηµα τριών σωµατιδίων µάζας m1,m2,m3 µε διανύσµατα ϑέσης r1, r2, r3 α-
ντιστοίχως. Να γράψετε την κινητική ενέργεια σαν άθροισµα της κινητικής ενέργειας του κέντρου µάζας
και της κινητικής ενέργειας της σχετικής κινήσεως περί το κέντρο µάζας, χρησιµοποιώντας τις συντεταγµένες
r12 = r1 − r2, r13 = r1 − r3. Ειδικότερα η κινητική ενέργεια είναι

K =
1

2
MṘ2

ΚΜ +
1

2

m2

M
(M −m2)ṙ12 +

1

2

m3

M
(M −m3)ṙ13 −

m2m3

M
ṙ12 · ṙ13

όπου η ολική µάζα M = m1 +m2 +m3.

Λύση:

m1

m2

1

2

12

O

m3

13

Σχήµα 5.5

Από τις σχέσεις r12 = r1 − r2 ⇒ r2 = r1 − r12 και r3 = r1 − r13, µπορούµε να εκφράσουµε το κέντρο µάζας,
rΚΜ, του συστήµατος των τριών σωµατιδίων ως εξής

RΚΜ =
m1r1 +m2r2 +m3r3

m1 +m2 +m3

⇒MRΚΜ = m1r1 +m2(r1 − r12) +m3(r1 − r13)

⇒ r1 = RΚΜ +
m2

M
r12 +

m3

M
r13 (5.6)

Οµοίως για το διάνυσµα ϑέσης r2 ϑα έχουµε

r2 = r1 − r12 = RΚΜ +
m2

M
r12 +

m3

M
r13 − r12

(5)
=⇒ r2 = RΚΜ +

(m2 −M)

M
r12 +

m3

M
r13
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Οµοίως για το r3 = r1 − r13 ϑα έχουµε

r3 = RΚΜ +
m2

M
r12 +

(m3 −M)

M
r13

Η κινητική ενέργεια, K, του συστήµατος των τριών σωµατιδίων ϑα είναι

K =
1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 +

1

2
m3v

2
1

όπου οι ταχύτητες, v1,v2,v3, ϑα είναι

ṙ1 = ṘΚΜ +
m2

M
ṙ12 +

m3

M
ṙ13

ṙ2 = ṘΚΜ +
(m2 −M)

M
ṙ12 +

m3

M
ṙ13

ṙ3 = ṘΚΜ +
m2

M
ṙ12 +

(m3 −M)

M
ṙ13

΄Αρα η κινητική ενέργεια, K, ϑα είναι

K =
1

2
m1

(
ṘΚΜ +

m2

M
ṙ12 +

m3

M
ṙ13

)2

+
1

2
m2

(
ṘΚΜ +

(m2 −M)

M
ṙ12 +

m3

M
ṙ13

)2

+
1

2
m3

(
ṘΚΜ +

m2

M
ṙ12 +

(m3 −M)

M
ṙ13

)2

⇒ K =
1

2
(m1 +m2 +m3)Ṙ2

ΚΜ +
1

2

m1m
2
2 +m2(m2 −M)2 +m2

2m3

(m1 +m2 +m3)2
ṙ2

12

+
1

2

m1m
2
3 +m3(m3 −M)2 +m3

2m2

(m1 +m2 +m3)2
ṙ2

13

+
m1m2 +m2(m2 −M) +m3m2

(m1 +m2 +m3)
ṙ12 · ṘΚΜ

+
m3m1 +m3(m3 −M) +m3m2

(m1 +m2 +m3)
ṙ12 · ṘΚΜ

+
m1m2m3 +m2m3(m2 −M) +m3m2(m3 −M)

(m1 +m2 +m3)
ṙ12 · ṙ13

Παρατηρούµε ότι οι διάφοροι συντελεστές µπορούν να γραφτούν ως εξής

m1m
2
2 +m2(m2 −M)2 +m2

2m3

(m1 +m2 +m3)2
=
m2M

M2
(M −m2) =

m2

M
(M −m2)

m1m
2
3 +m3(m3 −M)2 +m3

2m2

(m1 +m2 +m3)2
=
m3

M
(M −m3)

m1m2 +m2(m2 −M) +m3m2

(m1 +m2 +m3)
= 0

m3m1 +m3(m3 −M) +m3m2

(m1 +m2 +m3)
= 0

και
m1m2m3 +m2m3(m2 −M) +m3m2(m3 −M)

(m1 +m2 +m3)
= −m2m3

M
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Συνεπώς η κινητική ενέργεια ϑα είναι

K =
1

2
MṘ2

ΚΜ +
1

2

m2

M
(M −m2)ṙ12 +

1

2

m3

M
(M −m3)ṙ13 −

m2m3

M
ṙ12 · ṙ13

όπου η ολική µάζα του συστήµατος είναι M = m1 +m2 +m3.

Πρόβληµα 5.11 Συνήθως όταν περιγράφουµε άτοµα, χρησιµοποιούµε τις εξής συντεταγµένες, ϑεωρούµε τον
πυρήνα µε το γράµµα ‘Ο’ και τους δείκτες i, j = 1, 2, . . . για την περιγραφή των άλλων σωµατιδίων που περι-
στρέφονται γύρω από τον πυρήνα. ΄Ετσι έχουµε τις συντεταγµένες

RΚΜ =
m0r0 +

∑
imiri

M
(5.7)

ρi = ri − r0 (σχετικές ϑέσεις ως προς ΚΜ)

όπου η ολική µάζα είναι
M = m0 +

∑
i

mi

∆είξτε ότι η κινητική ενέργεια, K, του ατόµου δίνεται από τη σχέση

K =
1

2
MṘΚΜ +

1

2

∑
i

(
mi −

m2
i

M

)
ρ̇2
i −

1

2

∑
i 6=j

∑
j

mimj

M
ρ̇i · ρ̇j

Λύση:

Μπορούµε να ϐρούµε µια έκφραση για το ri µέσω του r0 ως εξής

ρi = ri − r0 ⇒ ri = ρi + r0 (5.8)

Πολλαπλασιάζουµε την (5) µε mi και παίρνουµε το άθροισµα για όλους τους δείκτες i, όποτε ϑα έχουµε∑
i

miri =
∑
i

miρi +
∑
i

mir0

εποµένως, χρησιµοποιώντας την έκφραση του
∑

imiri στη σχέση (5.11) έχουµε

R =
r0(m0 +

∑
imi) +

∑
imiρi

M
=
Mr0 +

∑
imiρi

M
= r0 +

1

M

∑
i

miρi (5.9)

όπου M = m0 +
∑

imi. Λύνοντας την εξίσωση (5) ως προς το r0, ϐρίσκουµε

r0 = R− 1

M

∑
i

miρi (5.10)

Η κινητική ενέργεια του ατόµου δίνεται από την ακόλουθη εξίσωση

T =
1

2
m0ṙ

2
0 +

1

2

∑
i

miṙ
2
i

⇒ T =
1

2
m0

Ṙ− 1

M

∑
i

miρ̇i

2

+
1

2

∑
i

mi(ρ̇+ ṙ0)2 (5.11)

όπου έχουν χρησιµοποιηθεί οι σχέσεις (5) και (5). Μετά από λίγες πράξεις στην εξίσωση (5) ϑα έχουµε

T =
1

2
m0Ṙ

2 +
∑
i

miρ̇ ·
(
r0 −

m0

M
Ṙ

)
+

m0

2M2

∑
i

miρ̇

2

+
1

2

∑
i

miρ̇
2 +

1

2
(M −m0)ṙ2

0 (5.12)
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εφ΄ όσον
∑

imi = M−m0. Παρατηρούµε ότι µε τη ϐοήθεια της σχέσης (5), η εξίσωση (5) µπορεί να ξαναγραφτεί
ως εξής

T =
1

2
m0Ṙ

2 +
∑
i

miρ̇ ·

Ṙ− 1

M

∑
i

miρ̇−
m0

M
Ṙ

+
m0

2M2

∑
i

miρ̇

2

+

+
1

2

∑
i

miρ̇
2 +

1

2
(M −m0)

Ṙ− 1

M

∑
i

miρ̇

2

=
1

2
(m0 +M −m0)Ṙ2 +

(
1− m0

M
− M −m0

M

)
Ṙ ·

∑
i

miṙi+

+

(
m0

2M2
− 1

M
+
M −m0

2M2

)∑
i

miρ̇

2

+
1

2

∑
i

miρ̇
2
i

⇒ T =
1

2
MṘ2 − 1

2M

∑
i

miρ̇i

2

+
1

2

∑
i

miρ̇
2
i (5.13)

Παρατηρούµε ότι∑
i

miρ̇

2

=

∑
i

miρ̇i

 ·
∑

j

mjρ̇j

 =
∑
i

m2
i ρ̇

2
i +

∑
i

miρ̇i ·
∑
j 6=i

mjρ̇j

⇒

∑
i

miρ̇

2

=
∑
i

m2
i ρ̇

2
i +

∑
i 6=j

mimjρ̇i · ρ̇j (5.14)

Τελικά, συνδυάζοντας την εξίσωση (5) µε την (5) ϑα έχουµε

T =
1

2
MṘ2 − 1

2M

∑
i

m2
i ρ̇

2
i +

∑
i 6=j

mimjρ̇i · ρ̇j

+
1

2

∑
i

miρ̇
2
i

=
1

2
MṘ2 +

1

2

∑
i

(
mi −

m2
i

M

)
ρ̇2
i −

1

2

∑
i 6=j

mimj

M
ρ̇i · ρ̇j

Πρόβληµα 5.12 Κάποιο οµογενές ϱαβδί µάζαςm και µήκους 2a κρέµεται ελεύθερα από το ένα άκρο του Ο. Τη
χρονική στιγµή t = 0 κτυπιέται σε απόσταση b από το O, b < 2a µε ϐλήµα µάζας m′ το οποίο κινείται οριζόντια
µε ταχύτητα v. Το ϐλήµα σφηνώνεται στο ϱαβδί το οποίο και σαρώνει γωνία φ. Εκφράστε το v σαν συνάρτηση
των άλλων µεγεθών και να αποδείξετε ότι

v2 = 2g(1 + k)(b+ ka)(1− cosφ)

όπου k = m/m′.

Λύση:

΄Εστω Α το κέντρο µάζας της οµογενούς ϱάβδου, Β το κέντρο µάζας της ϱάβδου και του ϐλήµατος όταν αυτό έχει
σφηνωθεί στο σηµείο C της ϱάβδου. Για το κέντρο µάζας του ϱαβδιού-ϐλήµατος ϑα έχουµε

(OA) + (AB) = (OB) =
m(OA) +m′(OC)

m+m′
, (OC) = (OA) + (AB) + (BC)
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O

A

B

m’
C

�CM

�CM

m’

2a

v

b
mg h

BB’

� �

Σχήµα 5.6

⇒ m(OA) +m(AB) +m′(OA) +m′(AB) = m(OA) +m′(OA) +m′(AB) +m′(BC)

⇒ m(AB) = m′(BC)

⇒ (AB) =
m′

m
(BC)

=
m′

m
[b− a− (AB)]

=
m′

m+m′
(b− a)

και εποµένως η απόσταση του κέντρου µάζας Β από το σηµείο Ο είναι

(OB) = (OA) + (AB) =
bm′ + am

m+m′

Η διατήρηση της ενέργειας του κέντρου µάζας του συστήµατος ϱαβδιού-ϐλήµατος ϑα µας δώσει

1

2
(m+m′)u2 = (m+m′)gh = (m+m′)g(B′B) = (m+m′)g((OB)− (OB′))

⇒ 1

2
u2 = g [(OB)− (OB) cosφ] = g(OB)(1− cosφ)

όπου u είναι η τελική ταχύτητα του κέντρου µάζας B. ΄Αρα η τελική ταχύτητα ϑα είναι

u2 = 2g
bm+ am′

m+m′
(1− cosφ) (5.15)

Η διατήρηση της ορµής του κέντρου µάζας ϑα µας δώσει

m′v = (m+m′)u

⇒ v =
m+m′

m′
u

⇒ v2 =

(
m+m′

m′

)2

u2 (5.16)

Αντικαθιστώντας την έκφραση της εξίσωσης (5) στη σχέση (5), η ταχύτητα v είναι

v2 =

(
m+m′

m′

)2

u2 =

(
m+m′

m′

)2

2g
bm′ + am

m+m′
(1− cosφ)
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= 2g
(m+m′)(bm′ + am)

m′2
(1− cosφ) = 2g(1 + k)(b+ ka)(1− cosφ)

όπου k = m/m′.

Πρόβληµα 5.13 ΄Ενας κόκκος σκόνης µε αµελητέα µάζα αρχίζει να πέφτει (t = 0) υπό την επίδραση της
ϐαρύτητας µέσα σε περιοχή κορεσµένη από υδρατµούς. Οι υδρατµοί συµπυκνώνονται και γίνονται νερό πάνω
στον κόκκο µε σταθερό ϱυθµό λ(kg/m) και δηµιουργούν έτσι µία σταγόνα νερού µε αυξανόµενη µάζα.

(α) Να ϐρείτε την επιτάχυνση της σταγόνας συναρτήσει της ταχύτητας και της απόστασης που διένυσε.

(ϐ) Από τη σχέση που ϐρήκατε για την επιτάχυνση, να διατυπώσετε την εξίσωση της σταγόνας.

Λύση:

(α) Θεωρούµε ότι ο άξονας των y είναι ϑετικός προς τα κάτω. Η δύναµη λόγω της ϐαρύτητας είναι

F = mg

Καθώς ο κόκκος πέφτει, η µάζα µεταβάλλεται µε το χρόνο, και εποµένως η εξίσωση κίνησης ϑα είναι

mg = F =
dp

dt
=

d(mv)

dt
= m

dv

dt
+

dm

dt
v

Εφ΄ όσον η µάζα αυξάνεται µε σταθερό ϱυθµό λ = dm/dy ϑα ισχύει

dm

dt
=

dm

dy

dy

dt
= λ

dy

dt
= λv

εποµένως η εξίσωση κίνησης ϑα είναι

mg = ma+ λv2

⇒ a = g − λ

m
v2

όπου a είναι η επιτάχυνση του κόκκου. Η µάζα m συναρτήσει του ύψους y ϑα ϐρεθεί από τη σχέση

λ =
dm

dy
⇒ dm = λdy ⇒ m = λ

ˆ y

0
dy

⇒ m = λy

και εποµένως η εξίσωση κίνησης ϑα είναι

a = g − v2

y
(5.17)

(ϐ) Από την επιτάχυνση a = dv/dt = d2y/dt2 η εξίσωση κίνησης (5) ϑα µας δώσει

d2y

dt2
= g − 1

y

(
dy

dt

)2

⇒ y
d2y

dt2
+

(
dy

dt

)2

− gy = 0
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Πρόβληµα 5.14 Πύραυλος προωθείται χωρίς την επίδραση εξωτερικής δύναµης αλλά µόνο µε τα καυσαέρια
που εκτοξεύει προς τα πίσω µε σχετική ταχύτητα µέτρου u και µε σταθερό ϱυθµό εκροής µ. Βρείτε την εξίσωση
κίνησης του πυραύλου. Αν ο πύραυλος την στιγµή t = 0 ξεκινά από την ηρεµία, ϐρείτε την ταχύτητα του
πυραύλου συναρτήσει του χρόνου

v(t) = u ln

(
m0

m(t)

)
όπου m0,m(t) είναι οι µάζας του πυραύλου τις χρονικές στιγµές t = 0, και t.
Να ϐρεθεί πόση είναι η µάζα του πυραύλου όταν η ταχύτητα του γίνει ίση µε u. ∆είξτε ότι το διάστηµα που ϑα
διανυθεί ύστερα από χρόνο t είναι

x(t) = u

[
t+

1

µ
(m0 − µt) ln

(
m0 − µt
m0

)]

(∆ίδεται το γνωστό ολοκλήρωµα
´

lnxdx = x lnx− x, x > 0)

Λύση:

O

O’

Σχήµα 5.7

Η ανάλυση του προβλήµατος πυραύλου ϑα γίνει αφού ϑεωρήσουµε σαν ένα σύστηµα τον πύραυλο και τα
καυσαέρια. ΄Εστω p(t) είναι η ορµή του πυραύλου κάποια τυχαία χρονική στιγµή t

p(t) = mv

και p(t + ∆t) είναι η ορµή του συστήµατος πυραύλου-καυσαερίων για µια µετέπειτα χρονική στιγµή t + ∆t,
όπου µια ποσότητα ∆m < 0 καυσαερίων έχει ϕύγει από τον πύραυλο, µε αποτέλεσµα η µάζα του να γίνει
m + ∆m (έχουµε λάβει τη µεταβολή της µάζας, ∆m < 0 αρνητικό). Η ταχύτητα του πυραύλου τη χρονική
στιγµή t + ∆t ϑα έχει µεταβληθεί κατά ∆v, δηλαδή ϑα είναι : v + ∆v. ΄Εστω η ταχύτητα των καυσαερίων ως
προς τον αδρανειακό παρατηρητή O είναι u′, εποµένως η ορµή του συστήµατος πυραύλου-καυσαερίων για µια
µετέπειτα χρονική στιγµή t+ ∆t ϑα είναι

p(t+ ∆t) = (m+ ∆m)(v + ∆v) + (−∆m)u′ (5.18)

όπου η µάζα των καυσαερίων είναι (−∆m) > 0 ϑετική ποσότητα.
Αν ϑεωρήσουµε τώρα ότι η ταχύτητα των καυσαερίων ως προς το σύστηµα του πυραύλου, O′, είναι u, και η
ταχύτητα του πυραύλου είναι v ως προς ένα αδρανειακό παρατηρητήO, τότε µε τη ϐοήθεια του µετασχηµατισµού
του Γαλιλαίου των ταχυτήτων ϑα έχουµε την ταχύτητα των καυσαερίων, u′, ως προς το αδρανειακό σύστηµα O

u′ = v + u
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΄Αρα η Εξίσωση (5) ϑα µας δώσει

p(t+ ∆t) = (m+ ∆m)(v + ∆v) + (−∆m)(v + u)

Η ολική δύναµη, F , που ϑα ασκείται στο σύστηµα πυραύλου – καυσαερίων ϑα είναι

F = F i + F e = lim
∆t→0

p(t+ ∆t)− p(t)

∆t

όπου F i,F e είναι η εσωτερική και εξωτερική δύναµη που ασκείται στο σύστηµα πυραύλου-καυσαερίων. Από τον
τρίτο νόµο του Newton η εσωτερική δύναµη στο σύστηµα πυραύλου-καυσαερίων είναι µηδέν, F i = 0. Συνεπώς,
η εξίσωση κίνησης ϑα είναι

F e = lim
∆t→0

p(t+ ∆t)− p(t)

∆t

= lim
∆t→0

mv +m∆v + v∆m+ ∆v∆m−∆mv − u∆m

∆t

= lim
∆t→0

m∆v − u∆m

∆t
= m lim

∆t→0

∆v

∆t
−mu∆m

∆t

όπου οι διπλές διαφορές ∆v∆m � 1 (µια πολύ µικρή ποσότητα). Στο όριο ∆t → 0 η παραπάνω εξίσωση
κίνησης ϑα είναι

F e = m
dv

dt
− dm

dt
u (5.19)

Από το σχήµα 5.7 έχουµε ότι η ταχύτητα των καυσαερίων είναι

u = −ux̂, v = vx̂

και επιπλέον δεν έχουµε εξωτερικές δυνάµεις, άρα η εξίσωση κίνησης (5) ϑα µας δώσει

0 = m
dv

dt
+

dm

dt
u

⇒ m
dv

dt
= −udm

dt

⇒
ˆ v

0
dv = −u

ˆ m(t)

m0

dm

m

⇒ v = −u ln

(
m(t)

m0

)
= u ln

(
m0

m(t)

)
(5.20)

όπου η µάζα του πυραύλου µπορεί να προσδιοριστεί από τον σταθερό ϱυθµό εκροής των καυσαερίων

µ = −dm

dt
⇒ dm = −µdt

⇒
ˆ m

m0

dm = −
ˆ t

0
µdt

⇒ m(t) = m0 − µt

συνεπώς η εξίσωση για την ταχύτητα, v(t) (5) ϑα είναι

v = −u ln

(
m0 − µt
m0

)
Στην ειδική περίπτωση που v = u ϑα έχουµε από την ταχύτητα του πυραύλου

u = u ln

(
m0

m

)
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⇒ ln

(
m0

m

)
= 1

⇒ m0

m
= e

⇒ m =
m0

e

Το διάστηµα που ϑα διανυθεί από τον πύραυλο ύστερα από χρόνο t µπορεί να ϐρεθεί από την ταχύτητα, v(t)
και ϑα είναι

v =
dx

dt

⇒
ˆ x

0
dx =

ˆ t

0
vdt

⇒ x = −u
ˆ t

0
ln

(
m0 − µt
m0

)
dt

⇒ x =
m0u

µ

(m0−µt)/m0ˆ

1

lnωdω =
m0u

µ
(ω lnω − ω)

∣∣∣∣(m0−µt)/m0

1

όπου η νέα µεταβλητή ω = (m0 − µt)/m0 ⇒ dt = −(m0/µ)dω έχει ορισθεί. Εποµένως το διάστηµα x(t) είναι

x(t) =
m0u

µ

[
m0 − µt
m0

ln

(
m0 − µt
m0

)
− m0 − µt

m0
+ 1

]

=
m0u

µ

[
m0 − µt
m0

ln

(
m0 − µt
m0

)
+
µt

m0

]

= u

[
t+

m0 − µt
m0

ln

(
m0 − µt
m0

)]

Πρόβληµα 5.15 Πύραυλος καταναλώνει καύσιµα εκτοξεύοντας τα αέρια προς τα πίσω µε σταθερό ϱυθµό
εκροής µ και µε σχετική ταχύτητα µέτρου u. Ο πύραυλος µένει προσαρµοσµένος σε σιδηροδροµικό ϐαγόνι που
ϐρίσκεται σε ηρεµία κατά την πυροδότηση και το όλο σύστηµα υπόκειται σε αντίσταση −kv(t) όπου v(t) είναι
το µέτρο της ταχύτητας και k > 0 σταθερά.

(α) Βρείτε την εξίσωση κίνησης του συστήµατος υπό τη µορφή

dv

dm
= −u+

k

µ
v

όπου m η συνολική µάζα του πυραύλου και του ϐαγονιού και από αυτό δείξτε ότι

1− kv

µu
=

(
m

m0

)k/µ
(ϐ) Αν η αντίσταση είναι −λv2, δείξτε ότι το v(t) δίδεται από τη σχέση

v(t) =
1

c

(m0/m)2cu − 1

(m0/m)2cu + 1

όπου c = (λ/uµ)1/2.

∆ίδεται το ολοκλήρωµα ˆ v

0

dx

1− c2x2
=

1

2c
ln

(
1 + cv

1− cv

)
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Λύση:

(α) Με εξωτερική δύναµη F e = −kv = −kvx̂, η εξίσωση κίνησης δίδεται από τη σχέση (5) είναι

−kv = m
dv

dt
+ u

dm

dt

= m
dv

dm

dm

dt
+ u

dm

dt

= −µm dv

dm
− µu

⇒ dv

dm
=

1

m

(
−u+

k

µ
v

)
(5.21)

όπου ο ϱυθµός εκροής των αερίων είναι

µ = −dm/dt

⇒ dm = −µdt

⇒
ˆ m

m0

dm = −µ
ˆ t

0
dt

⇒ m = m0 − µt

Η εξίσωση (5) µπορεί να γραφτεί ως εξής
ˆ v

0

dv

−u+ (k/µ)v
=

ˆ m

m0

dm

m

⇒ k

µ

ˆ u−(k/µ)v

−u

d(−u+ (k/µ)v)

−u+ (k/µ)v
= ln(

m

m0
)

⇒ k

µ
ln

(
−u+ (k/µ)v

−u

)
= ln

(
m

m0

)

⇒ ln

(
1− k

µu
v

)
= ln

(
m

m0

)k/µ
⇒ 1− k

µu
v =

(
m

m0

)k/µ
⇒ v =

µu

k

1−
(
m

m0

)(k/µ)


(ϐ) Αν η εξωτερική δύναµη είναι
F e = −λv2x̂

η εξίσωση κίνησης (5) ϑα είναι

m
dv

dm
= −u+

λ

µ
v2

⇒
ˆ v

0

dv

−u+ (λ/µ)v2
=

ˆ m

m0

dm

m

⇒ −1

u

ˆ v

0

dv

1− (λ/uµ)v2
= ln

(
m

m0

)
Ορίζουµε µια νέα σταθερά c2 = λ/(uµ)⇒ c = (λ/(uµ))1/2, εποµένως το παραπάνω ολοκλήρωµα ϑα µας δώσει

−1

u

1

2c
ln

(
1 + cv

1− cv

)
= ln

(
m

m0

)
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⇒ ln

(
1 + cv

1− cv

)
= ln

[(
m0

m

)2cu
]

⇒ 1 + cv

1− cv
=

(
m0

m

)2cu

⇒ v =
1

c

(m0/m)2cu − 1

(m0/m)2cu + 1

όπου m = m0 − µt και cu = (λu/µ)1/2.

Πρόβληµα 5.16 Πυραυλοφόρο ϐαγόνι κινείται κατά µήκος οριζοντίων σιδηροτροχιών αρχίζοντας από την ηρεµία
την στιγµή t = 0. Η αρχική του µάζα είναι M , και τα καυσαέρια εκρέουν προς τα πίσω µε σταθερό ϱυθµό µ και
µε ταχύτητα σε σχέση προς το όχηµα, µέτρου u. ΄Οταν το ϐαγόνι έχει ταχύτητα v η αντίσταση λόγω τριβής είναι
F = −kµv όπου k ϑετική σταθερά. Βρείτε την εξίσωση της κίνησης και δείξετε ότι η ταχύτητα v κατά την στιγµή
t δίνεται από τον τύπο

v =
u

µ

[
1−

(
1− µt

M

)k]
Μπορείτε να λάβετε υπ΄ όψη ότι η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης

v̇ = φ(t)v + h(t)

είναι

v(t) = e
´
φ(t)dt

(
A+

ˆ
e−
´
φ(t)dth(t)dt

)
όπου η σταθερά A µπορεί να προσδιοριστεί από αρχικές συνθήκες.

Λύση:

Με εξωτερική δύναµη F e = −kµv = −kµvx̂, η εξίσωση κίνησης δίδεται από τη σχέση (5) όπου u = −ux̂,v =
−vx̂. ΄Αρα ϑα έχουµε

m
dv

dt
+ u

dm

dt
= −kµv

⇒ mv̇ = uµ− kµv

Από το σταθερό ϱυθµό εκροής των αερίων ϑα έχουµε

dm = −µdt

⇒
ˆ m

M
dm = −µ

ˆ t

0
dt

⇒ m = M − µt

Εποµένως η εξίσωση κίνησης είναι

v̇ = − kµ

M − µt
v +

uµ

M − µt
Αυτή η διαφορική εξίσωση είναι της µορφής v̇ = φ(t)v + h(t) µε

φ(t) = − kµ

M − µt
h(t) =

uµ

M − µt

Η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι

v(t) = e
´
φ(t)dt

(
A+

ˆ
e−
´
φ(t)dth(t)dt

)
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Το ολοκλήρωµα
e
´
φ(t)dt = e−

´
kµ/(M−µt)dt

µπορεί υπολογιστεί αφού ϐρεθεί το ολοκλήρωµα
ˆ
φ(t)dt = −

ˆ
kµ

M − µt
dt = k

ˆ
d(M − µt)
M − µt

= k ln(M − µt) = ln(M − µt)k

οπότε
e
´
φ(t)dt = eln(M−µt)k = (M − µt)k

Επιπλέον ˆ
e−
´
φ(t)dth(t)dt =

ˆ
(M − µt)−k uµ

M − µt
dt = −u

ˆ
d(M − µt)

(M − µt)k+1
dt =

u

k(M − µt)k

οπότε η γενική λύση ϑα είναι

v(t) = e
´
φ(t)dt

(
A+

ˆ
e−
´
φ(t)dth(t)dt

)
⇒ v = (M − µt)k

(
A+

u

k(M − µt)k

)
= A(M − µt)k +

u

k

Από την αρχική συνθήκη v(t) = 0 , έχουµε
A = − u

kMk

και η γενική λύση ϑα είναι

v =
u

k

[
1−

(
M − µt
M

)k]
=
u

k

[
1−

(
1− µt

M

)k]

Πρόβληµα 5.17 Πύραυλος προωθείται κατακόρυφα χωρίς την επίδραση εξωτερικής δύναµης αλλά µόνο µε τα
καυσαέρια που εκτοξεύει προς τα πίσω µε σχετική ταχύτητα ως προς τον πύραυλο µέτρου u και σταθερό ϱυθµό
εκροής µ = m0a, όπου a σταθερά. Υποθέτοντας ότι η κίνηση γίνεται στο πεδίο ϐαρύτητας g το οποίο υποτίθεται
σταθερό, και ότι η αντίσταση του ατµοσφαιρικού αέρα είναι −kv, όπου k > 0 σταθερά και v το µέτρο της
ταχύτητας του πυραύλου, να γραφεί η εξίσωση κίνησης του πυραύλου. Να ϐρεθεί η ταχύτητα v(t) τη χρονική
στιγµή t, αν υποθέσουµε ότι για t = 0 ο πύραυλος ξεκινά από την ηρεµία από την επιφάνεια της Γης και έχει
συνολική µάζα m0. Να ϐρεθεί το διάστηµα x(t) που διανύει ο πύραυλος συναρτήσει του χρόνου. Μπορείτε να
λάβετε υπ΄ όψη ότι η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης

v̇ = φ(t)v + h(t)

είναι

v(t) = e
´
φ(t)dt

(
A+

ˆ
e−
´
φ(t)dth(t)dt

)
όπου η σταθερά A µπορεί να προσδιοριστεί από αρχικές συνθήκες.

Λύση:

Με εξωτερική δύναµη
F e = −kv −mg = (−kv −mg)ẑ

η εξίσωση κίνησης δίνεται από τη σχέση (5) στη σελίδα 237, όπου u = −uẑ,v = −vẑ. ΄Αρα ϑα έχουµε

m
dv

dt
+ u

dm

dt
= −kv −mg
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⇒ mv̇ = uµ− kv −mg
Από τον σταθερό ϱυθµό εκροής των αερίων ϑα έχουµε

dm = −µdt

⇒
ˆ m

m0

dm = −µ
ˆ t

0
dt

⇒ m = m0 − µt
Εποµένως η εξίσωση κίνησης είναι

v̇ = − k

m0 − µt
v +

uµ

m0 − µt
− g

Αυτή η διαφορική εξίσωση είναι της µορφής v̇ = φ(t)v + h(t) µε

φ(t) = − k

m0 − µt
h(t) =

uµ

m0 − µt
− g

Η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι

v(t) = e
´
φ(t)dt

(
A+

ˆ
e−
´
φ(t)dth(t)dt

)
Θα υπολογίσουµε το ολοκλήρωµαˆ

k

m0 − µt
dt = −k

µ

ˆ
m0 − µt
m0 − µt

= −k
µ

ln(m0 − µt)

΄Αρα η ταχύτητα v(t) είναι

v(t) = e(k/µ) ln(m0−µt)

[
A+

ˆ
e−(k/µ) ln(m0−µt)

(
µu

m0 − µt
− g
)
tdt

]

= (m0 − µt)ek/µ
[
A+

ˆ
(m0 − µt)e−k/µ

µu− (m0 − µt)t
m0 − µt

dt

]

= (m0 − µt)ek/µ
[
A+

ˆ
e−k/µ(µu−m0g + µgt)dt

]
= (m0 − µt)ek/µ

[
A+ e−k/µ

(
(µu−m0g)t+

1

2
µgt2

)]
Η σταθερά A ϑα ϐρεθεί από την αρχική συνθήκη v(0) = 0

0 = v(0) = m0ek/µA

⇒ A = 0

΄Αρα η ταχύτητα είναι

v(t) = (m0 − µt)
[
(µu−m0g) t+

1

2
µgt2

]
Το διάστηµα x(t) που διανύει ο πύραυλος συναρτήσει του χρόνου είναι

x(t) =

ˆ
v(t)dt =

ˆ
(m0 − µt)

[
(µu−m0g)t+

1

2
µgt2

]
dt

=

ˆ [m0(µu−m0g)t+

(
1

2
µg2m0 − µ(µu−m0g)

)]
t2 − 1

2
µ2gt3

dt

=
m0

2
(µu−m0g)t2 +

µ

3

[
1

2
m0g

2 − µu+m0g

]
t3 − 1

8
µ2gt4
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Πρόβληµα 5.18 Ποια είναι η ελάχιστη οριζόντια δύναµη F πού πρέπει να εφαρµοστεί πάνω στον άξονα µιας
ϱόδας, ώστε να ανέβει πάνω σ΄ ένα πεζοδρόµιο ; ∆ίνονται η ακτίνα R της ϱόδας, το ϐάρος της w και το ύψος του
πεζοδροµίου h.

Λύση:

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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Σχήµα 5.8

Πάνω στη ϱόδα ενεργούν οι δυνάµεις W και F καθώς και οι αντιδράσεις A1 και A2 όπως ϕαίνεται στο σχήµα
5.8. Την στιγµή που αρχίζει η ϱόδα να ανεβαίνει αρχίζει να στρέφεται γύρω από το σηµείο Β και διακόπτεται η
επαφή της µε το δάπεδο στο σηµείο Γ. Αποτέλεσµα αυτής της κίνησης είναι ότι η αντίδρασηA1 παύει να ενεργεί.
Σ΄ Αυτή την οριακή κατάσταση µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι η ϱόδα ισορροπεί οπότε ισχύει∑

F = 0, και
∑

N = 0

Αν πάρουµε τις ϱοπές ως προς το σηµείο Β έχουµε
#  »BK× F +

#  »BK×W = 0

⇒ (
#  »Β∆ +

#  »∆Κ)× (F +W ) = 0. (5.22)

Από το σχήµα ϕαίνεται ότι
∆Κ = R− h

και από το τρίγωνο Β∆Κ
Β∆ =

√
2Rh− h2

(5)⇒
[
−
√

2Rh− h2x̂+ (R− h)ŷ
]
× (F x̂−W ŷ) = 0

⇒W
√

2Rh− h2 − F (R− h) = 0

⇒ F =
W
√

2Rh− h2

R− h
.

Πρόβληµα 5.19 ΄Ενα αυτοκίνητο έχει ϐάρος 15 000Nκαι απόσταση ανάµεσα στις µπρος και πίσω ϱόδες 2, 5m.
Αν το κέντρο µάζας ϐρίσκεται στη µέση αυτής της απόστασης και σε ύψος 0, 7m από το έδαφος, να ϐρεθούν :

(α) Οι αντιδράσεις του εδάφους πάνω στο αυτοκίνητο όταν αυτό ηρεµεί.

(ϐ) Η µέγιστη επιτάχυνση πού µπορεί να αποκτήσει το όχηµα στο ξεκίνηµα, αν ο συντελεστής στατικής τριβής
είναι 0,5, και επίσης οι αντιδράσεις από το έδαφος. Γιατί η πίσω κίνηση έχει περισσότερα πλεονεκτήµατα
από τη µπροστινή κίνηση ;

(γ) Οι αντιδράσεις του εδάφους στο ϕρενάρισµα του αυτοκίνητου, αν η επιβράδυνση που ασκείται είναι 2, 5
m/s2, υποθέτοντας ότι το αυτοκίνητο έχει πίσω κίνηση.
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Λύση:
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Σχήµα 5.9

(α) ΄Οταν το αυτοκίνητο ηρεµεί έχουµε ∑
F = 0, (5.23)∑
N = 0 (5.24)

(5)⇒ T1 + T2 +W = 0 (5.25)
(5)⇒ b× T1 + c× T2 = 0 (5.26)

Από τις (5) και (5) ϐρίσκουµε

T1 =
Wc

b+ c
= 7500Ν

T2 =
Wb

b+ c
= 7500Ν

(ϐ) ΄Οταν το αυτοκίνητο ξεκινά και έχουµε πίσω εκκίνηση οι πίσω ϱόδες πιέζουν προς τα πίσω το οδόστρωµα.
Η αντίδραση είναι µία δύναµη F που αναπτύσσεται στους τροχούς και δίνει στο αυτοκίνητο επιτάχυνση a.
Μπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι το αυτοκίνητο ϐρίσκεται σε ηρεµία εφόσον εφαρµόσουµε στο κέντρο µάζας του
µία δύναµη αδρανείας Fa ίση και αντίθετη προς την F .

Fa = −ma = −F

Τότε οι (5) και (5) γίνονται

(5)⇒ T1 + T2 +W + F + Fa = 0 (5.27)
(5)⇒ b× T1 + c× T2 + h× F = 0 (5.28)

Από τις (5) και (5) ϐρίσκουµε

T1 =
Wc

b+ c
+
mah

b+ c
, T2 =

Wb

b+ c
− mah

b+ c
(5.29)

Παρατηρούµε ότι η αντίδραση στους πίσω τροχούς αυξήθηκε ενώ στους µπροστινούς τροχούς έχει µειωθεί.
Σηµειωτέον ότι στο ίδιο συµπέρασµα ϕτάνουµε και αν το αυτοκίνητο έχει την κίνηση στους µπρος τροχούς. Η
δύναµη της τριβής F είναι στατική και η µέγιστη τιµή που µπορεί να πάρει είναι

F = µsT1 (5.30)

Για µεγαλύτερες τιµές της δύναµης οι τροχοί αρχίζουν να γλιστρούν (σπινάρουν). Από αυτό είναι ϕανερό γιατί
η πίσω εκκίνηση υπερτερεί της µπροστινής στο ξεκίνηµα. Από τις (5) και (5) µπορούµε να υπολογίσουµε τη
µέγιστη επιτάχυνση του αυτοκινήτου.

ma = µs

(
Wc

b+ c
+
mah

b+ c

)
=
µsmgc

b+ c
+
mah

b+ c
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⇒ a =
µsgc

b+ c− µsh
= 3, 5 m/s2

και αντικαθιστώντας στην (5) ϐρίσκουµε

T1 = 8970Ν
T2 = 6030Ν

(γ) Στο ϕρενάρισµα οι F και Fa αλλάζουν ϕορά. Οι εξισώσεις (5) και (5) ισχύουν και ϐρίσκουµε ότι

T1 =
Wc

b+ c
− mah

b+ c
, T2 =

Wb

b+ c
+
mah

b+ c
(5.31)

Παρατηρούµε εδώ ότι η T2 γίνεται µεγαλύτερη από την T1 και γι΄ αυτό το λόγο στο ϕρενάρισµα ανασηκώνεται το
πίσω µέρος του αυτοκινήτου. Για a = 2, 5m/s2 ϐρίσκουµε από την (5)

T1 = 6450Ν

T2 = 8550Ν

Πρόβληµα 5.20 ΄Ενα αµάξι µε µάζα M κινείται χωρίς τριβή µε ταχύτητα v πάνω σ΄ ένα δρόµο. Να ϐρεθεί η
τελική ταχύτητα του αµαξιού στις παρακάτω περιπτώσεις ;

(α) ΄Ενα κιβώτιο µε µάζα m εκσφενδονίζεται κάθετα στη διεύθυνση της κίνησης, µε ταχύτητα vκ σχετικά µε το
αµάξι.

(ϐ) Το ίδιο κιβώτιο εκσφενδονίζεται προς τα πίσω µε ταχύτητα vκ σχετικά µε το αµάξι.

(γ) Το κιβώτιο ϱίχνεται πάνω στο αµάξι µε ταχύτητα vκ σχετικά µε το έδαφος, αντίθετη µε τη ϕορά της κίνησης
του αµαξιού.

(δ) Το κιβώτιο ϱίχνεται πάνω στο αµάξι µε ταχύτητα vκ σχετικά µε το έδαφος κατά τη ϕορά της κίνησης του
αµαξιού.

Λύση:

Σ΄ όλες τις περιπτώσεις ϑεωρούµε το σύστηµα αµαξιού – κιβωτίου κλειστό, οπότε η ορµή διατηρείται.

(α)

vκ
σv

v

1v

xΟ

y
x’

y’

θ

Σχήµα 5.10

(M +m)v = Mv1 +mvκ
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αλλά
vk = v + vσ (5.32)

και η (5) γίνεται

(M +m)vx̂ = M(v1xx̂+ v1yŷ) +m(vx̂+ vσŷ)

(M +m)v = Mv1x +mv

0 = Mv1y +mvσ

από τις οποίες
v1x = v και v1y = −mvσ

M

΄Αρα

v1 = vx̂− m

M
vσŷ

v1 =

√
v2 +

(
m

M
vσ

)2

, tan θ =
v1y

v1x
= −m

M

vσ
v

(ϐ)

(M +m)v = Mv1 +mvκ,vκ = v + vσ

και εποµένως
(M +m)vx̂ = Mv1x̂+m(vx̂− vσx̂)

΄Αρα

v1 =

(
v +

m

M
vσ

)
x̂

(γ)

Mv +mvκ = (M +m)v1

⇒Mvx̂−mvκx̂ = (M +m)v1x̂

΄Αρα

v1 =

(
Mv −mvκ
M +m

)
x̂

(δ)

mv +mvκ = (M +m)v1

⇒Mvx̂+mvκx̂ = (M +m)v1x̂

και

v1 =

(
Mv +mvκ
M +m

)
x̂

Πρόβληµα 5.21 ΄Ενα ϐαγόνι µε ϐάρος W κινείται σε οριζόντια σιδηροτροχιά µε ταχύτητα v0x̂. Αρχικά ένας
άνθρωπος µε ϐάρος w στέκεται πάνω του. Αν ο άνθρωπος αρχίσει να τρέχει µε σχετική ταχύτητα −ux̂, Ϲητείται
η µεταβολή της ταχύτητας του ϐαγονιού τη στιγµή πού πηδά από το ϐαγόνι στο έδαφος.

Λύση:

Το ϐαγόνι και ο άνθρωπος αποτελούν κλειστό σύστηµα. Η δύναµη που επιδρά εξωτερικά πάνω στο σύστηµα
είναι µηδέν, επειδή τα ϐάρη W και w εξουδετερώνονται από τις αντιδράσεις. Η µάζα του συστήµατος είναι
m = M + µ. Εδώ ισχύει η εξίσωση
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W

wu

v0

Σχήµα 5.11

m
dv

dt
= F + u

dm

dt
µε τη µορφή

m
∆v

∆t
= u

∆m

∆t

γιατί F = 0. Η µεταβολή της µάζας είναι ∆m = −µ ίση µε τη µάζα του ανθρώπου. Εποµένως

∆v = u
∆m

m
= −u −µ

M + µ
x̂ = u

µ

M + µ
x̂

⇒ ∆v = u
w

W + w
x̂

Πρόβληµα 5.22 ΄Ενας δορυφόρος εκτοξεύεται εφαπτοµενικά από την επιφάνεια της Γης, µε ταχύτητα
√

1.5
ϕορές µεγαλύτερη από εκείνη πού χρειάζεται για κυκλική τροχιά. Ζητείται η µέγιστη απόσταση του δορυφόρου
από τη Γη (πού ϑεωρείται χωρίς ατµόσφαιρα).

v

M

v
0

r

R

M

M

Σχήµα 5.12

Λύση:

Η ταχύτητα που χρειάζεται για κυκλική τροχιά ενός δορυφόρου κοντά στην επιφάνεια της γης είναι

v =
√
g R

γιατί πρέπει

mg =
mv2

R

Η αρχική συνολική ενέργεια του δορυφόρου είναι

E =
mv2

0

2
− GMm

R
=
mv2

0

2
− gRm

γιατί

g =
GM

R2
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Αλλά
v0 = v

√
1.5 =

√
1.5gR

ώστε
E =

1.5gRm

2
− gRm = −mgR

4

Η ενέργεια για απόσταση r και ταχύτητα v είναι

E =
mv2

2
− mgR2

r

και επειδή η ενέργεια διατηρείται
v2

2
− gR2

r
= −gR

4
(5.33)

Αρχικά η ταχύτητα είναι παράλληλη µε την επιφάνεια της γης, άρα κάθετη στο διάνυσµα ϑέσης του δορυφόρου
σε σχέση µε τη γη. Επίσης είναι κάθετη στο διάνυσµα ϑέσης όταν ϐρίσκεται στη µέγιστη απόσταση από τη γη.
Από την αρχή διατήρησης της γωνιακής ορµής προκύπτει για τη ϑέση µέγιστης απόστασης

v0R = vMrM

⇒
√

1.5gR =
vMrM
R

Επίσης από την (5) προκύπτει

rM = 3R και vM =

√
1.5gR

3
=
v0

3

Πρόβληµα 5.23 ΄Ενα σώµα µε µάζα m γυρίζει σε οριζόντιο επίπεδο χωρίς τριβή µε γωνιακή ταχύτητα ω0,
διαγράφοντας περιφέρεια κύκλου µε ακτίνα r0. Το νήµα, πού εξασκεί την κεντροµόλο δύναµη στο σώµα, περνά
από µία τρύπα στο κέντρο του κύκλου, όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Με την επίδραση της δύναµης F , το σώµα
διαγράφει νέα κυκλική τροχιά, ακτίνας r0/2. Ζητείται η νέα γωνιακή ταχύτητα και το έργο πού παράγεται από
την F . Ελέγξτε το αποτέλεσµα µε ολοκλήρωση.

r
0r

m

F
Σχήµα 5.13
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Λύση:

Η δύναµη πάνω στη µάζα m είναι κεντρική, άρα έχουµε διατήρηση της στροφορµής.

mω0r
2
0 = mω

(
r0

2

)2

⇒ ω = 4ω0 ή v = 2v0

Το έργο είναι ίσο µε τη µεταβολή της κινητικής ενέργειας. ΄Αρα

W = ∆T =
1

2
mv2 − 1

2
mv2

0

Από τον ορισµό του έργου έχουµε

W =

ˆ r0/2

r0

F · dr (5.34)

Η δύναµη ισούται µε

F = −mv
2

r
r̂ (5.35)

Επίσης ισχύει
dr = r̂ · dr (5.36)

Αντικαθιστώντας τις (5) και (5) στην (5) παίρνουµε

W =

ˆ r0/2

r0

−mv
2

r
dr (5.37)

Η ταχύτητα του σώµατος είναι µεταβλητή και µπορεί να εκφραστεί σαν συνάρτηση του r από την αρχή διατήρησης
της στροφορµής

mvr = mv0r0

⇒ v2 =
v2

0r
2
0

r2

Αντικαθιστώντας στην (5) ϐρίσκουµε

W = mv2
0r

2
0

ˆ r0/2

r0

−dr

r3
= mv2

0r
2
0

[
1

2r2

]r0/2
r0

=
3

2
mv2

0

Πρόβληµα 5.24 Στη διάταξη του σχήµατος να ϐρεθεί η τάση στο νήµα και η αντίδραση του δαπέδου. Το ϐάρος
του σώµατος είναι WΣ = 50N , της δοκού W∆ = 200N και οι γωνίες θ = 30◦ και φ = 45◦.

Λύση:

Στη ϱάβδο ενεργούν οι δυνάµειςW2, της έλξης T1, της τάσης T και της αντίδρασης του δαπέδουM . Επειδή η
ϱάβδος ισορροπεί ισχύουν οι συνθήκες ∑

F = 0, (5.38)∑
N = 0 (5.39)

Επίσης T1 = W1. Από την (5) έχουµε
T1 +W2 + T +M = 0

Για την x συντεταγµένη έχουµε
Mx − Tx = 0 (5.40)
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Tx
Ty

T1

T’1

W2 W1

W + W1 2

θ φ

M

T

y

Mx

M

y

x
z

∆

Γ

Σχήµα 5.14

Για την y συντεταγµένη έχουµε
My − (T1 +W2 + Ty) = 0 (5.41)

έχοντας Tx = T cos 30◦, Ty = T sin 30◦, Mx = M cosα και My = M sinα, όπου α η γωνία που σχηµατίζει η
αντίδραση του δαπέδουM µε το δάπεδο.
Από τη σχέση (5), αν πάρουµε τις ϱοπές ως προς σηµείο Γ έχουµε

1

2

# »Γ∆×W2 +
# »Γ∆× T +

# »Γ∆× T1 = 0 (5.42)

΄Εστω ` = Γ∆ το µήκος της δοκού. Από τη σχέση (5) έχουµε

[
` cos 45◦x̂+ ` sin 45◦ŷ

]
×
[
−1

2
W2ŷ − Txx̂− Tyŷ − T1ŷ

]
= 0

⇒ −1

2
W2 cos 45◦ − Ty cos 45◦ − T1 cos 45◦ + Tx sin 45◦ = 0

⇒ −1

2
W2 cos 45◦ − T sin 30◦ cos 45◦ −W1 cos 45◦ + T cos 30◦ sin 45◦ = 0

⇒ T =
1
2W2 cos 45◦ +W1 cos 45◦

cos 30◦ sin 45◦ − sin 30◦ cos 45◦
= 410N

Από την (5) έχουµε
Nx = Tx = T cos 30◦ = 355N

Από την (5) έχουµε
Ny = T1 +W2 + Ty = W1 +W2 + T sin 30◦ = 455N

Το µέτρο της αντίδρασης είναι
M =

√
M2
x +M2

y = 577N

και η γωνία α είναι

tanα =
My

Mx
= 1, 28

⇒ α = 52◦

Πρόβληµα 5.25 Μία οµογενής ϱάβδος µε µήκος ` και ϐάρος W στηρίζεται σ΄ ένα σκαλοπάτι όπως ϕαίνεται στο
σχήµα. Αν ο συντελεστής τριβής στο σηµείο Β είναι µ και το σηµείο Γ δεν παρουσιάζει τριβή, να ϐρεθεί η γωνία
φ της ϱάβδου µε το δάπεδο, ώστε η ϱάβδος να ισορροπεί. ∆ίνεται ότι το ύψος του σκαλοπατιού είναι h.
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Λύση:

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

Α

∆

Γ

T2

Β
φW

K
F

1

f

T

T2y

T2xh

Σχήµα 5.15

Πάνω στη ϱάβδο ενεργούν οι δυνάµεις του ϐάρουςW και των αντιδράσεων F και T2. Επειδή η ϱάβδος ισορροπεί
ισχύουν οι συνθήκες ∑

F = 0, (5.43)∑
N = 0 (5.44)

Από την (5) έχουµε
W + F + T2 = 0 (5.45)

Για την x συντεταγµένη έχουµε
T2x − f = 0 (5.46)

όπου

f = µT1 και tanφ = N2x/N2y (5.47)

Για την y συντεταγµένη έχουµε
T2y + T1 −W = 0

Αν πάρουµε τις ϱοπές των δυνάµεων ως προς το σηµείο Β από την (5) έχουµε

#  »BK×W +
#  »ΒΓ×N2 = 0

΄Εστω d η απόσταση Β∆, τότε η (5) γράφεται

`

2
×W + (d+ h)× (T2x + T2y) = 0

⇒
(
− `

2
cosφx̂+

`

2
sinφŷ

)
× (−W ŷ) + (−dx̂+ hŷ)× (T2xx̂+ T2yŷ) = 0

⇒ `

2
W cosφ− T2yd− T2xh = 0 (5.48)

Από τις (5), (5) και (5) ϐρίσκουµε

T2x =
µW tanφ

µ+ tanφ

T2y =
µW

µ+ tanφ

επίσης d = h/ tanφ, και από τη σχέση (5) παίρνουµε

`

2
W cosφ− hµW

tanφ(µ+ tanφ)
− hµW tanφ

µ+ tanφ
= 0

Την παραπάνω εξίσωση µπορούµε να τη λύσουµε αριθµητικά και να ϐρούµε τη γωνία φ.
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Πρόβληµα 5.26 Οι µάζες των δύο σφαιρών του σχήµατος είναι m1 και m2, όπου m1 6= m2. Η m1 ανυψώνεται
κατά d και αφήνεται ελεύθερη. Αρχικά η µάζα m2 είναι ακίνητη, ενώ η ταχύτητα της m1 όταν συγκρούεται µε
τη m2 είναι v1. Ζητούνται τα ύψη των δύο σφαιρών ύστερα από την κρούση, όταν η κρούση είναι (α) ελαστική
και (ϐ) πλαστική.

Σχήµα 5.16

Λύση:

Σχήµα 5.17

Θεωρούµε σα στάθµη µηδενικής δυναµικής ενέργειας του ϐαρυτικού πεδίου το οριζόντιο επίπεδο που διέρχεται
από τα κέντρα µάζας των σωµάτων όταν αυτά ϐρίσκονται στη ϑέση ισορροπίας τους. Με αυτές τις προϋποθέσεις,
όταν η µάζα m1 συγκρούεται µε τη m2 έχει ταχύτητα v1 που προσδιορίζεται από την αρχή διατήρησης της
µηχανικής ενέργειας

m1gd =
1

2
m1v

2
1 ⇒ v1 =

√
2gd

Επειδή πριν και µετά την κεντρική και µετωπική κρούση των σωµάτων οι ταχύτητες έχουν την οριζόντια διεύθυν-
ση, στην εξίσωση διατήρησης της ορµής µπορούµε αντί των διανυσµάτων να χρησιµοποιήσουµε τις αλγεβρικές
τιµές των ταχυτήτων.

(α) ΄Οταν η κρούση είναι ελαστική (ϐλ. σχήµα) εφαρµόζουµε τις αρχές διατήρησης της ορµής και κινητικής
ενέργειας

m1v1 = m1u1 +m2u2

1

2
m1v

2
1 =

1

2
m1u

2
1 +

1

2
m2u

2
2
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Με επίλυση του συστήµατος των δύο εξισώσεων προκύπτουν οι ταχύτητες µετά την κρούση

u1 =
(m1 −m2)v1

m1 +m2
και u2 =

2m1v1

m1 +m2

όπου για m1 < m2 η ταχύτητα u1 έχει τη ϕορά του σχήµατος. Το ύψος στο οποίο ανέρχονται τα δύο σώµατα
υπολογίζεται για το καθένα ξεχωριστά από την αρχή διατήρησης της ενέργειας. Θα πρέπει δηλαδή όλη η κινητική
τους ενέργεια να µετατραπεί σε δυναµική. ΄Ετσι προκύπτει

m1gh1 =
1

2
m1u

2
1 ⇒ h1 =

u2
1

2g

m2gh2 =
1

2
m2u

2
2 ⇒ h2 =

u2
2

2g

(ϐ) ΄Οταν η κρούση είναι πλαστική, τα δύο σώµατα µετά την κρούση ενώνονται και αποκτούν ταχύτητα, u, που
υπολογίζεται από την αρχή διατήρησης της ορµής πριν και µετά την κρούση. ΄Ετσι προκύπτει

m1v1 = (m1 +m2)u

⇒ u =
m1v1

m1 +m2

Σύµφωνα µε τα παραπάνω, οι δύο σφαίρες ανέρχονται σε ύψος

h =
u2

2g

Πρόβληµα 5.27 ΄Ενας άνθρωπος µάζας m ϐρίσκεται ακίνητος στο άκρο Α µιας ϐάρκας που έχει µάζα M .
Αρχικά η ϐάρκα είναι ακίνητη. Ο άνθρωπος µετακινείται στο άλλο άκρο Β του σκάφους. Ζητείται η µετατόπιση
του σκάφους. Η αντίσταση του νερού είναι αµελητέα. ∆ίνεται το µήκος l του σκάφους.

Λύση:

Στο σύστηµα άνθρωπος-σκάφος δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάµεις (η αντίσταση του νερού ϑεωρείται αµελητέα
ενώ το ϐάρος και η άνωση έχουν µηδενική συνισταµένη). ΄Ετσι η ταχύτητα του κέντρου µάζας παραµένει σταθερή
και ίση µε µηδέν. ΄Αρα η ϑέση του κέντρου µάζας του συστήµατος δεν αλλάζει.
Θεωρούµε αρχή αξόνων ένα σταθερό σηµείο Ο στην προκυµαία. ΄Οταν ο άνθρωπος ϐρίσκεται στο άκρο Α της
ϐάρκας, η ϑέση του κέντρου µάζας του συστήµατος άνθρωπος-ϐάρκα (xc) είναι

xC =
mx1 +Mx2

m+M
(5.49)

όπου x1 είναι η ϑέση του ανθρώπου και x2 η ϑέση του κέντρου µάζας της ϐάρκας (ϐλ. σχήµα 5.18)

Σχήµα 5.18

΄Οταν ο άνθρωπος ϐρίσκεται στο άκρο Β της ϐάρκας, η ϑέση του κέντρου µάζας του συστήµατος είναι

x′C = xC =
mx′1 +Mx′2
m+M

(5.50)
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Σχήµα 5.19

όπου x′1 είναι η νέα ϑέση του ανθρώπου και x′2 η νέα ϑέση του κέντρου µάζας της ϐάρκας (ϐλ. σχήµα 5.19)
Ο άνθρωπος διένυσε το µήκος της ϐάρκας

(AB) = l = (ACβ) + (CβB) (5.51)
Αλλά

(ACβ) = x2 − x1 (από το σχήµα 5.18)

και
(CβB) = x′1 − x′2 (από το σχήµα 5.19)

Από τις παραπάνω σχέσεις, η σχέση (5) γράφεται

l = x2 − x1 + x′1 − x′2 (5.52)

Η ϐάρκα µετακινήθηκε κατά x′2 − x2. Εξισώνοντας τα δεύτερα µέλη των σχέσεων (5) και (5) προκύπτει

mx1 +Mx2 = mx′1 +Mx′2

⇒ x′2 − x2 =
m

M
(x1 − x′1) (5.53)

΄Οµως από τη σχέση (5) έχουµε
x′1 − x1 = x2 − x′2 − l

οπότε η σχέση (5) δίνει

x′2 − x2 =
m

M
(x′2 − x′2 − l) = − m

M +m
l

Το πρόσηµο (−) σηµαίνει ότι η µετακίνηση της ϐάρκας έγινε προς τα αριστερά.

Πρόβληµα 5.28 Μια σφαίρα µάζας m = 10 g εκτοξεύεται οριζόντια µε ταχύτητα u προς ένα ϐαλλιστικό
εκκρεµές που η µάζα του ξύλου του είναι M = 1 Kg. Το κοµµάτι του ξύλου είναι δεµένο µέσω ενός πολύ
ελαφρού νήµατος µήκους 2 m σε ένα σταθερό σηµείο Ο όπως ϕαίνεται στο σχήµα 5.20. Το ξύλο είναι ελεύθερο
να κινείται σε κατακόρυφο κύκλο. Η σφαίρα σφηνώνεται και σταµατά στο ξύλο ακαριαία. Προσδιορίστε την
ελάχιστη τιµή της u έτσι ώστε το εκκρεµές να διαγράψει έναν ολόκληρο κύκλο.

Λύση:

Η ταχύτητα του συσσωµατώµατος µετά την κρούση ϐρίσκεται από την αρχή διατήρησης της ορµής

(M +m)V = mu⇔ V =
m

m+M
u

Στο ανώτερο σηµείο της τροχιάς του ϑα έχουµε

T + (M +m)g = (m+M)
v2

R
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m υ
M

2m

O

Σχήµα 5.20

όπου v η ταχύτητα του συσσωµατώµατος. Το συσσωµάτωµα ϑα µπορέσει να διαγράψει τον κύκλο αν η ταχύτητά
του είναι τουλάχιστον τέτοια ώστε η τάση του νήµατος να γίνει µηδέν. Οπότε

(M +m)g = (M +m)
v2

R
⇔ v =

√
gR

Θεωρώντας ως επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας την αρχική ϑέση του σώµατος M , το ϑεώρηµα έργου-
ενέργειας µεταξύ των ϑέσεων: Ακριβώς µετά την κρούση-Ανώτατο σηµείο τροχιάς, δίνει (δεδοµένου ότι το έργο
της τάσης του νήµατος είναι µηδέν, αφού είναι πάντα κάθετη στη µετατόπιση)

1

2
(M +m)V 2 =

1

2
(M +m)v2 + 2(M +m)gR

⇒ 1

2

m2

(M +m)
u2 =

1

2
(M +m)gR+ 2(M +m)gR

⇒ u2 =
(M +m)2

m2
gR+ 4

(M +m)2

m2
= 5

(M +m)2

m2
gR

⇒ u =
M +m

m

√
5gR =

1.01 Kg

0.01 Kg

√
100 m2s−2 = 1010 m/s

Πρόβληµα 5.29 Χαλύβδινη σφαίρα µάζας 1 kg είναι συνδεδεµένη στο ένα άκρο σύρµατος µήκους 1 m που
περιστρέφεται σε κατακόρυφο κύκλο γύρω από το άλλο άκρο του µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα 120 rad s−1

(g = 10m/s2).

(α) Υπολογίστε την κινητική ενέργεια.

(ϐ) Αν αντί της γωνιακής ταχύτητας είναι η ολική ενέργεια της σφαίρας που παραµένει σταθερή, ποια η
µεταβολή της κινητικής ενέργειας και της γωνιακής ταχύτητας µεταξύ του ψηλότερου και χαµηλότερου
σηµείου του κύκλου ; Υποθέστε ότι η τιµή της γωνιακής ταχύτητας που δόθηκε παραπάνω ισχύει για το
ψηλότερο σηµείο του κύκλου.

Λύση:

(α)

Ek =
1

2
mv2 =

1

2
mω2l2 =

1

2
(1 kg)(120 s−1)2(1 m2) = 7200 J

(ϐ) Η µεταβολή της κινητικής ενέργειας είναι ίση µε το έργο του ϐάρους, δηλ.

∆Ek = mg(2l) = ( 1kg)(10 m/s2)(2× 1 m) = 20 J
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Αλλά
∆Ek = E′k − Ek =

1

2
mω′

2
l2 − Ek

οπότε παίρνουµε

ω′ =
√

2(∆Ek + Ek)/ml2 =
√

2(7200 J + 20 J)/(1 kg)(1 m)2 = 120, 17 s−1

Πρόβληµα 5.30 Τρία πυροβόλα όπλα ϐάλλουν ϐλήµατα µε αρχική ταχύτητα ίδιου µέτρου v0 κατά τέτοιο τρόπο
ώστε όλα τα ϐλήµατα να περάσουν από το ίδιο σηµείο Α (όχι απαραίτητα την ίδια χρονική στιγµή).

(α) Προσδιορίστε τη σχέση µεταξύ των µέτρων των ταχυτήτων vA των ϐληµάτων στο A.

(ϐ) Μπορείτε να προσδιορίσετε τη διεύθυνση της ταχύτητας των ϐληµάτων χρησιµοποιώντας µόνο την αρχή
διατήρησης της ενέργειας ; Να δικαιολογήσετε την απάντησή σας.

0v

0v

0v

��
��
��
��A

Σχήµα 5.21

Λύση:

(α) ΄Εχουµε διατήρηση της µηχανικής ενέργειας. Οπότε

E = Ek,A + UA = Ek,0 ⇒ Ek,A = Ek,0 − UA

΄Αρα
1

2
mv2

A =
1

2
mv2

0 −mghA ⇒ vA =
√
v2

0 − 2ghA

που είναι ίδια και για τα τρία ϐλήµατα.
(ϐ) Το ίδιο δεν ισχύει και για τη διεύθυνση της ταχύτητας. ΄Εστω θA και θ0 οι γωνίες που σχηµατίζουν οι vA και
v0 µε την οριζόντια διεύθυνση. ΄Εχουµε

cos θA =
vx,A
vA

=
v0 cos θ0

vA

οπότε αφού οι v0 και vA είναι ίδιες για όλα τα ϐλήµατα ενώ οι θ0 διαφορετικές προκύπτει ότι οι θA ϑα είναι
διαφορετικές παρόλο που οι E, Ek,A και UA είναι ίδιες και για τα τρία ϐλήµατα.

Πρόβληµα 5.31 Θεωρήστε ένα σωµάτιο του οποίου η µηχανική ενέργεια δίνεται από τη σχέση

E =
1

2
mv2 + U(x)

µε v = dx/dt και

U(x) =
L2

2mx2
− k

x

Θεωρήστε ότι m = 1 kg και k = 1 J ·m. Θεωρήστε τις δύο περιπτώσεις L1 = 1 J · s και L2 =
√

2 J · s.

(α) Προσδιορίστε τις ελάχιστες τιµές Umin,1, Umin,2 της δυναµικής ενέργειας U(x) του σωµατιδίου και στις
δύο περιπτώσεις καθώς και τη ϑέση των ελαχίστων xmin,1 και xmin,2.
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(ϐ) Πόση ενέργεια χρειάζεται για τη µετάβαση από την κατάσταση ισορροπίας της µιας καµπύλης στην κατά-
σταση ισορροπίας της άλλης ;

(γ) Σε ποιο διάστηµα µπορεί το σωµάτιο να κινηθεί όταν έχει ενέργεια Umin,2 και L = L1; Φτιάξτε στην
περίπτωση αυτή το διάγραµµα δυναµικής ενέργειας του σωµατιδίου δείχνοντας καθαρά τα αποτελέσµατά
σας.

(δ) Προσδιορίστε τη δύναµη (δηλ. µέτρο και ϕορά) που ασκείται στο σωµάτιο µε L = L1 όταν ϐρίσκεται στη
ϑέση xmin,2.

Λύση:

L1 = 1 J · s⇒ U1(x) =
1

2x2
− 1

x
J

L2 =
√

2 J · s⇒ U2(x) =
1

x2
− 1

x
J

(α) άρα
dU1

dx
= − 1

x3
+

1

x2

∣∣∣∣
x=x0,1

= 0⇒ x0,1 = 1 m

dU2

dx
= − 2

x3
+

1

x2

∣∣∣∣
x=x0,2

= 0⇒ x0,2 = 2 m

U1(x0,1) = −1

2
J

U2(x0,2) = −1

4
J

(ϐ)
∆E = U2(x0,2)− U1(x0,1) = (−0, 25 J)− (−0, 50 J) = 0, 25 J

(γ) Η ολική µηχανική ενέργεια είναι E = −0.25J . Οπότε

U1 = E ⇒ 1

2x2
− 1

x
= −0, 25⇒ x2 − 4x+ 2 = 0⇒ x = 2±

√
2 m

΄Αρα x1 = 0.586m και x2 = 3.414m. (δ) Η δύναµη δίνεται από τη σχέση

F1(x) = −dU1

dx
=

1

x3
− 1

x2
N

οπότε
F1(x0,2) =

1

8
− 1

4
N = −1

8
N

Πρόβληµα 5.32 Σωµατίδιο κινείται κάτω από την επίδραση πεδίου δυνάµεων που περιγράφεται από τις
παρακάτω συναρτήσεις δυναµικής ενέργειας:

(α) U(x) = axn

(ϐ) U(x, y) = axy

(γ) U(x, y, z) = k(x2 + y2 + z2)

Σε κάθε περίπτωση εκφράστε το πεδίο δυνάµεων σε διανυσµατική µορφή. Τα a, k είναι σταθερές
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Σχήµα 5.22

Λύση:

(α)

F (x) = −dU

dx
x̂ = −anxn−1 x̂

(ϐ)

F (x, y) = −∂U
∂x

x̂− ∂U

∂y
ŷ = −ay x̂− ax ŷ

(γ)

F (x, y, z) = −∂U
∂x

x̂− ∂U

∂y
ŷ − ∂U

∂z
ẑ = −2k(x x̂+ y ŷ + z ẑ) = −2kr

Πρόβληµα 5.33 Σωµατίδιο κινείται στο επίπεδο κάτω από την επίδραση πεδίου δυνάµεων µε δυναµική ενέργεια
U(x, y) = −kx. ΄Εστω (r, θ) δίνουν τη ϑέση του σωµατιδίου, όπου r η απόσταση από την αρχή των αξόνων και
θ η γωνία που σχηµατίζει το διάνυσµα ϑέσης µε τον άξονα των x µε ϕορά που ορίζεται από την αντίθετη ϕορά
κίνησης των δεικτών του ϱολογιού, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 5.23.

(α) Υπολογίστε τις συνιστώσες της δύναµης Fx και Fy που ασκείται στο σωµάτιο (F = Fx x̂+ Fy ŷ).

(ϐ) Υπολογίστε τις συνιστώσες της δύναµης Fr και Fθ, όπου Fr η προβολή της δύναµης στην ακτινική διεύ-
ϑυνση και Fθ στην κάθετη προς αυτή διεύθυνση µε ϑετική τη ϕορά που είναι αντίθετη της ϕοράς κίνησης
των δεικτών του ϱολογιού.

(γ) ∆είξτε ότι

Fr = −∂U
∂r

, Fθ = −1

r

∂U

∂θ

Λύση:

(α)

Fx = −∂U
∂x

= k, Fy = −∂U
∂y

= 0

(ϐ)
Fr = F cos θ = k cos θ, Fθ = −F sin θ = −k sin θ
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F

F

r

θ

θ

θ

Fr

y

x = r cos θ

Σχήµα 5.23

Το πρόσηµο στην Fθ οφείλεται στην επιλογή της ϑετικής ϕοράς να ορίζεται από την αντίθετη ϕορά κίνησης των
δεικτών του ϱολογιού.
(γ)

U(x, y) = −kx = −kr cos θ

΄Αρα

−∂U
∂r

= k cos θ = Fr

−1

r

∂U

∂θ
= −1

r
(kr sin θ) = −k sin θ = Fθ

Πρόβληµα 5.34 Το δαχτυλίδι µάζας m = 5, 0 kg ολισθαίνει πάνω σε λείο µεταλλικό τόξο ABC που αντιστοιχεί
σε τόξο κύκλου ακτίνας 1, 2 m όπως ϕαίνετια στο σχήµα 5.24. Στο δαχτυλίδι ασκούνται δύο δυνάµεις F και F ′

που έχουν µέτρα 40 N και 150 N αντίστοιχα όπως ϕαίνεται στο σχήµα 5.24. Η δύναµη F παραµένει εφαπτόµενη
στον κύκλο. Η F ′ ασκείται σε σταθερή διεύθυνση και σχηµατίζει γωνία 30◦ µοιρών µε την οριζόντια διεύθυνση.
Και οι δύο δυνάµεις ϐρίσκονται πάνω στο επίπεδο ABC. Υπολογίστε το ολικό έργο που παράγεται από το
σύστηµα των δυνάµεων που ασκούνται πάνω στο σώµα όταν µετατοπίζεται από το A στο B και από το A στο C.

Λύση:

΄Εχουµε
WAB = WAB,F +WAB,F ′

WAB,F =

ˆ B

A
F · dr =

ˆ B

A
F dr = F

ˆ B

A
dr = FSAB = F

(
2π

4
l

)
= 75, 40 J

όπου SAB = 2π
4 l = 1, 885m το µήκος του τόξου AB. Η δύναµη F ′ είναι σταθερή. ΄Οπως γνωρίζουµε το έργο

σταθερής δύναµης (λ.χ. το έργο του ϐάρους κοντά στην επιφάνεια της γης) είναι ίσο µε τη δύναµη επί την
(αλγεβρική) προβολή της µετατόπισης του σηµείου εφαρµογής της δύναµης πάνω στη διεύθυνση της δύναµης.
∆ιαλέγοντας τον άξονα των x να συµπίπτει µε τη διεύθυνση της F ′ παίρνουµε

WAB,F ′ =

ˆ B

A
F ′ · dr =

ˆ xB

xA

F ′ dx = F ′
ˆ xB

xA

dx = F ′(xB − xA)

Αλλά επειδή xA = 0 και (AB) =
√
l2 + l2 =

√
2l έχουµε

xB = (AB) cos(45◦ + 30◦) =
√

2l cos(75◦) = 0.3660l = 0, 439m
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Σχήµα 5.24

οπότε παίρνουµε
WAB,F ′ = 65, 88J

Τελικά
WAB = 75.40J + 65.88J = 141, 28J

Με παρόµοιο τρόπο παίρνουµε

WAC = WAC,F +WAC,F ′ = FSAC + F ′(xC − xA)

όπου αντικαθιστώντας SAC = πl = 3, 770m και xC = (AC) cos 30◦ = 2l
√

3
2 = 2, 078 m παίρνουµε

WAC = 40× 3, 770 + 150× 2, 078 J = 462, 5 J
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Πρόβληµα 5.35 ∆ίνεται η δύναµη F = k ĵ × v που ασκείται πάνω σε σωµάτιο µάζας m, όπου ĵ είναι το
µοναδιαίο διάνυσµα µε κατεύθυνση στη ϑετική διεύθυνση του άξονα των y και v = dr/dt η ταχύτητα του
σωµατιδίου.

(α) ∆είξτε ότι η κινητική ενέργεια του σωµατιδίου παραµένει σταθερή.

(ϐ) Ποιο είναι το έργο που παράγει η δύναµη ;

(γ) Ποια η επίδραση της δύναµης πάνω στο διάνυσµα της ταχύτητας ;

Λύση:

(α)

dW = F · dr = F · dr

dt
dt = F · v dt = k(ĵ × v) · v dt = k(v × v) · ĵ dt = 0

Χρησιµοποιήσαµε τη γνωστή ιδιότητα του τριπλού γινοµένου

(a× b) · c = (c× a) · b

΄Αρα

WAB =

ˆ B

A
dW = 0⇒ ∆Ek,AB = 0

(ϐ) ΄Οπως είπαµε παραπάνω WAB = 0 για οποιαδήποτε A και B και οποιαδήποτε διαδροµή τα ενώνει.
(γ) Εφόσον ∆Ek,AB = 0 το µέτρο της ταχύτητας δε µεταβάλλεται. Εφόσον F = k ĵ × v έχουµε F ⊥ v οπότε η
F µεταβάλλει µόνο τη διεύθυνση της v και δρα ως κεντροµόλος∗.

Πρόβληµα 5.36 Σωµατίδιο µάζας m1 κινείται µε ταχύτητα v και συγκρούεται ελαστικά µε σωµατίδιο µάζας
m2 πού είναι ακίνητο ώς προς το σύστηµα του εργαστηρίου L. Παρατηρητής κινείται µε ταχύτητα

V =
m1v

m1 +m2

ως προς το εργαστήριο και παρατηρεί στο σύστηµά του C την ίδια κρούση.

(α) ∆είξτε ότι στο σύστηµα C τα δύο σωµάτια πριν και µετά την κρούση κινούνται µε αντίθετες κατευθύνσεις.

(ϐ) ∆είξτε ότι οι γωνίες θ και φ που σχηµατίζει το διάνυσµα της ταχύτητας του m1 µετά την κρούση σε σχέση
µε τη αρχική διεύθυνση της κίνησής του στα συστήµατα L και C αντίστοιχα, συνδέονται µε τη σχέση

tan θ =
sinφ

cosφ+ m1
m2

(γ) Βρίσκεται πειραµατικά ότι η µέγιστη εκτροπή σωµατιδίων άλφα από το υδρογόνο (πρακτικά δηλ. από
το πρωτόνιο του πυρήνα του) στο σύστηµα αναφοράς που το υδρογόνο είναι ακίνητο είναι περίπου 15o.
Χρησιµοποιώντας το προηγούµενο αποτέλεσµα εκτιµήστε το λόγο των µαζών του σωµατιδίου άλφα ως προς
το υδρογόνο.

Λύση:

(α)

u1 = v − V = v − m1v

m1 +m2
=

m2v

m1 +m2

u2 = 0− V = − m1v

m1 +m2

∗Παρατήρηση: ΄Οταν η v ϐρίσκεται στο επίπεδο x-z το σωµάτιο κινείται πάνω σε κύκλο που ϐρίσκεται στο επίπεδο αυτό. Στη γενική
περίπτωση διαγράφει ελικοειδή τροχιά µε κατεύθυνση τον±y άξονα. Τέτοιου τύπου δύναµη δρα πάνω σε κινούµενο ϕορτισµένο σωµάτιο
από οµογενές µαγνητικό πεδίο.
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θ

φ

L

C

v

v’
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q q

1

1

1

1

2

2

1 2

2

2

1

2

v2 = 0

= 0

v’

p’

p’

q’

q’

u’

1 2

Σχήµα 5.25

΄Αρα τα διανύσµατα u1 και u2 είναι αντιπαράλληλα

u2 = −m1

m2
u1

Η συνολική ορµή στο σύστηµα C πριν την κρούση είναι

q1 + q2 = m1u1 +m2u2 = m1
m2v

m1 +m2
−m2

m1v

m1 +m2
= 0

Αφού η ορµή στο σύστηµα C διατηρείται ϑα έχουµε

q ′1 + q ′2 = q1 + q2 = 0⇒ q ′1 = −q ′2

άρα οι ταχύτητες u ′1 = q ′1 /m1 και u ′2 = q ′2 /m2 είναι αντιπαράλληλες. Συνοψίζοντας

q1 = −q2 q ′1 = −q ′2

(ϐ) ΄Εχουµε

tan θ =
p ′1y
p ′1x

Αλλά

p ′1x = m1v
′

1x = m1(u ′1x +
m1v

m1 +m2
) = q ′1x +

m1p

m1 +m2

p ′1y = m1v
′

1y = m1(u ′1y + 0) = q ′1y

΄Αρα

tan θ =
q ′1y

q ′1x +
m1

m1 +m2
p

=
q ′1 sinφ

q ′1 cosφ+
m1

m1 +m2
p

=
sinφ

cosφ+
m1

m1 +m2

p

q ′1

(5.54)
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Από τη διατήρηση της ορµής έχουµε

q1 + q2 = 0⇒ q1 = −q2 ⇒ q ≡ |q1| = |q2|
q ′1 + q ′2 = 0⇒ q ′1 = −q ′2 ⇒ q ′ ≡ |q ′1 | = |q ′2 |

και από τη διατήρηση της κινητικής ενέργειας (ελαστική κρούση) έχουµε

q2
1

2m1
+

q2
2

2m2
=

q ′ 21

2m1
+
q ′ 22

2m2
⇒ q2

2m1
+

q2

2m2
=

q ′ 2

2m1
+
q ′ 2

2m2
⇒ q = q ′

΄Αρα

q ′1 = q ′ = q = |q2| = |m2u2| =

∣∣∣∣∣m2

(
− m1v

m1 +m2

)∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ m2p

m1 +m2

∣∣∣∣ =
m2p

m1 +m2

Συνεπώς
p

q ′1
=

p
m2p

m1 +m2

=
m1 +m2

m2
(5.55)

Η (5) συνεπάγεται από τη (5):

tan θ =
sinφ

cosφ+
m1

m1 +m2

m1 +m2

m2

=
sinφ

cosφ+
m1

m2

(5.56)

(γ) Η µέγιστη εκτροπή είναι όταν φ = π/2. Τότε η σχέση (5) δίνει

tan θmax =
1

0 +
m1

m2

=
m2

m1
≈ 0, 268⇒ m1

m2
≈ 3, 73

Πρόβληµα 5.37 Σφαίρα µάζας m και ταχύτητας v = v î περνάει µέσα από το ϐαρίδι εκκρεµούς µάζας M
όταν αυτό ϐρίσκεται στο σηµείο Β, και ϐγαίνει από αυτό µε ταχύτητα v′ = (v/3) î. Το ϐαρίδι του εκκρεµούς
ϐρίσκεται στην άκρη αβαρούς νήµατος µήκους l και αρχικά ήταν ακίνητο στη ϑέση Α σε ύψος h ως προς το Β.
Ποια είναι η ελάχιστη τιµή της v ώστε το ϐαρίδι του εκκρεµούς να διαγράψει ολόκληρο κύκλο ;
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Λύση:

Η διατήρηση της µηχανικής ενέργειας µεταξύ των σηµείων A, B δίνει

1

2
MV 2 = Mgh⇒ V =

√
2gh

Η ορµή διατηρείται κατά την κρούση οπότε η ταχύτητα V ′ του ϐαριδιού αµέσως µετά την κρούση ϑα δίνεται από
τη σχέση:

mv −MV = m
v

3
+MV ′ ⇒ V ′ =

2

3

(
m

M

)
v −

√
2gh (5.57)
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Σχήµα 5.26: ΄Ασκηση 9

Αν η ταχύτητα του ϐαριδιού στο ανώτατο σηµείο της τροχιάς είναι V ′′, τότε η διατήρηση της µηχανικής ενέργειας
µας δίνει :

1

2
MV ′ 2 =

1

2
MV ′′ 2 +Mg(2l)⇒ V ′′ 2 = V ′ 2 − 4gl (5.58)

Η ελάχιστη τιµή που µπορεί να έχει η V ′′ ώστε να µη χαλαρώσει το νήµα είναι όταν το ϐάρος του ϐαριδιού είναι
η κεντροµόλος δύναµη στο ανώτατο σηµείο της τροχιάς. Αυτή αντιστοιχεί και στη Ϲητούµενη ελάχιστη τιµή της
v. Η συνθήκη αυτή δίνει :

M
V ′′ 2

l
= Mg ⇒ V ′′ 2 = gl (5.59)

Από τις σχέσεις (5) και (5) παίρνουµε:

gl = V ′ 2 − 4gl⇒ V ′ =
√

5gl (5.60)

Από τις σχέσεις (5) και (5) παίρνουµε

√
5gl =

2

3

(
m

M

)
v −

√
2gh⇒ v =

3

2

(
M

m

)(√
5gl +

√
2gh

)

Πρόβληµα 5.38 ΄Εχει ϐρεθεί πειραµατικά ότι κατά τη µετωπική κρούση† δύο στερεών σφαιρών η σχετική
ταχύτητα της σφαίρας 2 ως προς τη σφαίρα 1 µετά την κρούση v′12 = v′2−v′1 σχετίζεται µε την αντίστοιχη σχετική
ταχύτητα πριν την κρούση v12 = v2 − v1 µε τη σχέση

v′12 = −e v12

Η τιµή του συντελεστή αποκατάστασης, e, είναι µεταξύ 0 και 1. Αυτό το αποτέλεσµα ανακαλύφθηκε από
το Νεύτωνα και ισχύει µόνο προσεγγιστικά. Επιπλέον η ορµή διατηρείται κατά την κρούση. Αποδείξτε τα
παρακάτω:

(α) Οι ταχύτητες µετά την κρούση δίνονται από τις σχέσεις

v′1 =
µv2(1 + e)

m1
+
µv1(1− em2/m1)

m2
v′2 =

µv1(1 + e)

m2
+
µv2(1− em1/m2)

m1

όπου
1

µ
=

1

m1
+

1

m2
†Θα ϑεωρήσετε δηλ. ότι οι σφαίρες κινούνται πάνω στην ίδια ευθεία πριν και µετά την κρούση. Οι ποσότητες v1, v2, v12 . . . είναι

αλγεβρικές, δηλ. αναφέρονται στις συνιστώσες των αντίστοιχων διανυσµάτων πάνω στον άξονα που ορίζεται από τη διεύθυνση κίνησης
και παίρνουν ϑετικές ή αρνητικές τιµές ανάλογα µε τη ϕορά των αντίστοιχων διανυσµάτων.
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(ϐ) ΄Εστω παρατηρητής C που παρατηρεί την κρούση κινούµενος µε ταχύτητα V = (m1v1 +m2v2)/(m1 +m2).
Η ποσότητα Q = E

(C)′

k − E(C)
k στο σύστηµα του C µετράει την απώλεια ενέργειας του συστήµατος και

είναι‡

Q = −1

2
(1− e2)µv2

12

Υπόδειξη :

E
(C)
k =

1

2
m1u

2
1 +

1

2
m2u

2
2

όπου u1 = v1 − V και u2 = v2 − V . Αντίστοιχα

E
(C)′

k =
1

2
m1(u′1)2 +

1

2
m2(u′2)2

(γ) Ποια είναι η τιµή του e όταν η κρούση είναι ελαστική και ποια όταν είναι πλαστική (τα δύο σωµάτια
κινούνται µαζί);

Λύση:

(α) Από τον ορισµό του e παίρνουµε

v′12 = −ev12 ⇒ (v′2 − v′1) = −e(v2 − v1)

και µαζί µε τη διατήρηση της ορµής παίρνουµε το σύστηµα:

m1v
′
1 +m2v

′
2 = m1v1 +m2v2

−v′1 + v′2 = ev1 − ev2

Η ορίζουσα των συντελεστών του παραπάνω συστήµατος είναι

∆ =

∣∣∣∣∣m1 m2

−1 1

∣∣∣∣∣ = m1 +m2

΄Αρα η λύση του συστήµατος δίνεται από τις σχέσεις

v′1 =
1

m1 +m2

∣∣∣∣∣ m1v1 +m2v2 m2

ev1 − ev2 1

∣∣∣∣∣
=

1

m1 +m2
(m1v1 +m2v2 −m2ev1 +m2ev2)

=
1

m1 +m2

[
(m1 − em2)v1 + (m2 +m2e)v2

]
=

1

m1 +m2

[
m1

(
1− em2

m1

)
v1 +m2(1 + e)v2

]

=
m1m2

m1 +m2

(
1− em2

m1

)
v1

m2
+

m1m2

m1 +m2
(1 + e)

v2

m1

=
µv2(1 + e)

m1
+
µv1

(
1− em2

m1

)
m2

όπου στην τελευταία γραµµή αντικαταστήσαµε

1

µ
=

1

m1
+

1

m2
⇒ µ =

m1m2

m1 +m2

‡Παρατήρηση: Μπορείτε να αποδείξετε ότι η ποσότητα Q ϑα ήταν η ίδια αν την ορίζαµε στο σύστηµα του εργαστηρίου.
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΄Οµοια παίρνουµε:

v′2 =
1

m1 +m2

∣∣∣∣∣ m1 m1v1 +m2v2

−1 ev1 − ev2

∣∣∣∣∣
=

1

m1 +m2
[m1ev1 − em1v2 +m1v1 +m2v2]

=
1

m1 +m2

[
m1(1 + e)v1 + (m2 − em1)v2

]
=

m1m2

m1 +m2
(1 + e)

v1

m2
+

m1m2

m1 +m2

(
1− em1

m2

)
v2

m1

=
µv1(1 + e)

m2
+
µv2

(
1− em1

m2

)
m1

(ϐ) Από τον ορισµό του Q παίρνουµε

Q =
1

2
m1u

′ 2
1 +

1

2
m2u

′ 2
2 −

1

2
m1u

2
1 +

1

2
m2u

2
2

Αντικαθιστούµε τις ταχύτητες

u1 = v1 − V = v1 −
m1v1 +m2v2

m1 +m2
=
m2(v1 − v2)

m1 +m2
= − m2v12

m1 +m2

u2 = v2 − V = v2 −
m1v1 +m2v2

m1 +m2
=
m2(v2 − v1)

m1 +m2
=

m2v12

m1 +m2

u′1 = v′1 − V ′ = v′1 −
m1v

′
1 +m2v

′
2

m1 +m2
=
m2(v′1 − v′2)

m1 +m2
= − m2v

′
12

m1 +m2

u′2 = v′2 − V ′ = v′2 −
m1v

′
1 +m2v

′
2

m1 +m2
=
m2(v′2 − v′1)

m1 +m2
=

m2v
′
12

m1 +m2

΄Αρα:

Q =
1

2

m1m
2
2v
′ 2

12

(m1 +m2)2
+

1

2

m2
1m2v

′ 2
12

(m1 +m2)2
− 1

2

m1m
2
2v

2
12

(m1 +m2)2
− 1

2

m2
1m2v

2
12

(m1 +m2)2

=
1

2

m1m2

(m1 +m2)2
(m1 +m2)v ′ 212 −

1

2

m1m2

(m1 +m2)2
(m1 +m2)v2

12

=
1

2
µ(v ′ 212 − v2

12) =
1

2
µ(e2v2

12 − v2
12)

=
1

2
µ(1− e2)v2

12

(γ) ΄Οταν η κρούση είναι πλαστική τα δύο σώµατα κινούνται µαζί και v′12 = 0⇒ e = 0. Τότε η απώλεια ενέργειας
παίρνει τη µέγιστη τιµή

Q =
1

2
µv2

12

΄Οταν η κρούση είναι ελαστική δεν υπάρχουν απώλειες κινητικής ενέργειας των σωµατιδίων και περιµένουµε ότι
Q = 0 ⇒ e = 1 (αρκεί για απόδειξη του Ϲητούµενου). Αυτό µπορούµε να το δούµε αναλυτικά από τις σχέσεις
διατήρησης ορµής και κιν. ενέργειας

m1v1 +m2v2 = m1v
′
1 +m2v

′
2

1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 =

1

2
m1v

′ 2
1 +

1

2
m2v

′ 2
2

που δίνει

m1(v′1 − v1) = −m2(v′2 − v2)
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m1(v ′ 21 − v2
1) = −m2(v ′ 22 − v2

2)

από όπου αναπτύσσοντας τη διαφορά τετραγώνων παίρνουµε:

m1(v′1 − v1) = −m2(v′2 − v2)

m1(v′1 − v1)(v′1 + v1) = −m2(v′2 − v2)(v′2 + v2)

∆ιαιρώντας κατά µέλη παίρνουµε

v′1 + v1 = v′2 + v2 ⇒ v′2 − v′1 = −(v2 − v1)⇒ v′12 = −v12 ⇒ e = 1

Παρατήρηση: Το Q µετράει την απώλεια κιν. ενέργειας και στο σύστηµα L

Ek =
1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 =

1

2
m1(u1 + V )2 +

1

2
m2(u2 + V )2

=
1

2
m1u

2
1 +

1

2
m2u

2
2 +

1

2
(m1 +m2)V 2 + (m1u1 +m2u2)V

= E
(C)
k +

1

2
(m1 +m2)V 2

Στην προτελευταία γραµµή χρησιµοποιήσαµε τη σχέση (γεγονός που διαφοροποιεί το σύστηµα C από τα υπό-
λοιπα)

m1u1 +m2u2 = m1

(
− m2v12

m1 +m2

)
+m2

(
m1v12

m1 +m2

)
= 0

΄Αρα

Ek = E
(C)
k + 1

2MV 2

E′k = E
(C)′
k + 1

2MV ′2

V = V ′

⇒ Ek − E′k = E
(C)
k − E(C)′

k = Q

Η σχέση V = V ′ προκύπτει επειδή V = (m1v1 + m2v2)/(m1 + m2) και V ′ = (m1v
′
1 + m2v

′
2)/(m1 + m2) και

m1v1 +m2v2 = m1v
′
1 +m2v

′
2 λόγω της διατήρησης της ορµής κατά την κρούση.

Πρόβληµα 5.39 Λεπτή οµογενής ϱάβδος µάζας M και µήκους L κρέµεται από το ταβάνι και µπορεί να
περιστρέφεται ελεύθερα χωρίς τριβή από ειδικό "µεντεσέ" (ϐλ. σχήµα 5.27). ΄Ενα µικρό σώµα µάζας m και
αρχικής ταχύτητας v0 συγκρούεται µε τη ϱάβδο στο κατώτερο άκρο της και κολλάει σε αυτή (ενσωµατώνεται).
Να ϐρεθούν :

(α) η γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος ϱάβδοσ-σώµα αµέσως µετά την κρούση και

(ϐ) η µέγιστη γωνία θ που διαγράφει το συσσωµάτωµα µέχρι να σταµατήσει στιγµιαία. ∆ίνεται η επιτάχυνση
της ϐαρύτητας g και η ϱοπή αδρανείας οµογενούς ϱάβδου ως προς κάθετο άξονα που διέρχεται από το
άκρο της I = (1/3)ML2.

Σχήµα 5.27
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Λύση:

Η στροφορµή του συστήµατος ϱάβδου-σώµατος ως προς το µεντεσέ διατηρείται :

dL

dt
= 0

Η αρχική στροφορµή Lαρχ = Lm + LM = mv0L+ 0. Μετά τη συσσωµάτωση Lτελ = LmMω, όπου ϐεβαίως ImM
είναι η ϱοπή αδρανείας του συσσωµατώµατος ϱάβδου-σώµατος και ω η Ϲητούµενη γωνιακή ταχύτητα. Από το
ϐιβλίο (σελ. 196, τόµος Β) είναι σαφές ότι η ϱοπή αδρανείας του συσσωµατώµατος είναι :

ImM =
1

2
ML2 +mL2 =

(M + 3m)L2

3

Από τη διατήρηση της στροφορµής έχουµε Lαρχ = Lτελ:

mv0L =
(M + 3m)L2ω

3
,

από το οποίο προκύπτει η γωνιακή ταχύτητα:

ω =
3mv0

(M + 3m)L
(5.61)

Η ενέργεια διατηρείται και εποµένως µπορούµε να ϐρούµε το ύψος στο οποίο ϑα ανέλθει το κέντρο µάζας του
συσσωµατώµατος. Το κέντρο µάζας ϐρίσκεται εύκολα ωσ:

d =
(M + 2m)L

2(M +m)
,

όπου d είναι ϐεβαίως η απόσταση του κέντρου µάζας από το µεντεσέ (ϐλ. σχήµα).

Σχήµα 5.28

Στη µέγιστη γωνία γ το κέντρο µάζας ανέρχεται κατά απόσταση y. Εποµένως

(M +m)gy =
1

2
ImMω

2

στην οποία αντικαθιστώντας το ω µε την εξίσωση (5) που υπολογίσαµε στο προηγούµενο ερώτηµα µπορούµε να
υπολογίσουµε το y

y =
3m2v2

0

2(M +m)(M + 3m)g

από το σχήµα 5.28 είναι σαφές ότι cos θ = (d− y)/d και αντικαθιστώντας την τιµή του d και y που υπολογίσαµε
πιο πριν έχουµε

cos θ =
d− y
d

= 1− 3m2v2
0

(M + 2m)(M + 3m)gL
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Πρόβληµα 5.40 ΄Ενα ϐλήµα µάζας m και αρχικής ταχύτητας υ0 εκτοξεύεται εναντίον κυλίνδρου µάζας M
και ακτίνας R, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 5.29. Ο κύλινδρος ϐρίσκεται αρχικά σε κατάσταση ηρεµίας και είναι
εξαρτηµένος σε ένα σταθερό οριζόντιο άξονα που συµπίπτει µε τον άξονα συµµετρίας του. Η τροχιά του ϐλήµατος
είναι κάθετη στον άξονα και σε απόσταση d < R πάνω από τον άξονα. Το ϐλήµα χτυπάει τον κύλινδρο και
ενσωµατώνεται σάυτόν. Βρείτε τη γωνιακή ταχύτητα που ϑα αποκτήσει το σύστηµα κύλινδρος-ϐλήµα. Αγνοήστε
το ϐάρος του ϐλήµατος. ∆ίνεται ότι η ϱοπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς τον άξονα συµµετρίας του είναι
I = 1/2MR2.

R

m υ0

d

Σχήµα 5.29

Λύση:

Αν αγνοήσουµε το ϐάρος του ϐλήµατος, η συνισταµένη εξωτερική ϱοπή ως προς οποιοδήποτε σηµείο του άξονα
του κυλίνδρου είναι µηδενική. Εποµένως η στροφορµή του συστήµατος είναι ίδια πριν και µετά την κρούση.
Πριν από την κρούση µόνο το ϐλήµα έχει στροφορµή µε µέτρο L1 = mυ0d. Μετά την κρούση η ολική στροφορµή
του συστήµατος είναι

L2 = Iω =

(
1

2
MR2 +mR2

)
ω

Εποµένως η γωνιακή ταχύτητα υπολογίζεται ως

L1 = L2 ⇒ mυ0d =

(
1

2
MR2 +mR2

)
ω ⇒ ω =

mυ0d

1/2MR2 +mR2

Πρόβληµα 5.41 ΄Ενας πλανήτης γυρίζει γύρω από τον ήλιο σε ελλειπτική τροχιά όπως δείχνει το σχήµα
5.30. Υποθέστε ότι η ϐαρυτική έλξη είναι η µόνη δύναµη που ασκείται στον πλανήτη και ότι ο ήλιος είναι
ακίνητος. Αποδείξτε το δεύτερο νόµο του Kepler που λέει ότι η επιβατική ακτίνα (αν ϑεωρηθεί ο ήλιος ως αρχή
των συντεταγµένων) του πλανήτη σαρώνει ίσες επιφάνειες σε ίσα χρονικά διαστήµατα (δηλαδή dS/dt = σταθερό,
όπου dS η στοιχειώδης επιφάνεια που σαρώνεται σε χρόνο dt).

Λύση:

Θεωρώντας τον ήλιο ως αρχή του συστήµατος συντεταγµένων η ϱοπή των δυνάµεων που ασκείται στον πλανήτη
είναι τ = r×F , όπου r το διάνυσµα ϑέσης του πλανήτη και F η ϐαρυτική έλξη. ΄Οµως τ = r×F = 0 γιατί τα
r και F είναι συγγραµµικά. Εποµένως η στροφορµή του πλανήτη παραµένει σταθερή αφού 0 = τ = dL/dt. Η
στροφορµή εκφράζεται µέσω του διανύσµατος ϑέσης r(t) και ορµής p(t) = mv(t) ως ακολούθως

L(t) = r(t)× p(t) = mr(t)× v(t) = mv(t)r(t)k̂ = σταθερό (5.62)
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Επιβατική ακτίνα

Πλανήτης

Ήλιος

Σχήµα 5.30

µε k̂ το µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο στο επίπεδο της τροχιάς και µε ϕορά προς τα πάνω. Αν ϑεωρήσουµε ένα
απειροελάχιστο χρονικό διάστηµα dt όπου ο πλανήτης κινείται κατά dl = v(t)dt και η επιβατική ακτίνα είναι
r(t), η µεταβολή της επιφάνειας στη µονάδα του χρόνου είναι

dS =
1

2
r(t)dl =

1

2
r(t)v(t)dt ⇒ dS

dt
=

1

2
r(t)v(t)

το οποίο σύµφωνα µε την εξίσωση (5) είναι σταθερό.



6
Αρµονικός Ταλαντωτής

Πρόβληµα 6.1 Σωµατίδιο µάζας m κινείται µε την επίδραση της δύναµης που έχει δυναµική ενέργεια

U =
1

2
mω2r2

Να δείξετε ότι η κίνηση λαµβάνει χώρα σ΄ ένα επίπεδο και να καθορίσετε µε ϐάσει τις αρχικές συνθήκες του
προβλήµατος. Αν κατά τη χρονική στιγµή t = 0 το σωµατίδιο εκτοξεύεται µε ταχύτητα v0 κάθετη προς το
διάνυσµα ϑέσης r0, να δείξετε ότι τούτο διαγράφει κάποια τροχιά που η πολική του ακτίνα κυµαίνεται µεταξύ
των τιµών

r0 ≤ r ≤
v0

ω

Λύση:

Από τη δυναµική ενέργεια, U , ϑα έχουµε τη δύναµη

F = −∂U
∂r

= −mω2r2

Αν p = mv είναι η ορµή του σωµατιδίου τότε το διάνυσµα N = r × p ϑα δώσει για την παράγωγο ως προς το
χρόνο

Ṅ = ṙ × ṗ+ r × ṗ = v ×mv −mω2r × r = 0

΄Αρα το διάνυσµα N παραµένει σταθερό µε το χρόνο. Εφ΄ όσον το N είναι ένα διάνυσµα κάθετο στο διάνυσµα
της ϑέσης

r ·N = 0

συνεπώς το r ϑα ϐρίσκεται στο επίπεδο το κάθετο στο N και δεν ϑα µεταβάλλεται µε το χρόνο. Επιπλέον και
για το αρχικό διάνυσµα ϑέσης r0 ϑα ισχύει

r0 ·N = 0

Το επίπεδο το κάθετο στο N ϑα καθοριστεί από τη σχέση που προκύπτει αν αφαιρέσουµε τις σχέσεις

r ·N = 0 και r0 ·N = 0

δηλαδή
(r − r0) ·N = 0

Η εξίσωση κίνησης για την ελκτική δύναµη F = −mω2r ϑα είναι

m
d2r

dt2
= −mω2r ⇒ d2r

dt2
+ ω2r = 0

Αυτή είναι η διαφορική εξίσωση που περιγράφει τον αρµονικό ταλαντωτή, που έχει λύση της µορφής

r = A′ sin(ωt+ φ)
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όπου A′, φ είναι σταθερές που καθορίζονται από τις αρχικές συνθήκες του προβλήµατος. Η παραπάνω λύση
µπορεί να γραφτεί και ως εξής

r(t) = A sin (ωt) +B cos (ωt)

όπου οι νέες σταθερές A,B µπορούν να εκφραστούν µέσω των σταθερών A′, φ

A = A′ cosφ, B = A′ sinφ

Για την αρχική συνθήκη r(0) = r0 ϑα έχουµε
r0 = B

και µε τη ϐοήθεια της αρχικής συνθήκης v(0) = ṙ(0) = v0 ϑα έχουµε

v(0) = v0 = ωA ⇒ A =
v0

ω

όπου η ταχύτητα είναι
v = ṙ = ωA cos (ωt)− ωB sin (ωt)

Με τον ανωτέρω προσδιορισµό των σταθερών A,B το διάνυσµα ϑέσης ϑα είναι

r(t) =
v0

ω
sin (ωt) + r0 cos (ωt)

Το εσωτερικό γινόµενο του r µε τον εαυτό του ϑα είναι

r · r = r2 =
v2

0

ω2
sin2 ωt+ r2

0 cos (ωt) +
2

ω
v0 · r0 sin (ωt) cos (ωt)

Μας δίνεται ότι v0 · r0 = 0 (εφ΄ όσον το σωµατίδιο εκτοξεύεται µε ταχύτητα v0 κάθετη προς το διάνυσµα ϑέσης
r0), άρα

r2 =
v2

0

ω2
sin2 (ωt) + r2

0 cos (ωt) =

(
v0

ω

)2

sin2 (ωt) + r2
0

(
1− sin2 (ωt)

)
⇒ sin2 (ωt) =

r2 − r2
0

(v0/ω)2 − r2
0

αλλά για το ηµίτονο ισχύει 0 ≤ sin2 (ωt) ≤ 1, συνεπώς

0 ≤ r2 − r2
0

(v0/ω)2 − r2
0

≤ 1 ⇒ r2
0 ≤ r2 ≤

(
v0

ω

)2

⇒ r0 ≤ r ≤
v0

ω

Πρόβληµα 6.2 Να ϐρεθούν οι εξισώσεις κίνησης απλού εκκρεµούς µάζας m του οποίου το νήµα είναι ελαστικό
ϕυσικού µήκους l και σταθεράς ελατηρίουC ϑεωρώντας ότι η κίνηση λαµβάνει χώρα στο κατακόρυφο επίπεδο.

Λύση:

Θα αναλύσουµε το πρόβληµα σε πολικές συντεταγµένες, όπου η επιτάχυνση, a, εκφράζεται ως εξής

a = (r̈ − rθ̇2)r̂ + (rθ̈ + 2ṙθ̇)θ̂

µε τα µοναδιαία διανύσµατα (r̂, θ̂) σε πολικές συντεταγµένες (r, θ) όπως ϕαίνεται στο σχήµα.
Οι δυνάµεις που ασκούνται στο σώµα είναι :
• το ϐάρος B = mg cos θr̂ −mg sin θθ̂,
• και η ελκτική δύναµη του ελαστικού νήµατος (δύναµη του Hooke), Fh = −C(r − l)r̂, όταν υπάρχει µια
επιµήκυνση r > l µε ϕυσικό µήκος l.
΄Αρα η εξίσωση κίνησης ϑα δίνεται από το δεύτερο νόµο του Newton όπου η συνολική δύναµη είναι B + Fh

B + Fh = ma = m(r̈ − rθ̇2)r̂ +m(rθ̈ + 2ṙθ̇)θ̂
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mg

^

-mgsin
^

m
gcos

r̂
Σχήµα 6.1

⇒ m(r̈ − rθ̇2)r̂ +m(rθ̈ + 2ṙθ̇)θ̂ = mg cos θr̂ −mg sin θθ̂ − C(r − l)r̂

και συνεπώς ϑα έχουµε δύο διαφορικές εξισώσεις όταν εξισώσουµε τους συντελεστές των δύο πολικών µοναδιαίων
διανυσµάτων

m(r̈ − rθ̇2) = mg cos θ − C(r − l)

⇒ r̈ − rθ̇2 +
C

m
C(r − l)− g cos θ = 0

και
m(rθ̈ + 2ṙθ̇) = −mg sin θ

⇒ rθ̈ + 2ṙθ̇ + g sin θ = 0

Πρόβληµα 6.3 Η κίνηση µονοδιάστατου αρµονικού ταλαντωτή µε απόσβεση κυβερνάται από τη διαφορική
εξίσωση

ẍ = −1

τ
ẋ− ω2

0x

όπου οι τ, ω είναι ϑετικές σταθερές. ∆είξατε ότι αν 1/2τ < ω0 η κίνηση ϑα είναι ταλαντούµενη µε αποσβενώµενο
πλάτος και να ϐρείτε τη ϑέση και την ταχύτητα του ταλαντωτή ως συνάρτηση του χρόνου δεδοµένου ότι x(0) = x0

και v(0) = 0.

Λύση:

Η διαφορική εξίσωση της κίνησης είναι

ẍ+
1

τ
ẋ+ ω2

0x = 0

Ορίζοντας τον τελεστή της παραγώγου D ≡ d/dt, η διαφορική εξίσωση κίνησης ϑα είναι(
D2 +

1

τ
D + ω2

0

)
x(t) = 0

Οι ϱίζες του χαρακτηριστικού τριωνύµου D2 +D/τ + ω2
0 = 0 ϑα καθορίσουν τη λύση αυτής της διαφορικής

εξίσωσης. Οι ϱίζες του χαρακτηριστικού τριωνύµου ϑα είναι µιγαδικές

ρ1,2 =
−(1/τ)±

[
(1/τ)2 − 4ω2

0

]1/2

2
⇒ ρ1,2 = − 1

2τ
± i

2τ

√
4ω2

0τ
2 − 1

εφ΄ όσον 1− 4ω2
0τ

2 < 0.
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Ορίζουµε µια νέα ϑετική σταθερά

∆ =
√

4ω2
0τ

2 − 1

συνεπώς η λύση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης κίνησης ϑα είναι

x(t) = A1e−t/2τ+i∆/2τ +A2e−t/2τ−i∆/2τ = e−t/2τ (A1ei∆/2τ +A2e−i∆/2τ )

όπου οι σταθερές A1, A2 στη γενική τους µορφή είναι µιγαδικές σταθερές. Με τη ϐοήθεια των τριγωνοµετρικών
σχέσεων Euler

e±i∆/2τ = cos

(
∆

2τ

)
± i sin

(
∆

2τ

)
η λύση της διαφορικής εξίσωσης κίνησης µπορεί να γραφτεί

x(t) = Ae−t/2τ sin

(
∆

2τ
t+ φ

)
και η ταχύτητα ϑα γραφτεί ως εξής

v(t) = ẋ(t) = − A
2τ

e−t/2τ

[
sin

(
∆

2τ
t+ φ

)
−∆ cos

(
∆

2τ
t+ φ

)]
όπουA, φ είναι νέες σταθερές κίνησης που ϑα προσδιοριστούν από τις αρχικές συνθήκες x(0) = x0 και v(0) = 0.
Η αρχική συνθήκη x(0) = x0 µας δίνει

x0 = A sinφ (6.1)

και η συνθήκη v(0) = 0 µας δίνει

0 = − A
2τ

sinφ+
A∆

2τ
cosφ

⇒ 0 = −x0

2τ
+

∆

2τ
cosφ

⇒ A cosφ =
x0

∆
(6.2)

Αν διαιρέσουµε την εξίσωση (6) µε την (6) η σταθερά φ µπορεί να καθοριστεί

tanφ = ∆

⇒ φ = arctan ∆

και η A από την εξίσωση (6) είναι
A =

x0

sinφ

Από την τριγωνοµετρική σχέση sinφ = tanφ/(1 + tan2 φ)1/2 = ∆/(1 + ∆2)1/2, η σταθερά A είναι

A =
x0

√
1 + ∆2

∆

και εποµένως η χρονική συνάρτηση της ϑέσης είναι

x(t) =
x0

√
1 + ∆2

∆
e−t/2τ sin

(
∆

2τ
t+ φ

)

⇒ x(t) =
x0

√
1 + ∆2

∆
e−t/2τ sin

(
∆

2τ
t+ arctan ∆

)
΄Αρα η κίνηση είναι µια περιοδική κίνηση µε ελαττούµενο πλάτος

A =
x0

√
1 + ∆2

∆
e−t/2τ
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Πρόβληµα 6.4 Μονοδιάστατος αρµονικός ταλαντωτής µάζας m και ιδιοσυχνότητας ω0 ϐρίσκεται υπό την επί-
δραση εξωτερικής δύναµης της µορφής

f(t) = f0 sin (ωt)

όπου ω 6= ω0. Ζητείται η ϑέση και η ταχύτητα του ταλαντωτή δεδοµένου ότι τη χρονική στιγµή t = 0 η ϑέση του
είναι x0 και η ταχύτητα του µηδέν.

Λύση:

Η εξίσωση κίνησης του ταλαντωτή µε την εξωτερική δύναµη f(t) = f0 sin (ωt) ϑα είναι

mẍ = −mω2
0x+ f(t)

⇒ mẍ+mω2
0x = f0 sin (ωt)

όπου ο όρος −mω2
0x(t) είναι η δύναµη Hooke. Η εξίσωση κίνησης ϑα είναι

ẍ+ ω2
0x =

f0

m
sin (ωt) (6.3)

Η λύση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης ẍ+ ω2
0t = 0 είναι

xoµ(t) = A sin(ω0t+ φ)

όπου οι σταθερές A, φ καθορίζονται από τις αρχικές συνθήκες. Η µερική λύση της διαφορικής εξίσωσης (6) είναι
της µορφής

xµ(t) = B sin (ωt) + C cos (ωt)

⇒ ẋµ = Bω cos (ωt)− Cω sin (ωt)

⇒ ẍµ = −Bω2 sin (ωt)− Cω2 cos (ωt)

όπου οι σταθερές B,C ϑα προσδιοριστούν µε αντικατάσταση της xµ(t) στη διαφορική εξίσωση (6). Συνεπώς ϑα
πάρουµε

B(ω2
0 − ω2) sin (ωt) + C

(
ω2

0 − ω2
)

cos (ωt) =
f0

m
sin (ωt)

⇒


B(ω2

0 − ω2) = f0
m

C(ω2
0 − ω2) = 0

⇒


B =

f0

m(ω2
0 − ω2)

C = 0.

΄Αρα η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (6) είναι

x(t) = xoµ(t) + xµ(t) = A sin(ω0t+ φ) +
f0

m(ω2
0 − ω2)

sin (ωt)

και η ταχύτητα v(t) = ẋ(t) ϑα είναι

v(t) = Aω0 cos(ω0t+ φ) +
f0ω

m(ω2
0 − ω2)

cos (ωt)

Οι αρχικές συνθήκες x(0) = x0 και v(0) = 0 ϑα µας δώσουν

x0 = A sinφ
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0 = Aω0 cosφ+
f0ω

m(ω2
0 − ω2)

και διαιρώντας τις δύο παραπάνω εξισώσεις ϑα έχουµε τον προσδιορισµό της σταθεράς φ

tanφ =
mω0x0(ω2 − ω2

0)

f0ω

και από τη σχέση x0 = A sinφ, έχουµε για την σταθερά A

A =
x0

sinφ
= x0

√
1 + tan2 φ

tanφ

Πρόβληµα 6.5 Η εξίσωση που κυβερνά τη χρονική εξέλιξη του ϕορτίουQ σε ένα κύκλωµα RLC σε σειρά δίδεται
από τη διαφορική εξίσωση

L
d2Q

dt2
+R

dQ

dt
+

1

C
Q = 0

∆είξατε ότι αν R2 < 4L/C, τότε το ϕορτίο ταλαντώνεται µε πλάτος που ελαττώνεται µε την πάροδο του χρόνου.
Βρείτε το ϕορτίο Q(t) και το ϱεύµα I(t) = dQ(t)/dt, όταν Q(0) = Q0 και I(0) = 0.

Λύση:

Η εξίσωση που κυβερνά τη χρονική εξέλιξη του ϕορτίου σε ένα κύκλωµα RLC σε σειρά όπως ϕαίνεται στο σχήµα,
είναι

L
d2Q

dt2
+R

dQ

dt
+

1

C
Q = 0

⇒ Q̈+
R

L
Q̇+

1

LC
Q = 0 (6.4)

C

R

I(t)

L

Αυτή η διαφορική εξίσωση περιγράφει ένα αρµονικό ταλαντωτή που περιέχει έναν όρο απόσβεσης, R/L. Αφού
ορίσουµε τον τελεστή της παραγώγου D ≡ d/dt, η διαφορική εξίσωση (6) ϑα γραφτεί(

D2 +
R

L
D +

1

LC

)
Q(t) = 0

Το χαρακτηριστικό πολυώνυµο,
(
D2 +

R

L
D +

1

LC

)
αυτής της διαφορικής εξίσωσης έχει δύο ϱίζες

ρ1,2 =
−R± i∆

2L
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όπου ο όρος ∆, είναι ϑετικός

∆ =

(
4L

C
−R2

)1/2

> 0

αφού R2 < 4L/C. Το i =
√
−1 είναι η µιγαδική µονάδα.

Η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (6) ϑα ϐρεθεί µε τη ϐοήθεια των δύο ϱιζών, ρ1,2

Q(t) = Aeρ1t +Beρ2t

όπου οι σταθερές A,B µπορούν να προσδιορισθούν από τις αρχικές συνθήκες Q(0) = Q0 και I(0) = 0.
Εποµένως το ϕορτίο, Q(t) ϑα γραφτεί

Q(t) = e−(R/2L)t
(
Aei(∆/2L)t +Be−i(∆/2L)t

)
Μπορούµε να αναπτύξουµε τις µιγαδικές εκθετικές συναρτήσεις, e±i(∆/2L)t, µε τη ϐοήθεια της σχέσης Euler

e±i(∆/2L)t = cos

(
∆

2L
t

)
± i sin

(
∆

2L
t

)
εποµένως η λύση για το ϕορτίο, Q(t), ϑα είναι

Q(t) = e−(R/2L)t

[
C1 cos

(
∆

2L
t

)
+ C2 sin

(
∆

2L
t

)]
(6.5)

όπου C1, C2 είναι δύο νέες σταθερές που και αυτές µπορούν να προσδιορισθούν από τις αρχικές συνθήκες
Q(0) = Q0 και I(0) = 0.
Από το ϕορτίο Q(t), εξίσωση (6) το ϱεύµα, I(t), είναι

I(t) =
dQ(t)

dt
= − R

2L
e−(R/2L)t

[
C1 cos

(
∆

2L
t

)
+ C2 sin

(
∆

2L
t

)]
+

e−(R/2L)t

[
−C1∆

2L
sin

(
∆

2L
t

)
+
C2∆

2L
cos

(
∆

2L
t

)]
Η αρχική συνθήκη Q(0) = Q0 από την εξίσωση (6) ϑα µας δώσει

Q(0) = Q0 = C1

και η αρχική συνθήκη I(0) = Q̇(0) = 0 από την εξίσωση (6) ϑα µας δώσει

0 = − R

2L
C1 + C2

∆

2L

⇒ C2 =
C1

∆

⇒ C2 =
Q0

∆

Συνεπώς µε αυτές τις εκφράσεις των σταθερών C1, C2 ϑα έχουµε για το ϕορτίο

Q(t) = Q0e−(R/2L)t

[
cos

(
∆

2L
t

)
+

1

∆
sin

(
∆

2L
t

)]

Αν ορίσουµε µια γωνία φ έτσι ώστε

tanφ =
1

∆
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⇒ cosφ =
1

(1 + tan2 φ)1/2

⇒ cosφ =
∆

(1 + ∆2)1/2

το ϕορτίο, Q(t), ϑα είναι

Q(t) = Q0e−(R/2L)t

[
cos

(
∆

2L
t

)
+ tanφ sin

(
∆

2L
t

)]

⇒ Q(t) =
Q0

cosφ
e−(R/2L)t

[
cosφ cos

(
∆

2L
t

)
+ sinφ sin

(
∆

2L
t

)]

⇒ Q(t) =
Q0

cosφ
e−(R/2L)t cos

(
∆

2L
t− φ

)
όπου η γωνία φ = arctan(1/∆). Το ϱεύµα I(t) = Q̇(t) ϑα είναι

I(t) = Q̇(t) = − Q0R

2L cosφ
e−(R/2L)t

[
cos

(
∆

2L
t− φ

)
+

∆

R
sin

(
∆

2L
t− φ

)]

Οµοίως, αν ορίσουµε µια νέα γωνία θ έτσι ώστε

tan θ =
∆

R
=

(
4L

R2C
− 1

)1/2

⇒ θ = arctan

(
4L

R2C
− 1

)1/2

το ϱεύµα ϑα γραφτεί

I(t) = Q̇(t) = − Q0R

2L cosφ
e−(R/2L)t

[
cos

(
∆

2L
t− φ

)
+ tan θ sin

(
∆

2L
t− φ

)]

⇒ I(t) = Q̇(t) = − Q0R

2L cosφ cos θ
e−(R/2L)t cos

(
∆

2L
t− φ− θ

)

Πρόβληµα 6.6 ΄Ενα αβαρές ελατήριο (µε σταθερά ελατηρίου C) και µε ϕυσικό µήκος l ϕέρει δύο µάζες m1,m2

στα δύο άκρα του. Η µάζα m1 είναι προσκολληµένη σε ένα σηµείο Ο όπως ϕαίνεται στο σχήµα και η µάζα m2

ϐρίσκεται σε ισορροπία. Κάποια στιγµή ξεκολλάµε τη µάζα από το σηµείο Ο, ϐρείτε την κίνηση των δύο µαζών
του ελατηρίου, δηλαδή ϐρείτε τα x1(t), x2(t) ως συνάρτηση του χρόνου.

Λύση:

Στη ϑέση ισορροπίας το ϐάρος m2g ϑα πρέπει να είναι ίση µε τη δύναµη Hooke, C(d− l), του ελατηρίου, όπου
η επιµήκυνση του ελατηρίου πέρα του ϕυσικού του µήκους είναι d− l

m2g = C(d− l)

⇒ d = l +
m2

C
g

Αν η ϑέση του σωµατιδίουm1,m2 είναι x1, x2 αντιστοίχως, η εξίσωση κίνησης για κάθε σωµατίδιο για µια τυχαία
χρονική στιγµή ϑα είναι

m1
d2x1

dt2
= m1g + C(x2 − x1 − l)
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m2

m2

m1

m1

x1

x2-x1

m2g

C(d-l)

m2g

m1g

Σχήµα 6.2

m2
d2x2

dt2
= m2g − C(x2 − x1 − l)

όπου η δύναµη στο σωµατίδιο m1 είναι το άθροισµα του ϐαρυτικής δύναµης, m1g (ϑεωρούµε ϑετικό τον κατα-
κόρυφο άξονα προς τα κάτω) και της δύναµης Hooke, C(x2− x1− l), µε επιµήκυνση x2− x1− l από το ϕυσικό
µήκος, l, του ελατηρίου. Οµοίως, η δύναµη στο σωµατίδιο m2 είναι το άθροισµα του ϐαρυτικής δύναµης, m2g
και της δύναµης Hooke, −C(x2 − x1 − l) µε επιµήκυνση x2 − x1 − l από το ϕυσικό µήκος, l του ελατηρίου. Η
δύναµη Hooke στη µάζα m2 είναι αντίθετη της δύναµης Hooke στη µάζα m1.
Αν προσθέσουµε τις σχέσεις (6 και 6) και το αποτέλεσµα ϑα είναι

d2(m1x1 +m2x2)

dt2
= (m1 +m2)g

⇒
(m1ẋ1+m2ẋ2)/(m1+m2)ˆ

0

d

(
m1ẋ1 +m2ẋ2

m1 +m2

)
=

ˆ t

0
gdt

⇒ m1ẋ1 +m2ẋ2

m1 +m2
= gt

⇒
(m1x1+m2x2)/(m1+m2)ˆ

m2d/(m1+m2)

d

(
m1x1 +m2x2

m1 +m2

)
=

ˆ t

0
gtdt

⇒ m1x1 +m2x2

m1 +m2
=

1

2
gt2 +

m2d

m1 +m2
(6.6)

όπου οι αρχικές συνθήκες για t = 0 είναι x1(0) = 0, x2(0) = d, ẋ1 = ẋ2 = 0. Παρατηρούµε ότι η σχέση (6) είναι
η εξίσωση κίνησης (ελεύθερη πτώση) του κέντρου µάζας (ΚΜ) των δύο σωµατιδίων.
Οι εξισώσεις (6 και 6) µπορούν να γραφτούν ως εξής

d2x1

dt2
= g +

C

m1
(x2 − x1 − l)

d2x2

dt2
= g − C

m2
(x2 − x1 − l)

Αν αφαιρέσουµε τις σχέσεις (6 και 6) ϑα έχουµε

d2x2

dt2
− d2x1

dt2
= −Cm1 +m2

m1m2
(x2 − x1 − l)
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⇒ d2(x2 − x1 − l)
dt2

= −Cm1 +m2

m1m2
(x2 − x1 − l)

⇒ d2(x2 − x1 − l)
dt2

+ ω2(x2 − x1 − l) = 0

όπου
ω2 =

C(m1 +m2)

m1m2

Αυτή είναι η εξίσωση ενός αρµονικού ταλαντωτή µε συχνότητα ω και εποµένως η λύση για τη µεταβλητή x2−x1−l
είναι

x2 − x1 − l = A sin(ωt+ φ)

όπου οι σταθερές A, φ ϑα προσδιοριστούν από τις αρχικές συνθήκες x1(0) = 0, x2(0) = d, ẋ1 = ẋ2 = 0 για τη
χρονική στιγµή t = 0. ΄Αρα για αυτές τις αρχικές συνθήκες ϑα έχουµε

d− l = A cosφ

0 = Aω cosφ

⇒ φ =
π

2

και A = d− l. Συνεπώς η λύση για τη µεταβλητή x2 − x1 − l είναι

x2 − x1 − l = (d− l) cos (ωt)

⇒ x2 = x1 + l + (d− l) cos (ωt)

Αν αντικαταστήσουµε αυτήν την έκφραση x1 στη σχέση (6) ϑα έχουµε

x1 =
1

2
gt2 +

m2(d− l)
m1 +m2

(1− cos (ωt))

και από τη σχέση x2 = x1 + l + (d− l) cos (ωt) ϑα έχουµε

x2 = d+
1

2
gt2 − m1(d− l)

m1 +m2
(1− cosωt)

όπου d− l = m2g/C.

Πρόβληµα 6.7 Θεωρήστε τρεις µονοδιάστατους αρµονικούς ταλαντωτές σε κίνηση της ίδιας µάζας και συχνότη-
τας, αλλά µε διαφορετικές αρχικές συνθήκες. ∆είξτε ότι το εµβαδό του τριγώνου, στο διάγραµµα των ϕάσεων, µε
κορυφές τα σηµεία (q, p) των ταλαντωτών είναι για κάθε χρονική στιγµή το ίδιο, δηλαδή το εµβαδόν του τριγώνου
στο χώρο των ϕάσεων είναι µια αναλλοίωτη ποσότητα.

Λύση:

Ας ϑεωρήσουµε τρις αρµονικούς ταλαντωτές µάζαςm και συχνότητας ω που περιγράφονται στο χώρο των ϕάσεων
από τις ϑέσεις και ορµές (qi, pi), ∀i = 1, 2, 3, όπου pi = mdqi/dt. ΄Εστω ότι οι αρχικές συνθήκες για το
i-ταλαντωτή είναι qi(t = 0) = qi0 και pi(t = 0) = pi0.
Η εξίσωση κίνησης κάθε ταλαντωτή ϑα περιγράφεται από τον δεύτερο νόµο του Newton

m
dqi
dt

= −mω2qi

⇒ dqi
dt

+ ω2qi = 0

Γνωρίζουµε ότι η λύση αυτής της διαφορικής εξίσωσης είναι

qi(t) = qi0 cos (ωt) +
pi0
mω

sin (ωt)
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και η ορµή pi(t) = mdqi/dt ϑα είναι

pi(t) = −mωqi0 sin (ωt) + pi0 cos (ωt)

Σε κάποια τυχαία χρονική στιγµή το εµβαδόν E τριγώνου µε κορυφές τα σηµεία (qi(t), pi(t)) στο διάγραµµα
ϕάσεων ϑα δίνεται από την ορίζουσα

E =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣
q1(t) p1(t) 1
q2(t) p2(t) 1
q3(t) p3(t) 1

∣∣∣∣∣∣∣
⇒ E =

1

2

∣∣∣∣∣∣∣
q10 cos (ωt) + (p10/mω) sin (ωt) −mωq10 sin (ωt) + p10 cos (ωt) 1
q20 cos (ωt) + (p20/mω) sin (ωt) −mωq20 sin (ωt) + p20 cos (ωt) 1
q30 cos (ωt) + (p30/mω) sin (ωt) −mωq30 sin (ωt) + p30 cos (ωt) 1

∣∣∣∣∣∣∣
⇒ E =

1

2

∣∣∣∣∣∣∣
q10 cos (ωt) −mωq10 sin (ωt) 1
q20 cos (ωt) −mωq20 sin (ωt) 1
q30 cos (ωt) −mωq30 sin (ωt) 1

∣∣∣∣∣∣∣+
1

2

∣∣∣∣∣∣∣
q10 cos (ωt) p10 cos (ωt) 1
q20 cos (ωt) p20 cos (ωt) 1
q30 cos (ωt) p30 cos (ωt) 1

∣∣∣∣∣∣∣+

1

2

∣∣∣∣∣∣∣
(p10/mω) sin (ωt) −mωq10 sin (ωt) 1
(p20/mω) sin (ωt) −mωq20 sin (ωt) 1
(p30/mω) sin (ωt) −mωq30 sin (ωt) 1

∣∣∣∣∣∣∣+
1

2

∣∣∣∣∣∣∣
(p10/mω) sin (ωt) p10 cos (ωt) 1
(p20/mω) sin (ωt) p20 cos (ωt) 1
(p30/mω) sin (ωt) p30 cos (ωt) 1

∣∣∣∣∣∣∣
⇒ E = 0 +

1

2

∣∣∣∣∣∣∣
q10 p10 1
q20 p20 1
q30 p30 1

∣∣∣∣∣∣∣ cos2 (ωt) +
1

2

∣∣∣∣∣∣∣
p10 q10 1
p20 q20 1
p30 q30 1

∣∣∣∣∣∣∣
(
− 1

mω

)
(mω) sin2 (ωt) + 0

⇒ E =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣
q10 p10 1
q20 p20 1
q30 p30 1

∣∣∣∣∣∣∣ cos2 (ωt) +
1

2

∣∣∣∣∣∣∣
q10 p10 1
q20 p20 1
q30 p30 1

∣∣∣∣∣∣∣ sin2 (ωt)

⇒ E =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣
q10 p10 1
q20 p20 1
q30 p30 1

∣∣∣∣∣∣∣ (cos2 (ωt) + sin2 (ωt))

⇒ E =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣
q1(t) p1(t) 1
q2(t) p2(t) 1
q3(t) p3(t) 1

∣∣∣∣∣∣∣ =
1

2

∣∣∣∣∣∣∣
q10 p10 1
q20 p20 1
q30 p30 1

∣∣∣∣∣∣∣
όπου έχουν χρησιµοποιηθεί οι παρακάτω ιδιότητες των οριζουσών:

• Ιδίοτητα 1: εναλλάσσοντας δύο διαδοχικές γραµµές ή στήλες πολλαπλασιάζουµε την ορίζουσα µε -1.

• Ιδίοτητα 2: αν δύο γραµµές ή στήλες είναι ίδιες τότε η ορίζουσα είναι µηδέν.

• Ιδίοτητα 3: αν µια γραµµή ή στήλη της ορίζουσας πολλαπλασιαστεί µε ένα αριθµό k τότε όλη η ορίζουσα
πολλαπλασιάζεται µε k.

Παρατηρούµε ότι το εµβαδόν, Ε, του τριγώνου είναι µια αναλλοίωτη ποσότητα !
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Πρόβληµα 6.8 ΄Εστω ο κυλινδρικός U/οειδής σωλήνας όπως ϕαίνεται στο σχήµα (6.3). Θεωρούµε ότι ο σωλήνας
έχει σταθερή διατοµή εµβαδού S. Επιπλέον το κυρτό µέρος ΒΓΒ΄ προέρχεται από περιστροφή περί του σηµείου
Ο της ανωτέρω επιφάνειας S. Γεµίζουµε το σωλήνα µε υγρό πυκνότητας ρ όπου ισορροπεί στην ϑέση ΑΑ΄.
Αν αναγκάσουµε το υγρό να ανέλθει στο ένα σκέλος του σωλήνα (προφανώς ϑα κατέλθει στο άλλο σκέλος), να
µελετηθεί η κίνησης που ϑα εκτελέσει αν αφεθεί σε αυτή τη ϑέση ελεύθερον. Αποδείξετε ότι αυτή η κίνηση είναι
µια αρµονική ταλάντωση µε περίοδο, T

T = 2π

√
H

2g

όπου H είναι το µήκος του υγρού µέσα στο σωλήνα (H είναι το µήκος της διακεκοµµένης ΑΒΓΒ΄Α΄ γραµµής
όπως ϕαίνεται στο σχήµα και διέρχεται από το κέντρο ϐάρους της επιφάνειας S).

x

O

xx

Σχήµα 6.3

Λύση:

΄Εστω ότι το Α ανήλθε κατά µια απόσταση x τότε κατά x έχει κατέλθει η στάθµη στο σηµείο Α΄. Η κίνηση του
υγρού ϑα γίνει υπό την επίδραση του ϐάρους της στήλης υγρού ύψους 2x. Το ϐάρος αυτής της στήλης είναι

F = −m′g = −ρV ′g = −ρ2xSg = −(2Sρg)x

όπου ρ = m′/V ′ είναι η πυκνότητα του υγρού, V ′ = S2x είναι ο όγκος της στήλης του υγρού ύψους 2x και
εµβαδού S. m′ είναι η µάζα της στήλης του υγρού ύψους 2x. Παρατηρούµε ότι η αποµάκρυνση είναι αντίθετη
του διανύσµατος της δύναµης του ϐάρους και εποµένως ϑεωρούµε ένα αρνητικό πρόσηµο στη δύναµη F .
Η κινούµενη µάζα του υγρού είναιM = ρV = ρHS όπουM είναι η ολική µάζα του υγρού ύψουςH. Εποµένως
η διαφορική εξίσωση κίνησης ϑα είναι

M
d2x

dt2
= F = −(2Sρg)x

⇒ HSρ
d2x

dt2
+ (2Sρg)x = 0

⇒ d2x

dt2
+ 2

g

H
= 0

Αυτή η διαφορική εξίσωση περιγράφει µια απλή αρµονική κίνηση µε γωνιακή ταχύτητα, ω

ω2 = 2
g

H

⇒
(

2π

T

)2

= 2
g

H
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⇒ T = 2π

√
H

2g

δηλαδή η περίοδος της αρµονικής κίνησης είναι ανεξάρτητη της πυκνότητας του υγρού, αλλά εξαρτάται από την
επιτάχυνση της ϐαρύτητας, g, και το µήκος συνολικού H του υγρού.

Πρόβληµα 6.9 ΄Εστω ότι η Γη είναι µια οµογενής σφαίρα, µε πυκνότητα µάζας ρ, ακίνητη και ότι αυτή
διαπεράται από ένα τούνελ, όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Να µελετηθεί η κίνησης ενός σωµατιδίου µάζας m που
κινείται µέσα στο τούνελ, χωρίς τριβές, και µόνο υπό την επίδραση της έλξεως της Γης. Θεωρήστε ότι η δύναµη
F που προέρχεται από την έλξη της Γης, όταν αυτό ϐρίσκεται σε µια ακτίνα r από το κέντρο της Γης, οφείλεται
µόνο στη µάζα M ′ που περικλείει η σφαίρα ακτίνας r (Μπορείτε να το αποδείξετε ;) Αποδείξετε ότι το σωµατίδιο
ϑα εκτελέσει µια απλή αρµονική κίνηση µε περίοδο

T =

(
3π

Gρ

)1/2

όπου G είναι η παγκόσµια σταθερά έλξης.

OF

N

A

B

M’

Σχήµα 6.4

Λύση:

Η δύναµη F , όταν το σωµατίδιο ϐρεθεί σε µια ακτίνα r, οφείλεται µόνο στη µάζα M ′ που περικλείει η σφαίρα
ακτίνας r

F = G
mM ′

r2

όπου η µάζα M ′ εκφράζεται από την πυκνότητα µάζας ως εξής

M ′ = ρV ′ = ρ
4

3
πr3

΄Αρα το µέτρο της δύναµης F ϑα είναι

F =
4

3
Gmρπr

΄Οταν η µάζα m ϐρίσκεται σε απόσταση r από το κέντρο της Γης, όπως ϕαίνεται στο σχήµα, η δύναµη, F ′ κατά
µήκος του τούνελ AB ϑα προκαλέσει την κίνηση του σωµατιδίου

F ′ = −F cosφ = −F x
r

= −4

3
Gmρπx

Το αρνητικό πρόσηµο υπάρχει διότι η διεύθυνση της δύναµης είναι αντίθετη προς τη µετατόπιση x.
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Η εξίσωση κίνησης για το σωµατίδιο µάζας m όταν αυτό µετατοπιστεί σε απόσταση x από την κατακόρυφο O∆,
είναι

m
d2x

dt2
= F ′ = −4

3
Gmρπx

⇒ m
d2x

dt2
+

4

3
Gmρπx = 0

⇒ d2x

dt2
+

4

3
Gρπx = 0

Αυτή η διαφορική εξίσωση περιγράφει απλή αρµονική κίνηση µε γωνιακή ταχύτητα ω

ω2 =
4

3
Gρπ

⇒ ω =

√
4

3
Gρπ

T =
2π

ω
=

√
3π

Gρ

Πρόβληµα 6.10 ΄Ενα σωµατίδιο είναι ελεύθερο να κινηθεί στο επίπεδο (x, y) υπό την επίδραση µιας δύναµης
που κατευθύνεται προς την αρχή των συντεταγµένων και εκφράζεται από τη σχέση

F = −C(xx̂+ yŷ) = −Cr

Αν M είναι η µάζα του σωµατιδίου, να καταστρώσετε και να λύσετε τις εξισώσεις της κίνησης ως προς x και ως
προς y.
(α) Ποιες είναι οι συνθήκες για να γίνεται η κίνηση πάνω σε κύκλο, και ποια είναι η περίοδος ;
(ϐ) Ποιες είναι οι συνθήκες για να γίνεται η κίνηση κατά µήκος ευθείας που σχηµατίζει γωνία 45o µε τον άξονα
των x, και ποια είναι η περίοδος ;

Λύση:

Η εξίσωση κίνησης του ταλαντωτή είναι

M
d2r

dt2
= F = −C(xx̂+ yŷ)

⇒M
d2x

dt2
x̂+M

d2y

dt2
ŷ = −C(xx̂+ yŷ)

M
d2x

dt2
= −Cx

⇒ d2x

dt2
+
C

M
x = 0

και

M
d2y

dt2
= −Cy

⇒ d2y

dt2
+
C

M
y = 0

Ορίζουµε την παράµετρο ω2 = C/M που είναι η γωνιακή ταχύτητα της αρµονικής κίνησης στις δύο διαστάσεις
των x και y. Η λύση των δύο διαφορικών εξισώσεων είναι της µορφής

x = A sin(ωt+ φ1)

y = B sin(ωt+ φ2)
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όπου οι σταθερές ολοκλήρωσης A,B, φ ϑα προσδιοριστούν από τις αρχικές συνθήκες.

(α) Για να έχουµε µια κίνηση πάνω σε ένα κύκλο ακτίνας R, ϑα πρέπει να ισχύει η συνθήκη

x2 + y2 = R2

⇒ A2 sin2(ωt+ φ1) +B2 sin2 sin(ωt+ φ2) = R2

Παρατηρούµε ότι ϑα πρέπει να έχουµε
A = B = R2

φ1 = 0

φ2 =
π

2

και η περίοδος, T , της αρµονικής κίνησης είναι

T =
2π

ω
= 2π

√
M

C

(ϐ) Για να γίνεται η κίνηση κατά µήκος ευθείας που σχηµατίζει γωνία 45o µε τον άξονα των x, ϑα πρέπει να
ισχύει y = x ή

B sin(ωt+ φ2) = A sin(ωt+ φ1)

⇒ A = B, φ1 = φ2 = 0

όπου ϑα έχουµε αρµονικές κινήσεις σε x, y
x = A sin(ωt)

y = A sin(ωt)

ω2 =
C

M

µε περίοδο, T

T =
2π

ω
= 2π

√
M

C

Πρόβληµα 6.11 Σώµα µερικώς (ή ολικώς) ϐυθισµένο σε υγρό, υφίσταται µια δύναµη άνωσης, που είναι ίση µε
το ϐάρος του υγρού που το σώµα εκτοπίζει (αρχή του Αρχιµήδη). Να αποδειχθεί ότι ένα σώµα µε οµοιόµορφη
οριζόντια διατοµή, που εξαναγκάζεται να κινηθεί κατακόρυφα µέσα σε υγρό µε πυκνότητα µεγαλύτερη από την
πυκνότητα του, εκτελεί απλές αρµονικές ταλαντώσεις. Πόση είναι η περίοδος ; Ποιο είναι το όριο στο πλάτος των
ταλαντώσεων ;

Λύση:

΄Εστω η οριζόντια διατοµή του ϐυθισµένου σώµατος (µάζας m και µήκους l) είναι A όπως ϕαίνεται στο σχήµα
6.5. Επιπλέον έστω ότι x είναι το µήκος του σώµατος που είναι ϐυθισµένο µέσα στο υγρό και εποµένως ο όγκος
αυτού του τµήµατος είναι V ′ = xA και από την αρχή του Αρχιµήδη η δύναµη της άνωσης, N , που ασκείται στο
σώµα είναι ίση µε το ϐάρος του υγρού που το σώµα εκτοπίζει, δηλαδή

N = m′g = ρV ′g = ρxAg

όπου ρ είναι η πυκνότητα του υγρού και m′ η µάζα του υγρού που εκτοπίζεται από το ϐυθισµένο µέρος του
σώµατος.
Εκτός από τη δύναµη της άνωσης ϑα έχουµε και τη δύναµη της ϐαρύτητας B = mg = ρmV g = ρmlAg (όπου
ρm είναι η πυκνότητα της σώµατος, V =όγκος του σώµατος µάζας m).
Η εξίσωση κίνησης του σώµατος περιγράφεται από το δεύτερο νόµο του Newton

m
d2x

dt2
= B −N
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x
�

m

mg

N

Σχήµα 6.5

⇒ m
d2x

dt2
= mg −Agρx

⇒ ρmlA
d2x

dt2
+Agρx = ρmlAg

⇒ d2x

dt2
+

gρ

lρm
x = g

⇒ d2x

dt2
+ ω2x = g

όπου ω είναι
ω2 =

gρ

lρm

Εποµένως το σώµα εκτελεί απλή αρµονική κίνηση µε περίοδο, T ταλάντωσης

T =
2π

ω
= 2π

lρm
gρ

Η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης κίνησης είναι το άθροισµα της λύσης της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης

d2x

dt2
+ ω2x = 0

µε λύση xoµ = A sin(ωt + φ) (A, φ είναι σταθερές που προσδιορίζονται από δεδοµένες αρχικές συνθήκες), και
µια µερική λύση της µορφής

xµ =
g

ω2

δηλαδή η γενική λύση είναι
x(t) = xoµ + xµ = A sin(ωt+ φ) +

g

ω2

Το σηµείο ισορροπίας του σώµατος ϑα επιτευχθεί όταν η δύναµη του ϐάρους του είναι ίση µε τη δύναµη της
άνωσης

N = B ⇒ m′g = mg

⇒ Alρm = Axισορxρ

⇒ xισορ = l
ρm
ρ

όπου προφανώς είναι xισορ < l διότι ρm < ρ.
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Το πλάτος της ταλάντωσης είναι τέτοιο ώστε το σώµα να µην είναι εντελώς έξω από το υγρό ή εντελώς µέσα στο
νερό.
Αν xισορ > l/2, το πλάτος της ταλάντωσης πρέπει να είναι µικρότερο από l− xισορ ώστε να αποφύγουµε το σώµα
να ϐυθιστεί ολοκληρωτικά στο υγρό.
Αν xισορ < l/2, το πλάτος της ταλάντωσης πρέπει να είναι µικρότερο από xισορ ώστε να αποφύγουµε το σώµα να
ϐγει ολοκληρωτικά έξω από το υγρό.

Πρόβληµα 6.12 Αναλύστε τις ταλαντώσεις των µαζών, m, στο µηχανικό σύστηµα της εικόνας. Τα τρία ελατήρια
είναι ίδια µε σταθερά k και το πιστόνι παρέχει µια δύναµη επιβράδυνσης που είναι ανάλογη της ταχύτητας, aẋ.

m m
k k k

Σχήµα 6.6

Λύση:

΄Εστω ότι x1 είναι η µετατόπιση του πρώτου σώµατος και x2 η µετατόπιση του δεύτερου. Από το δεύτερο νόµο
του Newton έχουµε

mẍ1 = −kx1 + k(x2 − x1) + a(ẋ2 − ẋ1) (6.7)

mẍ2 = −kx2 − k(x2 − x1)− a(ẋ2 − ẋ1) (6.8)

Προσθέτοντας τις (6) και (6) έχουµε

ẍ1 + ẍ2 = − k
m

(x1 + x2)

Αντικαθιστώντας το x = (x1 + x2) παίρνουµε

ẍ = − k
m
x = −ω2x (6.9)

Αφαιρώντας την (6) από την (6) έχουµε

ẍ1 − ẍ2 = − k
m

(x1 − x2)− 2k

m
(x1 − x2)− 2a

m
(ẋ1 − ẋ2)

Αντικαθιστώντας το x′ = (x1 − x2) παίρνουµε

ẍ′ = −3k

m
x′ − 2a

m
ẋ′ (6.10)

Παρατηρούµε ότι έχουµε δύο κινήσεις, µία που περιγράφεται από την σχέση (6) κατά την οποία τα σώµατα
κινούνται προς την ίδια κατεύθυνση και µία που περιγράφεται από τη σχέση (6) κατά την οποία τα σώµατα
κινούνται σε αντίθετες κατευθύνσεις. Για την πρώτη κίνηση έχουµε απλή αρµονική ταλάντωση µε συχνότητα

ω =

√
k

m

Για τη δεύτερη κίνηση η λύση είναι της µορφής

x′ = Aeiω2t

και αντικαθιστώντας στην (6) έχουµε

−ω2
2 = −3k

m
− i2aω2

m
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⇒ ω2
2 −

i2a

m
ω2 −

3k

m
= 0

⇒ ω2 = i

 a

m
±
√

3k

m
− a2

m2



Πρόβληµα 6.13
Θεωρήστε ένα σωµατίδιο µάζας µ = 1 kg του οποίου η µηχανική ενέργεια δίνεται από τη σχέση

E =
1

2
µv2 + V (r), όπου V (r) =

L2

2µr2
− k

r
, k = 1 Jm

Θεωρήστε τις δυο περιπτώσεις L1 = 1 kgm2/s και L2 =
√

2 kg ·m2/s.
(α) Προσδιορίστε τις ελάχιστες τιµές Vmin,1, Vmin,2 της δυναµικής ενέργειας V (r) του σωµατιδίου και στις δυο
περιπτώσεις καθώς και τη ϑέση rmin,1, rmin,2 οι οποίες αντιστοιχούν στις ελάχιστες τιµές Vmin,1, Vmin,2 της
δυναµικής ενέργειας.
(ϐ) Πόση ενέργεια χρειάζεται για τη µετάβαση από την κατάσταση ισορροπίας της µιας καµπύλης στην κατάσταση
ισορροπίας της άλλης ;
(γ) Σε ποιο διάστηµα µπορεί το σωµατίδιο να κινηθεί όταν έχει ενέργεια Vmin,2 και L = L1; Φτιάξτε στην
περίπτωση αυτή το διάγραµµα δυναµικής ενέργειας του σωµατιδίου δείχνοντας καθαρά τα αποτελέσµατά σας.
(δ) Προσδιορίστε τη δύναµη (µέτρο και ϕορά) που ασκείται στο σωµατίδιο µε L = L1 όταν ϐρίσκεται στη ϑέση
rmin,2.
(ε) ∆είξτε ότι αν το σωµατίδιο µε L = L1 αποµακρυνθεί λίγο από τη ϑέση ισορροπίας rmin,1, ϑα εκτελέσει
αρµονική ταλάντωση και υπολογίστε τη συχνότητα της ταλάντωσης.

Λύση:

L1 = 1 Js⇒ U1(r) =
1

2r2
− 1

r
J

L2 =
√

2 Js⇒ U2(r) =
1

r2
− 1

r
J

(α) ΄Αρα

dU1

dr
= − 1

r3
+

1

r2

∣∣∣∣
r=r0,1

= 0⇒ r0,1 = 1 m

dU2

dr
= − 2

r3
+

1

r2

∣∣∣∣
r=r0,2

= 0⇒ r0,2 = 2 m

U1(r0,1) = −1

2
J = −0, 5 J

U2(r0,2) = −1

4
J = −0, 25 J

(ϐ)
∆E = U2(r0,2)− U1(r0,1) = (−0, 25 J)− (−0, 50 J) = 0, 25 J

(γ) Η ολική µηχανική ενέργεια είναι E = −0.25 J. Οπότε :

U1 = E ⇒ 1

2r2
− 1

r
= −0.25⇒ r2 − 4r + 2 = 0⇒ r = (2±

√
2) m

΄Αρα r1 = 0, 586 m και r2 = 3, 414 m.
(δ) Η δύναµη δίνεται από τη σχέση
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F1(r) = −dU1

dr
=

1

r3
− 1

r2
Ν

οπότε

F1(r0,2) =
1

8
− 1

4
Ν = −1

8
Ν

(ε)
d2U1

dr2

∣∣∣∣
r=rmin1

=
3

r4
− 2

r3

∣∣∣∣
r=1

= 3− 2 = 1 = C

ω =

√
C

µ
= 1

Πρόβληµα 6.14 Ξύλινος οµογενής δίσκος µάζας M κρέµεται από δύο όµοια ελατήρια το καθένα µε σταθερά
D και ηρεµεί. Σώµα σηµειακής µάζας m πέφτει από ύψος h από το κέντρο του δίσκου και σφηνώνεται σ¨ αυτόν
(ϐλ. σχήµα 6.7). Βρείτε την περίοδο και το πλάτος της ταλάντωσης του συστήµατος (οι τριβές αµελούνται).
∆ίνεται η επιτάχυνση της ϐαρύτητας g.

Σχήµα 6.7

Λύση:

Η ισοδύναµη σταθερά των δύο ελατηρίων είναι Dολ = D + D = 2D ενώ η περίοδος T = 2π

√
m+M

2D
. Η

κυκλική συχνότητα είναι

ω =

√
2D

m+M

Αρκεί να υπολογιστή η µέγιστη ταχύτητα του συσσωµατώµατος και να χρησιµοποιηθεί η σχέση A = νmax/ω.
Η ταχύτητα του σωµατιδίου m πριν την κρούση είναι

u =
√

2gh

Η ταχύτητα του συσσωµατώµατος ϐρίσκεται από την αρχή διατήρησης της ορµής

mu = (m+M)v ⇒ v =
mu

m+M
=
m
√

2gh

m+M

Το νέο σηµείο ισορροπίας ϐρίσκεται από τη σχέση X0 =
(m+M)g

2D
και εποµένως το συσσωµάτωµα µετά την

κρούση έχει αποµάκρυνση

X0 − x0 =
(M +m)g

2D
− Mg

2D
=
mγ

2D
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και εποµένως συνολική µηχανική ενέργεια

Eµηχ =
1

2
(2D)

(
mγ

2D

)2

+
1

2
(M +m)v2.

Το συσσωµάτωµα αποκτά τη µέγιστη ταχύτητά του όταν όλη η µηχανική του ενέργεια γίνει κινητική. Οπότε ϑα
έχουµε

1

2
(M +m)v2

max =
1

2
(2D)

(
mg

2D

)2

+
1

2
(M +m)

m2

(M +m)2
2gh

⇒ V 2
max =

(mg)2

2(M +m)D
+

2m2gh

(M +m)2
⇒ vmax =

√
(mγ)2(m+M) + 4m2Dgh

2D(m+M)2

Εποµένως ϑα έχουµε

A =
v

ω
=

√
(mg)2(m+M) + 4m2Dgh

2D(M +m)2√
2D

m+M

=

√
(mg)2(m+M) + 4m2Dgh

4D2(m+M)



7
∆υναµική των Στερεών Σωµάτων

Πρόβληµα 7.1 ΄Ενας συµπαγής κύλινδρος, ένα λεπτότοιχο κυλινδρικό κέλυφος, µια συµπαγής σφαίρα και ένα
λεπτότοιχο σφαιρικό κέλυφος, κυλίονται προς τα κάτω σε κεκλιµένο επίπεδο µε γωνία κλίσης θ. ΄Ολα τα σώµατα
έχουν την ίδια ακτίνα R. Βρείτε την επιτάχυνση του καθενός.

Λύση:

mg

v

y

R
m

Σχήµα 7.1

Θεωρούµε ένα σώµα µάζαςm και ϱοπής αδρανείας I που κυλάει πάνω σε ένα κεκλιµένο επίπεδο. Σε µια τυχαία
ϑέση y η ολική ενέργεια του σώµατος είναι το άθροισµα της κινητικής, K, και δυναµικής, U , ενέργειας

E = K + U =
1

2
mv2 +

1

2
Iω2 +mgy

όπου η κινητική ενέργεια είναι το άθροισµα της περιστροφικής και µεταφορικής ενέργειας. Η γωνιακή ταχύτητα
ω συνδέεται µε τη µεταφορική ταχύτητα, v, µε τη σχέση: v = ωR ⇒ dv/dt = Rdω/dt ⇒ a = Rα όπου a, α
είναι η µεταφορική και γωνιακή επιτάχυνση αντιστοίχως.
Η ολική ενέργεια του σώµατος παραµένει σταθερή, εποµένως dE/dt = 0, άρα

E =
1

2
m

(
1 +

I

mR2

)
v2 +mgy

⇒ dE

dt
= m(1 +

I

mR2
)v

dv

dt
+mg

dy

dt
= 0

⇒
(

1 +
I

mR2

)
va = −gdy

dt
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⇒
(

1 +
I

mR2

)
va = gv sin θ

όπου η κατακόρυφος ταχύτητα είναι
dy

dt
= −v sin θ

Εποµένως η µεταφορική επιτάχυνση, a, είναι

a =
g sin θ

1 + I/(mR2)
(7.1)

(α) Στην περίπτωση ενός συµπαγούς κυλίνδρου ακτίνας R έχουµε για τη ϱοπή αδρανείας

I =
1

2
mR2

⇒ a =
2

3
g sin θ

(ϐ) Στην περίπτωση ενός λεπτότοιχου κυλινδρικού κελύφους ακτίνας R έχουµε για τη ϱοπή αδρανείας

I = mR2

⇒ a =
1

2
g sin θ

(γ) Στην περίπτωση µιας συµπαγούς σφαίρας ακτίνας R έχουµε για τη ϱοπή αδρανείας

I =
2

5
MR2

⇒ a =
5

7
g sin θ

(δ) Στην περίπτωση ενός λεπτότοιχου σφαιρικού κελύφους ακτίνας R έχουµε για τη ϱοπή αδρανείας

I =
2

5
M
′′
R2 − 2

5
M ′(R− dR)2

όπου
M ′ =

4

3
π(R− dR)3ρ, M

′′
=

4

3
πR3ρ

΄Αρα η ϱοπή αδρανείας είναι

I =
2

5

4

3
πρ
(
R5 − (R− dR)5

)
=

8

15
πρ

(
R5 −R5 + 5

dR

R
R5 + . . .

)
=

8

3
πρR4dR

αλλά η µάζα του σφαιρικού κελύφους είναι

m = ρV = ρ4πR2dR

⇒ ρπdR =
m

4R2

΄Αρα η η ϱοπή αδρανείας είναι

I =
2

3
mR2

και η επιτάχυνση είναι

a =
3

5
g sin θ
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Πρόβληµα 7.2 Για ένα συµµετρικό σώµα που κυλά προς τα κάτω, χωρίς να ολισθαίνει, πάνω σε κεκλιµένο
επίπεδο, να δείξετε ότι

µ ≥ tan θ

1 +MR2/Ic

όπου µ είναι ο συντελεστής τριβής του κεκλιµένου επιπέδου γωνίας θ. Τα R, Ic είναι η ακτίνα και η ϱοπή
αδρανείας ως προς το κέντρου µάζας του συµµετρικού σώµατος.

Λύση:

Mg

Mgsin

R
M

F
A

Σχήµα 7.2

Η εξίσωση κίνησης του συµµετρικού σώµατος είναι

Mg sin θ − Fτ = Ma (7.2)

όπου a είναι η µεταφορική επιτάχυνση του σώµατος, Fτ είναι η δύναµης τριβής.
Επιπλέον η ϱοπή που οφείλεται στη δύναµη τριβής Fτ είναι

N = FτR = Icα

όπου αR = a είναι η σχέση µεταξύ της µεταφορικής και γωνιακής επιτάχυνσης, εφ΄ όσον το σηµείο επαφής του
σώµατος µε το κεκλιµένο επίπεδο είναι σε ηρεµία. Αυτό σηµαίνει ότι το σώµα περιστρέφεται χωρίς να ολισθαίνει.
Κατά τη στιγµή που ϑα υπάρχει ολίσθηση ϑα έχουµε

Fτ = µA = µMg cos θ

όπου A είναι η αντίδραση του κεκλιµένου επιπέδου που δρα πάνω στο σώµα. Εποµένως η εξίσωση (7) ϑα γίνει

Mg sin θ − µMg cos θ = Ma

και µε τη ϐοήθεια της σχέσης (7), έπεται

a =
g sin θ

1 + Ic/(MR2)

η εξίσωση κίνησης ϑα είναι

Mg sin θ − Mg sin θ

1 + Ic/(MR2)
= µMg cos θ

⇒ tan θ

(
1− 1

1 + Ic/(MR2)

)
= µ

⇒ tan θ
Ic/(MR2)

1 + Ic/(MR2)
= µ
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⇒ µ =
tan θ

MR2/Ic + 1

και εποµένως ο συντελεστής τριβής του επιπέδου µπορεί να είναι µεγαλύτερος της ποσότητας tan θ/(MR2/Ic+1),
δηλαδή

µ ≥ tan θ

MR2/Ic + 1

Πρόβληµα 7.3 Συµπαγής κύλινδρος µε µάζα 2000 g και ακτίνα 4 cm, είναι αναγκασµένος να στρέφεται γύρω
από τον άξονα του, που είναι οριζόντιος. ΄Ενα νήµα είναι τυλιγµένο γύρω από τον κύλινδρο και το ένα άκρο
του, που κρέµεται ελεύθερο, συγκρατεί µια µάζα 150 g (ϐλ. σχήµα 7.3). Να ϐρείτε τη γραµµική επιτάχυνση της
µάζας, τη γωνιακή επιτάχυνση του κυλίνδρου, την τάση του νήµατος και την κατακόρυφη δύναµη που συγκρατεί
τον κύλινδρο.

Λύση:

O

M

R

T

m

Σχήµα 7.3

Η ϱοπή, N , που δηµιουργεί η τάση του νήµατος είναι

N = TR = Iα

όπου α είναι η γωνιακή επιτάχυνση του κυλίνδρου. Η µεταφορική επιτάχυνση, a, του σώµατος µάζας,m, δίνεται
από το δεύτερο νόµο του Newton

mg − T = ma

όπου η γωνιακή και µεταφορική επιτάχυνση συνδέονται µέσω της σχέσης

a = αR

διότι
v = ωR

⇒ dv/dt = dω/dtR

⇒ a = αR

Εποµένως η εξίσωση κίνησης ϑα είναι

mg = I
α

R
+ma =

(
I

R2
+m

)
a
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όπου η ϱοπή αδρανείας, I, του κυλίνδρου είναι I = MR2/2. ΄Αρα ϑα έχουµε

a =
mg

m+M/2
=

150× 980

150 + 2000/2
cm/s2 = 128 cm/s2

και η γωνιακή επιτάχυνση, α, είναι

α =
a

R
=

128

4
rad/s2 = 32 rad/s2

και η τάση, T , του νήµατος είναι

T =
I

R
α =

1

2
MRα = 1, 28× 105 dynes = 1, 28N

και η κατακόρυφος δύναµης που συγκρατεί τον κύλινδρο είναι

F = Mg + T = 2000× 980 + 1, 28× 105 dynes = 20, 9× 105 dynes = 20, 9 N

Πρόβληµα 7.4 ΄Ενα γυροσκόπιο αποτελείται από συµπαγή κύλινδρο, που έχει ακτίνα a = 4 cm. Ο κύλινδρος
στηρίζεται σε αβαρές στέλεχος, του οποίου το άκρο ακουµπά ελεύθερα σε σηµείο που απέχει 5 cm από το κέντρο
µάζας του κυλίνδρου. Το σύστηµα κινείται µε σταθερή µετάπτωση σε µια σταθερή γωνία κλίσης ως προς την
κατακόρυφο. Η µετάπτωση συµπληρώνει ένα πλήρη κύκλο διαδροµής σε χρόνο 3 s. Υπολογίστε τη γωνιακή
ταχύτητα της περιστροφής του γυροσκοπίου γύρω από τον άξονα του.

Λύση:

a

b

M

Mg

O

Σχήµα 7.4

Η ϱοπή, N , της δύναµης ϐάρους, mg, ως προς το κέντρο O είναι

N = Mgb sin θ

όπου η ϱοπή αδρανείας του γυροσκοπίου είναι I = Ma2/2. Η στροφορµή, L, είναι

L = Iω

και η χρονική µεταβολή της στροφορµής είναι

dL

dt
= L sin θφ̇ = Iω sin θφ̇
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όπου φ̇ είναι η γωνιακή ταχύτητα του γυροσκοπίου (precession angular velocity), δηλαδή

2π

φ̇
= 3 s

Εποµένως η ϱοπή µπορεί να εκφραστεί ως εξής

N = mg sin θ =
dL

dt
= Iω sin θφ̇ =

1

2
Ma2ω sin θφ̇

⇒ ω =
2gb

a2φ̇
=

2× 980× 5× 3

16× 2π
= 292 rad/s

Πρόβληµα 7.5 Να αποδειχθεί ότι σε ένα ϕυσικό εκκρεµές υπάρχουν δύο σηµεία στήριξης, σε αποστάσεις l1, και
l2 από το κέντρο µάζας, τέτοια ώστε, αν το εκκρεµές στηριχτεί από αυτά, να ταλαντώνεται µε την ίδια συχνότητα
για ταλαντώσεις µικρού πλάτους. Να αποδειχθεί επίσης ότι οι αποστάσεις αυτές συνδέονται µε τη σχέση

l1l2 =
Ic
M

Επίσης, να αποδειχθεί ότι, αν έχουµε προσδιορίσει ένα τέτοιο Ϲεύγος από συζυγή σηµεία και µετρήσουµε την
αντίστοιχη κοινή κυκλική συχνότητα ω, µπορούµε να ϐρούµε την τιµή του ω από τη σχέση

ω =

√
g

l1 + l2

(Αυτή είναι µια µέθοδος µέτρησης του ω, που ονοµάζεται µέθοδος του αντιστρεπτού εκκρεµούς του Kater. Τα
σηµεία στήριξης ϐρίσκονται πάνω στην ίδια ευθεία µε το κέντρο µάζας. ΄Ετσι, το άθροισµα l1+l2 είναι η απόσταση
µεταξύ των σηµείων στήριξης. Η γνώση της ϑέσης του κέντρου µάζας είναι εποµένως περιττή).

Λύση:

CM

1

2

Σχήµα 7.5

Γνωρίζουµε ότι η συχνότητα ταλάντωσης, ω1, για ένα ϕυσικό εκκρεµές µε σηµείο στήριξης που απέχει απόσταση
l1 από το κέντρο µάζας είναι

ω1 =

√
Mgl1

Ic +Ml21

όπου Ic είναι η ϱοπή αδρανείας του ϕυσικού εκκρεµούς ως προς το κέντρο µάζας. ΄Οµοια αν η απόσταση είναι
l2 ϑα έχουµε

ω2 =

√
Mgl2

Ic +Ml22
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Στην περίπτωση που ω1 = ω2 = ω ϑα ισχύει

Mgl1
Ic +Ml21

=
Mgl2

Ic +Ml22

⇒ Icl1 +Ml1l
2
2 = Icl2 +Ml2l

2
1

⇒ Ic(l1 − l2) = Ml1l2(l1 − l2)

και για όταν l1 6= l2 έχουµε

Ic = Ml1l2 ⇒= l1l2 =
Ic
M

και αν αντικαταστήσουµε τη σχέση του Ic στις εκφράσεις των συχνοτήτων ταλάντωσης του ϕυσικού εκκρεµούς

ω =

√
Mgl1

Ml1l2 +Ml21
=

√
g

l1 + l2

⇒ g = ω2(l1 + l2)

Πρόβληµα 7.6 Να αποδείξετε ότι µια οµογενής ϱάβδος µε µήκος L, που κρέµεται σαν ϕυσικό εκκρεµές από
το ένα της άκρο, έχει τη ίδια συχνότητα για ταλαντώσεις µικρού πλάτους µε ένα απλό εκκρεµές µε µήκος

l =
2

3
L

Λύση:

L

Mg

O

Σχήµα 7.6

Η ϱοπή του ϐάρους, Mg, ως προς το σηµείο στήριξης O είναι

N = −Mg

(
L

2

)
sin θ ' −Mg

(
L

2

)
θ

όπου για µικρές γωνίες ταλάντωσης sin θ ≈ θ. Το µείον σε αυτή τη σχέση υπάρχει διότι η κατεύθυνση της
δύναµης είναι αντίθετη µε τη γωνία µετατόπισης.
Η εξίσωση κίνησης για την περιστροφή είναι

N =
dL

dt
= I

dω

dt
= I

d2θ

dt2
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όπου I είναι η ϱοπή αδρανείας της ϱάβδους ως προς το σηµείο Ο

I =
1

3
ML2

΄Αρα η εξίσωση κίνησης είναι

I
d2θ

dt2
+Mg

L

2
θ = 0

⇒ d2θ

dt2
+
MgL

2I
θ = 0

⇒ d2θ

dt2
+

3g

2L
θ = 0

και η συχνότητα της ταλάντωσης ϑα είναι

ω =

√
3g

2L

και επιπλέον η περίοδος ταλάντωσης, T , ϑα είναι

T =
2π

ω
= 2π

√
2L/3

g

Γνωρίζουµε ότι η περίοδος ενός απλούς εκκρεµούς µήκους l είναι 2π(l/g)1/2, τότε είναι σαν να έχουµε ένα απλό
εκκρεµές µήκους

l =
2

3
L

Πρόβληµα 7.7 Θεωρούµε µια στερεά ϱάβδο µε µήκος l, που την κρεµάµε από το ένα της άκρο µε τη ϐοήθεια
µιας άρθρωσης στο σηµείο Ρ. Μια δύναµη F πρόκειται να εφαρµοστεί για λίγο χρόνο, ώστε µε την ώθηση που
ϑα δώσει να ϑέσει τη ϱάβδο σε κίνηση εκκρεµούς, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 7.7. Η διάταξη στήριξης στο Ρ είναι
πολύ εύθραυστη και η δύναµη F πρέπει να εφαρµοστεί σε απόσταση x, τέτοια, που να µην εκδηλώνεται δύναµη
αντίδρασης στο Ρ. Να ϐρεθεί η απόσταση x που ικανοποιεί αυτή την απαίτηση. Η αντίστοιχη ϑέση ονοµάζεται
κέντρο κρούσης για το σηµείο εξάρτησης Ρ.
(Υπόδειξη : Η δύναµη F ϑα επιταχύνει το κέντρο µάζας, και ϑα δώσει γωνιακή επιτάχυνση ως προς το σηµείο Π

εξαιτίας της ϱοπής ως προς το ίδιο το σηµείο. Η συνθήκη για να είναι συµβιβαστές αυτές οι επιταχύνσεις, µαζί µε

την υπόθεση ότι δεν υπάρχει δύναµη αντίδρασης στο Π, ϑα καθορίσουν την τιµή του x ως συνάρτηση του l).

Λύση:

l

F

P

x

Σχήµα 7.7
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Θέλουµε το άθροισµα των δυνάµεων στο σηµείο P να είναι µηδέν. Από το δεύτερο νόµο του Newton έχουµε την
ώθηση Ω =

´
Fdt της δύναµης

F =
d(Mv)

dt

⇒
ˆ
Fdt = ∆(Mv)

όπου ∆(Mv) είναι η µεταβολή της ορµής. Επιπλέον, η ταχύτητα του κέντρου µάζας εφ΄ όσον το σηµείο P είναι
σε ισορροπία, ϑα είναι

vΚΜ = ω
l

2

και η ώθηση της δύναµης είναι
ˆ
Fdt = ∆(Mv) = Mvτελική −Mvαρχική = MvΚΜ − 0 = Mω

l

2
(7.3)

Οµοίως, για τη ϱοπή της δύναµης ϑα έχουµε

N =
dL

dt
=

d(Iω)

dt

⇒
ˆ
Ndt = ∆(Iω) (7.4)

όπου η ϱοπή της δύναµης είναι N = Fx, και η ϱοπή αδρανείας της ϱάβδου µήκους l είναι I = Ml2/3. Εξίσωση
(7) ϑα γραφτεί ως εξής ˆ

Ndt = ∆(Iω)

⇒ x

ˆ
Fdt = Iωτελική − Iωαρχική

⇒ x

ˆ
Fdt = Iωτελική − 0 =

1

3
Ml2ω (7.5)

∆ιαιρώντας τις εξισώσεις (7) και (7) ϑα έχουµε

x =
2

3
l

Πρόβληµα 7.8 ΄Ενας ϐαρύς τροχός έχει σχήµα συµπαγούς κυλίνδρου µε ακτίνα 0, 50m, πάχος 0, 20m και
µάζα 1200 kg. Ο τροχός στηρίζεται σε ϱουλεµάν και στρέφεται ελεύθερα µε γωνιακή ταχύτητα 150 στροφές ανά
δευτερόλεπτο. Σε κάποια στιγµή εφαρµόζουµε στον τροχό µια τροχοπέδη, που δρα στην περιφέρεια του τροχού
µε κάθετη δύναµη ίση µε το ϐάρος µιας µάζας 40 kg. Ο συντελεστής τριβής µεταξύ των τριβόµενων επιφανειών
είναι 0, 4 και δεχόµαστε ότι είναι ανεξάρτητος από τη σχετική ταχύτητα των επιφανειών.
(α) Πόση γωνία ϑα διαγράψει ο τροχός ώσπου να σταµατήσει ;
(ϐ) Σε πόσο χρόνο ϑα σταµατήσει ο τροχός ;

Λύση:

Η ϱοπή της δύναµης της τριβής είναι

N = FτR = −µAR = −µmgR

όπου A είναι η κάθετη δύναµη που δρα στον τροχό. Επιπλέον, η ϱοπή συνδέεται µε τη γωνιακή επιτάχυνση, α

N =
dL

dt
= Iα = I

dω

dt
= I

d2θ

dt2
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όπου η ϱοπή αδρανείας, Ι του κυλίνδρου είναι I = MR2/2 (µάζα του τροχού). ΄Αρα η γωνιακή επιτάχυνση είναι

Iα = −µmgR

⇒ α = −2µmgR

MR2

⇒ α = −2µmg

MR
= −2× 0.4× 40× 103 × 980

1, 2× 106 × 50
rad/s2

⇒ α = −0, 523 rad/s2

⇒ dω

dt
= −0, 523

⇒ ω = ω0 − 0, 523 t = 150× 2π − 0, 523 t

΄Αρα ϑα έχουµε ω = 0 όταν

t =
300π

0, 523
= 1, 8× 103 s

Εφ΄ όσον η γωνιακή επιτάχυνση είναι σταθερή, η µέση γωνιακή ταχύτητα είναι

ω =
ω0

2

και εποµένως η γωνία που ϑα διαγραφεί ώσπου ο τροχός ϑα σταµατήσει είναι

ω0

2
t = 1, 35× 105 στροφές

ή σε rad ϑα είναι
ω02π

2
t = 8, 5× 105 rad

Πρόβληµα 7.9 Αποδείξετε ότι η ϱοπή αδράνειας µιας συµπαγούς τετραγωνικής πλάκας ως προς ένα διαγώνιο
άξονα, ισούται µε τη ϱοπή αδράνειας ως προς τον άξονα που ϐρίσκεται µέσα στο επίπεδο της πλάκας, περνάει
από το κέντρο της, και είναι παράλληλος προς µια πλευρά του τετραγώνου. (Το ϑεώρηµα των κάθετων αξόνων,
µαζί µε τη συµµετρία του τετραγώνου, µας επιτρέπουν να κάνουµε την απόδειξη χωρίς άλλο υπολογισµό).

Λύση:

x

y

A

B

D

C

O

Σχήµα 7.8

Λόγω συµµετρίας οι ϱοπές αδρανείας ως προς τους άξονες AB και CD ϑα πρέπει να είναι ίσες

IAB = ICD
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Από το ϑεώρηµα των καθέτων αξόνων ϑα έχουµε

IAB + ICD = Iz

⇒ IAB = ICD =
Iz
2

όπου Iz είναι η ϱοπή αδράνειας ως προς τον άξονα των z τον κάθετο στο επίπεδο της τετραγωνικής πλάκας στο
σηµείο Ο.
Ακόµη από το ϑεώρηµα των καθέτων αξόνων ϑα έχουµε

Ix + Iy = Iz, Ix = Iy

⇒ Ix = Iy =
Iz
2

Εποµένως ϑα ισχύει

Ix = Iy = IAB = ICD =
Iz
2

Πρόβληµα 7.10 Τρεις ίσες σηµειακές µάζες ϐρίσκονται στις κορυφές ενός ισόπλευρου τριγώνου πλευράς a (ϐλ.
σχήµα 7.9) και συνδέονται µεταξύ τους µε ένα αβαρές τριγωνικό ϕύλλο.
(α) Να ϐρείτε τη ϱοπή αδράνειας Iz ως προς τον άξονα που είναι κάθετος στο τρίγωνο και περνά από το κέντρο
του, C.
(ϐ) Να υπολογίσετε την Iy ως προς τον άξονα y (ϐλ. σχήµα 7.9).
(γ) Να χρησιµοποιήσετε το ϑεώρηµα των κάθετων αξόνων, για να υπολογίσετε την Ix.

Λύση:

m

m m

x

y

a

a

a

C

A B

D

60o 60o

60o

D’

B’ A’

Σχήµα 7.9

(α) Το σηµείο C είναι το κέντρο ϐάρους του τριγώνου (στο σηµείο που τέµνονται οι διάµεσοι του τριγώνου), άρα
ϑα ισχύει από την Ευκλίδεια γεωµετρία : (CD) = (2/3)(DD′) και (DD′) = a sin 60o, εποµένως

(CD) =
2

3
a sin 60o

⇒ (CD) =
2

3
a

√
3

2
=

a√
3

Λόγω συµµετρίας, οµοίως ϑα ισχύει
(CD) = (CA) = (CB) =

a√
3
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Η ϱοπή αδρανείας ως προς τον άξονα που περνά από το σηµείο C, είναι

Iz = 3m(CD)2 = 3m
a2

3
= ma2

(ϐ) Η ϱοπή αδρανείας ως προς τον άξονα των y ϑα είναι

Iy = m

(
a

2

)2

+m

(
a

2

)2

=
ma2

2

(γ) Από το ϑεώρηµα των καθέτων αξόνων ϑα έχουµε

Ix + Iy = Iz

⇒ Ix = Iz − Iy = ma2 − ma2

2
=
ma2

2

Πρόβληµα 7.11 Μια κούφια σφαίρα µε εσωτερική ακτίνα R1 και εξωτερική R2, κυλάει προς τα κάτω, χωρίς να
ολισθαίνει, πάνω σε κεκλιµένο επίπεδο µε γωνία κλίσης ϑ.
(α) Να ϐρείτε τη γωνιακή και τη γραµµική επιτάχυνση της σφαίρας.
(ϐ) Στο χαµηλότερο άκρο του, το κεκλιµένο επίπεδο συνδέεται µε καµπύλη επιφάνεια, που τελικά καταλήγει σε
ένα οριζόντιο επίπεδο. Με ποια ταχύτητα ϑα κινείται το σώµα στο τελικό οριζόντιο επίπεδο, αν ξεκινάει από την
ηρεµία, και το κέντρο του ϐρίσκεται σε ύψος Η πάνω από το τελικό οριζόντιο επίπεδο ; (Να χρησιµοποιήσετε την
αρχή διατήρησης της ενέργειας).

Λύση:

h

R2

R1

R2

R1

Σχήµα 7.10

(α)

Η ϱοπή αδρανείας της κούφιας σφαίρας µπορεί να ϐρεθεί αφού ϑεωρήσουµε δύο σφαίρες ίδιας πυκνότητας
µάζας µε ακτίνες R2 και R1. Βρίσκοντας τις ϱοπές αδρανείας των δύο αυτών σφαιρών, η διαφορά τους ϑα είναι
η Ϲητούµενη ϱοπή αδρανείας.
Γνωρίζουµε ότι η ϱοπή αδρανείας µιας σφαίρας ακτίνας r µε πυκνότητα µάζας ρ είναι

Is =
2

5
r2(Μάζα) =

2

5
r2ρ(΄Ογκος) =

2

5
r2ρ

4

3
πr3

Η Ϲητούµενη ϱοπή αδρανείας, I, είναι

I =
2

5
R2

2ρ
4

3
πR3

2 −
2

5
R2

1ρ
4

3
πR3

1
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⇒ I =
2

5

4

3
πρ(R5

2 −R5
1)

Η µάζα της κούφιας σφαίρας µπορεί να εκφραστεί από την πυκνότητα της µάζας, και είναι

M = ρ(΄Ογκος) = ρ
4

3
π(R3

2 −R3
1)

⇒ ρ
4

3
π =

M

(R3
2 −R3

1)

εποµένως η ϱοπή αδρανείας, I, είναι

I =
2

5
M

(R5
2 −R5

1)

(R3
2 −R3

1)

Η γραµµική επιτάχυνση δίδεται από την εξίσωση (7)

a =
g sin θ

1 + I/MR2
2

=
g sin θ

1 +
2

5

M(R5
2 −R5

1)

MR2
2(R3

2 −R3
1)

⇒ a =
g sin θ

1 +
R5

2(1−R5
1/R

5
2)

R5
2(1−R3

1/R
3
2)

=
g sin θ

1 +
2

5

(1− (R1/R2)5)

(1− (R1/R2)3)

και η γωνιακή επιτάχυνση, α είναι
v = R2ω

⇒ dv

dt
= R2

dω

dt

⇒ a = R2α

⇒ α =
a

R2
=

1

R2

g sin θ

1 + 2
5

(1− (R1/R2)5)

(1− (R1/R2)3)

(ϐ) Σε ύψος h η κινητική ενέργεια είναι Ki = 0 και η δυναµική Ui = Mgh. Στο οριζόντιο επίπεδο το κέντρο
µάζας ϐρίσκεται σε ύψος R2, εποµένως η δυναµική ενέργεια ϑα είναι Uf = MgR2 και η κινητική ενέργεια ϑα
οφείλεται στη µεταφορική κίνηση συν την περιστροφική κίνηση

Kf =
1

2
Mv2 +

1

2
Iω2 =

1

2
Mv2 +

1

2
I
v2

R2
2

Από το ϑεώρηµα της µηχανικής ενέργειας ϑα έχουµε

Ki + Ui = Kf + Uf

⇒Mgh = MgR2 +
1

2
Mv2

(
1 +

I

MR2
2

)

⇒ v2 =
2g(h−R2)

1 + I/(MR2
2)

=
2g(h−R2)

1 +
2

5

(1− (R1/R2)5)

(1− (R1/R2)3)

Πρόβληµα 7.12 Το γιο-γιο αποτελείται από ένα µικρό κύλινδρο, στο κυρτό µέρος του οποίου έχει τυλιχτεί
πολλές ϕορές ένα σχοινί. Κρατώντας το ελεύθερο άκρο του σχοινιού και αφήνοντας τον κύλινδρο να πέσει, το
σχοινί ξετυλίγεται και ο κύλινδρος περιστρέφεται γύρω από ένα νοητό οριζόντιο άξονα τον xx′. Να υπολογίσετε
την επιτάχυνση του κέντρου µάζας του κυλίνδρου συναρτήσει της επιτάχυνσης της ϐαρύτητας, g. Θεωρήστε ότι
σε όλη τη διάρκεια της κίνησης του κυλίνδρου το σχοινί παραµένει κατακόρυφο.
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Λύση:

x

x’

mg

Ty

x

m
R

Σχήµα 7.11

Στον κύλινδρο του γιο-γιο εξασκούνται δύο δυνάµεις: το ϐάρος του, mg και η τάση του νήµατος, T . Από το
δεύτερο νόµο του Newton η γραµµική επιτάχυνση, a, του κέντρου µάζας του κυλίνδρου είναι

mg − T = ma

Επιπλέον, η ϱοπή, N , ως προς το κέντρο περιστροφής οφείλεται µόνο στην τάση του νήµατος διότι το ϐάρος δεν
συνεισφέρει ϱοπή µιας και η δύναµη περνά από το κέντρο µάζας

N = TR =
dL

dt
= I

dω

dt
= Iα

όπου η ϱοπή αδρανείας, I του κυλίνδρου είναι

I =
1

2
mR2

΄Αρα µε τη ϐοήθεια του δεύτερου νόµου του Newton ϑα έχουµε

mgR−mRa = Iα =
1

2
mR2α

⇒ g − a =
1

2
Rα (7.6)

΄Οµως η γραµµική και γωνιακή επιτάχυνση συνδέονται µε την σχέση

a = Rα

⇒ α =
a

R

εποµένως αντικαθιστώντας στην (7) ϐρίσκουµε

g − a =
1

2
a

⇒ a =
2

3
g
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Πρόβληµα 7.13 Μια οµογενής ϱάβδος µάζας m και µήκους l κρατιέται από δύο ελατήρια A,B µε την ίδια
σταθερά ελατηρίου C µε τέτοιο τρόπο ώστε οι αποστάσεις OB = AB = l/2. Αποδείξετε ότι για µικρές αποκλίσεις
της γωνίας θ η ϱάβδος ϑα εκτελέσει απλή αρµονική κίνηση µε περίοδο

T = 4π

√
m

15C

Λύση:

l

C

C

O

A

B

F1

F2 B’

A’

Σχήµα 7.12

Στη ϱάβδο εξασκούνται δύο δυνάµεις, F1, F2 (δυνάµεις Hooke) που οφείλονται στα δύο ελατήρια

F1 = −C(AA′) = −Cl sin θ ' −Clθ

και
F2 = −C(BB′) = −C l

2
sin θ ' −C l

2
θ

Οι δυνάµεις δηµιουργούν ϱοπές, N1, N2, ως προς το σηµείο Ο

N1 = F1(OA′) ' −Clθl = −Cl2θ

και

N2 = F2(OB′) ' −C l

2
θ
l

2
= −C

(
l

2

)2

θ

Η στροφορµή L ως προς το σηµείο Ο είναι L = Iω = Iθ̇. Η εξίσωση κίνηση είναι

dL

dt
= N = N1 +N2

⇒ I
d2θ

dt2
= −C

(
l2 +

1

4
l2
)
θ

⇒ Iθ̈ +
5

4
Cl2θ = 0

όπου η ϱοπή αδρανείας, I, της ϱάβδου ως προς ένα κάθετο άξονα κάθετο στο σηµείο Ο είναι I = ml2/3. ΄Αρα η
εξίσωση κίνησης είναι

1

3
ml2θ̈ +

5

4
Cl2θ = 0

⇒ θ̈ +
15C

4m
θ = 0
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εποµένως η ϱάβδος εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση µε συχνότητα

ω2 =
15C

4m

⇒ ω =

√
15C

4m

και η περίοδος της ταλάντωσης είναι

T =
2π

ω
= 4π

√
m

15C

Πρόβληµα 7.14 Η γραµµική πυκνότητα (µάζα ανά µονάδα µήκους) µιας ευθύγραµµης ϱάβδου που έχει µήκος
L αυξάνει από την τιµή λ0 στο ένα άκρο της (x = 0) σε 2λ0 στο άλλο άκρο της x = L σύµφωνα µε τη σχέση

λ(x) = λ0

(
1 +

x

L

)
(α) ∆είξατε ότι η ϱοπή αδρανείας της ϱάβδου ως προς άξονα y που περνά από το ελαφρό άκρο της και είναι
κάθετος σε αυτήν είναι

I =
7

18
ML2

(ϐ) Η ϱάβδος ξεκινά από ηρεµία όταν είναι οριζόντια και περιστρέφεται χωρίς τριβές, υπό την επίδραση του
ϐάρους της, γύρω από σταθερό οριζόντιο άξονα ο οποίος είναι κάθετος στη ϱάβδο και περνά από το ελαφρό άκρο
της O. Να ϐρεθεί η γωνιακή ταχύτητα ω της ϱάβδου ως συνάρτηση της γωνίας θ που σχηµατίζει η ϱάβδος µε την
οριζόντια αρχική ϑέση.

Λύση:

O
dxx

l

θ

Mg

CM

A

x

a=5/9 l A

Σχήµα 7.13

(α) Από το πρόβληµα (5.8) γνωρίζουµε ότι η ολική µάζα της ϱάβδου είναι

M =
3

2
λ0l

και το κέντρο µάζας της ϱάβδου απέχει από το ελαφρό άκρο της απόσταση

a =

´ l
0 xdm

M
=

´ l
0 λxdx

M
=

5λ0l
2

6M

=
5

9
l

Η ϱοπή αδρανείας της ϱάβδου ως προς άξονα y που περνά από το ελαφρό άκρο της και είναι κάθετος σε αυτήν
είναι

I =

ˆ l

0
x2dm
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όπου η στοιχειώδης µάζα, dm, είναι

dm = λdx = λ0

(
1 +

x

l

)
dx

΄Αρα η ϱοπή αδρανείας της ϱάβδου µπορεί να γραφτεί ως εξής

I =

ˆ l

0
λ0

(
1 +

x

l

)
x2dx =

7

12
λ0l

3

΄Αλλα η ολική µάζα µας δίνει

M =
3

2
λ0l

⇒ λ0 =
2

3l
M

και εποµένως η ϱοπή αδρανείας της ϱάβδου ϑα είναι

I =
7

12
λ0l

3 =
7

12

2

3l
Ml3 =

7

18
Ml2

(ϐ) Η δύναµη του ϐάρους δηµιουργεί µια ϱοπή, N , ως προς το σηµείο Ο είναι

N = Mg(OA) = Mga cos θ = Mg
5

9
l cos θ

και η εξίσωση κίνησης για την περιστροφή της ϱάβδου είναι

dJ

dt
= N, όπου J στροφορµή

⇒ I
dω

dt
= Mg

5

9
l cos θ

⇒ 7

18
Ml2

dω

dt
= Mg

5

9
l cos θ

⇒ dω

dt
=

10

7

g

l
cos θ (7.7)

Παρατηρούµε ότι µπορούµε να γράψουµε ότι

dω

dt
=

dω

dθ

dθ

dt
=

dω

dθ
ω

και εποµένως η εξίσωση (7) ϑα γραφτεί ως εξής

dω

dθ
ω =

10

7

g

l
cos θ

⇒
ˆ ω

0
ωdω =

10

7

g

l

ˆ π

0
cos θdθ

⇒ ω2

2
=

10

7

g

l
sin θ

⇒ ω =

√
20

7

g

l
sin θ

ή, χρησιµοποιώντας την αρχή διατήρησης ενέργειας

0 = −Mg
5

9
l sin θ +

1

2
Iω2

ω2 =
10Mgl sin θ

9I
=

20g sin θ

7l

⇒ ω =

√
20

7

g

l
sin θ
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Πρόβληµα 7.15 Μια µικρή σφαίρα µάζας m και ακτίνας r αφήνεται από το σηµείο A, πάνω σε οδηγό, όπως
ϕαίνεται στο σχήµα. Αν η κίνηση της σφαίρας γίνεται χωρίς ολίσθηση, ποιο είναι το µικρότερο ύψος h συναρτήσει
του R, από το οποίο πρέπει να αφεθεί η σφαίρα για να κάνει ανακύκλωση ; Η ακτίνα της σφαίρας είναι πολύ
µικρή σε σχέση µε την ακτίνα R.

Λύση:

A

h

R

Bv

mg

Σχήµα 7.14

Στο σηµείο A η κινητική ενέργεια της σφαίρας είναι KA = 0 και η δυναµική ενέργεια είναι UA = mgh. Στο
σηµείο B δυναµική ενέργεια της σφαίρας είναι UB = mg(2R−r) ' mg2R (διότι R� r) και η κινητική ενέργεια
είναι

KB =
1

2
mv2 +

1

2
Iω2

διότι οφείλεται στη γραµµική και περιστροφική κίνηση της σφαίρας. I είναι η ϱοπή αδρανείας της σφαίρας
I = (2/5)mr2.
Από το ϑεώρηµα της διατήρησης της µηχανικής ενέργειας παίρνουµε

KA + UA = KB + UB

⇒ mgh = mg2R+
1

2
mv2 +

1

2
Iω2

µε τη γωνιακή και γραµµική ταχύτητα να συνδέονται µέσω της σχέσης v = rω. ΄Αρα η διατήρησης της µηχανικής
ενέργειας γράφεται ως εξής

mgh = mg2R+
1

2
mv2 +

1

2

2

5
mr2

(
v

r

)2

⇒ gh = 2gR+ v2 7

10
(7.8)

Για να πετύχουµε ανακύκλωση της σφαίρας, ϑα πρέπει στο σηµείο Β η κεντροµόλος επιτάχυνση να είναι ίση µε
το ϐάρος της σφαίρας mv2/R = mg ⇒ v2 = gR. Συνεπώς η εξίσωση (7) ϑα είναι

gh = 2gR+ v2 7

10

⇒ gh = gR

(
7

10
+ 2

)
⇒ h =

27

10
R
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Πρόβληµα 7.16 ΄Ενα κυλινδρικό ϱολό από χαρτί µάζαςM και ακτίνας ϐάσηςR (συµπαγής κύλινδρος) ακουµπά
σε κατακόρυφο τοίχο και συγκρατείται από ένα πλαίσιο στήριξης, όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Μια σταθερή
κατακόρυφη δύναµη F ξετυλίγει το ϱολό. Ο συντελεστής κινητικής τριβής µε τον κατακόρυφο τοίχο είναι η.
(α) Βρείτε τη δύναµη που ασκεί το πλαίσιο στήριξης στο ϱολό.
(ϐ) Βρείτε την εξίσωση κίνησης του συστήµατος και τη γωνιακή επιτάχυνση µε την οποία περιστρέφεται το ϱολό.
(Θεωρήστε ότι περιγράφετε την αρχή της κίνησης του συστήµατος όπουM,R και φ είναι δεδοµένα και σταθερά).

Λύση:

F1

A

T B = g F

F1sin

F1cos

�

Σχήµα 7.15

(α) Από την ισορροπία των δυνάµεων που εξασκούνται στον κύλινδρο στον οριζόντιο άξονα ϑα έχουµε

A = F1 sinφ

όπου A είναι η δύναµη που ασκεί ο τοίχος στο ϱολό και F1 η δύναµη που ασκεί το πλαίσιο στήριξης στο ϱολό.
Στο κατακόρυφο άξονα ϑα είναι

F + T +B = F1 cosφ (7.9)

όπου F, T = ηA = ηF1 sinφ,B = Mg είναι η δύναµη που ξετυλίγει το ϱολό του χαρτιού, η δύναµη τριβής, και
η δύναµη της ϐαρύτητας, αντιστοίχως.
Η εξίσωση (7) ξαναγράφεται ως εξής

F + ηF1 sinφ+Mg = F1 cosφ

⇒ F +Mg = F1(cosφ− η sinφ)

⇒ F1 =
F +Mg

cosφ− η sinφ

(ϐ) Η ολική ϱοπή, N , που ασκείται στον κύλινδρο ως προς ένα άξονα που περνά από το κέντρο του κυλίνδρου

οφείλεται µόνο στις δυνάµεις F, T , και ϑα είναι

N = (F − T )R

και η εξίσωση κίνησης του κυλίνδρου ϑα είναι

N =
dL

dt

⇒ N = I
dω

dt
(7.10)
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όπου η αποκτηθείσα στροφορµή του κυλίνδρου, δίδεται από την L = Iω, όπου ω είναι η γωνιακή ταχύτητα του,
και I = (1/2)MR2 είναι η ϱοπή αδρανείας του συµπαγούς κυλινδρικού ϱολού.
Η εξίσωση κίνησης (7) ϑα γραφτεί

(F − T )R = I
dω

dt

⇒ F − ηF1 =
(1/2)MR2

R

dω

dt

⇒ F − η F +Mg

cosφ− η sinφ
=

1

2
MR

dω

dt

⇒ dω

dt
= 2

F (1− 2η tanφ)−Mgη tanφ

MR(1− η tanφ)

Πρόβληµα 7.17 ∆υο συµπαγείς δίσκοι µε µάζες m1 και m2 περιστρέφονται µε γωνιακές ταχύτητες ω1 και ω2

και στροφορµές L1 και L2 αντιστοίχως (Ο άξονας περιστροφής των δίσκων είναι κοινός, γι΄ αυτό µιλάµε µόνο για
µέτρα των στροφορµών). Οι δίσκοι έρχονται σε επαφή (ϐλέπε σχήµα), ϑα υπάρξει ολίσθηση µεταξύ τους µέχρι
να αποκτήσουν κοινή γωνιακή ταχύτητα ω, τότε η στροφορµή τους είναι L. Να ϐρεθούν τα L, ω καθώς και η
απώλεια ενέργειας του συστήµατος.

Λύση:

R

1

R

2

R

� �

m1
m2 m1+m2

Σχήµα 7.16

Από τη διατήρηση της στροφορµής ϑα έχουµε για την αρχική και τελική κατάσταση

Lαρχική = Lτελική

⇒ L1 + L2 = L

όπου L είναι η τελική στροφορµή που ϑα αποκτήσουν οι δύο δίσκοι όταν έλθουν σε επαφή.
Γνωρίζουµε ότι η στροφορµή είναι το γινόµενο της ϱοπής αδρανείας και της γωνιακής ταχύτητας. Εποµένως η
διατήρηση της στροφορµής ϑα γραφτεί ως εξής

Iω = I1ω1 + I2ω2 (7.11)

όπου οι ϱοπές αδρανείας των δίσκων είναι

I =
1

2
(m1 +m2)R2

I1 =
1

2
m1R

2
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I2 =
1

2
m2R

2

Εποµένως η εξίσωση (7) γράφεται

1

2
(m1 +m2)R2ω =

1

2
m1R

2ω1 +
1

2
m2R

2ω2

⇒ ω =
m1ω1 +m2ω2

m1 +m2

Η απώλεια ενέργειας, ∆E, του συστήµατος είναι

∆E = E1 + E2 − E

όπου E1, E2 είναι οι ενέργειες των δύο δίσκων πριν έλθουν σε επαφή και E η ενέργεια της τελικής κατάστασης.
Η ενέργεια λόγω περιστροφής είναι E = Iω2/2, εποµένως ϑα έχουµε

∆E =
1

2
I1ω

2
1 +

1

2
I2ω

2
2 −

1

2
Iω2

⇒ ∆E =
1

2

1

2
m1R

2ω2
1 +

1

2

1

2
m2R

2ω2
2 −

1

2

1

2
(m1 +m2)R2

(
m1ω1 +m2ω2

m1 +m2

)2

⇒ ∆E =
R2

4

m2
1ω

2
1 +m1m2ω

2
1 +m1m2ω

2
2 +m2

2ω
2
2 −m2

1ω
2
1 −m2

2ω
2
2 − 2m1m2ω1ω2

m1 +m2

⇒ ∆E =
R2

4

m1m2

m1 +m2
(ω1 − ω2)2

Πρόβληµα 7.18 ∆ιπλώνουµε στη µέση µια ϱάβδο µε µάζα m και µήκος l, έτσι ώστε τα δύο τµήµατα της να
σχηµατίζουν γωνία φ. Να υπολογίσετε τη ϱοπή αδρανείας ως προς άξονα ο οποίος είναι κάθετος στο επίπεδο
AOB και διέρχεται από το σηµείο Ο. Πως εξαρτάται η ϱοπή αδρανείας από τη γωνία φ; Αν η διπλωµένη ϱάβδος
ταλαντώνεται ως προς τον προηγούµενο άξονα, να δείξετε ότι µπορεί να εκτελεί απλή αρµονική ταλάντωση και
να ϐρείτε την περίοδο της ταλάντωσης.

Λύση:

O

A

B

(m/2)g

(m/2)g

1

2 � ���

�
��
�

l/2

C2

C1

O’

ŷ

Σχήµα 7.17

Η ϱοπή αδρανείας ως προς άξονα ο οποίος είναι κάθετος στο επίπεδο AOB και διέρχεται από το σηµείο Ο είναι
το άθροισµα των ϱοπών αδρανείας, I1, I2, των δύο τµηµάτων (OA), (OB), µάζας m1 = m/2, m2 = m/2 και
µήκους l1 = l/2, l2 = l/2, αντίστοιχα. Γνωρίζουµε ότι η ϱοπή αδρανείας µιας οµογενούς ϱάβδου µήκους x και
µάζας M είναι (1/3)Mx2. Εποµένως η ϱοπή αδρανείας των δύο τµηµάτων ϑα είναι

I = I1 + I2 =
1

3
m1l

2
1 +

1

3
m2l

2
2
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⇒ I =
1

3

1

2
m

(
l

2

)2

+
1

3

1

2
m

(
l

2

)2

=
1

12
ml2 (7.12)

άρα το αποτέλεσµα είναι ανεξάρτητο της γωνίας φ.
΄Εστω ότι µετατοπίζουµε τη διπλωµένη ϱάβδο κατά γωνία θ όπως ϕαίνεται στο σχήµα.
Οι δυνάµεις που ασκούνται στη διπλωµένη ϱάβδο είναι οι δυνάµεις ϐαρύτητας

FOA = −m
2
gŷ

FOB = −m
2
gŷ

και οι αντίστοιχες ϱοπές ως προς το σηµείο Ο είναι

NOA =
#    »

OC1 × FOA = − l
4

m

2
sin θ1ẑ

NOB =
#    »

OC2 × FOB = − l
4

m

2
sin θ2ẑ

όπου OC1 = OC2 = l/4, και ẑ είναι ο κάθετος άξονας στο επίπεδο AOB.
Η ολική ϱοπή αδρανείας που ασκείται στη διπλωµένη ϱάβδο ϑα είναι

N = NOA +NOB = −1

4
mlg(sin θ1 + sin θ2)

αλλά

sin θ1 + sin θ2 = 2 sin

(
θ1 + θ2

2

)
cos

(
θ2 − θ1

2

)
(7.13)

επειδή
θ = θ1 + φ/2

⇒ θ1 = θ − φ/2

θ = θ2 − φ/2

⇒ θ2 = θ + φ/2

εποµένως η εξίσωση (7) γίνεται

sin θ1 + sin θ2 = 2 sin θ cos
φ

2

άρα η ολική ϱοπή αδράνειας ϑα είναι

N = −1

4
mlg sin θ cos

φ

2

και για µικρές γωνίες θ ισχύει sin θ ≈ θ, η ολική ϱοπή αδράνειας είναι

N = −1

4
mlg cos

φ

2
θ

και η εξίσωση της κίνησης ϑα περιγραφεί από την εξίσωση

N =
dL

dt
= I

dω

dt
= I

d2θ

dt2

όπου η ϱοπή αδρανείας I της διπλωµένης ϱάβδου δίνεται από την εξίσωση (7). ΄Αρα η εξίσωση κίνησης ϑα είναι

1

12
ml2

d2θ

dt2
= −1

4
mlg cos

φ

2
θ

⇒ d2θ

dt2
+

(
3g

l
cos

φ

2

)
θ = 0
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και εποµένως η ϱάβδος εκτελεί απλή αρµονική κίνηση µε συχνότητα ω

ω =

√
3g

l
cos

φ

2

⇒ T =
2π

ω
= 2π

√
l

3g cosφ/2

Πρόβληµα 7.19 Θεωρήστε ένα πολύ λεπτό κούφιο κύλινδρο µάζαςM0 και µήκουςH κρεµιέται από ένα σηµείο
Ο όπως ϕαίνεται στο σχήµα.
(α) Βρείτε την περίοδο ταλάντωσης T0 του κυλίνδρου για µικρές γωνίες απόκλισης θ.
(ϐ) Τώρα υποθέστε ότι γεµίζουµε τον κύλινδρο σε ύψος h µε µια οµοιόµορφη µάζα m. Βρείτε τη νέα περίοδο
ταλάντωσης και εκφράστε τη σαν συνάρτηση των παραµέτρων x = h/H, R = m/M0. Για ποια τιµή της
παραµέτρου x η περίοδος ταλάντωσης στο τετράγωνο T 2 γίνεται µέγιστη. Εκφράστε αυτή την παράµετρο x σαν
συνάρτηση του R. Προφανώς το R > 0, υπάρχει κάποιο άνω όριο για το R ώστε να έχουµε πραγµατική τιµή για
την παράµετρο x;

Λύση:

Σχήµα 7.18

(α)

Το σύστηµα αυτό είναι ένα ϕυσικό εκκρεµές που ϑα εκτελεί απλή αρµονική κίνηση µε περίοδο T0 που δίνεται
από τη σχέση

T0 = 2π

√
I0

M0gl

όπου g, M0, l = H/2, είναι η επιτάχυνση της ϐαρύτητας, η µάζα και το µήκος από το σηµείο στήριξης µέχρι
το κέντρο µάζας του λεπτού κυλίνδρου αντιστοίχως. I0 είναι η ϱοπή αδρανείας του λεπτού κυλίνδρου ως προς
άξονα περιστροφής κάθετο στο επίπεδο της ϱάβδου και της κατακόρυφου που περνά από το σηµείο O.
Η ϱοπή αδρανείας I0 αυτού του λεπτού κυλίνδρου µπορεί να ϐρεθεί από τη σχέση που δίνει τη ϱοπή αδρανείας
λεπτής ϱάβδου µήκους H και µάζας M

I0 =
1

3
M0H

2
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Συνεπώς η περίοδος ταλάντωσης ϑα είναι

T0 = 2π

√
M0H2/3

M0gH/2
= 2π

√
2H

3g

(ϐ) Αφού προσθέσουµε τη µάζα m το κέντρο µάζας του νέου συστήµατος ϑα είναι ϐρίσκεται σε σηµείο που ϑα
απέχει από το σηµείο στήριξης O:

l′ =
M0(l/2) +m(H − h/2)

M0 +m

και η περίοδος ταλάντωσης ϑα είναι

T = 2π

√
I

(M0 +m)gl′

όπου η ϱοπή αδρανείας, I, του συστήµατος λεπτού κυλίνδρου και µάζας m ϑα είναι

I = I0 + Im

Από το ϑεώρηµα των παραλλήλων αξόνων η ϱοπή αδρανείας Im της µάζας m ϑα είναι το άθροισµα της ϱοπής
αδρανείας του κέντρου µάζας του σώµατος µάζας m, mH2/3, και του όρου m(H − h/2)2 (H − h/2 είναι η
απόσταση του κέντρου µάζας του κυλίνδρου και της µάζας m από το σηµείο στήριξης O). Εποµένως η ϱοπή
αδρανείας, Im, είναι

Im =
1

3
mH2 +m(H − h

2
)2 = m

(
H2 −Hh+

h2

4

)
+

1

3
mH2

και το I ϑα είναι

I =
1

3
M0H

2 + Im =
1

3
M0H

2 +m

(
H2 −Hh+

h2

3

)
και η περίοδος ταλάντωσης ϑα είναι

T = 2π

√
I

(M0 +m)gl′

⇒ T = 2π

√
M0H2/3 +m(H2 −Hh+ h2/3)

(M0 +m)gl′

⇒ T = 2π

√
(1/3)M0H2 +m(H2 −Hh+ h2/3)

g[M0H/2 +m(H − h/2)]

⇒ T =
2π
√
g

√
1/3 +R(1− x+ x2/3)

1/2 +R(1− x/2)

⇒ T 2g

4π2
=

1/3 +R(1− x+ x2/3)

1/2 +R(1− x/2)

⇒ 3T 2g

8π2
=

1 + 3R(1− x+ x2/3)

1 + 2R(1− x/2)

⇒ 3T 2g

8π2
=

1 +R(3− 3x+ x2)

1 +R(2− x)

Για να έχουµε µέγιστη ταλάντωση στο τετράγωνο ϑα πρέπει

d

dx

(
1 +R(3− 3x+ x2)

1 +R(2− x)

)
= 0
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⇒ (−3R+ 2Rx)[1 +R(2− x)] + [1 +R(3− 3x+ x2)]R

[1 +R(2− x)]2
= 0

⇒ −R[3Rx2 − 6x+ (2 + 3R)]

[1 +R(2− x)]2
= 0

Οι ϱίζες του τριωνύµου 3Rx2 − 6x+ (2 + 3R) = 0 ϑα µας δώσει την τιµή του x που ϑα δώσει τη µέγιστη T 2. Οι
ϱίζες είναι

x1,2 =
6±

√
36− 12R(2 + 3R)

6R
=

1 +
√

1− 2R/3−R2

R

Για πραγµατική ϱίζα ϑα πρέπει η διακρίνουσα 1− 2R/3−R2 να είναι ϑετική

1− 2

3
R−R2 > 0

⇒ R2 +
2

3
R− 1 < 0

όπου το R ϑα είναι
−1−

√
10

3
< R <

−1 +
√

10

3

αλλά το R > 0, συνεπώς ϑα έχουµε τη συνθήκη

0 < R <
−1 +

√
10

3

Πρόβληµα 7.20
Μια λεπτή και οµοιόµορφη µεταλλική ϱάβδος µε µάζαM και µήκους l µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές

γύρω από άξονα που περνά από το κέντρο της και είναι κάθετος σε αυτήν. ΄Ενα ελατήριο σε οριζόντια διεύθυνση,
µε σταθερά C, έχει συνδεδεµένο το ένα άκρο του µε το κάτω άκρο της ϱάβδου, ενώ το άλλο άκρο του είναι
συνδεδεµένο σε σταθερό στήριγµα. Αν η ϱάβδος µετατοπιστεί κατά µια µικρά γωνία θ από την κατακόρυφο
(ϐλέπε στο σχήµα) και αφεθεί ελεύθερη, να δείξετε ότι η ϱάβδος εκτελεί γωνιακή απλή αρµονική κίνηση και να
ϐρείτε την περίοδο της T .

Λύση:

C

Σχήµα 7.19
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Πρόβληµα 7.21 Συµπαγής κύλινδρος µε µάζα M και ακτίνα R ισορροπεί πάνω στην οριζόντια επιφάνεια
ενός τραπεζιού (ϐλ. σχήµα 7.20). ΄Ενα ελατήριο µε σταθερά C έχει το ένα άκρο του συνδεδεµένο µε ένα
στήριγµα δεξιά. Το άλλο άκρο του είναι συνδεδεµένο µε τον κεντρικό άξονα του κυλίνδρου γύρω από τον οποίο
ο κύλινδρος µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές. (Το ελατήριο συνδέεται µέσα από µια λεπτή σχισµή που
έχει ανοιχτεί στον κύλινδρο, έτσι ώστε να µην παρεµποδίζεται η περιστροφή του κυλίνδρου γύρω από τον άξονα
του). Ο κύλινδρος µετακινείται προς τα αριστερά σε απόσταση x, µε αποτέλεσµα να επιµηκυνθεί το ελατήριο,
και αφήνεται ελεύθερος. Υπάρχει αρκετή τριβή µεταξύ της επιφάνειας του τραπεζιού και του κυλίνδρου ώστε
να µπορεί ο κύλινδρος να κυλά χωρίς να γλυστράει καθώς κινείται µπροσ-πίσω µε το άκρο του ελατηρίου. Να
δείξετε ότι το κέντρο του κυλίνδρου εκτελεί απλή αρµονική κίνηση και να υπολογίσετε την περίοδο ταλάντωσης
συναρτήσει της µάζας M και της σταθεράς ελατηρίου C.

Λύση:

Σχήµα 7.20

Ας ϑεωρήσουµε το σύστηµα συντεταγµένων µε αρχή το κέντρο του κυλίνδρου στη ϑέση ισορροπίας όπως ϕαίνεται
στο σχήµα 7.20. Αν ο κύλινδρος µετατοπιστεί προς τ΄ αριστερά κατά x από το άθροισµα των ϱοπών έχουµε∑

N = Icmα

όπου α είναι η γωνιακή επιτάχυνση του κυλίνδρου. Μόνο η δύναµη της τριβής δηµιουργεί ϱοπή, άρα

fsR =
1

2
MR2α

⇒ fs =
1

2
MRα

Αλλά Rα = acm, όπου acm είναι η γραµµική επιτάχυνση του κέντρου µάζας του κυλίνδρου. ΄Αρα

fs =
1

2
Macm (7.14)

Από το άθροισµα των δυνάµεων έχουµε ∑
Fx = max

⇒ fs − kx = −Macm

(7)
=⇒ 1

2
Macm − kx = −Macm

⇒ kx =
3

2
Macm

⇒ ẍ− 2k

3M
x = 0
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Βλέπουµε ότι ο κύλινδρος εκτελεί αρµονική ταλάντωση µε

ω =

√
2k

3M

και περίοδο

T = 2π

√
3M

2k

Πρόβληµα 7.22 ∆ίδονται οµογενής συµπαγής κύλινδρος και οµογενές κυλινδρικό κέλυφος ακτίνας R, και
ύψους L. Εξηγήστε ποιοτικά:
(α) Ποιο από τα δύο σώµατα έχει µεγαλύτερη ϱοπή αδρανείας ως προς τον άξονα συµµετρίας του ;
(ϐ) Εάν τα δύο σώµατα αφεθούν στην κορυφή ενός κεκλιµένου επιπέδου γωνίας κλίσης φ και κυλούν χωρίς να
ολισθαίνουν, ποιο από τα δύο ϑα ϕθάσει νωρίτερα στο κάτω άκρο του κεκλιµένου επιπέδου ;

Λύση:

h

Σχήµα 7.21

(α)

Είναι γνωστό ότι

I =
∑
i

mir
2
i (7.15)

Στο συµπαγή κύλινδρο η µάζα κατανέµεται οµοιόµορφα σε αποστάσεις από τον άξονά του ri ≤ R. Στο κυλινδρικό
ϕλοιό ΟΛΗ η µάζα είναι κατανεµηµένη σε αποστάσεις ri = R. Τότε, από τη σχέση (7), προκύπτει ότι Iκ < Iκκ.
Ενδεικτικά αναφέρεται ότι Iκ = mR2/2 και Iκκ = mR2.

(ϐ)

Για την αρχική ϑέση και τελική ϑέση, γράφουµε την αρχή διατήρησης της ενέργειας.

mgh =
1

2
mv2 +

1

2
Iω2 (7.16)

όπου Ι η ϱοπή αδράνειας του σώµατος. Επειδή, v = ωR, από τη σχέση (7) έχουµε

v =
R
√

2mgh

mR2 + I

οπότε λόγω του ερωτήµατος (α) vκκ < vκ. Υπολογίζεται ότι

vκ =

√
4gh

3
και

vκκ =
√
gh



314 Compiled on 15 Σεπτεµβρίου 2016, ∆υναµική των Στερεών Σωµάτων

Πρόβληµα 7.23 Θεωρούµε γνωστό ότι η ϱοπή αδράνειας ενός λεπτού δίσκου ως προς ένα διαµετρικό άξονα
είναι ma2/4. Να χρησιµοποιήσετε το ϑεώρηµα των παραλλήλων αξόνων, για να αποδείξετε ότι για ένα συµπαγή
κύλινδρο, του οποίου η µάζα είναι Μ, η ακτίνα α και το µήκος L, η ϱοπή αδράνειας ως προς έναν εγκάρσιο
άξονα που περνά από το κέντρο µάζας του, είναι

I =
1

4
Ma2 +

1

12
ML2

Λύση:

dx

�

x
L/2

a

L/2

a a

Σχήµα 7.22

Η µάζα του στοιχειώδους γραµµοσκιασµένου δίσκου πάχους (ύψους) dx, όπως ϕαίνεται στο σχήµα είναι

dm = ρdV = ρ(Επιφάνεια)(ύψος) = ρSdx = ρπa2dx

όπου ρ είναι πυκνότητα µάζας του κυλίνδρου.
Η στοιχειώδης ϱοπή αδράνειας, dI ′, γύρω από ένα διαµετρικό του άξονα είναι

dI ′ =
1

4
dma2 =

1

4
πρa4dx

Από το ϑεώρηµα των παραλλήλων αξόνων (ϑεώρηµα του Steiner) η στοιχειώδης ϱοπή αδρανείας, dI γύρω από
τον άξονα περιστροφής του σχήµατος (άξονας συµµετρίας) είναι

dI = dI ′ + dmx2 =
1

4
πρa4dx+ ρπa2dxx2

όπου x η απόσταση του στοιχειώδους δίσκου από τον άξονα συµµετρίας. Ολοκληρώνοντας το dI ϑα έχουµε τη
ϱοπή αδρανείας του κυλίνδρου γύρω από τον άξονα συµµετρίας

I =

ˆ +L/2

−L/2

1

4
πρa4dx+

ˆ +L/2

−L/2
ρπa2dxx2 =

1

4
πa4ρL+ πa2ρ

x3

3

∣∣∣∣∣
+L/2

−L/2

⇒ I =
1

4
πa4ρL+

1

12
πa2ρL3 (7.17)

Η ολική µάζα, M , του κυλίνδρου ακτίνας a και ύψους L, είναι

M =

ˆ
dm =

ˆ
ρdV = ρ

ˆ
dV = ρ(Επιφάνεια)(ύψος) = ρπa2L

και εποµένως η ϱοπή αδρανείας από την εξίσωση (7) είναι

I =
1

4
Ma2 +

1

12
ML2



315

Πρόβληµα 7.24 Χρησιµοποιώντας την αρχή ότι οι ϱοπές αδράνειας µπορούν να προστεθούν, να υπολογίσετε
τη ϱοπή αδράνειας ως προς τον κεντρικό άξονα του κυλινδρικού σώµατος του οποίου η διατοµή ϕαίνεται στο
σχήµα 7.23. Η µάζα του σώµατος είναι Μ, η ακτίνα του a, η ακτίνα καθενός από τα τέσσερα κυλινδρικά κενά
είναι a/3 και ο άξονας κάθε κενού ϐρίσκεται σε απόσταση a/2 από τον κεντρικό άξονα.

Σχήµα 7.23

Λύση:

Η ϱοπή αδρανείας ενός στερεού κυλίνδρου πυκνότητας ρ, ακτίνας a/3 και µήκους L γύρω από τον άξονα
συµµετρίας (άξονας που περνά από το κέντρο του) είναι

IΚΜ =
1

2
m′
(
a

3

)2

=
1

2
ρπ

(
a

3

)2

L

(
a

3

)2

Η ϱοπή αδρανείας καθενός από τους µικρότερους κυλίνδρους πυκνότητας ρ και ακτίνας a/3 γύρω από τον άξονα
συµµετρίας του κύριου κυλίνδρου ακτίνας a είναι

I ′ = IΚΜ +m′
(
a

2

)2

διότι η απόσταση µεταξύ του κέντρου του κύριου κυλίνδρου ακτίνας a και του κέντρου κάθε µικρού κυλίνδρου
ακτίνας a/3 είναι a/2. Εποµένως η ϱοπή αδρανείας είναι

I ′ =
1

2
ρπ

(
a

3

)2

L

(
a

3

)2

+ ρπ

(
a

3

)2

L

(
a

2

)2

Υπάρχουν 4 τέτοιοι µικροί κύλινδροι που συνεισφέρουν αρνητικά στην ολική ϱοπή αδρανείας, I, όταν αφαιρε-
ϑούν οι µάζες τους

I =
1

2
m
′′
a2 − 4I ′

όπου m
′′
είναι η µάζα του κυλίνδρου ακτίνας a και µήκους L όταν υπάρχει µάζα σε όλο τον όγκο

m
′′

= ρπa2L

Εποµένως η ϱοπή αδρανείας ϑα είναι

I =
1

2
ρπa4L− 11

81
ρπa4L

Η µάζα του κυλίνδρου, M , αφού αφαιρέσουµε τους 4 µικρούς κυλίνδρους ακτίνας a/3 ϑα είναι

M = m
′′ − 4m′ = ρπa2L− 4ρπ

(
a

3

)2

L =
5

9
ρπa2L

⇒ ρπa2L =
9

5
M

και συνεπώς η ολική ϱοπή αδρανείας του σώµατος είναι

I =
9

5
Ma2

(
1

2
− 11

81

)
=

59

90
Ma2
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Πρόβληµα 7.25 Να αποδειχθεί ότι η ϱοπή αδράνειας συµπαγούς σφαίρας ως προς ένα διαµετρικό άξονα είναι

2

5
MR2

(Η απόδειξη γίνεται εύκολα, αν ϑεωρήσουµε ότι η σφαίρα είναι ένα σύνολο από κυκλικούς δίσκους απειροστού
πάχους, προσαρµοσµένους µέσα στη σφαιρική επιφάνεια.)

Λύση:

y

z

z

dz

R

r

R

x

Σχήµα 7.24

Θεωρούµε ένα στοιχειώδη δίσκο ύψους dz και ακτίνας r = R sin θ και µάζας, dm

dm = ρdV = ρπr2dz = ρπR2 sin2 θdz

όπου ρ είναι η πυκνότητα µάζας της σφαίρας.
Η στοιχειώδης ϱοπή αδρανείας, dI, αυτού του δίσκου είναι

dI =
1

2
dmr2 =

1

2
R4(sin θ)4ρπRd(cos θ)

όπου z = R cos θ ⇒ dz = Rd(cos θ). ΄Αρα αφού ολοκληρώσουµε το dI ϑα έχουµε

I =
1

2
ρπR5

ˆ 0

π
sin4 θd(cos θ) =

1

2
ρπR5

ˆ +1

−1
(1− ω2)2dω

όπου έχουµε αντικαταστήσει cos θ = ω και sin4 θ = (sin2 θ)2 = (1− cos2 θ)2 = (1− ω2)2. Το ολοκλήρωµα
ˆ +1

−1
(1− ω2)2dω =

16

15

΄Αρα η ϱοπή αδρανείας είναι

I =
8

15
ρπR5

και η πυκνότητα µάζας της σφαίρας είναι

ρ =
M

V
=

M

(4/3)πR3

⇒ ρπR3 =
3M

4
΄Αρα η ϱοπή αδρανείας είναι

I =
8

15
ρπR5 =

8

15

3M

4
R2 =

2

5
MR2
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Πρόβληµα 7.26 ΄Ενας λεπτός δακτύλιος µε µάζα M και ακτίνα R, είναι συναρµολογηµένος έτσι, ώστε να
περιστρέφεται ελεύθερα σε κατακόρυφο επίπεδο γύρω από οριζόντιο άξονα που περνά από το κέντρο του. ΄Ενα
σωµατίδιο µε µάζα m δένεται στο δακτύλιο και το σύστηµα κρέµεται ακίνητο µε τη µάζα m στο κάτω µέρος. Να
ϐρείτε τη συχνότητα του συστήµατος για ταλαντώσεις µικρού πλάτους. Επίσης να ϐρείτε τη µέγιστη γωνιακή
ταχύτητα που το σύστηµα αποκτά, αν ελευθερωθεί από τη ϑέση ισορροπίας µε τη µάζα m στην ανώτατη ϑέση.

Λύση:

mg

m

R

2R

A

Σχήµα 7.25

Ο δακτύλιος είναι συµµετρικός ως προς το σηµείο Ο, εποµένως δεν υπάρχει ϱοπή πάνω στο δακτύλιο και που
να οφείλεται στη ϐαρύτητα.
Η µόνη ϱοπή ως προς το σηµείο Ο οφείλεται στη µάζα m και είναι

N = −mgR sin θ ' −mgRθ

εφ΄ όσον για µικρές γωνίες θ � το sin θ ' θ.
Η εξίσωση κίνησης του συστήµατος ϑα είναι

I
d2θ

dt2
= N = −mgRθ

όπου η ϱοπή αδρανείας, I, ως προς το σηµείο O από το ϑεώρηµα των παραλλήλων αξόνων ϑα είναι

I = MR2 +mR2 = (M +m)R2

άρα η εξίσωση κίνησης ϑα είναι

(M +m)R2 d2θ

dt2
= −mgRθ

⇒ d2θ

dt2
+

mgθ

(M +m)R
= 0

εποµένως ϑα έχουµε µια απλή αρµονική κίνηση µε γωνιακή ταχύτητα, ω

ω =

√
mg

(M +m)R

΄Οταν η µάζα ϐρίσκεται στην κορυφή του δακτυλίου, A, η ολική ενέργεια του συστήµατος είναι

E = mg2R
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Από διατήρηση της ενέργειας µπορούµε να ϐρούµε τη γωνιακή ταχύτητα που το σύστηµα ϑα αποκτήσει

mg2R =
1

2
Iθ̇2 =

1

2
(M +m)R2θ̇2

⇒ θ̇ =

√
4mgR

(M +m)R2
= 2

√
mg

(M +m)R
= 2ω

Πρόβληµα 7.27 ΄Ενας κύλινδρος που έχει µάζα M1 και ακτίνα R1 είναι αναγκασµένος να περιστρέφεται γύρω
από τον άξονα του, ο οποίος είναι οριζόντιος. ΄Ενα νήµα τυλιγµένο γύρω από αυτόν τον κύλινδρο είναι επίσης
τυλιγµένο, από το άλλο του άκρο, γύρω από ένα δεύτερο κύλινδρο µε µάζα M2 και ακτίνα R2. Ο δεύτερος
κύλινδρος είναι ελεύθερος να πέφτει, διατηρώντας τον άξονα του οριζόντιο καθώς το νήµα ξετυλίγεται, όπως
ϕαίνεται στην εικόνα . ϑεωρούµε, κατά προσέγγιση, ότι το νήµα µένει κατακόρυφο και Ϲητούµε :
(α) Την επιτάχυνση του κέντρου µάζας του δεύτερου κυλίνδρου
(ϐ) Τη γωνιακή επιτάχυνση του δεύτερου κυλίνδρου
(γ) Τη γωνιακή επιτάχυνση του πρώτου κυλίνδρου.
(δ) Την τάση του νήµατος. Αν πάρουµε τις ϱοπές ως προς το σηµείο Ρ του σχήµατος, ποια είναι η ύποθετική
δύναµη΄ που ασκείται στο κέντρο µάζας του δεύτερου κυλίνδρου ;
(ε) Θεωρήστε τις ϱοπές για το M2 γύρω από το Ρ. Βρείτε τη γωνιακή επιτάχυνση a2.

R1

R2

M1

M2

P O´

O

T

T

M2g

Σχήµα 7.26

Λύση:

(α) Η ϱοπή, N1, ως προς το σηµείο Ο (σταθερό σηµείο) είναι

N1 = TR1 = I1α1 =
1

2
M1R

2
1α1

⇒ T =
1

2
M1R1α1 (7.18)

όπου T είναι η τάση του νήµατος και α1 η γωνιακή επιτάχυνση του κυλίνδρου R1.
Η κίνηση του κέντρου µάζας, O′, του κυλίνδρου R2 ϑα υπακούει στο δεύτερο νόµο του Newton

M2g − T = M2a2 (7.19)

όπου a2 είναι η µεταφορική επιτάχυνση του κυλίνδρου µάζας M2.
Η ταχύτητα, v2, του κέντρου µάζας O′ είναι

v2 = R1ω1 +R2ω2
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όπου R1ω1 είναι η ταχύτητα του P σχετικά ως προς το O, και R2ω2 είναι η ταχύτητα του O′ σχετικά ως προς το
σηµείο P. Εποµένως η µεταφορική επιτάχυνση, a2 είναι

a2 =
dv2

dt
= R1

dω1

dt
+R2

dω2

dt
= R1α1 +R2α2 (7.20)

Η ϱοπή, N2, ως προς το σηµείο O′ είναι

N2 = TR2 = I2α2 =
1

2
M2R

2
2α2

⇒ T =
1

2
M2R2α2

και από την εξίσωση (7) η τάση του νήµατος είναι

T =
1

2
M2R2α2 =

1

2
M1R1α1

⇒M2R2α2 = M1R1α1

⇒ α1 =
M2R2

M1R1
α2 (7.21)

και από την εξίσωση (7) ϑα έχουµε

M2g −
1

2
M2R2α2 = M2a2

Με τη ϐοήθεια της εξίσωσης (7) η εξίσωση (7) µας δίνει

a2 = R2α2

(
1 +

M2

M1

)
= R2α2

(M2 +M1)

M1
(7.22)

και
g − 1

2

M1a2

M1 +M2
= a2

⇒ a2 =

(
M1 +M2

M2 + 3
2M1

)
g (7.23)

(ϐ) Από τις εξισώσεις (7) και (7) έχουµε

R2α2 =
M1

M1 +M2
a2 =

M1

M1 +M2

(
M1 +M2

M2 + 3
2M1

)
g

⇒ α2 =
g

R2

(
M1

M2 + 3
2M1

)
(7.24)

(γ) Από τη σχέση M2R2α2 = M1R1α1, έχουµε

α1 =
M2R2α2

M1R1
=

M2g

R1(M2 + 3
2M1)

=
g

R1

(
M2

M2 + 3
2M1

)

(δ) Η τάση, T , του νήµατος είναι

T =
1

2
M2R2α2 =

1

2

M1M2g

(M2 + 3
2M1)

(ε) Το κέντρο µάζας του κυλίνδρου M2 κινείται προς τα κάτω. Η κίνησή του µπορεί να ϑεωρηθεί ως υπέρθεση
της κίνησης του νήµατος και της περιστροφής του M2 γύρω από το Ρ (στιγµιαίος πόλος περιστροφής).
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1. Μπορούµε να λύσουµε το πρόβληµα αυτό παίρνοντας τη στροφορµή ως προς το Ρ σε σχέση µε το επιταχυ-
νόµενο σύστηµα που είναι συνδεδεµένο µε το κινούµενο ξετυλιγµένο νήµα. Αυτό σηµαίνει ότι οι ταχύτητες
είναι σε σχέση µε ένα επιταχυνόµενο σύστηµα, οπότε πρέπει να εισάγουµε υποθετικές επιταχύνσεις και
δυνάµεις. Είναι ξεκάθαρο ότι στην περίπτωση αυτή η υποθετική επιτάχυνση ϑα είναι −as, όπου as είναι η
επιτάχυνση του νήµατος (Θυµηθείτε ότι ο στιγµιαίος πόλος περιστροφής Ρ καθορίζει την κίνηση σε σχέση
µε το επιταχυνόµενο νήµα). ΄Εστω F = −asM2 η υποθετική δύναµη. Θα έχουµε

M2gR2 −M2asR2 =
3

2
M2R

2
2a2 (7.25)

Το ξετυλιγµένο νήµα εκτελεί µεταφορική κίνηση (χωρίς περιστροφή) µε το as να δίνεται από την as = a1R1,
οπότε από την Εξ. (1) λαµβάνουµε

g − a1R1 =
3

2
R2a2 (7.26)

΄Εχουµε τις εξισώσεις (7), (7), (7), δηλαδή

a2 = R1a1 +R2a1

T =
1

2
M1R1α1

M2g − T = M2a2

αντίστοιχα. Εποµένως από τις Εξ. (1), (7), (7) και (7) παίρνουµε πάλι την Εξ. (7).

a2 =
g

R2

(
M1

M2 + 3
2M1

)

2. Το ίδιο πρόβληµα µπορεί να λυθεί χρησιµοποιώντας το παρακάτω ϑεώρηµα: µπορούµε να χρησιµοποιή-
σουµε τη σχέση N = dL/dt ως προς επιταχυνόµενο άξονα, δεδοµένου ότι οι σχετιζόµενες ταχύτητες στο
L ή το L είναι σε σχέση µε αδρανειακό σύστηµα και ότι το σηµείο ή άξονας έχει ταχύτητα παράλληλη
κάθε ϕορά µε το κέντρο της µάζας του κινούµενου συστήµατος. Στην περίπτωσή µας το L ως προς το Ρ,
που είναι το σηµείο του επιταχυνόµενου νήµατος, στιγµιαίο, σε σύµπτωση µε το αντίστοιχο σηµείο του
κυλίνδρου, δίνεται από την

L = L῝Μ + L῝ΜΠ

ωηερε

L῝Μ =
1

2
M2R

2
2ω

2

ανδ

L῝ΜΠ = M2v῝ΜR2

εποµένως

N =
dL

dt
=

dL῝Μ

dt
+

dL῝ΜΠ

dt
ορ

M2gR2 =
1

2
M2R

2
2α2 +M2R2a2

Εξαιτίας της µεταφορικής κίνησης είναι σαφές ότι

a2 = a2R2 + a1

= a2R2 + g
M2

M2 + 3
2M1
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και εποµένως

M2gR2 =
1

2
M2R

2
2α2 +M2R2

(
α2R2 + g

M2

M2 + 3
2M1

)
Τελικά

α2 =
g

R2

M1

M2 + 3
2M1

που είναι το ίδιο µε τα προηγούµενα.

Πρόβληµα 7.28 ΄Ενας κυλινδρικός δίσκος µε µάζα m και ακτίνα R ϐρίσκεται πάνω σε λείο οριζόντιο επίπεδο.
΄Ενα µικρό ϐλήµα µε µάζα µ, πού κινείται οριζόντια µε ταχύτητα v, κτυπά το δίσκο στη διεύθυνση µιας ευθείας
πού απέχει από το κέντρο R/2. Να ϐρεθεί τι κίνηση ϑα κάνει ο δίσκος
(α) αν η σφαίρα σταµατήσει στο σηµείο Σ,
(ϐ) αν η σφαίρα σταµατήσει στο σηµείο Ρ και
(γ) αν η σφαίρα αναπηδήσει ελαστικά, σχηµατίζοντας γωνία 90o µε την αρχική της τροχιά. ∆ίνεται I = mR2/2.

R

R/2O

Σ

P
x/2

K

x

R-x

µ
Σχήµα 7.27

Λύση:

(α)

Από την αρχή διατήρησης της ορµής έχουµε

µv = vk(m+ µ) ⇒ vk =
µ

m+ µ
v

΄Αρα το κέντρο µάζας µετά την κρούση αποκτά µεταφορική κίνηση µε ταχύτητα vk της ίδιας διεύθυνσης µε τη
v. Η ϑέση του κέντρου µάζας K ϐρίσκεται πάνω στην ακτίνα OΣ και ισχύει

x =
mR

m+ µ
και R− x =

µR

m+ µ
(7.27)

Από την αρχή διατήρησης της στροφορµής έχουµε
x

2
µv = Ikω (7.28)
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όπου Ik είναι η ϱοπή αδρανείας του συστήµατος δίσκος - σφαίρα σχετικά µε κατακόρυφο άξονα που περνά από
το K. ΄Αρα

Ik = I0 +m(R− x)2 + µx2 (7.29)

όπου I0 είναι η ϱοπή αδρανείας του δίσκου σχετικά µε άξονα που περνά από το κέντρο του.

(7)⇒ Ik =
1

2
mR2 +m(R− x)2 + µx2 =

3

2
mR2 + (m+ µ)x2 − 2mRx

χρησιµοποιώντας το x από την (7) έχουµε

Ik =
3

2
mR2 + (m+ µ)

m2R2

(m+ µ)2
− 2mR

mR

m+ µ
=

3mµR2 +m2R2

2(m+ µ)

και η (7) γίνεται
mR

2(m+ µ)
µv =

3mµR2 +m2R2

2(m+ µ)
ω

⇒ ω =
vµ

R(m+ 3µ)

΄Αρα ϐλέπουµε ότι εκτός από τη µεταφορική κίνηση ο δίσκος εκτελεί και περιστροφική κίνηση.

(ϐ) Αυτή η περίπτωση λύνεται όµοια µε την προηγούµενη και ϐρίσκουµε

vk =
µ

m+ µ
v

ω =
2vµ

R(2m+ 3µ)

(γ) Σ΄ αυτή την περίπτωση το κέντρο µάζας του δίσκου παραµένει το κέντρο O. Από την αρχή διατήρησης της

ορµής έχουµε
µv = mv0 + µV

⇒


v0 = µ

m(vŷ − V x̂)

v0 = µ
m

√
v2 + V 2.

 (7.30)

Από την αρχή διατήρησης της κινητικής ενέργειας έχουµε
1

2
µv2 =

1

2
mv2

0 +
1

2
Iω2 +

1

2
µV 2

⇒ 1

2
µv2 =

1

2
mv2

0 +
1

2
mR2ω2 +

1

2
µV 2 (7.31)

Η στροφορµή της σφαίρας σε σχέση µε το O µετά την κρούση έχει µέτρο

µRV sin 60o =

√
3

2
RV µ

Από τη διατήρηση της στροφορµής έχουµε:

R

2
µv = I0ω +

√
3

2
RV µ

R

2
µv =

1

2
mR2ω +

√
3

2
RV µ

⇒ µv = mRω +
√

3µV (7.32)

Από τις εξισώσεις (7), (7) και (7) έχουµε ένα σύστηµα τριών εξισώσεων µε τρεις αγνώστους τα V , v0 και ω.
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Πρόβληµα 7.29 Μία ϱάβδος µε µάζα m και µήκος ` µπορεί να περιστραφεί γύρω από σταθερό άξονα πού
περνά από τη µία της άκρη. Αρχικά η ϱάβδος ϐρίσκεται σε κατακόρυφη ϑέση µε το κέντρο µάζας της πάνω από
τον άξονα. Με µικρή µετατόπιση η ϱάβδος πέφτει εξαιτίας του ϐάρους της.
(α) Ποια η ταχύτητα της ελεύθερης άκρης της, όταν περνά από τη ϑέση ευσταθούς ισορροπίας ;
(ϐ) Ποια δύναµη ασκείται πάνω στη ϱάβδο από τον άξονα, όταν αυτή έχει διαγράψει τόξο 120o; (∆ίνεται I =
m`2/3)

Λύση:

(α) Η ϑέση ευσταθούς ισορροπίας της ϱάβδου είναι κατακόρυφη µε το κέντρο µάζας κάτω από τον άξονα. ΄Αρα
κατά την πτώση της ϱάβδου το κέντρο µάζας µετατοπίζεται κατακόρυφα κατά ` και η δυναµική ενέργεια της
ϱάβδου µειώνεται κατά mg`. Το ποσό αυτό της δυναµικής ενέργειας µετατρέπεται σε περιστροφική κινητική
ενέργεια. ΄Αρα έχουµε

mg` =
1

2
Iω2

1 (7.33)

όπου ω1 είναι η γωνιακή ταχύτητα της ϱάβδου όταν περνά από τη ϑέση ισορροπίας και I = m`2/3. Αντικαθι-
στώντας στην (7) ϐρίσκουµε

ω1 =

√
6g

`

Η ταχύτητα της άκρης της ϱάβδου είναι
v1 = ω1` =

√
6g`

(ϐ) ΄Οταν κινείται η ϱάβδος το κέντρο µάζας της έχει επιτάχυνση που αποτελείται από δύο συνιστώσες, την
κεντροµόλο ak και την εφαπτοµενική ae Στην περίπτωση αυτή η ελάττωση της δυναµικής ενέργειας είναι

mg

(
`

2
+
` cosφ

2

)
=

3mg`

4
(η γωνία φ = 60o)

Από την αρχή διατήρησης της ενέργειας έχουµε

3

4
mg` =

1

2
Iω2 (7.34)

αντικαθιστώντας το I στην (7) ϐρίσκουµε

ω2 =
9g

2`

Η κεντροµόλος επιτάχυνση του κέντρου µάζας είναι

ak = ω2 `

2
=

9g

4

µε συνιστώσες

akx = −ak sinφ = −9
√

3g

8

aky = ak cosφ =
9g

8

Στη ϑέση αυτή το σώµα περιστρέφεται υπό την επίδραση της ϱοπής του ϐάρους του ως προς τον άξονα. Η ϱοπή
έχει µέτρο

N =

∣∣∣∣`2 ×B
∣∣∣∣ =

`mg sinφ

2
=

√
3`mg

4

Χρησιµοποιώντας τη σχέση N = Iω̇ ϐρίσκουµε

ω̇ =

√
3`mg
4
m`2

3

=
3
√

3g

4`
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Η εφαπτοµενική επιτάχυνση του κέντρου µάζας είναι

ae = ω̇
`

2
=

3
√

3g

8

µε συνιστώσες

aex = −ae cosφ = −3
√

3g

16

aey = −ae sinφ = −9g

16

Οι συνιστώσες της δύναµης F που ασκείται πάνω στον άξονα είναι

Fx = max = m(akx + aex) = −21
√

3mg

16
= −2, 27mg

Για την y συνιστώσα ισχύει
Fy −B = may = m(aky + aey)

⇒ Fy = 0, 56mg

Το µέτρο της δύναµης F είναι
F =

√
F 2
x + F 2

y = 2, 34mg

και η γωνία που σχηµατίζει µε την κατακόρυφο είναι

tan θ =
Fx
Fy

= 4, 054

⇒ θ = 76, 14o

Πρόβληµα 7.30 Μία δοκός µε ϐάρος B στηρίζεται πάνω σε δύο όµοιους κυλίνδρους µε ϐάρος B/2 και ακτίνα
r και κατεβαίνει πάνω σε κεκλιµένο επίπεδο όπως ϕαίνεται στο σχήµα 7.28. Υποθέτοντας ότι δεν υπάρχει
ολίσθηση, να ϐρεθεί η επιτάχυνση a της ϱάβδου. Η ϱοπή αδρανείας κάθε κυλίνδρου είναι I = mr2/2.

φ

Σχήµα 7.28

Λύση:

Εφόσον δεν υπάρχει ολίσθηση οι δύο κύλινδροι περιστρέφονται γύρω από τα σηµεία Α και Β απ΄ όπου περνούν
οι στιγµιαίοι άξονες περιστροφής. ΄Αρα οι κύλινδροι έχουν γωνιακή επιτάχυνση

ω̇ =
a

2r

όπου a η επιτάχυνση της δοκού. Η επιτάχυνση της µεταφορικής κίνησης είναι

ak = ω̇r =
a

2
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Θεωρούµε τις δυνάµεις πάνω στη δοκό και πάνω στον κύλινδρο. Οι εξισώσεις κίνησης είναι∑
F = ma∑
N = Iω̇

Για τη δοκό από τις εξισώσεις κίνησης έχουµε

F − 2f1 = ma (7.35)

όπου

F = mg sinφ (7.36)

f

f

F
B

F

x

1

1

a

a/2
B/2

F/2

F /2x

f

f
1

2

Σχήµα 7.29

όπου f1 είναι η δύναµη της τριβής µεταξύ της δοκού και του κυλίνδρου.
Για κάθε κύλινδρο από τις εξισώσεις κίνησης έχουµε

F

2
+ f1 − f2 =

m

2

a

2
(7.37)

f12r +
F

2
r = IA

a

2r
(7.38)

από τον κανόνα των παραλλήλων αξόνων έχουµε

IA = I +
m

2
r2 =

1

2

m

2
r2 +

m

2
r2 =

3

2

m

2
r2

αντικαθιστώντας στην (7) έχουµε

f12r +
F

2
r =

3

2

m

2
r2 a

2r

⇒ 2f1 =
3ma

8
− F

2

αντικαθιστώντας στην (7) έχουµε

F − 3ma

8
+
F

2
= ma

Χρησιµοποιώντας την (7) έχουµε

mg sinφ− 3ma

8
+
mg sinφ

2
= ma

απ΄ όπου έχουµε

a =
12g sinφ

11
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Από την (7) µπορούµε να υπολογίσουµε τη δύναµη τριβής f1 και από την (7) µπορούµε να υπολογίσουµε τη
δύναµη τριβής f2. Να σηµειωθεί ότι οι δυνάµεις τριβής f1 και f2 είναι στατικές τριβές µε τιµή µικρότερη από τη
µέγιστη τιµή στατικής τριβής διότι δεν υπάρχει ολίσθηση.

Πρόβληµα 7.31 Μία οριζόντια δύναµη F επιδρά πάνω σε µία ϱάβδο µε µάζα m και µήκος ` σε απόσταση `/4
από τη µία άκρη της. Η ϱάβδος ϐρίσκεται πάνω σε οριζόντιο επίπεδο και δεν έχει τριβή. Υπολογίστε :
(α) Την αρχική επιτάχυνση του κέντρου µάζας.
(ϐ) Τη γωνιακή επιτάχυνση της ϱάβδου γύρω από άξονα πού περνά από το κέντρο µάζας.
(γ) Τις αρχικές εφαπτοµενικές επιταχύνσεις των άκρων της ϱάβδου.

Λύση:

A B

K

F’’

F’

a

a

a

a

F

l/4
k k

e

e

ω

Σχήµα 7.30

Επειδή η ϱάβδος είναι πάνω στο επίπεδο το ϐάρος της ισορροπείται από την αντίδραση του επιπέδου και εποµένως
µπορεί να κινηθεί µόνο από την επίδραση της δύναµης F . Ας µελετήσουµε την κίνηση σε σχέση µε το κέντρο
µάζας, Κ, της ϱάβδου.΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα ϑεωρούµε ότι στο κέντρο ϐάρους εφαρµόζονται οι δυνάµεις F1

και F2 που έχουν το ίδιο µέτρο µε την F και εξουδετερώνονται µεταξύ τους . Μπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι η F1

ενεργεί πάνω στο κέντρο µάζας και του δίνει µεταφορική κίνηση ενώ οι F και F2 αποτελούν Ϲεύγος δυνάµεων
του οποίου η ϱοπή δηµιουργεί περιστροφική κίνηση. ΄Αρα έχουµε:

(α)

ak =
F1

m

⇒ ak =
F

m

(ϐ)

N =
`

4
× F (7.39)

Επίσης
N = Iω̇ (7.40)

όπου

I =
1

12
m`2

Από τις (7) και (7) ϐρίσκουµε

ω̇ =
`
4F

1
12ml

2
=

3F

m`

(γ) Για κάθε σηµείο της ϱάβδου έχουµε την επιτάχυνση ak λόγω της µεταφορικής κίνησης του κέντρου µάζας
καθώς και την επιτάχυνση εξαιτίας της περιστροφικής κίνησης της οποίας η εφαπτοµενική συνιστώσα δίνεται
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από τη σχέση ae = ω̇r µε r την απόσταση του σηµείου από το κέντρο µάζας. Για τα δύο άκρα Α και Β της ϱάβδου
έχουµε

ae = ω̇
`

2
=

3F

2m

΄Αρα

aA = ak + ae =
F

m
+

3F

2m
=

5F

2m

aB = ak − ae =
F

m
− 3F

2m
= − F

2m

Πρόβληµα 7.32 ΄Ενας στερεός κύλινδρος και µία λεπτή στεφάνη µε το ίδιο ϐάρος B και την ίδια ακτίνα R
συνδέονται µε µία αβαρή ϱάβδο ΑΒ και κυλάνε χωρίς ολίσθηση πάνω σε κεκλιµένο επίπεδο πού έχει κλίση θ,
όπως στο σχήµα. Να ϐρείτε την επιτάχυνση µε την οποία κατεβαίνει το σύστηµα και τη δύναµη από τη ϱάβδο.
∆ίνονται : IK = mR2/2, IΣ = mR2.

Λύση:

θ

Α
Β

F

F
T

T’

f

f
K

ΣFK

F
K

Β

Β

Α
Α

Σχήµα 7.31

Στη γενική περίπτωση που αφήνουµε ένα σώµα να κυλήσει από ένα ύψος h από την αρχή διατήρησης της
ενέργειας έχουµε

mgh =
1

2
mv2 +

1

2
Iω2 (7.41)

εφόσον δεν έχουµε ολίσθηση v = ωR και από την (7) έχουµε

1

2
mv2 +

1

2
I
v2

R2
= σταθ.

⇒ 1

2
v2

(
m+

I

R2

)
= σταθ.

Αυτό που παρατηρούµε είναι ότι όσο αυξάνεται το I τόσο ελαττώνεται η ταχύτητα v και αντίστροφα. ΄Αρα στο
πρόβληµα µας ο κύλινδρος που έχει τη µικρότερη ϱοπή αδρανείας τείνει να κατέβει µε µεγαλύτερη ταχύτητα
από τη στεφάνη άρα τη σπρώχνει µε µία δύναµη T . Η αντίδραση στη δύναµη αυτή πάνω στον κύλινδρο είναι
η T ′ που είναι ίση και αντίθετη στην T . Τα δύο σώµατα ϑα κινούνται µε την ίδια ταχύτητα και επιτάχυνση.
Αν ϑεωρήσουµε τους στιγµιαίους άξονες περιστροφής που περνάνε από τα σηµεία O και O′ τότε οι εξισώσεις
κίνησης για τα δύο σώµατα είναι :
Κύλινδρος

F − T ′ − fK = ma

(F − T ′)R = IOω̇ (7.42)

Στεφάνη
F + T − fΣ = ma



328 Compiled on 15 Σεπτεµβρίου 2016, ∆υναµική των Στερεών Σωµάτων

(F + T )R = IO′ω̇ (7.43)

έχοντας

IO = IK +mR2 =
3mR2

2

IO′ = IΣ +mR2 = 2mR2

Επίσης επειδή δεν υπάρχει ολίσθηση έχουµε

a = ae = ω̇R

⇒ ω̇ =
a

R
(7.44)

από τις (7) και (7) ϐρίσκουµε
F − T ′

F + T
=
IO
IO′

⇒ mg sin θ − T
mg sin θ + T

=
3mR2

2

2mR2

⇒ T =
mg sin θ

7

Επίσης από την (7)έχουµε

ω̇ =
(F + T )R

IO′

και αντικαθιστώντας στην (7) ϐρίσκουµε

a

R
=

(mg sin θ + mg sin θ
7 )R

2mR2

⇒ a =
4g sin θ

7

Πρόβληµα 7.33 Η τροχαλία του σχήµατος έχει µάζα m = 6 kg και ακτίνα R = 0, 4 m. Στις άκρες του νήµατος
κρέµονται οι µάζες m1 = 3 kg και m2 = 4 kg. Αν το νήµα δε µπορεί να γλιστρήσει πάνω στην τροχαλία, να
ϐρεθούν οι επιταχύνσεις των m1, m2 και οι τάσεις πάνω στο νήµα. Επίσης ή κινητική ενέργεια του συστήµατος
5 s ύστερα από το ξεκίνηµα.

O
R

T’1 T’2

m1
T1

m2
T2

B1
B2

Σχήµα 7.32
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Λύση:

Πάνω στις δύο µάζες ενεργούν οι δυνάµεις B1, T1, B2 και T2, όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Ας σηµειώσουµε ότι οι
τάσεις T1 και T2 δεν έχουν το ίδιο µέτρο επειδή η τροχαλία έχει µάζα άρα χρειάζεται ϱοπή για την περιστροφή
της. ΄Αρα

N = T ′2R− T ′1R = (T2 − T1)R

Επίσης γνωρίζουµε ότι N = Iω̇ µε I = 1
2mR

2. ΄Αρα

(T2 − T1)R = Iω̇ (7.45)

Επίσης έχουµε
T1 −B1 = m1a και B2 − T2 = m2a (7.46)

Η επιτάχυνση a είναι ίση µε την εφαπτοµενική επιτάχυνση οποιουδήποτε σηµείου της περιφέρειας της τροχαλίας
άρα

a = ω̇R (7.47)

Από τις (7), (7) και (7) ϐρίσκουµε

a =
2(m2 −m1)g

m+ 2(m1 +m2)
= 1 m/s2

T2 = m2(g − a) = 36 N

T1 = m1(g + a) = 33 N

Πέντε δευτερόλεπτα µετά το ξεκίνηµα τα σώµατα έχουν αποκτήσει ταχύτητες

v1 = v2 = at = 5 m/s

και η τροχαλία γωνιακή ταχύτητα

ω = ω̇t =
at

R

Η συνολική κινητική ενέργεια του συστήµατος είναι

Ek =
1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 +

1

2
Iω2

⇒ Ek =
1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2 +

1

2

1

2
mR2

(
at

R

)2

= 125 J

Πρόβληµα 7.34 ΄Ενας τροχός αποτελείται από δύο οµόκεντρους δίσκους µε ακτίνες R = 0, 5 m και r = 0, 3 m
όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Ο µικρότερος δίσκος έχει µάζα mr = 0, 2 Kg και ο µεγαλύτερος mR = 10 kg. Γύρω
από το µικρότερο δίσκο είναι τυλιγµένο σχοινί µήκους L = 10 m αµελητέου ϐάρους και στη µια άκρη του
είναι συνδεδεµένη µια µάζα m = 0, 1 kg. Τη χρονική στιγµή t = 0 η µάζα m αφήνεται ελεύθερη και πέφτει
ξετιλύγωντας το σχοινί.
(α) Ποια είναι η τάση που αναπτύσσεται στο σχοινί ενώ ξετυλίγεται.
(ϐ) Υπολογίστε τη γωνιακή επιτάχυνση α(t), τη γωνιακή ταχύτητα ω(t) των δίσκων και τη ϑέση s(t) της µάζας ως
συνάρτηση του χρόνου t.
(γ) Ποια είναι η γωνιακή ταχύτητα τη στιγµή που έχει ξετυλιχτεί όλο το σχοινί.
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οτανm          t=0

s(t)

R

οτανm          t>0

r

Σχήµα 7.33

Λύση:

(α) Το σώµα κινείται προς τα κάτω υπό την επίδραση του ϐάρους του, mg, ενώ στο σχοινί αναπτύσσεται µία τάση
T προς τα πάνω. Το σύστηµα των δύο τροχών έχει ϱοπή αδρανείας I

I =
1

2
mrr

2 +
1

2
mRR

2 = 1, 259 kg m2

Η ϱοπή του συστήµατος είναι

Tr = I
dω

dt
= Iα(t) (7.48)

Η ταχύτητα µετατόπισης και η επιτάχυνση της µάζας m είναι

ds

dt
= ωr

d2s

dt2
= α(t)r (7.49)

αντίστοιχα. Επίσης από το δεύτερο νόµο του Newton έχουµε

m
d2s

dt2
= mg − T

⇒ d2s

dt2
= g − T

m

Από τις σχέσεις (7,7,7) έχουµε

g − T

m
=
T

I
r2

⇒ T =
mg

1 + mr2

I

= 0, 992 N

(ϐ) Αντικαθιστώντας στην (7) έχουµε

α(t) =
dω

dt
=
Tr

I
= 0, 236 s−2

ολοκληρώνοντας
⇒ ω(t) = 0, 236t s−1 (7.50)

Από την (7) έχουµε
ds

dt
= (0, 236t)0, 3 = 0, 0708 t

και ολοκληρώνοντας

s(t) =
0, 0708

2
t2 = 0, 0354t2 (7.51)
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(γ) Από την (7) για το συνολικό µήκος του σχοινιού ϐρίσκουµε το συνολικό χρόνο που ϑα χρειαστεί για να
ξετυλιχτεί

ttot =

√
10

0, 0354
= 16, 807 s

και αντικαθιστώντας στην (7) ϐρίσκουµε την γωνιακή ταχύτητα

ω(ttot) = 3, 966 s−1

Πρόβληµα 7.35 Η γραµµική πυκνότητα µάζας (λ = dm/dx) µιας ευθύγραµµης ϱάβδου που έχει µήκος L
αυξάνεται από την τιµή λ0 στο ένα άκρο της (x = 0) σε 2λ0 στο άλλο άκρο της (x = L) σύµφωνα µε τη σχέση
λ(x) = λ0(1 + x2/L2).

(α) Υπολογίστε το κέντρο µάζας της ϱάβδου.

(ϐ) Υπολογίστε τη ϱοπή αδρανείας της ϱάβδου ως προς άξονα y που περνά από το ελαφρύ άκρο της και είναι
κάθετο σε αυτήν.

(γ) Η ϱάβδος ξεκινά από την ηρεµία όταν είναι οριζόντια και περιστρέφεται χωρίς τριβές, υπό την επίδραση
του ϐάρους της, γύρω από σταθερό άξονα ο οποίος είναι κάθετος στη ϱάβδο και περνά από το ελαφρό άκρο
της. Ποια είναι η γωνιακή ταχύτητα όταν η ϱάβδος ϕθάσει στην κατακόρυφη ϑέση ;

Λύση:

(α) Το κέντρο ϐάρους της ϱάβδου δίνεται από τη σχέση

xcm =

´ L
0 xdm´ L
0 dm

Για το ολοκλήρωµα του αριθµητή έχουµε
ˆ L

0
xdm =

ˆ L

0
xλ0

(
1 +

x2

L2

)
dx = λ0

3L2

4

Για το ολοκλήρωµα του παρονοµαστή έχουµε

M =

ˆ L

0
dm =

ˆ L

0
λ0

(
1 +

x2

L2

)
dx = λ0

4L

3

⇒ xcm =
λ0

3L2

4

λ0
4L
3

=
9

16
L

(ϐ) Η ϱοπή αδρανείας της ϱάβδου ως προς το άκρο της µε τη µικρότερη πυκνότητα είναι

I =

ˆ L

0
x2dm =

ˆ L

0
x2λ0

(
1 +

x2

L2

)
dx =

8λ0L
3

15
=

2

5
ML2

(γ) Η δυναµική ενέργεια του συστήµατος µετατρέπεται όλη σε περιστροφική ενέργεια άρα :

Mg
9L

16
=

1

2
Iω2

⇒ ω2 =
45g

16L

⇒ ω =

√
45g

16L
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Πρόβληµα 7.36 Η γραµµική πυκνότητα µάζας (λ = dm/dx) µιας ευθύγραµµης ϱάβδου που έχει µήκος L
αυξάνεται από την τιµή λ0 στο ένα άκρο της (Α) σε 2λ0 στο άλλο άκρο της (Β) σύµφωνα µε τη σχέση λ(x) =
λ0(1+x2/L2). Η ϱάβδος µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από άξονα που περνά από το κέντρο της, O,
και είναι κάθετος σε αυτήν. ΄Ενα ελατήριο σε οριζόντια διεύθυνση, µε σταθερά ελατηρίου C, και ϕυσικού µήκους
d, έχει συνδεδεµένο το ένα άκρο του µε το κάτω άκρο της ϱάβδου, ενώ το άλλο άκρο του είναι συνδεδεµένο σε
σταθερό στήριγµα.
(α) Υπολογίστε το κέντρο µάζας της ϱάβδου.
(ϐ) Υπολογίστε τη ϱοπή αδρανείας της ϱάβδου ως προς τον άξονα που περνά από το κέντρο της.
(γ) Υπολογίστε τις δυνάµεις και τις ϱοπές ως προς το κέντρο O που ασκούνται στη ϱάβδο όταν µετατοπιστεί κατά
µια µικρή γωνία θ.
(δ) Αν η ϱάβδος µετατοπιστεί κατά µια µικρή γωνία θ από την κατακόρυφο και αφεθεί ελεύθερη να δείξετε ότι
εκτελεί απλή αρµονική κίνηση και ϐρείτε την περίοδο της κίνησης.

d

.
L/2

A

B

C

θ

Σχήµα 7.34

Λύση:

(α)

Το κέντρο ϐάρους της ϱάβδου δίνεται από τη σχέση

xcm =

´ L
0 xdm´ L
0 dm

Για το ολοκλήρωµα του αριθµητή έχουµε

ˆ L

0
xdm =

ˆ L

0
xλ0

(
1 +

x2

L2

)
dx = λ0

3L2

4

Για το ολοκλήρωµα του παρονοµαστή έχουµε

M =

ˆ L

0
dm =

ˆ L

0
λ0

(
1 +

x2

L2

)
dx = λ0

4L

3

⇒ xcm =
λ0

3L2

4

λ0
4L
3

=
9

16
L

(ϐ) Η ϱοπή αδρανείας της ϱάβδου ως προς το άκρο της µε τη µικρότερη πυκνότητα είναι

I =

ˆ L

0
x2dm =

ˆ L

0
x2λ0

(
1 +

x2

L2

)
dx =

8λ0L
3

15
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Θα χρησιµοποιήσουµε τον κανόνα των παραλλήλων αξόνων (Steiner) ώστε να ϐρούµε τη ϱοπή αδρανείας ως προς
το κέντρο µάζας.

I = Icm +Mx2
cm

⇒ Icm =
8λ0L

3

15
− 4λ0L

3

(
9L

16

)2

=
107λ0L

3

960

Θα χρησιµοποιήσουµε πάλι τον κανόνα των παραλλήλων αξόνων (κανόνας του Steiner) ώστε να ϐρούµε τη ϱοπή
αδρανείας ως προς το κέντρο περιστροφής O.

Io = Icm +MR2

όπου R είναι η απόσταση του σηµείου περιστροφής από το κέντρο µάζας της ϱάβδου

R =
9L

16
− L

2
=

L

16

΄Αρα για το Io έχουµε

Io =
107λ0L

3

960
+

4λ0L

3

(
L

16

)2

=
56λ0L

3

480
=

7

80
ML2

(γ) Οι δυνάµεις που ϑα εξασκηθούν είναι η δύναµη του ελατηρίου που δρα στο κάτω άκρο της ϱάβδου στον
οριζόντιο άξονα και έχει µέτρο

F = −cL
2

sin θ

και για µικρές µετατοπίσεις sin θ = θ

⇒ F = −cL
2
θ

και η δύναµη της ϐαρύτητας που ασκείται στο κέντρο µάζας B = Mg.
Επειδή οι δύο δυνάµεις ασκούνται σε σηµεία διαφορετικά του O ϑα έχουµε τις ϱοπές τους ως προς αυτό το
σηµείο.

NB = −mgLθ
16

και

NF = −cLθ
2

L cos θ

2
= −cL

2θ

4

Στην παραπάνω σχέση ϑεωρήσαµε ότι για πολύ µικρά θ, cos θ = 1.
(δ) Επειδή έχουµε περιστροφική κίνηση ισχύει

Ioθ̈ = NB +NF

⇒ Ioθ̈ = −mgLθ
16

− cL2θ

4

⇒ θ̈ = −40(3c+ λ0g)

56λ0L
θ

⇒ θ̈ + ω2θ = 0

που είναι η εξίσωση του αρµονικού ταλαντωτή µε

ω2 =
40(3c+ λ0g)

56λ0L

Η περίοδος της ταλάντωσης είναι

T =
2π

ω
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Πρόβληµα 7.37 Μια συµπαγής µπάλα ακτίναςR κυλά µε ταχύτητα v σε µια επίπεδη επιφάνεια και συγκρούεται
µη ελαστικά µε ένα σκαλοπάτι ύψους h < R, όπως ϕαίνεται στην εικόνα. Βρείτε σαν συνάρτηση των R και h
την ελάχιστη ταχύτητα ώστε η µπάλα να ανέβει το σκαλοπάτι. Θεωρήστε ότι κατά τη σύγκρουση η µπάλα δεν
γλιστρά. Η ϱοπή αδρανείας της µπάλας ως προς άξονα που περνά από το κέντρο της είναι I = 2/5MR2.

R
h

Σχήµα 7.35

Λύση:

΄Εστω ότι ακριβώς πριν από τη σύγκρουση η γωνιακή ταχύτητα της µπάλας ως προς το κέντρο της µάζας της
είναι ω και η στροφορµή της ως προς το σηµείο πρόσκρουσης είναι L. Ας ϑεωρήσουµε ότι τα αντίστοιχα µεγέθη
αµέσως µετά τη σύγκρουση µε το σκαλοπάτι είναι ω′ και L′. Τότε έχουµε

L = mv(R− h) +
2

5
mR2ω

Επειδή όµως η µπάλα κυλά χωρίς να ολισθαίνει έχουµε v = ωR οπότε η παραπάνω σχέση γίνεται

L =
7

5
mR2v −mvh

Κατά τη σύγκρουση ϑεωρούµε ότι το κέντρο µάζας της σφαίρας είναι στιγµιαία ακίνητο. ΄Αρα

L′ =

(
2

5
mR2 +mR2

)
ω′ =

7

5
mR2ω′

Λόγω διατήρησης της στροφορµής έχουµε

7

5
mR2ω′ =

7

5
mRv −mvh

⇒ ω′ =

(
1− 5h

7R

)
v

R
(7.52)

Για να µπορέσει η µπάλα να ανέβει το σκαλοπάτι πρέπει να να έχει αρκετή κινητική ενέργεια ώστε να τη
µετατρέψει στην δυναµική ενέργεια που ϑα έχει πάνω στο σκαλοπάτι. ΄Αρα

1

2
I ′ω′2 = mgh (7.53)

όπου I ′ είναι η ϱοπή αδρανείας της µπάλας ως προς ένα οριζόντιο άξονα που περνά από το σηµείο κρούσης,

I ′ =
2

5
mR2 +mR2 =

7

5
mR2. (7.54)

Αντικαθιστώντας τις (7) και (7) στην (7) έχουµε

7

10
mR2

(
1− 6h

7R

)2( v
R

)2

= mgh

⇒ v =
R
√

70gh

7R− 5h
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Πρόβληµα 7.38 Σφαίρα που έχει ακτίνα r και µάζα m, ϐρίσκεται στη ϑέση A και αφήνεται να κυλίσει χωρίς
ολίσθηση στο εσωτερικό του τοιχώµατος του ηµισφαιρίου που έχει ακτίνα R. Να υπολογιστεί η κάθετη συνιστώσα
της δύναµης που ασκείται από τη σφαίρα στο τοίχωµα του ηµισφαιρίου στο κατώτατο σηµείο P. ∆ίνεται η ϱοπή
αδράνειας της σφαίρας ως προς άξονα µια διάµετρό της: I = (2/5)mr2.

Σχήµα 7.36

Λύση:

Αν ϑεωρήσουµε επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας αυτό που περνάει από το κέντρο µάζας της σφαίρας
όταν αυτή ϐρίσκεται στο κατώτερο σηµείο, τότε

mg(R− r) =
1

2
Iω2 +

1

2
mv2

⇒ mg(R− r) =
1

2

2

5
mr2 v

2

r2
+

1

2
mv2

⇒ mg(R− r) =
7

10
mv2 (7.55)

Στο κατώτατο σηµείο της τροχιάς η συνισταµένη των δυνάµεων, κατά τη διεύθυνση της ακτίνας είναι κεντροµόλος

F −B =
mv2

R− r

⇒ F = mg +
mv2

R− r
(7)⇒ F = mg +

10

7
mg

⇒ F =
17

7
mg

Πρόβληµα 7.39 Μία δοκός µήκους l µπορεί να περιστρέφεται γύρω από οριζόντιο άξονα που περνάει από το
ένα άκρο της A. Αρχικά η δοκός είναι κατακόρυφη και το κέντρο της ϐρίσκεται πάνω από τον άξονα στήριξης.
Αν η δοκός εκτραπεί λίγο, αρχίζει να περιστρέφεται γύρω από το A. Να ϐρεθούν σαν συναρτήσεις της γωνίας
εκτροπής θ, η γωνιακή ταχύτητα και η γωνιακή επιτάχυνση της δοκού.

Λύση:

΄Εστω επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας το οριζόντιο επίπεδο, που περνά από τον άξονα A και IA τη ϱοπή
αδράνειας της δοκού ως προς αυτόν τον άξονα. Με εφαρµογή του ϑεωρήµατος των παραλλήλων αξόνων έχουµε

IA = I +M(l/2)2 = Ml2/3 (7.56)

όπου I η ϱοπή αδράνειας ως προς οριζόντιο άξονα που περνάει από το κέντρο της (σηµείο Ο).
Επίσης, από την αρχή διατήρησης της ενέργειας έχουµε

Mgl/2 = Mgl cos θ/2 + Iaω
2/2 (7.57)
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Σχήµα 7.37

Από τις σχέσεις (7) και (7) παίρνουµε ότι

ω =
[
3g(l − cos θ)/l

]1/2
Για τη γωνιακή επιτάχυνση a έχουµε

Mg(l/2) sin θ = IAa

⇒Mg(l/2) sin θ = aMl2/3

⇒ a =
3g sin θ

2l

Πρόβληµα 7.40 ΄Ενας κύλινδρος µήκους l και ακτίνας R έχει µάζαM . Γύρω από τον κύλινδρο τυλίγονται δύο
νήµατα, ένα σε κάθε άκρη και τα άκρα των νηµάτων στερεώνονται στην οροφή, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 7.38.
Ο κύλινδρος οριζοντιώνεται, µε τα δύο νήµατα ακριβώς κατακόρυφα, όπως στο σχήµα, και αφήνεται ελεύθερος.
Βρείτε την τάση των νηµάτων καθώς ξετυλίγονται και προσδιορίστε τη γραµµική επιτάχυνση του κυλίνδρου κατά
την πτώση του.

Σχήµα 7.38
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Λύση:

΄Εστω α και a, η γραµική και γωνιακή επιτάχυνση του κυλίνδρου, αντίστοιχα. Κατά την κίνησή του, ϑα ισχύουν
οι εξής εξισώσεις

Mg − 2T = Mα⇒ α =
Mg − 2T

M
(7.58)

TR+ TR = Ia⇒ a =
2TR

I
= 2TR(1/2)MR2 ⇒ a =

4T

MR
(7.59)

Οι δύο επιταχύνσεις, α και a, συνδέονται µε τη σχέση

α = aR (7.60)

η οποία λόγω των (7) και (7) γίνεται

a =
4TR

MR
⇒ MG− 2T

M
=

4T

M
⇒ 6T = Mg ⇒ T =

Mg

6
(7.61)

Η σχέση (7) λόγω της (7) γίνεται

a =
4Mg

6MR
=

2g

3R
(7.62)

Η (7) λόγω της (7) γίνεται

α = aR =
2gR

3R
=

2g

3

Πρόβληµα 7.41 Οι τέσσερις σφαίρες του σχήµατος συνδέονται µε στερεές ϱάβδους αµελητέας µάζας. Αν το
σύστηµα περιστρέφεται στο επίπεδο xy γύρω από τον άξονα z µε γωνιακή ταχύτητα 6 rad/s, υπολογίστε :
(α) τη ϱοπή αδράνειας του συστήµατος ως προς τον άξονα z και
(ϐ) την κινητική ενέργεια του συστήµατος. Επίσης, υπολογίστε το έργο που απαιτείται για να αποκτήσει το
σύστηµα γωνιακή ταχύτητα 6 rad/s, αν αυτό ξεκινά από την ηρεµία. Οι σφαίρες ϑεωρούνται σηµειακές και ο
άξονας z είναι κάθετος στο επίπεδο των µαζών και περνά από το κέντρο του τετραγώνου.

�

�

�

Σχήµα 7.39

Λύση:

(α)

Η ακτίνα της κυκλικής τροχιάς που διαγράφει κάθε µάζα είναι

r =
a
√

2

2
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Σχήµα 7.40

Η ϱοπή αδράνειας του συστήµατος είναι τότε

I = 2Mr2 + 2mr2 = a2(M +m)

(ϐ)

Η κινητική ενέργεια του συστήµατος είναι

Eκιν =
1

2
Iω2 = 18a2(M +m)

Η µεταβολή της κινητικής ενέργειας εκφράζει το απαιτούµενο έργο

∆Eκιν = Eτελ − Eαρχ = Eτελ = 18a2(M +m)

Πρόβληµα 7.42 Μια κατσαρίδα µάζας m τρέχει µε ϕορά αντίθετη προς τους δείκτες του ϱολογιού, πάνω στην
περιφέρεια ενός κυκλικού πιάτου που περιστρέφεται γύρω από κατακόρυφο άξονα που περνά από το κέντρο
του. Το πιάτο έχει ακτίνα R και ϱοπή αδράνειας I και περιστρέφεται χωρίς τριβές. Η επιτρόχια ταχύτητα της
κατσαρίδας, σε σχέση µε αδρανειακό παρατηρητή, έχει µέτρο υ, ενώ το πιάτο περιστρέφεται κατά τη ϕορά των
δεικτών του ϱολογιού µε γωνιακή ταχύτητα ω0. Η κατσαρίδα ϐρίσκει ένα ψίχουλο πάνω στην περιφέρεια και
σταµατά.
(α) Ποια είναι η γωνιακή ταχύτητα του περιστρεφόµενου πιάτου µετά το σταµάτηµα της κατσαρίδας ;
(ϐ) Υπολογίστε τη µεταβολή στην κινητική ενέργεια του συστήµατος πριν και µετά το σταµάτηµα της κατσαρί-
δας.

Λύση:

(α)

Η ολική στροφορµή του συστήµατος ως προς αδρανειακό παρατηρητή διατηρείται. ΄Αρα ϑα ισχύει

L0 − l = L (7.63)

όπου L0 και l, οι αρχικές στροφορµές πιάτου και κατσαρίδας αντίστοιχα, και L η τελική στροφορµή του συστή-
µατος.
Η (7) γίνεται

Iω0 −mυR = (I +mR2)ω

⇒ ω =
Iω −mυR
I +mR2

(7.64)

(ϐ)

Η µεταβολή στην κινητική ενέργεια του συστήµατος είναι ίση µε

∆EK = EK(τελ) − EK(αρχ) =
1

2
(I +mR2)ω2 − 1

2
Iω2

0 −
1

2
mυ2 (7.65)
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Αντικαθιστώντας την (7) στην (7) και µετά από πράξεις παίρνουµε

∆EK =
−mI(υ + ω0R)2

2(I +mR2)

Πρόβληµα 7.43 Μια οµογενής σκάλα στερεώνεται σε ένα λείο τοίχο, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 7.41. Αν ο
συντελεστής στατικής τριβής µεταξύ σκάλας και δαπέδου είναι µs, να εξάγετε µια έκφραση για την ελάχιστη
γωνία θ, µεταξύ σκάλας και δαπέδου, για την οποία η σκάλα δεν ολισθαίνει ως προς το δάπεδο.

��

��

��

��

Σχήµα 7.41

Λύση:

Εφόσον η σκάλα ϑα ισορροπεί, ϑα ισχύει
N2 = Ts (7.66)

Επίσης, το άθροισµα των ϱοπών των δυνάµεων, ως προς το κέντρο µάζας της, ϑα είναι ίσο µε µηδέν. ΄Αρα

N2
l

2
sin θ + Ts

l

s
sin θ −N1

l

2
cos θ = 0 (7.67)

Για τη στατική τριβή είναι γνωστό ότι
Ts ≤ µsN1 (7.68)

Από τις (7) και (7) παίρνουµε
2Ts sin θ −N1 cos θ = 0

⇒ tan θ =
N1

2Ts

η οποία λόγω της (7) γίνεται

tan θ ≥ 1

2
µs

⇒ θmin = arctan

(
1

2
µs

)

Πρόβληµα 7.44 Μια οµογενής ϱάβδος έχει µάζα M και µήκος l. Στο ένα άκρο της, A, αρθρώνεται σε ένα λείο
τραπέζι. Το άλλο άκρο της, B, είναι δεµένο µε ένα οριζόντιο νήµα, όπως στο σχήµα, το οποίο την αναγκάζει να
σχηµατίζει γωνία θ µε το τραπέζι.
(α) Βρείτε µια έκφραση για το µέτρο της ολικής δύναµης που ασκεί το τραπέζι στη ϱάβδο στο σηµείο A.
(ϐ) Αν το νήµα ξαφνικά κοπεί, υπολογίστε τη στιγµιαία γωνιακή επιτάχυνση της ϱάβδου γύρω από το σηµείο A,
κατά τη στιγµή που το νήµα κόβεται.
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Σχήµα 7.42

Λύση:

(α)

Η ϱάβδος ισορροπεί, άρα ϑα ισχύει
Fx = T (7.69)

Fy = Mg (7.70)

Επίσης, η συνισταµένη των ϱοπών ως προς το Α είναι ίση µε µηδέν. ΄Αρα

Mg
l

2
cos θ = T l sin θ

⇒ T =
Mg

2
cot θ (7.71)

Από τις σχέσεις (7), (7) και (7) έχουµε

F = (F 2
x + F 2

y )1/2 = Mg

[
cot2 θ

4
+ 1

]1/2

(ϐ)

Mg
l

2
cos θ = Iα =

1

3
Ml2α

⇒ α =
3g cos θ

2l

Πρόβληµα 7.45 Οµογενής ϱάβδος µάζας m και µήκους L είναι στερεωµένη σε οριζόντιο άξονα O. Αρχικά
ϐρίσκεται σε κατακόρυφη ϑέση και αφήνεται να πέσει ελεύθερα σε πεδίο ϐαρύτητας g. Να υπολογιστεί η δύναµη
που ασκεί ο άξονας O στη ϱάβδο τη στιγµή που αυτή περνά από την οριζόντια ϑέση. Οι τριβές ϑεωρούνται
αµελητέες.

Λύση:

Το κέντρο µάζας της ϱάβδου εκτελεί περιστροφική κίνηση, διαγράφοντας κύκλο µε ακτίνα L/2. Οι δυνάµεις
που ασκούνται πάνω στη ϱάβδο είναι το ϐάρος της και η δύναµη που ασκεί το σηµείο στήριξης (ϐλ. σχήµα 7.44).
Η επιτάχυνση του κέντρου µάζας έχει δύο συνιστώσες

a = at + ak
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Σχήµα 7.43
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Σχήµα 7.44

όπου at η επιτρόχιος και ak η κεντροµόλος επιτάχυνση. Για να υπολογιστεί η δύναµη που ασκεί ο άξονας
πάνω στη ϱάβδο, αρκεί να υπολογιστεί η επιτάχυνσή του. Η επιτρόχιος επιτάχυνση µπορεί να υπολογιστεί
χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι η ϱάβδος εκτελεί περιστροφική κίνηση για την οποία ως προς το σηµείο Ο
ισχύει

τ = I
dω

dt
= Iα (7.72)

όπου I είναι η ϱοπή αδράνειας της ϱάβδου ως προς το O, ω η γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του κέντρου µάζας
και α η γωνιακή επιτάχυνσή του. Η ϱοπή αδράνειας I είναι

I = Ik +m ·
(
L

2

)2

=
1

2
mL2 +

1

4
mL2 =

3

4
mL2 (7.73)

Επίσης ισχύει

at = α
L

2
(7.74)

Βάσει των σχέσεων (7) και (7) η σχέση (7) γίνεται

τ = Iα⇒ mg
L

2
=

3

4
mL2 at

L/2
⇒ at =

1

3
g

Εποµένως

Ft = m(g − at) =
2

3
mg

Η κεντροµόλος δύναµη είναι

Fk = mak = m
u2

L/2
(7.75)

u η γραµµική ταχύτητα του κέντρου µάζας τη στιγµή που η ϱάβδος είναι οριζόντια. Αυτή υπολογίζεται από την
αρχή διατήρησης της ενέργειας

mg
L

2
=

1

2
Iω2 =

1

2
I

u2

(L/2)2
= 2I

u2

L2

Η παραπάνω σχέση λόγω της (7) δίνει

mg
L

2
= 2

3

4
mL2 u

2

L2
⇒ u =

√
1

3
gL

΄Αρα η κεντροµόλος δύναµη (7) ϑα είναι

Fk = mak = m
u2

L/2
=

2

3
mg
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Εποµένως η δύναµη που ασκεί το σηµείο στήριξης στη ϱάβδο έχει µέτρο

F =
√
F 2
k + F 2

t =
2
√

2

3
mg

και σχηµατίζει γωνία µε την οριζόντια

φ = arctan

(
Ft
Fk

)
= arctan(1) =

π

4

Πρόβληµα 7.46 Σε κοίλο κύλινδρο µε λεπτά τοιχώµατα, µάζας m και ακτίνας R δίνουµε αρχική γωνιακή
ταχύτητα ω0 και τον τοποθετούµε στη γωνία AOB (ϐλ. σχήµα 7.45). Ξέρουµε ότι ο συντελεστής τριβής µεταξύ
γωνίας και κυλίνδρου είναι µ και ότι φ = π/4. Βρείτε πόσες στροφές ϑα κάνει ο κύλινδρος µέχρι να σταµατήσει
και σε πόσο χρόνο ϑα συµβεί αυτό.

Λύση:

�
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�

Σχήµα 7.45

�
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Σχήµα 7.46

Οι δυνάµεις που ασκούνται πάνω στον κύλινδρο είναι το ϐάρος του, οι τριβές F1 και F2 και οι αντιδράσεις N1,
N2 (ϐλ. σχήµα 7.46).
Οι δυνάµεις τριβής προκαλούν την επιβράδυνση και τελικά το σταµάτηµα του κυλίνδρου. Εποµένως για την
περιστροφική του κίνηση ισχύει

τ = I
dω

dt
= −(F1 + F2)R (7.76)

όπου I είναι η ϱοπή αδράνειας του κυλίνδρου. Επειδή όλη η µάζα του είναι συγκεντρωµένη στο λεπτό ϕλοιό ϑα
ισχύει

I = mR2

Ο αριθµός των περιστροφών που ϑα κάνει ο κύλινδρος είναι

N =
θ

2π

Η γωνιακή επιτάχυνση µπορεί να γραφτεί σα συνάρτηση της γωνίας περιστροφής

dω

dt
=

dω

dθ

dθ

dt
= ω

dω

dθ

΄Αρα

τ = I
dω

dt
= −(F1 + F2)R

⇒ mR2ω
dω

dθ
= −(F1 + F2)R
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⇒ mR2ωdω = −(F1 + F2)Rdθ

⇒ mR2

ˆ 0

ω0

ωdω = −(F1 + F2)R

ˆ θ

0
dθ

⇒ 1

2
mR2ω2

0 = (F1 + F2)Rθ

⇒ θ =
mRω2

0

2(F1 + F2)
(7.77)

΄Αρα για την εύρεση της γωνίας θ αρκεί να υπολογιστούν οι τριβές F1 και F2. Για το σύστηµα συντεταγµένων του
σχήµατος (λαµβάνοντας υπόψιν ότι AÔB = π/2), οι συνθήκες ισορροπίας του κυλίνδρου δίνουν

N1 + F2 = mg cosφ⇒ N1 = mg cosφ− F2

N2 = mg cosφ+ F1.

΄Αρα οι δυνάµεις τριβής είναι
F1 = µN1 = µ(mg cosφ− F2)
F2 = µN2 = µ(mg cosφ+ F1)

(7.78)

Συνεπώς η γωνία περιστροφής (7) είναι

θ =
mRω2

0

4µg cosφ

και ο αριθµός των περιστροφών µέχρι να σταµατήσει ο κύλινδρος είναι

N =
θ

2π
=

mRω2
0

8πµg cosφ
=

√
2

8

mRω2
0

πµg

Ο χρόνος που ϑα περάσει µέχρι να σταµατήσει ο κύλινδρος υπολογίζεται από τη σχέση (7)

τ = I
dω

dt
= −(F1 + F2)R

⇒ mR2

ˆ 0

ω0

dω = −(F1 + F2)R

ˆ t

0
dt

⇒ mRω0 = (F1 + F2)t

⇒ t =
mRω0

(F1 + F2)

΄Αρα λόγω της σχέσης (7) ο χρόνος είναι

t =
Rω0

2µg cosφ
=

√
2

2

Rω0

µg

Πρόβληµα 7.47 Ράβδος µάζας M και µήκους L ϐρίσκεται σε λείο οριζόντιο τραπέζι. Μια µικρή σφαίρα µάζας
m µε ταχύτητα v0 χτυπά κάθετα τη ϱάβδο και καρφώνεται σε αυτή σε απόσταση d από το µέσο της C. Υπολογίστε
(α) την ταχύτητα του κέντρου µάζας του συστήµατος µετά την κρούση.
(ϐ) τη γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του συστήµατος µετά την κρούση.

Λύση:

(α) Στο σύστηµα ϱάβδου-σφαίρας δεν ασκούνται εξωτερικές δυνάµεις. Εφαρµόζοντας την αρχή διατήρησης της
ορµής

mv0 = (M +m)vΚΜ

⇒ vΚΜ =
mv0

(M +m)
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C
d

C

v0

K
x

όπου vΚΜ η ταχύτητα του κέντρου µάζας (Κ.Μ.) του συστήµατος. ΄Αρα το Κ.Μ. του συστήµατος µετά την κρούση
εκτελεί µεταφορική κίνηση.
(ϐ) ΄Εστω K το Κ.Μ. του συστήµατος και x η απόσταση µεταξύ του σηµείο πρόσκρουσης της σφαίρας και του K.
Εφαρµόζοντας την αρχή διατήρησης της στροφορµής

mv0x = IKω

⇒ ω =
mv0x

IK
(7.79)

όπου IK είναι η ϱοπή αδράνειας του συστήµατος ως προς άξονα κάθετο στο Κ.Μ. και ω η γωνιακή ταχύτητα
περιστροφής γύρω από το Κ.Μ. Εποµένως ϑα πρέπει να υπολογίσουµε το x και το IK . Εύκολα ϐρίσκουµε ότι
το Κ.Μ. απέχει από το σηµείο πρόσκρουσης (M +m)x = Md. ΄Εχουµε επίσης∑

Mixi = 0

−M(d− x) +mx = 0

εποµένως

x =
M

M +m
d (7.80)

Εποµένως η απόσταση του Κ.Μ.από το σηµείο C είναι

d− x =
m

M +m
d (7.81)

Η ϱοπή αδράνειας του συστήµατος ϑα είναι η ϱοπή αδράνειας της ϱάβδου ως προς το Κ.Μ. και η ϱοπή αδράνειας
της σφαίρας

IK =
1

12
ML2 +M(d− x)2 +mx2 (7.82)

Σηµειώνουµε ότι η ϱοπή αδράνειας της ϱάβδου ως προς το Κ.Μ. υπολογίστηκε µε εφαρµογή του ϑεωρήµατος
του Steiner. Με αντικατάσταση της (7) και της (7) στην (7) προκύπτει

IK =
1

12
ML2 +

Mm

M +m
d2 (7.83)

Τέλος µε αντικατάσταση της (7) και της (7) στην (7) υπολογίζεται η γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος µετά την
κρούση

ω =
12mv0d

(M +m)L2 + 12md2
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Πρόβληµα 7.48 Κυλινδρικός σωλήνας χωρίς πυθµένα έχει ακτίνα R και ϐρίσκεται πάνω σε οριζόντιο τραπέζι
µε τον άξονά του κατακόρυφο, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 7.47. Μέσα στον κύλινδρο ϐάζουµε δύο όµοιες σφαίρες
που έχουν ακτίνα r. Αν είναι R > r > R/2 να προσδιοριστεί η µέγιστη τιµή του λόγου M/m (όπου M , η µάζα
του σωλήνα και m, η µάζα κάθε σφαίρας) για την οποία η ϐάση του κυλίνδρου αποσπάται από το τραπέζι (ο
σωλήνας γέρνει λόγω της ϱοπής της πάνω σφαίρας και πέφτει πλάγια). Τριβές δεν υπάρχουν.
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Σχήµα 7.47

Λύση:

Στο σωλήνα ασκούνται οι δυνάµεις F1, F2 από τις σφαίρες και το ϐάρος του, B = Mg (πάνω στον άξονα του
σωλήνα). Επίσης ασκείται µια δύναµη από το τραπέζι. ΄Οταν είναι έτοιµη να αποσπαστεί η ϐάση του κυλίνδρου
από το τραπέζι, στηρίζεται µόνο στο A, άρα έχουµε∑

τA = 0

⇒ F1(AD)− F2(CE)−MgR = 0 (7.84)

Εξάλλου από την ισορροπία κάθε σφαίρας έχουµε:

1. από τη σφαίρα 1 ∑
Fx = 0 εποµένως F ′1 = F cosφ και F sinφ = mg

άρα
F ′1 = mg cotφ

2. από τη σφαίρα 2
F ′2 − F ′ cosφ = 0⇒ F ′2 = F ′ cosφ

Αλλά
F ′ = F =

mg

sinφ

άρα
F ′2 = mg cotφ = F ′1
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Επίσης

cotφ =
2R− 2r

(LE)

Εποµένως η (7) γίνεται
F1(AD)− F2(CE) = MgR

⇒ mg(LE) cotφ = MgR

⇒ m
2R− 2r

(LE)
(LE) = MR

⇒ M

m
= 2

(
1− r

R

)

�

�

�

�

��

��

�

Σχήµα 7.48

Πρόβληµα 7.49 ΄Ενας στερεός κύβος ακµής 2α και µάζας M γλιστράει σε µια λεία (χωρίς τριβές) επιφάνεια
τραπεζιού µε σταθερή ταχύτητα υ0, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 7.49. Στη συνέχεια χτυπά σε ένα µικρό εµπόδιο
στην άκρη του τραπεζιού στο σηµείο Α, που κάνει τον κύβο να γείρει. Βρείτε την ελάχιστη τιµή της υ0, έτσι ώστε
ο κύβος να ανατραπεί. ∆ίδεται η ϱοπή αδράνειας του κύβου ως προς µια ακµή του I = 8Mα2/3.
(Υπόδειξη : Ο κύβος υφίσταται µια µη ελαστική κρούση στο άκρο του τραπεζιού και στη συνέχεια κάνει περι-
στροφή καθώς ανατρέπεται).

Λύση:

Αµέσως µετά την κρούση ο κύβος εκτελεί περιστροφική κίνηση µε αρχική γωνιακή ταχύτητα ω. Θα ανατραπεί
εάν ϕτάσει σε τέτοια ϑέση, περιστρεφόµενος ως προς µια ακµή του, ώστε ο ϕορέας του ϐάρους να τέµνει την
ακµή. Τότε ισχύει

1

2
Iω2 = Mga(

√
2− 1)

⇒ 1

2

8Mα2

3
ω2 = Mgα(

√
2− 1)

⇒ ω =

√
6

8

g

a
(
√

2− 1)
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a
√

2

Mg

v0

2a ω

Α
α

Σχήµα 7.49

(Θεωρούµε επίπεδο µηδενικής δυναµικής ενέργειας το επίπεδο του τραπεζιού οπότε η µεταβολή της δυναµικής
ενέργειας του κύβου από την αρχική ϑέση στη ϑέση ανατροπής είναι Mgα

√
2−Mgα = Mgα(

√
2− 1) ).

Κατά τη διάρκεια της κρούσης οι δυνάµεις που αναπτύσσονται είναι εσωτερικές άρα ισχύει η αρχή διατήρησης
της στροφορµής. Συνεπώς αν Mv0α είναι η στροφορµή του κύβου πριν την κρούση και Iω αµέσως µετά την
κρούση, τότε ϑα ισχύει

Mv0α = Iω

⇒Mv0α =
8Mα2

3

(
6

8

g

a
(
√

2− 1)

)1/2

⇒ v0 =

(
82α2

32

6

8

g

a
(
√

2− 1)

)1/2

⇒ v0 =

[
16

3
ga(
√

2− 1)

]1/2

Πρόβληµα 7.50 Σφαιρικός αστέρας µάζας M και ακτίνας R περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω γύρω
από τον άξονα που συµπίπτει µε µια διάµετρό του. Κάποια χρονική στιγµή αφού έχει εξαντλήσει τα πυρηνικά
του καύσιµα, υφίσταται ϐαρυτική κατάρρευση και όλη η µάζα του συγκεντρώνεται σε σφαίρα ακτίνας r (r <<
R). Βρείτε την τελική γωνιακή του ταχύτητα περιστροφής (διεύθυνση, ϕορά και µέτρο). Κατά τη ϐαρυτική
κατάρρευση στον αστέρα ασκούνται µόνο εσωτερικές δυνάµεις και η µάζα του παραµένει ίδια. ∆ίδεται ότι η
ϱοπή αδρανείας µιας σφαίρας ως προς µία διάµετρό της είναι I = (2/5)MR2.

Λύση:

Προφανώς η ολική στροφορµή του συστήµατος διατηρείται. ΄Εχουµε

Lπριν = Lµετά ⇔
2

5
MR2ωπριν =

2

5
Mr2ωµετά

⇒ ωµετά =

(
R

r

)2

ωπριν

Εποµένως η γωνιακή ταχύτητα έχει ίδια ϕορά και διεύθυνση όπως και πριν την κατάρρευση αλλά µέτρο σηµα-
ντικά µεγαλύτερο.

Πρόβληµα 7.51 Χορεύτρια στον πάγο περιστρέφεται µε γωνιακή ταχύτητα ω0. Τι ϑα συµβεί εάν ξαφνικά
η χορεύτρια, καθώς περιστρέφεται, εκτείνει τα χέρια της ; Συγκεκριµένα δείξτε ότι η γωνιακή της ταχύτητα
ϑα µεταβληθεί. Εκφράστε το λόγο της αρχικής προς την τελική γωνιακή ταχύτητα συναρτήσει των ϱοπών
αδρανείας ως προς τον άξονα περιστροφής. ∆είξτε ότι η κινητική ενέργεια λόγω περιστροφής ϑα ελαττώνεται.
Πού καταναλώθηκε ενέργεια ;
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Λύση:

Κατά την περιστροφή δεν υπάρχουν εξωτερικές ϱοπές µε αποτέλεσµα η στροφορµή της χορεύτριας να διατηρείται.
Εποµένως

L1 = L2 ⇒ I1ω1 = I2ω2 ⇒ ω2 =
I1ω1

I2

Αλλά I1 < I2 εποµένως ω1 > ω2. Επίσης

E1 =
1

2
I1ω

2
1

και

E2 =
1

2
I2ω

2
2 ⇒ E2 =

1

2
I2

(
I1ω1

I2

)2

=
1

2
I2
I2

1ω
2
1

I2
2

=
1

2

I2
1ω

2
1

I2
=

1

2
I2

1ω
2
1

I1

I2

Επειδή I1 < I2 έχουµε ότι E1 > E2. ΄Αρα η κινητική ενέργεια µειώνεται κατά την έκταση των χεριών της
χορεύτριας. Η ενέργεια καταναλώθηκε για την αποµάκρυνση των χεριών της χορεύτριας από το σώµα της.

Πρόβληµα 7.52 ∆ύο µάζες M και m συνδέονται µε µια στερεά ϱάβδο µήκους L και αµελητέας µάζας, όπως
ϕαίνεται στο σχήµα 7.50. Για έναν άξονα κάθετο στη ϱάβδο να αποδείξετε ότι το σύστηµα έχει την ελάχιστη ϱοπή
αδρανείας όταν ο άξονας διέρχεται από το κέντρο µάζας. Να αποδείξετε ότι η ελάχιστη ϱοπή αδρανείας είναι
I = µL2, όπου µ = mM/(m+M).

Σχήµα 7.50

Λύση:

Στη γενική περίπτωση η ϱοπή αδρανείας είναι I = Mx2 + m(L − x)2. Παίρνοντας την πρώτη παράγωγο της
ϱοπής αδρανείας ως προς x ίση µε το µηδέν έχουµε

dI

dx
= 0⇒ 2Mx− 2m(L− x) = 0⇒ 2x(M +m) = 2mL⇒ x =

x

m+M
L

που είναι η ϑέση του κέντρου µάζας. Μάλιστα η δεύτερη παράγωγος δίνει

d2I

dx2
= 2M + 2m > 0

δηλαδή η τιµή που ϐρήκαµε δίνει το ελάχιστο της ϱοπής αδρανείας που γίνεται

I = M

(
m

m+M
L

)2

+m

(
L− m

m+M
L

)2

=
m2M

(m+M)2
L2 +mL2

(
M

m+M

)2

⇒ I =
m2M +mM2

(m+M)2
L2 =

mM(m+M)

(m+M)2
L2 =

mM

m+M
L2 = µL2

όπου
µ =

mM

m+M
⇒ 1

µ
=

1

m
+

1

M
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είναι η ανηγµένη µάζα του συστήµατος.

l

φ

Πρόβληµα 7.53 Συµπαγής οµογενής κύλινδρος µάζας M τυλιγµέ-
νος µε λεπτό νήµα αφήνεται να κυλίσει από την κορυφή κεκλιµένου
επιπέδου µήκους l και γωνίας φ (ϐλέπε σχήµα). Το ένα άκρο του νή-
µατος είναι στερεωµένο. Πόσο χρόνο ϑα κάνει ο κύλινδρος να ϕτάσει
στη ϐάση και µε ποια ταχύτητα ϑα είναι εκεί ;

Λύση:

Πρώτη λύση:
Θεωρούµε ότι η επιτάχυνση του κυλίνδρου είναι a = dv/dt που λόγω
της περιστροφικής κίνησης µπορεί να αναλυθεί ως a = Rα = Rdω/dt, όπου ω, α είναι η γωνιακή ταχύτητα και
επιτάχυνση, αντίστοιχα. Εποµένως, από το δεύτερο νόµο του Newton ϑα έχουµε

M

a︷︸︸︷
dv

dt
= B sinφ− T

TR = I
dω

dt︸︷︷︸
α

=
1

2
MR2 a

R


⇒ Ma = Mg sinφ− 1

2
Ma ⇒ 3

2
a = g sinφ⇒ a =

2

3
g sinφ

όπου T είναι η τάση του νήµατος που ασκεί µια δύναµη στον κύλινδρο µε αποτέλεσµα να δηµιουργείται µια
ϱοπή τ = TR.

l =
1

2
at2 ⇒ t =

√
2l

a
=

√
3 · 2l

2g sinφ
⇒ t =

√
3l

g sinφ

v = at =
2

3
g sinφ

√
3l

g sinφ
=

2

3

√
3gl sinφ

∆εύτερη λύση: Εφαρµόζοντας διατήρηση ενέργειας, ϑα έχουµε

Mgl sinφ =
1

2
Mv2 +

1

2

1

2
MR2︸ ︷︷ ︸

ϱοπή αδρανείας

ω2︷︸︸︷
v2

R2
=

3

4
Mv2

⇒ v =
2

3

√
3gl sinφ

Πρόβληµα 7.54 Σε κεκλιµένο επίπεδο γωνίας φ αφήνονται ταυτόχρονα να ολισθήσει ένα παραλληλεπίπεδο
και να κυλίσει ένα λεπτό δακτυλίδι. Ποιος πρέπει να είναι ο συντελεστής τριβής ολίσθησης µεταξύ κεκλιµένου
επιπέδου και σωµάτων, ώστε αυτά να κινούνται έτσι ώστε να µην προσπερνά το ένα το άλλο ; Ποια ϑα είναι η
ταχύτητά τους στη ϐάση, αν αφεθούν από ύψος h;

Λύση:

Για το παραλληλεπίπεδο έχουµε

m1a1 = m1g sinφ− µm1g cosφ ⇒ a1 = g sinφ− µg cosφ

Για το δαχτυλίδι η ϱοπή δύναµης που αναπτύσσεται λόγω της τριβής, T , ϑα είναι τ = Iα2

Iα2 = I
a2

R
=

δύναµη τριβής T︷︸︸︷
T R︸ ︷︷ ︸

ϱοπή δύναµης τ=TR

⇒ a2 =
TR2

I
(7.85)
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όπου a2 είναι η γραµµική επιτάχυνση και α2 (a2 = α2R) είναι η κυκλική επιτάχυνση και η ϱοπή αδρανείας
είναι

I =

ˆ m2

0
R2 dm = m2R

2 (7.86)

Επίσης, από τη µεταφορική κίνηση ϑα ισχύει

m2a2 = m2g sinφ− T ⇒ a2 = g sinφ− T

m2
(7.87)

Συνδιάζοντας τις σχέσεις (7), (7), και (7), έπεται

a2 =
1

2
g sinφ

Συνοψίζοντας, ϑα έχουµε για τα a1 και a2:

a1 = g sinφ− µg cosφ
a2 = 1

2g sinφ

}
⇒ Αν ϑέλουµε να ισχύει a1 = a2 τότε έπεται
⇒ g sinφ− µg cosφ = 1

2g sinφ ⇒ µ =
1

2
tanφ

m2gh =
m2v

2

2
+

1

2
I︸︷︷︸

m2R2

ω2 ⇒ m2gh = m2v
2 ⇒ v =

√
gh

Η γωνία φ είναι τόση ώστε ο συντελεστής τριβής κατά την κύλιση συµπίπτει µε το συντελεστή τριβής ολίσθησης.

Πρόβληµα 7.55 Μια οµογενής ϱάβδος µάζας m και µήκους l µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από
οριζόντιο άξονα που περνά σε απόσταση a από το κέντρο µάζας της. Τι είδους κίνηση κάνει αν αποµακρυνθεί
κατά µικρή γωνία από τη ϑέση ισορροπίας και ποια είναι η περίοδος ; Βρείτε την απόσταση a για την οποία η
περίοδος γίνεται ελάχιστη και πόση είναι η περίοδος στη ϑέση αυτή. Υπολογίστε τη ϱοπή αδρανείας της ϱάβδου
ως προς το κέντρο µάζας της.

Λύση:

ICM =

ˆ
x2 dm =

ˆ l/2

−l/2
x2ρS dx =

1

12
ml2, dm = ρdV

όπου S είναι η επιφάνεια της τοµής της ϱάβδου, και η ϱοπή αδρανείας ως προς ένα άξονα που περνά από ένα
σηµείο που απέχει µια απόσταση a από το κέντρο µάζας (µε τη ϐοήθεια του ϑεωρήµατος των παραλλήλων αξόνων
ή ϑεώρηµα του Steiner)

Ia =
1

12
ml2 +ma2

Ia
d2θ

dt2
= −mga sin θ ⇒ d2θ

dt2
+

ga

l2/12 + a2
sin θ = 0

για µικρές γωνίες ταλάντωσης (sin θ ≈ θ) ϑα έχουµε την εξίσωση του απλού εκκρεµούς

d2θ

dt2
+

ga

l2/12 + a2︸ ︷︷ ︸
ω2

θ = 0

και εποµένως αναγνωρίζουµε ως κυκλική συχνότητα ω = 2π/T µε περίοδο

T = 2π

√
l2/12 + a2

ga

Tmin ⇒ A =
l2/12 + a2

a
= ϑα πρέπει να είναι ελάχιστο
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και εποµένως η πρώτη παράγωγος του A ως προς το a ϑα πρέπει να µηδενίζεται και η δεύτερη παράγωγος να
είναι ϑετική

dA

da
=

a(2a)−

(
l2

12
+ a2

)
a2

=
a2 − l2/12

a2
= 0 ⇒ a2 =

l2

12
⇒ a =

l√
12

Παίρνοντας τη δεύτερη παράγωγο του A ως προς τη µεταβλητή a ϑα έχουµε

d2A

da2

∣∣∣∣∣
a=l/

√
12

=
l2

6a3

∣∣∣∣∣
a=l/

√
12

> 0

και εποµένως ϑα έχουµε ελάχιστο. Η περίοδος σε αυτή τη ϑέση ϑα έχει την τιµή

Tmin =
2π

31/4

√
l

g

m,υ0
M

L

O

Πρόβληµα 7.56 Μια οµογενής ϱάβδος µάζας M και µήκους L που είναι
στερεωµένη µε άρθρωση σε οριζόντιο άξονα O, είναι στην κατακόρυφη ϑέση
και σε κατάσταση ασταθούς ισορροπίας, όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Πλαστελίνη
µάζας m που κινείται οριζόντια µε ταχύτητα v0 κολλάει στο άκρο της ϱάβδου
η οποία πέφτει. Υπολογίστε την ταχύτητα του Κ.Μ. του συστήµατος τη στιγµή
που χτυπά το δάπεδο. Τριβές δεν υπάρχουν. Για τη ϱάβδο, η ϱοπή αδρανείας
είναι ICM = ML2/12.

Λύση:

Από τη διατήρηση στροφορµής έχουµε

mv0L = Iω0 ⇒ mv0L =

(
1

3
ML2 +mL2

)
ω0 ⇒ ω0 =

3mv0

(M + 3m)L

vCM = ωβ

όπου β είναι η ϑέση του νέου κέντρου µάζας του συστήµατος ϱαβδου-πλαστελίνης το οποίο προσδιορίζεται από
τον ορισµό του κέντρου µάζας

β =

∑2
i=1mixi∑2
i=1mi

=
ML/2 +mL

M +m

όπου x1 = L/2, m1 = M για τη ϱάβδο και x1 = L, m1 = m για τη πλαστελίνη. Από τη διατήρηση της ενέργειας
έχουµε

1

2

1

3
ML2 +mL2︸ ︷︷ ︸

I

ω2
0 + (M +m)gβ︸ ︷︷ ︸

δυναµική ενέργεια

=
1

2

(
1

3
ML2 +mL2

)
ω2︸ ︷︷ ︸

τελική κινητική ενέργεια

(7.88)

όπου ω είναι η κυκλική γωνιακή ταχύτητα της ϱάβδου τη στιγµή που χτυπά το έδαφος. Από τη σχέση (7)
παίρνουµε:

ω =

√√√√√ω2
0 +

(M +m)gβ

1

2

(
1

3
ML2 +mL2

) =

√√√√√√ω2
0 +

(
1
2M +m

)
g

1

2

(
1

3
M +m

)
L

και εποµένως η ταχύτητα του Κ.Μ. του συστήµατος τη στιγµή που χτυπά το δάπεδο ϑα είναι

vCM = ωβ =

√√√√√√ω2
0 +

(
1
2M +m

)
g

1

2

(
1

3
M +m

)
L

ML/2 +mL

M +m
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Πρόβληµα 7.57 Οµογενής ϱάβδος µήκους l και µάζας M τοποθετείται σε λεία οριζόντια επιφάνεια. Μικρό
σώµα µάζας m, κινούµενο µε ταχύτητα v0 και κάθετο στη ϱάβδο χτυπάει ελαστικά στην άκρη της ϱάβδου. Να
ϐρεθεί η γωνιακή ταχύτητα της ϱάβδου µετά το χτύπηµα. Να υποθέσετε ότι το µικρό σώµα δεν αποκλίνει από
την αρχική του πορεία µετά την ελαστική κρούση µε τη ϱάβδο.

Λύση:

Από τη διατήρηση της ορµής έχουµε
mv0 = mv +MV

⇒ V =
m(v0 − v)

M
(7.89)

Επίσης, από τη διατήρηση της ενέργειας ϑα έχουµε

1

2
mv2

0 =
1

2
mv2 +

1

2
MV 2 +

1

2
Icω

2 ⇒ mv2
0 = mv2 +MV 2 +

1

12
Ml2ω2 (7.90)

Επιπλέον
mv0

l

2
= Icω +mv

l

2
⇒ mv0 =

1

6
Mlω +mv

⇒ v = v0 −
M

m

l

6
ω (7.91)

Από τις σχέσεις (7) και (7) παίρνουµε

V =
m(v0 − v0) +m

M

m

l

6
ω

M
=
l

6
ω (7.92)

και από τις (7), (7) και (7) τελικά

mv2
0 = m

(
v2

0 +
M2

m2

l2ω2

36
− 2v0

Ml

6m
ω

)
+M

4l2

36
ω2 ⇒ ω =

v012m

l(4m+M)

Πρόβληµα 7.58 Μη οµογενής ϱάβδος µήκους L µπορεί να ταλαντώνεται γύρω από οριζόντιο άξονα, ο οποίος
είναι κάθετος στο άκρο της Ο. Αν η ϱάβδος έχει γραµµική πυκνότητα ρ(x) = kx, όπου k σταθερά και x η
απόσταση από το άκρο Ο, ϐρείτε την εξίσωση της κίνησης και την περίοδο της ταλάντωσης για µικρές γωνίες
ταλάντωσης όπου µπορείτε να χρησιµοποιήσετε την προσέγγιση sin θ ≈ θ.

Λύση:

I =

ˆ L

0
x2 dm =

ˆ L

0
x2kxdx =

kL4

4

M =

ˆ
ρdx =

ˆ L

0
kx dx =

kL2

2

xCM =

´ L
0 xρ dx´ L
0 ρ dx

=

´ L
0 xkxdx´ L

0 ρdx
=

2kL3·
3kL2

=
2

3
L

I
d2θ

dt2
= −MgxCM sin θ ⇒ d2θ

dt2
+

4

3

g

L
θ = 0

⇒ T = 2π

√
3

4

L

g

R

g

r

θ
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Πρόβληµα 7.59 Κυκλικός οµογενής δίσκος ακτίνας R ταλαντώνεται γύρω
από άξονα κάθετο στο δίσκο (στο σηµείο Ο) που περνά σε απόσταση r από το
κέντρο του δίσκου, όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Ποια είναι η εξίσωση της κίνησης
και η περίοδος ταλάντωσης για µικρές γωνίες ταλάντωσης όπου µπορείτε να
χρησιµοποιήσετε την προσέγγιση sin θ ≈ θ. Για ποια τιµή της απόστασης r ο
δίσκος ϑα έχει τη µικρότερη περίοδο ;

Λύση:

Η εξίσωση κίνησης, ϑεωρώντας τη ϱοπή δύναµης τ , ϑα είναι

I
d2θ

dt2
= −τ ⇒ I

d2θ

dt2
+Mgr sin θ = 0⇒ d2θ

dt2
+
Mgr

I
θ = 0

Η ϱοπή αδράνειας ϑα είναι

I = ICM +Mr2 =
M(R2 + 2r2)

2
, για ICM =

1

2
MR2

Από την εξίσωση κίνησης, αναγνωρίσουµε ως περίοδο ταλάντωσης, T

T = 2π

√
I

Mgr
= 2π

√
R2 + 2r2

2gr

για να έχουµε Tmin ⇒
dT

dr
= 0 ή

dT 2

dr
= 0⇒ 8gr2 − 2R2g − 4gr2

4g2r2
= 0⇒ 4gr2 − 2R2g

4g2r2︸ ︷︷ ︸
1/g−R2/2gr2

= 0

⇒ r =
R√
2

Λαµβάνοντας τη δεύτερη παράγωγο του T έπεται

d2T 2

dr2

∣∣∣∣∣
r=R/

√
2

=
R2

gr3

∣∣∣∣∣
r=R/

√
2

> 0

δηλαδή ϑα έχουµε ένα ελάχιστο.

m,υ0

M
L

O

m,υT
Πρόβληµα 7.60 Ράβδος µάζας M και µήκους L που είναι στερεωµένη µε
άρθρωση σε οριζόντιο άξονα Ο, είναι στην κατακόρυφη ϑέση και σε κατάσταση
ασταθούς ισορροπίας, όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Σφαίρα µάζας m κινείται
µε ταχύτητα v0 και τρυπάει τη ϱάβδο ακαριαία στο άνω άκρο της (χωρίς να
µεταβάλλει την κατανοµή µάζας) και συνεχίζει την πορεία της µε οριζόντια
ταχύτητα vT , ενώ η ϱάβδος πέφτει. Υπολογίστε την ταχύτητα του Κ.Μ. της
ϱάβδου τη στιγµή που χτυπά το δάπεδο. Τριβές δεν υπάρχουν.
Για τη ϱάβδο, η ϱοπή αδρανείας είναι ICM = ML2/12

Λύση:

Από τη διατήρηση τη στροφορµής ϑα έχουµε

mv0L = mvTL+ Iω0 ⇒ ω0 =
mL(v0 − vT )

I
=

3(v0 − vT )m

ML

I = ICM +
ML2

4
=

1

3
ML2

1

2
Iω2

0 +Mg
L

2
=

1

2
Iω2 ⇒ 1

6
ML2 9(v0 − vT )2m2

M2L2
+Mg

L

2
=

1

6
ML2ω2
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9

6

m2

M
(v0 − vT )2 +Mg

L

2
=

1

6
ML2ω2 ⇒ ω2 =

9m2

L2M2
(v0 − vT )2 + 3

g

L

Εποµένως η ταχύτητα του Κ.Μ. της ϱάβδου τη στιγµή που χτυπά το δάπεδο ϑα είναι

vCM =
L

2
ω =

L

2

√
9m2

L2M2
(v0 − vT )2 + 3

g

L

M
L

O

Μ,υ
φ

Πρόβληµα 7.61 Ράβδος µήκους L κρέµεται κατακόρυφα στερεωµένη σε
άρθρωση (ϐλ. σχήµα). ΄Ενα κοµµάτι πλαστελίνης ίδιας µάζας µε τη ϱάβδο
κινείται οριζόντια µε ταχύτητα v, χτυπά τη ϱάβδο στο κέντρο της και κολλάει
σε αυτήν. Κατά ποια γωνία ϑα αποκλίνει η ϱάβδος ;

Λύση:

Από το ϑεώρηµα της διατήρησης της στροφορµής ϑα έχουµε

Mv
L

2
=

(
ML2

3
+M

L2

4

)
ω ⇒ ω =

6

7

v

L

όπουMvL/2 είναι η ατροφορµή της πλαστελίνης ως προς τον κάθετο άξονα του επιπέδου που κινείται η ϱάβδος
και περνά από το σηµείο Ο. Από το ϑεώρηµα της διατήρησης ενέργειας ϑα έχουµε

1

2
Iω2 = 2Mg

L

2
(1− cosφ)⇒ 7

12
ML2ω2 = 2MgL(1− cosφ)

⇒ cosφ = 1− 3

14

v2

Lg

Πρόβληµα 7.62
Α) Σωµατίδιο µάζας m κινείται µε την επίδραση της δύναµης που έχει δυναµική ενέργεια

U =
1

2
mω2r2

Να δείξετε ότι η κίνηση λαµβάνει χώρα σ΄ ένα επίπεδο το οποίο καθορίζεται µε ϐάση τις αρχικές συνθήκες του
προβλήµατος. Αν κατά τη χρονική στιγµή t = 0 το σωµατίδιο εκτοξεύεται µε ταχύτητα v0 κάθετη προς το
διάνυσµα ϑέσης r0, να δείξετε ότι τούτο διαγράφει κάποια τροχιά που η πολική του ακτίνα κυµαίνεται µεταξύ
των τιµών r0 και v0/ω:

r0 ≤ r ≤
v0

ω

Β) Να αποδειχθεί ότι η ϱοπή αδρανείας συµπαγούς σφαίρας ως προς ένα διαµετρικό άξονα είναι

I =
2

5
MR2.

(Η απόδειξη γίνεται εύκολα, αν ϑεωρήσουµε ότι η σφαίρα αποτελείται από ένα σύνολο κυκλικών δίσκων απει-
ϱοστού πάχους dz, προσαρµοσµένους µέσα στη σφαιρική επιφάνεια όπως ϕαίνεται στο σχήµα.)

Λύση:

Α) Από τη δυναµική ενέργεια, U ϑα έχουµε την δύναµη:

F = ṗ = −∂U
∂r

= −mω2r.
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y

z

z

dz

R

r

R

x

Σχήµα 7.51

Αν p = mv είναι η ορµή του σωµατιδίου τότε το διάνυσµα N = r × p ϑα δώσει για την παράγωγο ως προς τον
χρόνο

Ṅ = ṙ × p+ r × ṗ = v ×mv −mω2r × r = 0

΄Αρα το διάνυσµα N παραµένει σταθερό µε τον χρόνο. Εφ΄ όσον το N είναι ένα διάνυσµα κάθετο στο διάνυσµα
της ϑέσης,

r ·N = 0

συνεπώς το r ϑα ϐρίσκεται στο επίπεδο το κάθετο στο N και δεν ϑα µεταβάλλεται µε τον χρόνο. Επιπλέον και
για το αρχικό διάνυσµα ϑέσης r0 ϑα ισχύει

r0 ·N = 0

Το επίπεδο το κάθετο στο N ϑα καθοριστεί από τη σχέση που προκύπτει αν αφαιρέσουµε τις σχέσεισ:

r ·N = 0 και r0 ·N = 0

δηλαδή
(r − r0) ·N = 0

Η εξίσωση κίνησης για την ελκτική δύναµη F = −mω2r ϑα είναι

m
d2r

dt2
= −mω2r

⇒ d2r

dt2
+ ω2r = 0

Αυτή είναι η διαφορική εξίσωση που περιγράφει τον αρµονικό ταλαντωτή, που έχει λύση της µορφής

r(t) = A sin(ωt) +B cos(ωt)

όπου οι σταθερέςA, B µπορούν να υπολογιστούν από τις αρχικές συνθήκες. Για την αρχική συνθήκη r(0) = r0

ϑα έχουµε
r0 = B

και µε τη ϐοήθεια της αρχικής συνθήκης v(0) = ṙ(0) = v0 ϑα έχουµε

v(0) = v0 = ωA

⇒ A =
v0

ω
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όπου η ταχύτητα είναι
v = ṙ = ωA cos(ωt)− ωB sin(ωt)

Με τον ανωτέρω προσδιορισµό των σταθερών A,B το διάνυσµα ϑέσης ϑα είναι

r(t) =
v0

ω
sin(ωt) + r0 cos(ωt)

Το εσωτερικό γινόµενο του r µε τον εαυτό του ϑα είναι

r · r = r2 =
v2

0

ω2
sin2(ωt) + r2

0 cos2(ωt) +
1

ω
v0 · r0 sin(ωt) cos(ωt).

Μας δίνεται ότι v0 · r0 = 0 (εφ΄ όσον το σωµατίδιο εκτοξεύεται µε ταχύτητα v0 κάθετη προς το διάνυσµα ϑέσης
r0), άρα

r2 =
v2

0

ω2
sin2 ωt+ r2

0 cos2 ωt =

(
v0

ω

)2

sin2 ωt+ r2
0(1− sin2 ωt)

⇒ sin2 ωt =
r2 − r2

0

(v0/ω)2 − r2
0

,

αλλά για το ηµίτονο ισχύει 0 ≤ sin2 ωt ≤ 1, συνεπώς

0 ≤ r2 − r2
0

(v0/ω)2 − r2
0

≤ 1

⇒ r2
0 ≤ r2 ≤

(
v0

ω

)2

⇒ r0 ≤ r ≤
v0

ω
.

Β) Θεωρούµε ένα στοιχειώδη δίσκο ύψους dz και ακτίνας r = R sin θ και µάζας, dm

dm = ρdV = ρπr2dz = ρπR2 sin2 θdz,

όπου ρ είναι η πυκνότητα µάζας της σφαίρας.
Η στοιχειώδης ϱοπή αδρανείας, dI αυτού του δίσκου είναι

dI =
1

2
dmr2 =

1

2
R4(sin θ)4ρπRd(cos θ),

όπου z = R cos θ ⇒ dz = Rd(cos θ). ΄Αρα αφού ολοκληρώσουµε το dI ϑα έχουµε

I =
1

2
ρπR5

ˆ 0

π
sin4 θd(cos θ) =

1

2
ρπR5

ˆ +1

−1
(1− ω2)2dω,

όπου έχουµε αντικαταστήσει cos θ = ω και sin4 θ = (sin2 θ)2 = (1− cos2 θ)2 = (1− ω2)2. Το ολοκλήρωµαˆ +1

−1
(1− ω2)2dω =

16

15
.

΄Αρα η ϱοπή αδρανείας είναι

I =
8

15
ρπR5,

και η πυκνότητα µάζας της σφαίρας είναι :

ρ =
M

V
=

M

(4/3)πR3

⇒ ρπR3 =
3M

4
.

΄Αρα η ϱοπή αδρανείας είναι

I =
8

15
ρπR5 =

8

15

3M

4
R2 =

2

5
MR2.
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Πρόβληµα 7.63

Λεπτή οµογενής ϱάβδος µήκους L και µάζας m1 ηρεµεί πάνω σε λείο
οριζόντιο επίπεδο και µπορεί να µεταφέρεται ή να περιστρέφεται ελεύ-
ϑερα πάνω σε αυτό. ∆ίνουµε στη ϱάβδο γωνιακή ταχύτητα ωo ώστε να
περιστρέφεται στο οριζόντιο επίπεδο γύρω από νοητό κατακόρυφο άξονα
που διέρχεται από το κέντρο µάζας της. Τοποθετούµε στο ίδιο επίπεδο
σώµα µάζας m2 σε κατάλληλη ϑέση ώστε να συγκρουστεί µε το άκρο
της στρεφόµενης ϱάβδου, όπως ϕαίνεται στο διπλανό σχήµα. Η κρούση
είναι ελαστική, το σώµα µάζας m2 ήταν ακίνητο αρχικά και κινείται µε-
τά την κρούση µεταφορικά πάνω στο επίπεδο. Εφαρµόζοντας τις αρχές
διατήρησης ορµής, στροφορµής, και µηχανικής ενέργειασ:

ωο

m1 Lm1 L

m2

(α) Να εκφραστούν οι µεταφορικές ταχύτητες των σωµάτων v1 και v2 και
η γωνιακή ταχύτητα της ϱάβδου ω ως συνάρτηση του λόγου λ = m1/m2

των µαζών ϱάβδου-σώµατος.
(ϐ) Να υπολογιστεί ο λόγος των δύο µαζών λ = m1/m2 ώστε µετά την
ελαστική τους κρούση, η ϱάβδος να µην περιστρέφεται. Να περιγράψετε
τις κινήσεις των δύο σωµάτων στην περίπτωση αυτή.
(γ) Να υπολογιστούν οι τιµές των µεγεθών της ερώτησης (α) αν m1 � m2

(αν για παράδειγµα το σώµα µάζας m2 είναι ένα ακλόνητο εµπόδιο).
∆ίνεται ότι Iϱάβδου = ML2/12 [ϱοπή αδράνειας ως προς άξονα κάθετο στη
ϱάβδο (µάζας M και µήκους L) που διέρχεται από το κέντρο µάζας τησ].

m1

ωω

υ11

m2

υ2Μετά την κρούση

Λύση:

(α) Στο πιο πάνω σχήµα ϐλέπουµε τα δύο σώµατα πριν και µετά την ελαστική τους κρούση.
Ισχύουν οι αρχές διατήρησης ορµής, στροφορµής και µηχανικής (τελικά κινητικής) ενέργειας, έτσι έχουµε:

0 + 0 = −m1v1 +m2v2 ⇒ λv1 = v2

Iω0 + 0 = Iω +m2v2
L

2
⇒ (ω0 − ω)L = 6v1 (7.93)

1

2
Iω2

0 + 0 =
1

2
Iω2 +

1

2
m1v

2
1 +

1

2
m2v

2
2

⇒ 1

12
m1L

2ω2
0 + 0 =

1

12
m1L

2ω2 +m1v
2
1 +m2v

2
2

⇒ λ(ω2
0 − ω2)L2 = 12λv2

1 + 12v2
2

⇒ (ω2
0 − ω2)L2 = 12(1 + λ)v2

1

και διαιρώντας µε τη σχέση (7) έχουµε
(ω0 + ω)L = 2(1 + λ)v1

(ϐ) Με επίλυση του συστήµατος παίρνουµε:

v1 =
ω0L

λ+ 4
, v2 =

λω0L

λ+ 4
και ω =

λ− 2

λ+ 4
ω0

Θέτουµε στις πιο πάνω σχέσεις ω = 0 και έχουµε:

λ− 2

λ+ 4
ω0 = 0⇒ λ = 2⇒ m1 = 2m2

Στην περίπτωση αυτή τα σώµατα εκτελούν µόνο µεταφορικές κινήσεις σε αντίθετες κατευθύνσεις και αντίθετες
ορµές (αφού η συνολική ορµή είναι µηδέν). Η ϱάβδος διατηρείται συνεχώς κάθετη προς τις διευθύνσεις των
ταχυτήτων. Τα µέτρα των ταχυτήτων είναι :

v1 =
ω0L

6
, v2 =

ω0L

3
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(γ) Εφόσον m1 � m2 ο λόγος λ = m1/m2 τείνει στο µηδέν, οπότε :

v1 =
ω0L

4
, v2 = 0 και ω = −1

2
ω0
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Μετασχηµατισµός του Lorentz & Σχετικιστική ∆υναµική

Πρόβληµα 8.1 Να επιβεβαιωθεί από τους µετασχηµατισµούς του Lorentz ότι ισχύει

x2 − c2t2 = x′2 − c2t′2

Λύση:

Από τους µετασχηµατισµούς του Lorentz έχουµε

x′ =
x− vt√
1− β2

, t′ =
t− xv/c2√

1− β2

Για τη Ϲητούµενη ποσότητα έχουµε

x′2 − c2t′2 =
(x− vt)2

1− β2
− c2(t− xv/c2)2

1− β2

⇒ x′2 − c2t′2 =
x2 − c2t2 − x2β2 + v2t2 + 2xvt− 2xvt

1− β2

⇒ x′2 − c2t′2 =
(x2 − c2t2)(1− β2)

1− β2
= x2 − c2t2

Ας σηµειωθεί ότι, αν γράψουµε x1 ≡ x και x4 ≡ ict , όπου i =
√
−1 (µιγαδική µονάδα), τότε

x2 − c2t2 ≡ x2
1 + x2

4

Πρόβληµα 8.2 Να δείξετε, µε το µετασχηµατισµό Lorentz, ότι δύο ταυτόχρονα γεγονότα (t1 = t2) σε διαφο-
ϱετικές ϑέσεις (x1 6= x2) ενός αδρανειακού συστήµατος S, δεν είναι γενικά ταυτόχρονα σε ένα άλλο σύστηµα
S′.

Λύση:

΄Εστω δύο γεγονότα µε χρονικές στιγµές t1, t2 (µε ϑέσεις x1, x2) σε ένα σύστηµα αναφοράς S και t′1, t
′
2 (µε ϑέσεις

x′1, x
′
2) σε ένα σύστηµα αναφοράς S′ που κινείται µε σταθερή ταχύτητα V ως προς το S. Από τους χρονικούς

µετασχηµατισµούς του Lorentz ϑα έχουµε:
t′1 = γ(x1 − βct1) (8.1)

t′2 = γ(x2 − βct2) (8.2)

όπου β = V/c και γ =
√

1/(1− (V/c)2). Αφαιρώντας τις εξισώσεις (8) και (8) ϑα έχουµε

t′2 − t′1 = γ(x2 − x1 − βc(t2 − t1))
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Αν τα δύο γεγονότα είναι ταυτόχρονα t1 = t2 ϑα έχουµε

t′2 − t′1 = γ(x2 − x1)

⇒ t′1 6= t′2

διότι στη γενική περίπτωση x1 6= x2.

Πρόβληµα 8.3 Να υπολογίσετε στο S′ το µήκος µιας ϱάβδου και τη γωνία που σχηµατίζει η ϱάβδος µε τον
άξονα x′, όταν ξέρετε ότι στο σύστηµα S η ϱάβδος σχηµατίζει γωνία θ µε τον άξονα x και έχει µήκος L0. Το
σύστηµα S′ κινείται µε ταχύτητα V x̂ ως προς S.

Λύση:

Σχήµα 8.1

Στο σύστηµα S από το σχήµα 8.1 ϑα έχουµε

x0 = L0 cos θ, y0 = L0 sin θ

L0 =
√
x2

0 + y2
0

και στο S′ ϑα ισχύει
x′0 = L cos θ′, y′0 = L sin θ′

L′ =
√
x′20 + y′20

όπου το L, θ′ είναι το µήκος και η νέα γωνία της ϱάβδου στο σύστηµα S′.
Γνωρίζουµε από τους µετασχηµατισµούς του Lorentz ότι ϑα υπάρχει συστολή του µήκους κατά τον άξονα των
x, x′ ενώ κατά των άξονα των y, y′ το µήκος είναι αναλλοίωτο

x′ =
√

1− β2 x0 =
x

γ

y′ = y0

όπου γ = (1− (V/c)2)−1/2.
Παρατηρούµε ότι

tan θ′ =
y′

x′
=

y

x/γ
= γ tan θ

και το µήκος στο σύστηµα S′ ϑα είναι

L =
√
x′2 + y′2 =

√
(1− β2)x2

0 + y2
0

⇒ L =
√

(1− β2)L2
0 cos2 θ + L2

0 sin2 θ

⇒ L = L0

√
1− β2 cos2 θ
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Πρόβληµα 8.4 Να δείξετε ότι, αν στο σύστηµα αναφοράς S′ είναι v′y = c sin θ και v′x = c cos θ, τότε στο σύστηµα
αναφοράς S ϑα έχουµε

v2
x + v2

y = c2

Το σύστηµα S′ κινείται µε ταχύτητα V x̂ ως προς το S.

Λύση:

Από τους µετασχηµατισµούς των ταχυτήτων γνωρίζουµε ότι

vx =
v′x + V

1 + (V/c2)v′x

vy =
v′y

γ(1 + (V/c2)v′x)

όπου V είναι η ταχύτητα του συστήµατος S′ ως προς το S.
΄Εχουµε ότι

v′x = c sin θ, v′y = c cos θ

Εποµένως οι συνιστώσες της ταχύτητας στο σύστηµα S ϑα είναι

vx =
c cos θ + V

1 + (V/c2)c cos θ

vy =
c sin θ

γ(1 + (V/c2)c cos θ)

όπου γ = (1− β2)−1/2 και β = V/c.

⇒ v2
x + v2

y =
c2 cos2 θ + 2V c cos θ + V 2 + c2 sin2 θ/γ

(1 + β cos θ)2
=

⇒ v2
x + v2

y =
c2 cos2 θ + 2V c cos θ + V 2 + c2 sin2 θ − c2β2 sin2 θ

(1 + β cos θ)2

⇒ v2
x + v2

y =
c2(cos2 θ + sin2 θ) + 2V c cos θ + V 2(1− sin2 θ)

(1 + β cos θ)2

⇒ v2
x + v2

y = c2 1 + 2(V/c) cos θ + (V/c)2 cos2 θ

(1 + β cos θ)2

⇒ v2
x + v2

y = c2 1 + 2β cos θ + β2 cos2 θ

(1 + β cos θ)2
= c2 (1 + β cos θ)2

(1 + β cos θ)2

⇒ v2
x + v2

y = c2

Πρόβληµα 8.5 (α) Ποιος είναι ο µέσος χρόνος Ϲωής µιας δέσµης από µεσόνια π+, τα οποία κινούνται µε
β = 0, 73; (Ο µέσος χρόνος Ϲωής τους, τ , σε ηρεµία, είναι 2, 5× 10−8s).
(ϐ) Πόση απόσταση διανύεται από αυτά, µε β = 0, 73, κατά τη διάρκεια του µέσου χρόνου Ϲωής τους ;
(γ) Πόση απόσταση ϑα υπολογίζαµε ότι ϑα διανυόταν, αν δεν παίρναµε υπόψη µας τα αποτελέσµατα της σχετι-
κότητας ;
(δ) Επαναλάβετε τα ερωτήµατα (α) και (ϐ) για β = 0, 99.
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Λύση:

(α)

Από τη διαστολή του χρόνου έχουµε

t′ =
τ

(1− β2)1/2
= 3, 66× 10−8 s

όπου β = 0, 73 και ο χρόνος Ϲωής του σωµατιδίου τ = 2, 5× 10−8 s.

(ϐ) Η απόσταση που διανύεται τα σωµατίδια, µε β = 0, 73, κατά τη διάρκεια του µέσου χρόνου Ϲωής τους ϑα
είναι

x′ = βct′ = 0, 733× 3× 108 × 3, 66× 10−8 (m/s)s = 8 m

(γ) Η απόσταση που διανυόταν, αν δεν παίρναµε υπόψη µας τα αποτελέσµατα της σχετικότητας ϑα είναι

x′ = βcτ = 0, 733× 3× 108 × 2, 5× 10−8 (m/s)s = 5, 5 m

(δ) Αν β = 0, 99 ο χρόνος ϑα είναι
t′ =

τ

(1− β2)1/2
= 1, 77× 10−7 s

και η απόσταση µε σχετικότητα είναι

x′ = βct′ = 0, 99× 3× 108 × 1, 77× 10−7 (m/s)s = 52, 6 m

και η απόσταση που διανυόταν, αν δεν πάρουµε υπόψη µας τα αποτελέσµατα της σχετικότητας ϑα είναι

x′ = βcτ = 0, 99× 3× 108 × 2, 5× 10−8(m/s)s = 7, 43 m

Πρόβληµα 8.6 Ο µέσος χρόνος Ϲωής τ των σωµατιδίων µ στο δικό τους σύστηµα αναφοράς είναι κατά προσέγγιση
2 × 10−6 s. Υποθέτουµε ότι µια µεγάλη δέσµη από σωµατίδια µ, που έχουν παραχθεί σε κάποιο ύψος στην
ατµόσφαιρα, κινούνται προς τα κάτω µε ταχύτητα v = 0, 99 c. Ο αριθµός κρούσεων στην ατµόσφαιρα κατά την
πορεία των σωµατιδίων προς τα κάτω είναι µικρός.
(α) Αν 1% από τα αρχικά σωµατίδια της δέσµης επιζούν και ϕτάνουν στην επιφάνεια της Γης, να υπολογίσετε το
αρχικό τους ύψος. Στο σύστηµα αναφοράς των σωµατιδίων µ, ο αριθµός των σωµατιδίων που επιζούν σε χρόνο
t, δίνεται από τη σχέση

N(t) = N(0)e−t/τ

(ϐ) Να υπολογίσετε το µήκος αυτής της διαδροµής στο σύστηµα αναφοράς των σωµατιδίων µ.

Λύση:

(α) Γνωρίζουµε ότι στο σύστηµα αναφοράς των σωµατιδίων µ, ο αριθµός των σωµατιδίων που επιζούν σε χρόνο t,
δίνεται από τη σχέση

N(t) = N(0)e−t/τ (8.3)

και για N(t) = 0, 01N(0) ϑα έχουµε
e−t/τ = 0.01

⇒ t = −τ ln 0, 01 = 9, 22× 10−6 s

και από τη διαστολή του χρόνου, ο χρόνος στο σύστηµα της Γης ϑα είναι

t′ =
t√

1− β2
=

9, 22× 10−6√
1− 0, 992

= 6, 54× 10−5 s



363

και η αντίστοιχη απόσταση είναι

x′ = βct′ = 0, 99× 3× 108 (m/s)× 6, 54× 10−5 s = 1, 94× 104 m

(ϐ) Στο σύστηµα των σωµατιδίων µ η απόσταση ϑα έχει πάθει συστολή

x = x′(1− β2)1/2 = 1, 94× 104
√

1− 0, 992 m = 2, 74× 103 m

Πρόβληµα 8.7 ΄Ενας παλµός από 104 µεσόνια π+ κινείται σε κυκλική τροχιά ακτίνας 20m, µε ταχύτητα
v = 0, 99c. Ο µέσος χρόνος Ϲωής των µεσονίων π+ως προς το δικό τους σύστηµα αναφοράς είναι 2, 5× 10−8s.
(α) Πόσα µεσόνια επιζούν, όταν ο παλµός επιστρέφει στο αρχικό σηµείο εκκίνησης ;
(ϐ) Κατά την ίδια χρονική περίοδο, πόσα µεσόνια ϑα επιζούσαν σε µια οµάδα 104 µεσονίων που ϑα παρέµενε σε
ηρεµία στην αρχή των συντεταγµένων ;

Λύση:

Ο χρόνος µιας περιστροφής όπως µετριέται στο σύστηµα του εργαστηρίου είναι

2πr

0, 99 c
= 4, 23× 10−7 s

Ο αντίστοιχος χρόνος στο σύστηµα του π+ είναι

4, 23× 10−7s

γ
= 4, 23× 10−7s×

√
1− 0, 992 = 5.97× 10−8 s

Σύµφωνα µε τη σχέση (8) ο αριθµός των πιονίων που ϑα µείνει ϑα είναι

N(t) = N(0)e−t/τ = 104e−5,97 10−8/2,5 10−8
= 918

Σε περίπτωση που τα πιόνια ήταν ακίνητα έχουµε

N(t) = N(0)e−t/τ = 104e−4,23 10−7/2,5 10−8
= 4, 5× 10−4

΄Αρα κανένα πιόνιο δεν µένει.

Πρόβληµα 8.8 Παρατηρούµε ένα γαλαξία που αποµακρύνεται κατά µια κατεύθυνση µε ταχύτητα V = 0, 3c
και έναν άλλο που αποµακρύνεται κατά την αντίθετη κατεύθυνση µε ταχύτητα που έχει το ίδιο µέτρο. Με πόση
ταχύτητα αποµακρύνεται ο ένας γαλαξίας για παρατηρητή που ϐρίσκεται στον άλλο ;

Λύση:

Από τους µετασχηµατισµούς των ταχυτήτων γνωρίζουµε ότι

vx =
v′x + V

1 + (V/c2)v′x

όπου V είναι η ταχύτητα του συστήµατος S′ ως προς το S.
Αν ϑεωρήσουµε ότι το σύστηµα S ϐρίσκεται πάνω στον γαλαξία που αποµακρύνεται µε ταχύτητα −0, 3c ως προς
το S′ που είναι ένα σταθερό αδρανειακό σύστηµα. Εποµένως το S′ κινείται µε V = 0, 3c ως προς το S και
η ταχύτητα του ενός γαλαξία είναι v′x = 0, 3c ως προς το σταθερό σύστηµα S′. Από τον µετασχηµατισµό των
ταχυτήτων ϑα έχουµε

vx =
v′x + V

1 + (V/c2)v′x
=

0, 3c+ 0, 3c

1 + (0, 3c)(0, 3c)/c2
=

0, 6c

1, 09

⇒ vx = 0, 55c



364 Compiled on 15 Σεπτεµβρίου 2016, Μετασχηµατισµός του Lorentz & Σχετικιστική ∆υναµική

Πρόβληµα 8.9 Θεωρούµε ότι οι πηγές δύο γεγονότων είναι ακίνητες και τοποθετηµένες στα σηµεία A και B, τα
οποία απέχουν ίσες αποστάσεις από τον παρατηρητή O του συστήµατος αναφοράς S. Σε κάποια συγκεκριµένη
χρονική στιγµή (όπως ορίζεται από τον παρατηρητή O στο S) συµβαίνουν δύο γεγονότα. ΄Ενας δεύτερος παρα-
τηρητής O′, του οποίου το σύστηµα αναφοράς S′ κινείται µε ταχύτητα V x̂ ως προς το S, ϐρίσκεται στο O και το
S′ συµπίπτει µε το S.
(α) Υποθέτουµε ότι V/c = 1/3. Να σχεδιαστούν οι ϑέσεις των δύο συστηµάτων και των σηµείων A, A′, B, B′,
όταν το σήµα από το B ϕτάνει στον παρατηρητή O′. ΄Εχει ϕτάσει αυτό το σήµα στον παρατηρητή O; Γιατί ;
(ϐ) Να σχεδιαστούν οι ϑέσεις των S και S′ όταν και τα δύο συστήµατα ϕτάνουν στον παρατηρητή O.
(γ) Να σχεδιαστούν οι ϑέσεις των S και S′ όταν το σήµα από το A ϕτάνει στον παρατηρητή O′.
(δ) Υποθέτουµε ότι τα δύο γεγονότα καταγράφονται στα σηµεία A′ και B′ κατά κάποιο ϕυσικό τρόπο, π.χ. σε
ϕωτογραφικές πλάκες. Με τις παραπάνω προϋποθέσεις δείξετε ότι οι αποστάσεις A′O′ και B′O′ είναι ίσες.
(ε) Να δείξετε ότι τα δύο γεγονότα δεν είναι ταυτόχρονα για τον παρατηρητή O′. Η σταθερότητα της ταχύτητας
του ϕωτός εξυπακούεται σε όλες τις περιπτώσεις για τον ορισµό του συγχρονισµού. Για να ξεκαθαριστεί καλά
αυτό το Ϲήτηµα, κάνουµε τους ακόλουθους συλλογισµούς: Υποθέτουµε ότι τα δύο γεγονότα στα σηµεία A και
B είναι ηχητικοί παλµοί, ταυτόχρονοι όπως παρατηρούνται από τον παρατηρητή O, που είναι ακίνητος ως προς
το µέσο διάδοσης του ήχου. Υποθέτουµε επίσης ότι ο παρατηρητής O′ κινείται µε ταχύτητα V ίση µε το 1/3 της
ταχύτητας του ήχου. Χρησιµοποιήστε το µετασχηµατισµό του Γαλιλαίου για να δείξετε ότι, κατά τον παρατηρητή
O′, οι ταχύτητες των ηχητικών παλµών από τα σηµεία A και B προς τον παρατηρητή O′ δεν είναι ίδιες.
(στ) Να δείξετε ότι, και αν ακόµη τα δύο σήµατα ϕτάνουν στον παρατηρητή O′ σε διαφορετικούς χρόνους, το
γεγονός ότι οι παλµοί διαδίδονται µε διαφορετικές ταχύτητες αντισταθµίζει αυτή τη διαφορά και έτσι τα δύο
γεγονότα χαρακτηρίζονται ως ταυτόχρονα ακόµη και για τον παρατηρητή O′.

Λύση:

(α)

Ας ϑεωρήσουµε ότι η απόσταση µεταξύ A και B είναι `. Το σηµείο O′ κινείται προς το B και ϑα έχει ήδη
καλύψει µια απόσταση V t = ct/3 πριν λάβει το σήµα από το B. Το σήµα από το B ϑα καλύψει απόσταση ct.
΄Αρα

1

3
ct+ ct = `

⇒ t =
3`

4c

Το O′ ϑα ϐρίσκεται σε απόσταση

x =
1

3
c
3`

4c
=
`

4

την στιγµή που λαµβάνει το σήµα. Το σήµα ϑα ϕτάσει στο O µετά από χρόνο `/c, άρα το σήµα δεν έχει ακόµη
ϕτάσει στο O όταν το έχει λάβει το O′.

(ϐ)
Το σήµα ϕτάνει στο O µετά από χρόνο t = `/c. Το O′ ϑα ϐρίσκεται σε απόσταση

x = V t =
1

3
c
`

c
=
`

3
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A O B
S

A´ Ο´ Β´
S´

V
1/3 

A O B
S

A´ Ο´ Β´
S´

V
1/2 

(γ)
Το O′ έχει καλύψει µια απόσταση V t = ct/3 και ϐρίσκεται από το A σε απόσταση `+ ct/3. ΄Αρα

`+ ct/3 = ct

t =
3`

2c

΄Αρα το O′ ϐρίσκεται σε απόσταση

`+
ct

3
= `+

c

3

3`

2c
=
`

2

(δ) Ο παρατηρητής στο O′ µετρά O′A′ =
√

1− β2 ` και O′B′ =
√

1− β2 `. ΄Αρα O′A′ = O′B′. Μπορούµε,
επίσης, να το δούµε χρησιµοποιώντας τους µετασχηµατισµούς του Lorentz. Πρέπει να ϐρούµε τις ϑέσεις x′A′
και x′B′ για t

′ = 0 όταν xA = −` και xB = +`

xA =
x′A′√
1− β2

= −` (8.4)

xB =
x′B′√
1− β2

= ` (8.5)

Από τις (8) και (8) έχουµε ∣∣∣x′A′∣∣∣ =
∣∣∣x′B′∣∣∣ .

(ε) Αν ϑεωρήσουµε ότι τα δύο γεγονότα είναι σύγχρονα στο ακίνητο σύστηµα συντεταγµένων (tA = tB ) έχουµε

t′A′ = γ

(
tA −

xAβ

c

)

t′B′ = γ

(
tB −

xBβ

c

)
xA = −`

xB = `
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⇒ ∆t′ = t′A′ − t′B′ = γ
2`

c
β

όπου

γ =
1√

1− 1
9

=
3

2
√

2

΄Αρα

∆t′ =
`√
2 c

Το ∆t′ που ϐρήκαµε πρέπει να συγκριθεί µε το ∆t που ϐρήκαµε από τα ερωτήµατα (α) και (γ) που είναι

∆t =
3`

2c
− 3`

4c
=

3`

4c
(8.6)

Το ∆t είναι ο χρόνος όπως µετριέται στο ακίνητο σύστηµα S. Για να συγκρίνουµε αυτή τη διαφορά χρόνου µε
τη µέτρηση ∆t′ που έγινε στο S′ όπου η µέτρηση του χρόνου έχει γίνει στην ίδια ϑέση ϑα χρησιµοποιήσουµε
τον µετασχηµατισµό του Lorentz.

∆t =
∆t′√
1− β2

=
3

2
√

2

`√
2 c

=
3`

4c

Βλέπουµε ότι το αποτέλεσµα που ϐρήκαµε συµφωνεί µε την (8).
Ας δούµε τώρα τι συµβαίνει µε την περίπτωση ενός ηχητικού παλµού που για ευκολία ας ϑεωρήσουµε ότι κινείται
στην x κατεύθυνση. Από το µετασχηµατισµό του Galileo έχουµε για την ταχύτητα του ήχου, vs, από το A ή το
A′

v′A′ = vs − V

v′B′ = −vs − V

V=vs/3
=⇒


v′A′ =

2

3
vs

v′B′ = −4

3
vs

΄Οπως ϐλέπουµε οι δύο ταχύτητες δεν είναι ίσες.

(στ)

Επειδή όπως είδαµε στο προηγούµενο σκέλος οι ταχύτητες είναι διαφορετικές, ένας παρατηρητής που ϐρίσκεται
στο O′ περιµένει τους ηχητικούς παλµούς να ϕτάσουν σε διαφορετικούς χρόνους

∆t′ =
`

2vs/3
− `

4vs/3
=

3`

4vs

και από αυτό µπορεί να υπολογίσει ότι οι παλµοί έχουν εκπεµφθεί την ίδια χρονική στιγµή.
Στην περίπτωση, όµως, της σχετικότητας και οι δύο ταχύτητες είναι c και ο παρατηρητής στοO′ συµπεραίνει ότι οι
δύο παλµοί του ϕωτός δεν εκπέµφθηκαν την ίδια χρονική στιγµή. ΄Οπως ϐλέπουµε η έννοια του ταυτοχρονισµού
είναι σχετική.

Πρόβληµα 8.10 Υποθέτουµε ότι ένα σωµατίδιο µάζαςm κινείται µονίµως επί κυκλικής τροχιάς ακτίνας R (π.χ.
εντός κυκλικού σωλήνα). Υποθέτουµε ότι στο σωµατίδιο ασκείται εφαπτοµενική δύναµη σταθερού µέτρου F .
Γράψτε τη διαφορική εξίσωση που προσδιορίζει σωστά το µεταβολή της ταχύτητας u(t) µε το χρόνο. Βρείτε την
ταχύτητα του σωµατιδίου και την περίοδο της κυκλικής κίνησης µετά πάροδο αρκετού χρόνου.
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Λύση:

Από το νόµο του Newton έχουµε

F =
dp

dt

Η ταχύτητα του σωµατιδίου µπορεί να πάρει µεγάλες τιµές για t → ∞ και γι΄ αυτό πρέπει να αντιµετωπίσουµε
το πρόβληµα χρησιµοποιώντας την ειδική ϑεωρία της σχετικότητας

F =
dp

dt
=

d

dt

 mv√
1− v2

c2


⇒ Ft =

mv√
1− v2/c2

⇒ F 2t2 =
m2v2

1− v2/c2

⇒ F 2t2 = v2
(
m2 + F 2t2/c2

)
⇒ v =

c√
1 + (mc/Ft)2

για t→∞⇒ v = c

΄Αρα η περίοδος είναι

T =
2πR

c

Πρόβληµα 8.11 Τα αστρικά οχήµατα της Οµοσπονδίας Α ϕέρνουν το διακριτικό σύµβολο της οµοσπονδίας,
έναν κύκλο, ενώ τα αστρικά οχήµατα της Οµοσπονδίας Β ϕέρουν το σύµβολο της Οµοσπονδίας αυτής, µια
έλλειψη της οποίας ο µεγάλος άξονας είναι 1,50 ϕορές µεγαλύτερος από τον µικρό της άξονα (a = 1.50 b στο
Σχήµα). Με πόση ταχύτητα ως προς κάποιο παρατηρητή πρέπει να ταξιδέψει ένα όχηµα της Οµοσπονδίας Β,
ώστε να ξεγελάσει τον παρατηρητή αυτόν, ώστε αντί για το σύµβολο του οχήµατος αυτού να ϐλέπει το σχήµα των
οχηµάτων της Οµοσπονδίας Α ;

A B

Λύση:

Το αστρικό όχηµα ϑα πρέπει να πηγαίνει αρκετά γρήγορα ώστε το µήκος a να το ϐλέπουµε σαν b. Στην
προκειµένη περίπτωση έχουµε τη σχετικιστική συστολή του µήκους.

∆L =
∆L′

γ

΄Αρα
1.5b

γ
= b
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⇒ 3

2
= γ =

1√
1− v

c
2

⇒ v

c

2
=

5

9

⇒ v =

√
5

3
c

Πρόβληµα 8.12 Ουδέτερο π0 µεσόνιο, µάζας ηρεµίας m και ταχύτητας v ως προς το σύστηµα εργαστηρίου,
αποσυντίθεται σε δύο ϕωτόνια σύµφωνα µε την αντίδραση

π0 → γ1 + γ2

∆είξατε ότι το ϕωτόνιο γ1 εκπέµπεται υπό γωνία θ ως προς την κατεύθυνση κίνησης του µεσονίου ϑα έχει ενέργεια

h
ω

2π
=

mc2

2γ(1− (v/c) cos θ)

Βρείτε την ελάχιστη και µέγιστη ενέργεια που µπορεί να έχει το ϕωτόνιο.

Λύση:

Σχήµα 8.2

Από τη διατήρηση της ορµής έχουµε
p = p1 + p2

ή

p2 = p− p1 (8.7)

όπου p = mγv είναι η ορµή του µεσονίου π0, |p1| = ~ω1 και |p2| = ~ω2. Από τη διατήρηση της ενέργειας
έχουµε

E = ~ω1 + ~ω2 (8.8)

όπου E = mγ (γ = 1/
√

1− v2/c2) είναι η ολική ενέργεια του µεσονίου π0. Παίρνοντας το τετράγωνο της
σχέσης (8) και σε συνδυασµό µε την σχέση (8) παίρνουµε

~ω1 =
mc2

2γ(1− v
c cos θ)

(8.9)
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όπου χρησιµοποιήσαµε τη σχέση γ2(1−v2) = 1. Για να ϐρούµε την ελάχιστη, (~ω1)min και τη µέγιστη, (~ω1)max
ενέργεια πρέπει να διαφορίσουµε τη σχέση (8) ως προς θ. Η ελάχιστη ενέργεια αντιστοιχεί σε θ = 180o

(~ω1)min =
mc2

√
1− v/c
2

και η µέγιστη ενέργεια σε θ = 0o

(~ω1)max =
mc2

√
1 + v/c

2

Πρόβληµα 8.13 Ποζιτρόνιο µάζας ηρεµίας m και ενέργειας E προσκρούει σε στάσιµο ηλεκτρόνιο µε µάζα
ηρεµίας m και εξαφανίζονται οπότε παράγονται δύο ϕωτόνια

e+ + e− → γ1 + γ2

Να δείξετε ότι οι κυκλικές συχνότητες ω1, ω2 των εκπεµπόµενων ϕωτονίων συνδέονται µε τη γωνία θ των 3-ορµών
τους µε τη σχέση

mc2(ω1 + ω2) = h
ω1ω2

2π
(1− cos θ)

Να δείξετε επίσης ότι το γινόµενο των ενεργειών των ϕωτονίων παίρνει τη µέγιστη τιµή όταν ω1 = ω2 και από
αυτό ϐρείτε ότι η ελάχιστη δυνατή τιµή της γωνίας θ είναι

arccos

(
E − 3mc2

E +mc2

)

Λύση:

γ2

γ
1

θv

e+ e-

Σχήµα 8.3

΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα 8.3 η ορµή και η ενέργεια του ϕωτονίου γ1 είναι p1 = E1 = ~ω1 και η ορµή και
ενέργεια του ϕωτονίου γ2 είναι p2 = E2 = ~ω2. Από τη διατήρηση της ορµής και της ενέργειας έχουµε

p = p1 + p2 (8.10)

Αν πάρουµε το τετράγωνο της σχέσης (8) ϐρίσκουµε

p2 = (~ω1)2 + (~ω2)2 + 2~2ω1ω2 cos θ (8.11)

και
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c
√
p2 +m2 +mc2 = ~(ω1 + ω2) (8.12)

Αντικαθιστώντας τη σχέση (8) στην σχέση (8) και παίρνοντας το τετράγωνό της (8) έχουµε

c2m(ω1 + ω2) = ~ω1ω2(1− cos θ) (8.13)

Από τη σχέση (8), ω1 + ω2 = (E + m)/~ (το άθροισµα των δύο συχνοτήτων είναι µία σταθερή ποσότητα), όπου
E είναι η ολική ενέργεια του ποζιτρονίου. ΄Αρα η ποσότητα ω1ω2 παίρνει τη µέγιστη τιµή όταν

ω1 = ω2 = ω = (E +m)/2~ (8.14)

Από τη σχέση (8) και τη σχέση (8) µπορούµε να ϐρούµε την ελάχιστη γωνία, θmin

2m = ~ω(1− cos θmin)

ή

cos θmin =
E − 3m

E +m

και παίρνοντας το αντίστροφο του cos θmin ϐρίσκουµε

θmin = arccos

(
E − 3m

E +m

)

Πρόβληµα 8.14 Φωτόνιο προσκρούει σε ελεύθερο άτοµο το οποίο ηρεµεί και έχει µάζα m. Το ϕωτόνιο
απορροφάται µε αποτέλεσµα ένα από τα ηλεκτρόνια του ατόµου να πάει σε υψηλότερη ενεργειακή στάθµη κατά
ε. Βρείτε την ορµή που ϑα αποκτήσει το διεργεµένο άτοµο και δείξετε ότι η συχνότητα του ϕωτονίου συνδέεται
µε την ενέργεια διεγέρσεως µε τη σχέση

hω =
1− ε/(2mc2)

1− ε/(mc2)
ε

Λύση:

Η κινητική ενέργεια του ατόµου µετά την απορρόφηση του ϕωτονίου είναι T = E−mc2, όπουE =
√
p2c2 +m2c4

είναι η ολική ενέργεια του ατόµου µε ορµή p και µάζα m. Από την διατήρηση της κινητικής ενέργειας έχουµε

~ω = T + ε

⇒ ~ω =
√
p2c2 +m2c4 −mc2 + ε

⇒ ~ω +mc2 − ε =
√
p2c2 +m2c4 (8.15)

Από τη διατήρηση της ορµής έχουµε
~ω = pc (8.16)

Λόγω της µηδενικής µάζας του ϕωτονίου,⇒ ενέργεια ϕωτονίου = ορµή ϕωτονίου.
Παίρνοντας το τετράγωνο της σχέσης (8) και αντικαθιστώντας τη σχέση (8) στην (8), ϐρίσκουµε

~ω =
1− ε/2mc2

1− ε/mc2
ε

Πρόβληµα 8.15 ΄Ενα ϕωτόνιο ενέργειας ~ω σκεδάζεται σ΄ ένα ελεύθερο ηλεκτρόνιο µάζας m, σχήµα 8.4. Η
ενέργεια του σκεδαζόµενου ϕωτονίου είναι ~ω′ και η ορµή του σκεδαζόµενου ηλεκτρονίου p. Αποδείξτε ότι

~ω′ =
~ω

1 + γ(1− cos θ)

όπου γ = ~ω/mc2 και θ είναι η γωνία µεταξύ της διεύθυνσης του εισερχόµενου και του σκεδαζόµενου ϕωτονίου.
Βρείτε τη µέγιστη κινητική ενέργεια του σκεδαζόµενου ηλεκτρονίου Tmax.
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Λύση:

θ

ω´

ω m

p

Σχήµα 8.4

Από την αρχή διατήρησης της ορµής έχουµε
pγ = p′γ + p (8.17)

όπου |pγ | = ~ω, |p′γ | = ~ω′. Η σχέση (8) µπορεί να γραφτεί ως εξής

p′γ = pγ − p (8.18)

Παίρνοντας το τετράγωνο της σχέσης (8) έχουµε

p2 = (~ω′)2 + (~ω)2 − 2~2ωω′ cos θ (8.19)

Η αρχή διατήρησης της ενέργειας µπορεί να γραφτεί ως εξής

~ω +mc2 = ~ω′ +
√
p2c2 +m2c4 (8.20)

όπου ~ω+mc2 είναι η αρχική ενέργεια του συστήµατος ϕωτονίου, (~ω), ηλεκτρονίου,mc2. Η σχέση (8) γράφεται
µε τον εξής τρόπο

~ω +mc2 − ~ω′ =
√
p2c2 +m2c4 (8.21)

Παίρνοντας το τετράγωνο της σχέσης (8) και αντικαθιστώντας τη σχέση (8) στην (8) παίρνουµε

ω − ω′ = γω′(1− cos θ)

⇒ ω′ =
ω

1 + γ(1− cos θ)
(8.22)

Η κινητική ενέργεια του ηλεκτρονίου µε ορµή p είναι T =
√
p2c2 +m2c4 − mc2, και από τη διατήρηση της

ενέργειας, (σχέση 8), έχουµε
T = ~ω − ~ω′

(8)
=⇒ T =

~γ(1− cos θ)

1 + γ(1− cos θ)

Η µέγιστη κινητική ενέργεια, Tmax, δίνεται για sin θ = 0⇒ θ = 180o και η τιµή της είναι

Tmax = ~
(

2γω

1 + 2γ

)

Πρόβληµα 8.16 ∆ύο όµοια σωµατίδια µάζας m και κινητικής ενέργειας T , συγκρούονται όπως ϕαίνεται στο
σχήµα 8.5. Ποιά είναι η σχετική τους κινητική ενέργεια, T ′. (Σχετική κινητική ενέργεια = κινητική ενέργεια του
ενός στο σύστηµα που το άλλο είναι ακίνητο).
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Λύση:

A BE E

BA E’
p’

συστηµα ΚΜ

συστηµα εργαστηριου

Σχήµα 8.5

΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα 8.5 η συνολική 4-ορµή στο σύστηµα του κέντρου µάζας, (ΚΜ), και στο σύστηµα του
εργαστηρίου είναι

pµtot =

(
2E

c
,0

)

pµ
′

tot =

(
E′ +mc2

c
,p′

)
όπουE′, p′ είναι η σχετική ενέργεια και ορµή του σωµατιδίουA ως προς το σωµατίδιοB. Επειδή (ptot)

2 = (p′tot)
2

ϐρίσκουµε (
2E

c

)2

=

(
E′ +mc2

c

)2

− p′2

και χρησιµοποιώντας τη σχέση E
′2 = p

′2c2 +m2c4 παίρνουµε

2E2 = mc2(E′ +mc2) (8.23)

Επειδή η κινητική ενέργεια είναι T = E −mc2 και T ′ = E′ −mc2 η σχέση (8) γίνεται

T ′ = 4T

(
1 +

T

2mc2

)
Για παράδειγµα δύο συγκρουόµενα ηλεκτρόνια µε κινητική ενέργεια στο σύστηµα του εργαστηρίου 1 GeV έχουν
σχετική κινητική ενέργεια 4000 GeV.

Πρόβληµα 8.17 Ποια είναι η ενέργεια κατωφλίου για την αντίδραση

γ + p→ p+ π

Λύση:

Ας υποθέσουµε ότι E είναι η ενέργεια κατωφλίου για το ϕωτόνιο ώστε να παράγει ένα πρωτόνιο και ένα πιόνιο
που είναι ακίνητα στο σύστηµα του κέντρου µάζας KM . Το συνολικό 4-διάνυσµα, pµtot, του ϕωτονίου πριν την
αλληλεπίδρασή του µε το πρωτόνιο είναι

pµtot = (E,E) + (mp, 0) = (E +mp, E)
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όπου E = ορµή για το ϕωτόνιο. Στο σύστηµα του κέντρου µάζας το συνολικό 4-διάνυσµα µετά την αλληλεπί-
δραση είναι

p
′µ
tot = (mp, 0) + (mπ, 0) = (mp +mπ, 0)

εφόσον τα παραγόµενα p και π είναι ακίνητα στο σύστηµα του κέντρου µάζας. Λόγω της αµεταβλητότητας του
4-διανύσµατος έχουµε

|pµtot|2 = |p
′µ
tot|2

⇒ (E +mp)
2 − E2 = (mp +mπ)2

⇒ E =
m2
π + 2mpmπ

2mp
= 200 MeV

Πρόβληµα 8.18 Αποδείξτε ότι η αλληλεπίδραση

e→ e+ γ

δεν είναι επιτρεπτή λόγω της διατήρησης της ενέργειας και της ορµής.

Λύση:

e-

e-

p

p´

γ

pγ

Σχήµα 8.6

Ας ϑεωρήσουµε ότι p, p′ και pγ είναι η ορµή του αρχικού ηλεκτρονίου, του σκεδαζόµενου ηλεκτρονίου και του
ϕωτονίου, αντίστοιχα όπως ϕαίνεται στο σχήµα 8.6. Από την αρχή διατήρησης της ορµής και της ενέργειας
έχουµε

p = p′ + pγ (8.24)

E = E′ + Eγ ⇒
√
p2 +m2 =

√
p′2 +m2 + pγ (8.25)

όπουEγ = pγ λόγω της µηδενικής µάζας του ϕωτονίου. E,E′ είναι η ενέργεια του αρχικού και του σκεδαζόµενου
ηλεκτρονίου, αντίστοιχα.
Οι εξισώσεις (8) και (8) γράφονται

p− p′ = E − E′

⇒ EE′ = m2 + pp′

⇒ (EE′)2 = (m2 + pp′)2

⇒ p
′2 − pp′ + p2 = 0

Παρατηρούµε ότι η διακρίνουσα της δευτεροβάθµιας εξίσωσης είναι ∆ = −3p2 < 0 άρα p
′2 − pp′ + p2 > 0 και

γι΄ αυτό το λόγο δεν υπάρχει πραγµατική λύση για την ορµή του αρχικού ηλεκτρονίου p.
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Πρόβληµα 8.19 ΄Ενα σωµατίδιο αδρανειακής µάζας m, κινείται υπό την επιρροή της δύναµης F = F (x, ẋ)
που είναι συνάρτηση της ϑέσης, x, του σωµατιδίου και της ταχύτητάς του, v = ẋ). Αποδείξτε ότι η επιτάχυνση
του σωµατιδίου, ẍ, δίνεται από τη σχέση

ẍ =
γ−1

m
[F − (ẋ · F )ẋ]

όπου γ = 1/(1 − v2/c2). Ελέγξτε τη σχέση για την περίπτωση της µη-σχετικιστικής κίνησης, (ẋ → 0), και για
την περίπτωση της υπέρ-σχετικιστικής κίνησης, (ẋ → c). Γράψτε το αποτέλεσµα για την περίπτωση που ένα
σωµατίδιο ϕορτίου q κινείται µέσα σε ένα ηλεκτρικό πεδίο E(x) και ένα µαγνητικό πεδίο B(x).

Λύση:

Στην ειδική ϑεωρία της σχετικότητας η εξίσωση κίνησης ενός σώµατος µάζας m που κινείται υπό την επίδραση
της δύναµης F δίνεται από τη σχέση

d

dt
(γẋ) = G (8.26)

όπου G = F /m που εξαρτάται από τη ϑέση και την ταχύτητα του σώµατος. Ας σηµειωθεί ότι dγ/dt = γ3(ẋ · ẍ),
άρα η σχέση (8) γράφεται

γ3(ẋ · ẍẋ) + γẍ = G (8.27)

Παίρνοντας το εσωτερικό και το εξωτερικό γινόµενο του ẋ µε τη σχέση (8) και χρησιµοποιώντας την έκφραση για
το ẋ2 από τον ορισµό του γ, καταλήγουµε στο σύστηµα εξισώσεων

γ3(ẋ · ẍ) = ẋ ·G
(8.28)

γ(ẋ× ẍ) = ẋ×G

Παίρνοντας το γινόµενο και το εξωτερικό γινόµενο ẋ µε τις σχέσεις (8), αντίστοιχα, και ϑεωρώντας ότι η ταχύτητα
του σωµατιδίου ẋ 6= c, οι σχέσεις (8) γίνονται

(ẋ · ẍ)ẋ = γ−3(ẋ ·G)ẋ

(8.29)

γ(ẋ× ẍ)× ẋ = γ−1(ẋ×G)× ẋ

Προσθέτοντας τις σχέσεις (8), ϑεωρώντας ότι ẋ 6= 0, και χρησιµοποιώντας τη σχέση (11.5) ϐρίσκουµε:

ẍ =
γ−3

ẋ2
(ẋ ·G)ẋ+

γ−1

ẋ2
(ẋ×G)× ẋ

Χρησιµοποιώντας τη σχέση (11.5), παίρνουµε

ẍ = γ−1
[
G− (ẋ ·G)ẋ

]
(8.30)

Στη µη-σχετικιστική κίνηση, (ẋ2 → 0), η σχέση (8) γίνεται ẍ = G. Στην υπέρ-σχετικιστική κίνηση, (ẋ2 → c2),
η σχέση (8) γίνεται ẍ = 0 ή ẋ = σταθερά.

Για ένα σώµα µε ϕορτίο q που κινείται σ΄ ένα ηλεκτρικό πεδίο E = E(x) και ένα µαγνητικό πεδίοB = B(x)
η δύναµη Lorentz δίνεται από τη σχέση F = q(E + v × B), όπου v = ẋ είναι η ταχύτητα του σώµατος.
Χρησιµοποιώντας τη σχέση (8) η επιτάχυνση του σώµατος είναι

ẍ =
q

mγ

[
E − (ẋ ·E)ẋ+ ẋ×B

]
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Πρόβληµα 8.20 Βρείτε τις εξισώσεις του Lorentz για το µετασχηµατισµό µεταξύ δύο συστηµάτων αναφοράς
(S και S′) µε παράλληλους άξονες που κινούνται το ένα ως προς το άλλο µε σχετική ταχύτητα v σε τυχαία
διεύθυνση.
(α) Να αποδείξετε ότι

x′ = x+ (γ − 1)
1

v2
v(v · x)− γvt

t′ = γ(t− 1

c2
v · x)

όπου γ = 1/
√

1− (v/c)2, και c η ταχύτητα του ϕωτός.
(ϐ) Τρία σηµεία, a, b, c, είναι σταθερά στο σύστηµα αναφοράς S και η γραµµή ab είναι κάθετη στη γραµµή ac.
Βρείτε τη συνθήκη ώστε γραµµές όπως οι ab και ac να είναι κάθετες στο σύστηµα S′.

Λύση:

(α)

Σύµφωνα µε τους µετασχηµατισµούς του Lorentz, η συνιστώσα ενός διανύσµατος που είναι κάθετη στην κα-
τεύθυνση της κίνησης παραµένει αµετάβλητη ενώ η συνιστώσα που είναι παράλληλη µε την κατεύθυνση της
κίνησης δεν είναι. ΄Εστω το διάνυσµα x. Αυτό µπορεί να αναλυθεί σε δύο συνιστώσες, µία κάθετη, xt), και µία
παράλληλη στην κίνηση, (xl). ∆ηλαδή x = xl + xt. Το ίδιο µπορεί να γίνει για ένα διάνυσµα x′ στο σύστηµα
S′, άρα x′ = x′

l + x′
t. Ο µετασχηµατισµός του Lorentz είναι

x′
t = xt (8.31)

x′
l = γ(xl − vt) (8.32)

και

t′ = γ(t− 1

c2
v · xl) (8.33)

Παρατηρούµε ότι xt = x−xl και xl = (x · v/v)v/v = (x · v)v/v2. Χρησιµοποιώντας τις σχέσεις (8), (8) και (8)
ϐρίσκουµε

x′ = x+ (γ − 1)
1

v2
v(v · x)− γvt (8.34)

t′ = γ

(
t− 1

c2
v · x

)
(8.35)

(ϐ) Παρατηρούµε ότι

(x′
b − x′

a) · (x′
c − x′

a) =
2(γ − 1)

v2
v · (xb − xa)v · (xc − xa) (8.36)

όπου χρησιµοποιήσαµε τη σχέση (xb − xa) · (xc − xa) = 0 επειδή οι γραµµές ab και ac είναι κάθετες στο
σύστηµα S. Επιπλέον, xa, xb, και xc είναι τα διανύσµατα ϑέσης των σηµείων a, b και c στο σύστηµα S. Επίσης,
x′
a, x′

b, και x
′
c είναι τα διανύσµατα ϑέσης των σηµείων a, b και c στο σύστηµα S′. Για να είναι οι γραµµές ab και

ac κάθετες στο σύστηµα S′ πρέπει να ισχύει

v · (xb − xa) = 0

ή
v · (xc − xa) = 0

όπως είναι εµφανές από τη σχέση (8).
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Πρόβληµα 8.21 Χρησιµοποιείστε το αποτέλεσµα του προβλήµατος (8.20) και ϐρείτε το µετασχηµατισµό των
ταχυτήτων u, και u′ ενός σώµατος στο σύστηµα S και S′, όπου

u =
dx

dt

u′ =
dx′

dt′

Λύση:

Παρατηρούµε ότι u′ = dx′/dt′ = (dx′/dt)(dt/dt′). Χρησιµοποιώντας τη σχέση (8) ϐρίσκουµε

dx′

dt
= u+ (γ − 1)

1

v2
v(v · u)− γv (8.37)

όπου γ = 1
√

1− (v/c)2 και v η ταχύτητα που το σύστηµα S′ κινείται σε σχέση µε το S. Επίσης χρησιµοποιώντας
τη σχέση (8) έχουµε

dt′

dt
= γ

(
1− 1

c2
v · u

)
(8.38)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (8) και (8) παίρνουµε το µετασχηµατισµό της ταχύτητας

u′ =
u+ (γ − 1)v(v · u)/v2 − γv

γ(1− v · u/c2)

Πρόβληµα 8.22 Είναι γνωστό ότι τα σωµατίδια των κοσµικών ακτίνων έχουν ενέργειες έως 1019 eV και ίσως
µεγαλύτερες.
(α) Πόση είναι η ϕαινόµενη µάζα ενός τέτοιου σωµατιδίου (προσεγγιστικά);
(ϐ) Πόση είναι η ορµή του (προσεγγιστικά);

Λύση:

(α)

Από τη σχέση της ενέργειας έχουµε

E = Mc2 = 1019 eV = 1019 · 1, 610−12 ergs = 1, 6107 ergs

M =
E

c2
=

1, 6107

91020
= 1, 810−14 gr

(ϐ) Για την ορµή έχουµε

p = Mc =
E

c
= 1, 8 · 10−14 · 3 · 1010 = 5, 410−4 gr cm/s

Πρόβληµα 8.23 ΄Ενα ηλεκτρόνιο έχει β = 0, 99. Ποια είναι η κινητική του ενέργεια ;

Λύση:

Η κινητική ενέργεια δίνεται από τη σχέση

K.E. = mγc2 −mc2

όπου m είναι η µάζα ηρεµίας του σωµατιδίου. ΄Αρα έχουµε

K.E. = mc2

(
1√

1− 0, 992
− 1

)
= 6, 07 mc2 = 6, 07 0, 511 = 3, 1 MeV
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Πρόβληµα 8.24 Ας ϑεωρήσουµε µια ακτίνα γ µε ενέργεια Ε , που κατευθύνεται προς ένα πρωτόνιο ακίνητο
στο σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου.
(α) Πόση είναι η ορµή της ακτίνας γ στο σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου ;
(ϐ) Να δείξετε ότι η ταχύτητα V του κέντρου µάζας πρωτονίου και ακτίνας γ στο σύστηµα αναφοράς του εργα-
στηρίου, δίνεται από τη σχέση

V

c
=

Eγ
Eγ +Mpc2

όπου Mp η µάζα ηρεµίας του πρωτονίου.
(γ) Πόση είναι η ενέργεια της ακτίνας γ και η ενέργεια του πρωτονίου στο σύστηµα αναφοράς του κέντρου µάζας
των ;

Λύση:

(α)

Η ορµή δίνεται από τη σχέση

p =
Eγ
c

(ϐ) και (γ)

Για να ϐρούµε την ταχύτητα V του κέντρου µάζας πρέπει να ϐρούµε το β ενός συστήµατος συντεταγµένων στο
οποίο η ορµή του πρωτονίου και του ϕωτονίου είναι ίσες και αντίθετες. ΄Εστω ότι το β = V/c. Το πρωτόνιο ϑα
κινείται µε ταχύτητα V και η ενέργεια του ϕωτονίου ϑα µετατοπιστεί λόγω του ϕαινοµένου Doppler.

E′γ = Eγ

√
1− β
1 + β

και p′γ =
E′γ
c

(8.39)

΄Αρα από τη διατήρηση της ορµής έχουµε

Mpβc√
1− β2

=
Mpβc√

(1− β)(1 + β)
=
E′γ
c

=
E′γ
c

√
1− β
1 + β

⇒Mpβc =
Eγ
c

(1− β)

⇒ β(Mpc
2 + Eγ) = Eγ

⇒ β =
V

c
=

Eγ
(Mpc2 + Eγ)

(8.40)

Αντικαθιστώντας την (8) στην (8)

E′γ = Eγ

√
1− Eγ/(Mpc2 + Eγ)

1 + Eγ/(Mpc2 + Eγ)
= Eγ

√
Mpc2

2Eγ +Mpc2

Παρατηρούµε ότι E′γ < Eγ όπως αναµενόταν. Για την ενέργεια του πρωτονίου έχουµε

E′p =
Mpc

2√
1− β2

=
Mpc

2√
1− E2

γ/(Mpc2 + Eγ)2
=

Mpc
2(Eγ +Mpc

2)√
2EγMpc2 +M2

p c
4

⇒ E′p =
Eγ +Mpc

2√
2Eγ/Mpc2 + 1
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Πρόβληµα 8.25 ΄Εστω ότι η ολική ορµή και η ολική ενέργεια ενός συστήµατος δύο σωµατιδίων είναι p = p1 +p2

και E = E1 + E2 αντίστοιχα. Να δείξετε ότι ο µετασχηµατισµός του Lorentz για τα µεγέθη p και E είναι
συµβιβαστός µε το γεγονός ότι η ποσότητα E2 − p2c2 παραµένει αναλλοίωτη.

Λύση:

Ο µετασχηµατισµός της ορµής και της ενέργειας δίνεται από τις σχέσεις

p′x = γ

(
px −

βE

c

)
p′y = py

p′z = pz

E′ = γ(E − pxcβ)

Επίσης ισχύει p2 = p2
x + p2

y + p2
z.

Τότε έχουµε

E′2 − p′2c2 = γ2(E − pxcβ)2 − p2
yc

2 − p2
zc

2 − c2γ2

(
px −

βE

c

)2

⇒ E′2 − p′2c2 = γ2[E2 − 2Epxcβ + p2
xc

2β2 − p2
xc

2 + 2pxβEc− β2E2]− p2
yc

2 − p2
zc

2

Χρησιµοποιούµε τη σχέση γ2 = 1/(1− β2) και αντικαθιστώντας ϐρίσκουµε

⇒ E′2 − p′2c2 =
1

1− β2
[E2(1− β2)− p2

xc
2(1− β2)]− p2

yc
2 − p2

zc
2

⇒ E′2 − p′2c2 = E2 − p2c2

Πρόβληµα 8.26 ∆ύο πρωτόνια κινούνται προς αντίθετες κατευθύνσεις, ξεκινώντας από ένα κοινό σηµείο, µε
ταχύτητες των οποίων το µέτρο είναι β = 0.5.
(α) Υπολογίστε την ενέργεια και την ορµή ενός από τα πρωτόνια ως προς το κοινό σηµείο.
(ϐ) Εφαρµόζοντας το µετασχηµατισµό του Lorentz, να υπολογίσετε την ενέργεια και την ορµή ενός από τα
πρωτόνια ως προς το σύστηµα ηρεµίας του άλλου πρωτονίου. (Υπόδειξη : Σε προβλήµατα αυτού του είδους, είναι

συνήθως σκόπιµο να εκφράζουµε την ενέργεια ως πολλαπλάσιο της ενέργειας κάποιας µάζας ηρεµίας).

Λύση:

(α) Η ενέργεια του κάθε πρωτονίου είναι

E = Mpγc
2 =

Mpc
2√

1− β2
=

2√
3
Mpc

2 = 1, 083 GeV

Στην παραπάνω σχέση χρησιµοποιήσαµε ότι η µάζα του πρωτονίου είναιMpc
2 = 0, 938 GeV. Η κινητική ενέργεια

του κάθε πρωτονίου είναι
K.E. = E −Mpc

2 = 1, 083− 0, 938 = 0, 145 GeV

και η ορµή του

p = Mpβγc =
Mpβc√
1− β2

=
2√
3
Mpβc = 0, 542 GeV/c

(ϐ) Τώρα ϑα µεταφερθούµε σε ένα σύστηµα συντεταγµένων που κινείται µε β = 0.5. Σ΄ αυτό το σύστηµα το ένα
από τα πρωτόνια είναι ακίνητο. ΄Αρα έχουµε

p′x = γ

(
px +

βE

c

)
=

2√
3

(
Mpc√

3
+

0, 5 · 2 ·Mpc√
3

)
=

4Mpc

3
= 1, 251 GeV/c
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E′ = γ(E + βpxc) =
2√
3

2√
3
Mpc

2 +
0, 5Mpc

2

√
3

=
5

3
Mpc

2 = 1, 563 GeV

Παρατηρήστε ότι

E′2 − p′2c2 =
25

9
M2
p c

4 − 16

9
M2
p c

4 = M2
p c

4

και
E2 − p2c2 =

4

3
M2
p c

4 − 1

3
M2
p c

4 = M2
p c

4

όπως περιµέναµε από τον ορισµό της αµετάβλητης µάζας.

Πρόβληµα 8.27 Μια µεγάλη συσκευή laser µπορεί να παραγάγει ένα παλµό ϕωτός που έχει ενέργεια 2000 J .
(α) Να δείξετε ότι η ορµή του παλµού αυτού είναι της τάξης του 10−5 kg· m/s.
(ϐ) Να εξετάσετε πώς ϑα µπορούσε να ανιχνευτεί αυτή η ορµή. Η διάρκεια ενός παλµού µπορεί να είναι 1ms
(10−3s).

Λύση:

(α)

Η ορµή του ϕωτονίου δίνεται από τη σχέση

p =
E

c
=

2 · 103

3 · 108
=

2

3
10−5 kg m/s

(ϐ)

Αυτή η ορµή ϑα µπορούσε να ανιχνευθεί µε ένα Ϲυγό στρέψης όπως αυτός που ϕαίνεται στο σχήµα. Αντί να
µετρήσουµε τη δύναµη ϑα µετρήσουµε την ώθηση

´
Fdt. Η δέσµη του laser ϑα ανακλασθεί από τον καθρέφτη

και για ένα µικρό χρονικό διάνυσµα (∼ 10−3 s) ϑα ασκήσει δύναµη πάνω στον καθρέφτη.Αυτή η δύναµη
προκαλεί την κίνηση του καθρέφτη µε κάποια ορµή η οποία µε τη σειρά της έχει στροφορµή ως προς το νήµα
χαλαζία που αποτελεί τον άξονα στροφής. Τότε έχουµε γωνιακή κίνηση και γωνιακές ταλαντώσεις που µπορούµε
να τις ανιχνεύσουµε έχοντας ένα άλλο καθρέφτη πάνω στο νήµα του χαλαζία.

� �
� �

�
�

� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �

� � � � � � � � � �
� � � � � � � � � �

Αν I είναι η ϱοπή αδρανείας του συστήµατος καθρέφτης-ϐάρος και θ είναι η γωνία που στρέφεται το σύστηµα
ισχύει

I
d2θ

dt2
= −κθ

όπου κ είναι µία σταθερά που είναι χαρακτηριστική του νήµατος. Η λύση της εξίσωσης είναι

θ = θ0 sin

(√
κ

I
+ φ

)
και ϑεωρώντας θ = 0 για t = 0⇒ φ = 0, άρα

I

√
κ

I
θ0 =

ˆ
Ndt = R

ˆ
Fdt
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όπου R είναι η απόσταση του σηµείου πάνω στο οποίο κτυπά το laser και του άξονα περιστροφής. Αλλά
´
Fdt =

τη µεταβολή της ορµής του παλµού του laser = 2p ≈ 2gr cm/s. (Εδώ υποθέτουµε ότι σε 1 ms η απόκλιση είναι
πολύ µικρή. 10−3 � 2π/(

√
κ/I). ΄Αρα έχουµε

I

√
κ

I
θ0 ≈ R2p

⇒ θ0 ≈
2pR√
κI

Η ϱοπή αδρανείας είναι I = 2MR2, όπου M η µάζα του καθρέφτη.

⇒ θ0 ≈
2p√
κ2M

≈
√

2p√
κM

Αν για παράδειγµα M = 100 gr και κ = 100 dyn cm/rad τότε

θ0 ≈
1, 4√
104

= 0, 014 rad ≈ 0, 8o

Μία γωνία της τάξεως της µίας µοίρας είναι εύκολο να µετρηθεί.

Πρόβληµα 8.28 Η εσωτερική ενέργεια ενός σώµατος µάζας M0 αυξάνεται µε την ϑερµοκρασία ως εξής

E = E0 + aT , a = ϑετική σταθερά

∆ώστε έναν τύπο για τη µάζα αδράνειας του σώµατος όταν κινείται µε χαµηλές ταχύτητες ως συνάρτηση της
ϑερµοκρασίας.

Λύση:

Καθώς αυξάνει η ϑερµοκρασία του σώµατος αυξάνει και η ενέργειά του. Λόγω της ισοδυναµίας µάζας ενέργειας
έχουµε

M =
E

c2
=
E0 + αT

c2
= M0 +

αT

c2

Πρόβληµα 8.29 Σχετικιστικό ϕορτισµένο σωµατίδιο µάζας ηρεµίας m και ϕορτίου q, κινείται σε οµογενές
στατικό µαγνητικό πεδίο B. Βρείτε την ταχύτητα v(t) και τη ϑέση x(t) του σωµατιδίου αυτού, υποθέτοντας ότι
οι αρχικές συνθήκες είναι v(0) = v0 και x(0) = x0 τη στιγµή t = 0.

Λύση:

Θεωρώντας ότι για την ταχύτητα του ϕωτός ισχύει c = 1, η εξίσωση ενός σχετικιστικού σωµατιδίου µε µάζα m
και ϕορτίο q σε οµογενές µαγνητικό πεδίο B δίνεται από

dp

dt
= qv ×B (8.1)

όπου v, p είναι η διανυσµατική ταχύτητα και ορµή αντίστοιχα, που σχετίζονται µέσω της εξίσωσης

p = mγv = p = Ev (8.2)

όπου E =
√
p2 +m2 είναι η ολική ενέργεια του σωµατιδίου και γ = 1/

√
1− v2 ο παράγοντας Lorentz. Χρησι-

µοποιώντας τις εξισώσεις (8) και (8) προκύπτει ότι

p · dp

dt
=

dp2

dt
= 0

ή η ορµή p είναι διατηρούµενη ποσότητα.
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Χρησιµοποιώντας την προηγούµενη παρατήρηση, η εξίσωση της κίνησης (8) µετατρέπεται σε

dv

dt
= v × ω = −ω × v (8.3)

όπου ω = (q/E)B είναι η συχνότητα Larmor. Παρατηρήστε ότι η παραπάνω εξίσωση (8) µπορεί να γραφεί ως

dv

dt
= −L̂v (8.4)

όπου L̂ είναι ένας σταθερός τελεστής που δίνεται από την προηγούµενη εξίσωση. Είναι ϕανερό ότι ο τελεστής
αυτός είναι γραµµικός. ∆ηλαδή, L̂(a1v1 + a2v2) = a1v̂1 + a2v̂2.
Η λύση της εξίσωσης (8) υπό τη δεδοµένη αρχική συνθήκη δίνεται από

v(t) = e−tL̂v0

Αν αναπτύξετε την εκθετική συνάρτηση σε σειρά Taylor µπορείτε να παρατηρήσετε ότι

v(t) =

∞∑
n=0

(−t)n

n!
L̂nv0 (8.5)

Ας υπολογίσουµε τους όρους L̂nv0: L̂0v0 = v0, L̂1v0 = ω × v0, L̂2v0 = ω × (ω × v0) = (ω · v0)ω − ω2v0,
L̂3v0 = −ω2ω × v0.
Υπολογίζοντας τις ανώτερες δυνάµεις του L̂ µπορείτε να παρατηρήσετε ότι οι άρτιες δυνάµεις του L̂ µπορούν να
γραφούν ως

L̂2k+1v0 = (−ω2)kω × v0

ενώ οι περιττές δυνάµεις γράφοντας ως

L̂2kv0 = (−ω2)k−1ω × (ω × v0)

Εποµένως η ταχύτητα, v(t), από την εξίσωση (8) µπορεί να γραφεί ως:

v(t) = v0 +
∑
even

(−t)2k

(2k)!
L̂2kv0 +

∑
odd

(−t)2k+1

(2k + 1)!
L̂2k+1v0

ή

v(t) = v0 +
∞∑
k=0

(−t)2k(−ω2)k−1

(2k)!
ω × (ω × v0) +

∞∑
k=0

(−t)2k+1(−ω2)k

(2k + 1)!
(ω × v0)

ή

v(t) = v0 −
1

ω2

∞∑
k=0

(−1)k(ωt)2k

(2k)!
ω × (ω × v0)− 1

ω

∞∑
k=0

(−1)k(ωt)2k+1

(2k + 1)!
(ω × v0)

Παρατηρήστε ότι το πρώτο και δεύτερο άθροισµα στην προηγούµενη έκφραση είναι cos(ωt) − 1 και sin(ωt)
αντίστοιχα. Τελικά η ταχύτητα µπορεί να εκφραστεί ως

v(t) = v0 −
1

ω2

[
ω × (ω × v0)

]
(cos(ωt)− 1)− 1

ω
(ω × v0) sin(ωt) (8.6)

Για να ϐρούµε τη ϑέση του σωµατιδίου, x(t), ολοκληρώνουµε την εξίσωση (8) ως προς το χρόνο, που οδηγεί στη
σχέση

x(t) = x0 + v0t−
1

ω3

[
ω × (ω × v0)

]
(sin(ωt)− ωt) +

1

ω2
(ω × v0)

[
cos(ωt)− 1

]
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Πρόβληµα 8.30 Σχετικιστικό σωµατίδιο µάζας ηρεµίας m , κινείται υπό την επίδραση δύναµης F .
(α) Να αποδείξετε ότι το έργο dW το οποίο παράγεται από τη δύναµη F που δρα σε διαδροµή dx µπορεί να
εκφραστεί ως

dW = d(mγ)

όπου η σχετικιστική ενέργεια είναι E = mγ. Θεωρήστε για την ταχύτητα του ϕωτός ότι c = 1.
(ϐ) Επιπλέον, να αποδείξετε ότι

dW = d

(
mv2γ2

γ + 1

)
(8.7)

που µας δίνει µια έκφραση για τη σχετικιστική κινητική ενέργεια T = mv2γ2/(γ + 1).

Λύση:

(α) Το έργο που παράγεται από τη δύναµη F σε ένα σχετικιστικό σωµατίδιο µε µάζα ηρεµίας m δίνεται από

dW = F · x =
dp

dt
· dx = v · dp = v · d(mγv) (8.8)

όπου v, p = mγv είναι η σχετικιστική διανυσµατική ταχύτητα και ορµή του σωµατιδίου αντίστοιχα. Ακόµα,
έγινε χρήση του δεύτερου νόµου του Newton (F = dp/dt) και του ορισµού της διανυσµατικής ταχύτητας
(v = dx/dt).
∆ιαφορίζοντας τον παράγοντα Lorentz γ = 1/

√
1− v2, αφού τον εκφράσουµε ως γ2 − (γv)2 = 1, παίρνουµε

2γdγ = 2γv · d(γv) (8.9)

Πολλαπλασιάζοντας την παραπάνω εξίσωση (8) µε το m/2γ προκύπτει

v · d(mγv) = v · dp = d(mγ) (8.10)

Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (8) και (8) παίρνουµε

dW = d(mγ)

(ϐ) Ο παράγοντας Lorentz γ µπορεί να γραφεί ως γ2 − 1 = v2γ2 ή

γ = 1 + v2
2γ2

γ + 1

και η σχετικιστική ενέργεια του σωµατιδίου είναι

E = mγ = m+
mv2γ2

γ + 1
(8.11)

∆ιαφορίζοντας την εξίσωση (8) παίρνουµε την έκφραση της εξίσωσης (8.30). ∆ηλαδή

dW = d(mγ) = d

(
mv2γ2

γ + 1

)
= d

(
p2

m(γ + 1)

)

Σηµειώστε ότι στην περίπτωση χαµηλής ενέργειας όπου, γ → 1 v → 0, η παραπάνω έκφραση γράφεται ως

dW = d(mγ) = d

(
mv2

2

)
= d

(
p2

2m

)

που είναι σύµφωνη µε το µη-σχετικιστικό όριο.
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Πρόβληµα 8.31 Θεωρήστε τρία γεγονότα (E1 E2, E3), στο χώρο Minkowski (t,x) όπου t1 ≤ t2 ≤ t3 τα οποία
ορίζονται από τις συντεταγµένες (t1,x1), (t2,x2), (t3,x3). Υποθέστε ότι η απόσταση ανάµεσα τους είναι µια
χρονική απόσταση. ∆ηλαδή, S2

12 ≥ 0, S2
13 ≥ 0, S2

23 ≥ 0, όπου S2
ij είναι η απόσταση στο χώρο Minkowski

Sij = (ti − tj)2 − (xi − xj)2 (8.12)

∀ i, j = 1, 2, 3.
Να αποδείξετε την ακόλουθη τριγωνική ανισότητα

S12 ≥ S13 + S23

Σηµειώστε ότι η ευθεία γραµµή δεν είναι η µικρότερη απόσταση µεταξύ δύο σηµείων στο χώρο Minkowski,
αντίθετα µε τον Ευκλείδειο χώρο.

Λύση:

Η απόσταση µεταξύ των E1 και E2 δίνεται από την εξίσωση (8.31)

S12 = (t1 − t2)2 − (x1 − x2)2 = [(t1 − t3)− (t2 − t3)]2 − [(x1 − x3)− (x2 − x3)]2 (8.13)

Η παραπάνω εξίσωση (8) µπορεί να γραφτεί ως

S12 = S13 + S23 + 2[(t3 − t1)(t2 − t3)−X1 ·X2] =

(S13 + S23)2 + 2[(t3 − t1)(t2 − t3)−X1 ·X2 − S13S23],

όπου X1 = x3 − x1, και X2 = x2 − x3. Σηµειώστε ότι

[(t3 − t1)(t2 − t3)−X1 ·X2] ≥ [(t3 − t1)(t2 − t3)−X1X2] ≥√
[(t3t1)2 −X2

1 )][(t2 − t3)2 −X2
2 ] = S13S23,

(8.14)

εφόσον X1 ·X2 ≤ X1X2, X1 ≤ (t3 − t1), X2 ≤ (t2 − t3) και

X2
1 (t2 − t3)2 +X2

2 (t3 − t1)2 ≥ 2(t2 − t3)(t3 − t1)X1X2 ≥ 0

Συνδυάζοντας την εξίσωση (8) µε την (8) παίρνουµε

S2
12 ≥ (S13 + S23)2

ή S12 ≥ S13 + S23.

Πρόβληµα 8.32 Σωµατίδιο µάζας M και ορµής p διασπάται κατά τη διαδροµή του σε δύο σωµατίδια µε µάζες
m1 και m2 και ορµές p1 και p2 αντίστοιχα (διάσπαση δύο σωµάτων M → m1m2). Ας αναλύσουµε την ορµή
p1 σε δύο συνιστώσες, p1l (διαµήκης στην ορµή p) και p1t (εγκάρσια στην p). Το ίδιο µπορεί να γίνει για το
σωµατίδιο µε ορµή p2. Εύκολα ϕαίνεται από το σχήµα 8.7, p1 = p1l + p1t και p2 = p2l + p2t. Τώρα µπορούµε
να προσδιορίσουµε δύο παραµέτρους α και pt που µπορούν να περιγράψουν την παραπάνω διάσπαση, δηλαδή

α =
p1l − p2l

p
(8.15)

και pt = p1t, όπου p1l = |p1l|, p2l = |p2l|, p = |p| και p1t = |p1t|.
(α) Να αποδείξετε ότι pt = p2t όπου p2t = |p2t|.
(ϐ) Βρείτε µια σχέση pt = F (M,m1,m2, α, p) που να περιγράφει την παραπάνω διάσπαση του σωµατιδίου µε
µάζα M .
Σχεδιάστε την παραπάνω σχέση για τις ακόλουθες διασπάσεις: Λ→ pπ− (MΛ = 1.115 GeV/c2), Λ̄→ p̄π+ (MΛ̄

= 1.115 GeV/c2), K0 → π+π− (MK0 = 0.498 GeV/c2), Ξ0 → Λγ, Ξ0 → pπ−, και Ξ0 → Λπ0, (MΞ = 1.315
GeV/c2), µε προσπίπτουσα ορµή p = 100 GeV/c.
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M

P

εγκάρσιο (t)

p2t

m2

m1

p1

p2

p1t p1l

p2l
δια

µήκες
 (l
)

Σχήµα 8.7: ∆ιανυσµατικός προσδιορισµός διαφόρων ποσοτήτων της διάσπασης δύο σωµάτων M → m1m2.

Λύση:

(α) Από το σχήµα 8.7 p1t = |p1 × p|/p και p2t = |p2 × p|/p. Επίσης p1 × p = p1 × (p1 + p2) = p1 × p2 και
p2 × p = p2 × (p1 + p2) = p2 × p1 = −p1 × p2, εποµένως

pt = p1t = p2t (8.16)

(ϐ) Χρησιµοποιώντας την εξίσωση (8), p = p1 + p2 = p1l + p2l, και p = p1l + p2l. Επιπλέον χρησιµοποιώντας
την εξίσωση (8.32) και την παραπάνω έκφραση του p, µπορούν να εξαχθούν νέες σχέσεις για τα p1l και p2l

p1l =
1 + α

2
p

p2l =
1− α

2
p

ή

p2
1 = p2

1l + p2
1t =

(1 + α)2

4
p2 + p2

t (8.17)

p2
2 = p2

2l + p2
2t =

(1− α)2

4
p2 + p2

t (8.18)

όπου έχει χρησιµοποιηθεί η εξίσωση (8). Επιπλέον σηµειώστε ότι

p1 · p2 = (p1l + p1t) · (p2l + p2t) = p1lp2l − p2
t =

(
1− α2

4

)
p2 − p2

t (8.19)

εφόσον p2t = −p1t.
Το 4-διάνυσµα που περιγράφει τα σωµατίδια µε ορµές p1 και p2 είναι : pµ1 = (E1,p1) και pµ2 = (E2,p2), όπου
E1 =

√
p2

1 +m2
1 και E2 =

√
p2

2 +m2
2. Μια διατηρηµένη ποσότητα για το σύστηµα της διάσπασης στα δύο

σωµατίδια : |pµ|2 = (E1 + E2)2 − (p1 + p2)2, µε pµ = pµ1 + pµ2 . Αυτή η διατηρηµένη ποσότητα είναι ίση µε τη
µάζα, M , του διασπασµένου προσπίπτοντος σωµατιδίου, εποµένως

M2 = (E1 + E2)2 − (p1 + p2)2

ή

M2 = m2
1 +m2

2 + 2
√
p2

1 +m2
1

√
p2

2 +m2
2 − 2p1 · p2 (8.20)
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Τετραγωνίζοντας την εξίσωση (8) και χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις (8),µε τις (8), (8), παίρνουµε την έκφραση
για το pt που ακολουθεί

p2
t =

δ2 − (1− α2)2p4/16− p2[m2
2(1 + α)2 +m2

1(1− α)2]/4−m2
1m

2
2

m2
1 +m2

2 + p2(1 + α2)/2 + 2δ
=
N

D
(8.21)

όπου δ = (M2 −m2
1 −m2

2)/2 + (1 − α2)p2/4 και N, D είναι ο αριθµητής και παρονοµαστής της παραπάνω
έκφρασης του pt . Ο παρονοµαστής,D, της εξίσωσης (8) µπορεί να γραφτεί αφού χρησιµοποιηθεί η προηγούµενη
έκφραση για το δ,

D = p2 +M2

Ο αριθµητής, N , γράφεται ως

N =
(M2 −m2

1 −m2
2)2

4
+
p2

4
(1− α2)M2 − p2

2
[m2

1(1− α) +m2
2(1 + α)]−m2

1m
2
2

εφόσον µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε το γεγονός ότι

δ2 − (1− α2)2

16
p4 =(

δ − 1− α2

4
p2

)(
δ +

1− α2

4
p2

)
=(

M2 −m2
1 −m2

2

2

)(
M2 −m2

1 −m2
2

2
+

1− α2

2
p2

)
.

Τελικά, η εξίσωση (8) ανάγεται στην

pt =

√
(M2 −m2

1 −m2
2)2/4 + p2(1− α2)M2/4− p2[m2

1(1− α) +m2
2(1 + α)]/2−m2

1m
2
2

p2 +M2
(8.22)

Σηµειώστε ότι για µεγάλη ορµή p >> M , το pt είναι ανεξάρτητο της ορµής, p, του προσπίπτοντος σωµατιδίου
µε µάζα M

pt =
√

(1− α2)M2/4− [m2
1(1− α) +m2

2(1 + α)]/2

Στο σχήµα 8.8 η σχέση από την εξίσωση (8) σχεδιάζεται για Λ → pπ−, Λ̄ → p̄π+, K0 → π+π− Ξ0 → Λγ,
Ξ0 → pπ−, και Ξ0 → Λπ0.

Πρόβληµα 8.33 Θεωρήστε ένα κινούµενο σχετικιστικό πηγάδι δυναµικού, ένα κύµα ύψους φ, κινούµενο µε
ταχύτητα v0 ≤ c, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 8.9. Θεωρήστε µονάδες όπου η ταχύτητα του ϕωτός c = 1. Βρείτε
την απολαβή κινητικής ενέργειας, ∆K, ενός σωµατιδίου µάζαςm που ξεκινά αρχικά στην κορυφή του πηγαδιού
µε ταχύτητα v0 και πέφτει στον πάτο του.

Λύση:

Θεωρήστε την κατάσταση πρώτα σε ένα πλαίσιο αναφοράς που κινείται µε ταχύτητα v0 µε το πηγάδι. Σ’ αυτό το
πλαίσιο, το σωµατίδιο ξεκινάει από την ηρεµία στην κορυφή λόφου στατικού δυναµικού. Εποµένως στην αρχή
του λόγου η ενέργεια W ′f είναι

W ′f = m+ φ′

όπου φ′ είναι το ύψος του δυναµικού στο πλαίσιο αναφοράς που κινείται µε ταχύτητα v0 µε το πηγάδι. Το
δυναµικό φ′ αυξάνεται στο κινούµενο πλαίσιο κατά ένα παράγοντα γ0 = 1/

√
1− v2

0, όπως ϕαίνεται από το
µετασχηµατισµό των πεδίων. Εποµένως, φ′ = γ0φ. Επιπλέον, η ορµή p′f , στο κινούµενο σύστηµα είναι

p′f =
√
W
′2
f −m2
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Σχήµα 8.8: pt συναρτήσει του α = (p1l − p2l)/p για διάφορες διασπάσεις σε δύο σωµατίδια, µεσονίων και σωµατιδίων Υ.
Αυτός είναι ένας άλλος τρόπος για να αναπαραστήσουµε ένα σωµατίδιο µε µάζα M , που διασπάται σε δύο σωµατίδια.

m
υ0

φ

Σχήµα 8.9: Σωµατίδιο µάζας m που κινείται προς τα κάτω σε ένα πηγάδι δυναµικού που κινείται µε ταχύτητα v0.

διότι W ′f =
√
p
′2
f +m2.

Από το πλαίσιο του εργαστηρίου η νέα ενέργεια µέσα από το µετασχηµατισµό Lorentz της ενέργειας-ορµής ϑα
είναι

Wf = γ0(W ′f + v0p
′
f ) (8.23)

Η αλλαγή στην κινητική ενέργεια είναι
∆K = Wf −W0 (8.24)

όπου W0mγ0 είναι η αρχική ενέργεια του σωµατιδίου. Αφού αντικαταστήσουµε την εξίσωση (8) στην εξίσωση (8)
παίρνουµε

∆K = mγ0

 φ
m

+ v0

√(
1 +

φ′

m

)2


όπου φ′ = γ0φ. Στην περίπτωση όπου γ � 1 παίρνουµε

∆K = 2γ0φ
′ = 2γ2

0φ

που είναι ∆K � φ.

Πρόβληµα 8.34 Φορτισµένο σχετικιστικό σωµατίδιο µάζας m και ϕορτίου q κινείται µέσα σε στατικό ηλεκτρικό
πεδίο E = Eŷ. Τη στιγµή t = 0 το σωµατίδιο είναι στο κέντρο του συστήµατος συντεταγµένων µε ταχύτητα
v = v0ŷ. Να αποδείξετε ότι το σωµατίδιο κινείται στο επίπεδο xy, όπου η εξίσωση κίνησης δίνεται από την
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ακόλουθη σχέση

x =
mγ0

qE

[
cosh

(
qEy

mγ0v0

)
− 1

]
όπου γ0 = 1/

√
1− v2

0. Θεωρήστε ότι για την ταχύτητα του ϕωτός, c = 1.

Λύση:

Η εξίσωση κίνησης για ένα σωµατίδιο µε ορµή p δίνεται από

dp

dt
= qE

ή αναλύοντας σε τρεις Καρτεσιανές συντεταγµένες έχουµε: dpx/dt = qE, dpy/dt = 0, και dpz = 0. Αφού
ολοκληρώσουµε τις παραπάνω εξισώσεις έχουµε

px = qEt (8.25)

py = mv0γ0 (8.26)

pz = 0 (8.27)

Η ενέργεια του σωµατιδίου είναι W = mγ =
√
p2 +m2 και η ορµή p = mγv, όπου v είναι η ταχύτητα

του σωµατιδίου. Εποµένως, v = p/W , όπου W =
√

(qEt)2 +m2γ2
0v

2
0 +m2. Ας ϑέσουµε E2

0 = m2γ2
0v

2
0 +

m2. Σηµειώστε επίσης ότι E0 = mγ0 που είναι η αρχική ενέργεια του σωµατιδίου. Χρησιµοποιώντας τις
εξισώσεις (8), (8) και (8) οι αντίστοιχες τρεις συνιστώσες της ταχύτητας είναι

vx =
dx

dt
=

qEt√
(qEt)2 + E2

0

(8.28)

vy =
dy

dt
=

mγ0v0√
(qEt)2 + E2

0

(8.29)

vz =
dz

dt
= 0 (8.30)

Από την εξίσωση (8), vz = 0, εποµένως το σωµατίδιο κινείται στο επίπεδο xy. Ολοκληρώνοντας τις εξισώσεις (8)
και (8) παίρνουµε

x =
E0

qE

√1 +

(
qEt

E0

)2

− 1

 (8.31)

και

y =
mγ0v0

qE
sinh−1

(
qEt

E0

)
(8.32)

Απαλείφοντας τη µεταβλητή του χρόνου t από τις εξισώσεις (8) και (8) έχουµε

x =
mγ0

qE

[
cosh

(
qEy

mγ0v0

)
− 1

]

Πρόβληµα 8.35 Να εξάγετε τις εξισώσεις ταχύτητας Lorentz του µετασχηµατισµού µεταξύ δύο συστηµάτων
συντεταγµένων (S και S′) µε παράλληλους άξονες που κινούνται οµοιόµορφα σχετικά ο ένας µε τον άλλο µε
ταχύτητα v κατά µήκος των αξόνων x και x′. Να αναλύσετε την περίπτωση στην οποία v � c. Επιπρόσθετα
ϑεωρήστε ένα ϕωτόνιο που κινείται κατά µήκος του άξονα x′ στο πλαίσιο S′ και ϐρείτε την ταχύτητα, όπως
ϕαίνεται από το πλαίσιο S.
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Λύση:

Θεωρήστε ένα γεγονός στο σύστηµα S που χαρακτηρίζεται από τις συντεταγµένες (t, x, y, z). Επίσης ϑεωρήστε
ότι (t′, x′, y′, z′) είναι οι συντεταγµένες όπως ϕαίνονται από το σύστηµα S′. Οι µετασχηµατισµοί χώρου-χρόνου
Lorentz τότε είναι : x = γ(x′ + vt′), y = y′, z = z′ και t = γ(t′ + (v/c2)x′), όπου c είναι η ταχύτητα του ϕωτός,
και γ = 1

√
1− (v/c)2. Οι συνιστώσες της ταχύτητας στο S είναι : vx = dx/dt, vy = dy/dt και vz = dz/dt.

Ακόµα, οι συνιστώσες της ταχύτητας στο S′ είναι : v′x = dx′/dt′, v′y = dy′/dt′ και v′z = dz′/dt′. Αλλάζοντας τις
µεταβλητές στο vx παίρνουµε

vx =
dx

dt
=

dx

dt′
dt′

dt
(8.33)

Σηµειώστε ότι
dx

dt′
= γ(v′x + v) (8.34)

χρησιµοποιώντας το χωρικό µετασχηµατισµό Lorentz. Επίσης,

dt

dt′
= γ

(
1 +

v

c2
v′x

)
(8.35)

χρησιµοποιώντας το χρονικό µετασχηµατισµό Lorentz . Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (8), (8) και (8) παίρνουµε τη
συνιστώσα x του µετασχηµατισµού Lorentz της ταχύτητας (vx)

vx =
γ(v′x + v)

γ(1 + (v/c2)v′x)
(8.36)

Με τον ίδιο τρόπο η συνιστώσα y της ταχύτητας είναι vy = dy/dt = (dy′/dt′)(dt′/dt) ή χρησιµοποιώντας την
εξίσωση (8) έχουµε

vy =
v′y

γ(1 + (v/c2)v′x)
(8.37)

Ακόµα, η συνιστώσα z της ταχύτητας µετασχηµατίζεται ως

vz =
v′z

γ(1 + (v/c2)v′x)
(8.38)

Για v � c ή (v/c)� 1 παρατηρήστε ότι γ(1 + (v/c2)v′x) = 1. Εποµένως οι εξισώσεις (8), (8) και (8) µπορούν να
προσεγγιστούν ως

vx = v′x + v

vy = v′y

vz = v′z

που αποτελούν το µετασχηµατισµό της ταχύτητας του Γαλιλαίου στην κλασσική µηχανική.
Για ένα ϕωτόνιο που κινείται κατά µήκος του άξονα x′ οι συνιστώσες της ταχύτητας είναι : v′x = c. v′y = 0, και
v′z = 0. Χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις (8), (8) και (8) οι συνιστώσες της ταχύτητας αυτού του ϕωτονίου στο
σύστηµα S είναι : vx = c, vy = 0, και vz = 0, που σηµαίνει ότι η ταχύτητα του ϕωτονίου είναι αναλλοίωτη κάτω
από το µετασχηµατισµό Lorentz.

Πρόβληµα 8.36 Χρησιµοποιήστε το αναλλοίωτο της ϕάσης (ωt−k ·x) ενός επίπεδου ηλεκτροµαγνητικού (ΗΜ)
κύµατος για να παράγετε τους µετασχηµατισµούς Lorentz του κυµατανύσµατος k και της συχνότητας ω σε ένα
πλαίσιο S′ που κινείται µε ταχύτητα v κατά µήκος του άξονα x του πλαισίου S. Το κυµατάνυσµα k και η
συχνότητα ω συσχετίζονται µέσω της ω = kc, όπου c είναι η ταχύτητα του ϕωτός και k = |k|. Επιπλέον, εξάγετε
τη σχέση µεταξύ των γωνιών του ΗΜ κύµατος στα πλαίσια S και S′.



389

(α) Φωτόνιο συχνότητας ω0 κινείται κατά µήκος του άξονα x στο πλαίσιο S µε σταθερή ταχύτητα v. Θεωρήστε
ότι θ είναι η γωνία µεταξύ του άξονα x και της γραµµής που συνδέει την αρχή των αξόνων O του πλαισίου S µε
το κινούµενο ϕωτόνιο. Αποδείξτε ότι

ω0 = γ

(
1− v

c
cos θ

)
ω

όπου ω είναι η συχνότητα που ένας παρατηρητής ϐλέπει στην αρχή των αξόνων O.
(ϐ) Αν ω1, ω2 είναι οι συχνότητες που ένας παρατηρητής ϐλέπει στην αρχή των αξόνων O όταν η πηγή του
ϕωτονίου κινείται ακτινικά προς αυτόν, και προς τα έξω από αυτόν, αντίστοιχα. Να αποδείξετε ότι

ω1ω2 = ω2
0

Επιπρόσθετα, εάν ω1 − ω2 = αω0, εκφράστε τις συχνότητες ω1, ω2, συναρτήσει του α.

Λύση:

Η ϕάση του επίπεδου ΗΜ κύµατος ωt − k · x είναι αναλλοίωτη ποσότητα. Προσδιορίστε το διάνυσµα kµ =
(ω/c,k). Είναι γνωστό ότι το xµ = (ct,x) είναι ένα 4-διάνυσµα. Εποµένως από το αναλλοίωτο της ϕάσης
ενός επίπεδου ΗΜ κύµατος, ωt− k · x το διάνυσµα kµ είναι επίσης ένα 4-διάνυσµα (δηλαδή µετασχηµατίζεται
σύµφωνα µε το µετασχηµατισµό Lorentz όπως και το xµ). Οι συνιστώσες k0 = ω/c και k1 του 4-διανύσµατος kµ

µπορούν να εκφραστούν ανάµεσα στα πλαίσια S και S′ ως

k0 = γ

(
k′0 +

v

c
k′1

)
(8.39)

k1 = γ

(
k′1 +

v

c
k′0

)
(8.40)

όπου γ = 1/
√

1− (v/c)2, c η ταχύτητα του ϕωτός, k′0 = ω′/c είναι η συχνότητα στο πλαίσιο S′, και k1, k′1
είναι οι συνιστώσες x των κυµατανυσµάτων k, k′ στα πλαίσια S, S′, αντίστοιχα. Θεωρήστε ότι a a′ είναι οι
γωνίες που σχηµατίζουν τα κυµατανύσµατα k και k′ σε σχέση µε τους άξονες x και x′, αντίστοιχα. Εποµένως
k1 = k cos a = (ω/c) cos a και k′1 = k′ cos a′ = (ω′/c) cos a′. Χρησιµοποιώντας όλες τις παραπάνω σχέσεις, οι
εξισώσεις (8) και (8) ανάγονται στους µετασχηµατισµούς Lorentz του κυµατανύσµατος και της συχνότητας ενός
επίπεδου ΗΜ κύµατος

ω = γ

(
1 +

v

c
cos a′

)
ω′ (8.41)

ω cos a = γ

(
cos a′ +

v

c

)
ω′ (8.42)

Από τις εξισώσεις (8) και (8) µπορεί να προκύψει η σχέση µεταξύ των γωνιών a και a′. Συγκεκριµένα, διαιρώντας
τις, έχουµε

cos a =
cos a′ + v/c

1 + (v/c) cos a′

(α) Θεωρήστε ένα πλαίσιο S′ που κινείται µε το ϕωτόνιο. Τότε ω′ = ω0, και a = θ είναι η γωνία που ένας
παρατηρητής ϐλέπει από το πλαίσιο S. Χρησιµοποιώντας τον αντίστροφο µετασχηµατισµό της εξίσωσης (8)
έχουµε

ω0 = γ

(
1− v

c
cos θ

)
ω (8.43)

όπου ω είναι η συχνότητα που ένας παρατηρητής στο πλαίσιο S ϐλέπει ως αρχή των αξόνων O.
(ϐ) Στην περίπτωση που η πηγή του ϕωτονιου κινείται ακτινικά προς αυτόν και µακριά από τον παρατηρητή,
v → +v, v → −v αντίστοιχα και θ = 0, εποµένως η εξίσωση (8) ανάγεται στην

ω0 = γ(1− v

c
)ω1 (8.44)

ω0 = γ(1 +
v

c
)ω2 (8.45)
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Πολλαπλασιάζοντας την εξίσωση (8) µε την (8) έχουµε

ω2
0 = ω1ω2 (8.46)

διότι γ2(1− (v/c)2) = 1.
Αν ω1 − ω2 = αω0 τότε χρησιµοποιώντας την εξίσωση (8) έχουµε µια εξίσωση δευτέρου ϐαθµού ως προς το

ω2

ω2
2 + αω0ω2 − ω2

0 = 0

η οποία έχει ϑετική λύση που δίνεται από

ω2 =
−αω0 + ω0

√
α2 + 4

2
(8.47)

Επιπλέον,το ω1 είναι

ω1 =
2ω2

−αω0 + ω0

√
α2 + 4

συνδυάζοντας την εξίσωση (8) µε την (8).

Πρόβληµα 8.37 Θεωρήστε ένα πλαίσιο S′ που κινείται µε σταθερή ταχύτητα v κατά µήκος του άξονα x ενός
πλαισίου S. Ορίστε ένα ϕορτίο q που να είναι στην αρχή των αξόνων O′ του πλαισίου S′. Εποµένως η πυκνότητα
ϕορτίου ρ′ και οι συνιστώσες του ϱεύµατος j′x, j′y, j′z στο πλαίσιο S′ είναι : ρ′(x′, y′, z′, t′) = qδ(x′)δ(y′)δ(z′), j′x =
j′y = j′z = 0 αντίστοιχα. Επίσης, οι αντίστοιχες παράµετροι στο πλαίσιο S είναι : ρ(x, y, z, t) = qδ(x−vt)δ(y)δ(z),
jx = qvδ(x− vt)δ(y)δ(z), jy = jz = 0.
Παράγετε το µετασχηµατισµό Lorentz από το πλαίσιο S στο πλαίσιο S′ για την πυκνότητα ϕορτίου και το
ϱεύµα.

Λύση:

Αρχίζουµε από την έκφραση ρ′(x′, y′, z′, t′) = qδ(x′)δ(y′)δ(z′) και χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό Lorentz
του χώρου, x′ = γ(x− vt), y′ = y, z′ = z έχουµε

ρ′(x′, y′, z′, t′) =
q

γ
δ(x− vt)δ(y)δ(z) (8.48)

όπου γ = 1
√

1− (v/c)2 και έχει χρησιµοποιηθεί η ιδιότητα δ(aω) = (1/a)δ(ω) της συνάρτησης δέλτα, δ(ω).
Σηµειώστε ότι (1− (v/c)2) = 1/γ, εποµένως η εξίσωση (8) ανάγεται στην

ρ′(x′, y′, z′, t′) = γ(qδ(x− vt)δ(y)δ(z)− v

c2
qvδ(x− vt)δ(y)δ(z)) (8.49)

Χρησιµοποιώντας τις δεδοµένες σχέσεις των ρ(x, y, z, t) και jx(x, y, z, t),η εξίσωση (8) µπορεί να γραφτεί ως

ρ′(x′, y′, z′, t′) = γ(ρ(x, y, z, t)− v

c2
jx(x, y, z, t))

που δίνει το µετασχηµατισµό Lorentz της πυκνότητας.
Για το µετασχηµατισµό του ϱεύµατος µπορούµε να αρχίσουµε από το j′x = 0γ(qv − vq)δ(x − vt)δ(y)δ(z).
Εποµένως ο µετασχηµατισµός του ϱεύµατος είναι

j′x(x′, y′, z′, t′) = γ(jx(x, y, z, t)− vρ(x, y, z, t))

Επιπρόσθετα, σηµειώστε ότι j′y = jy και j′z = j′z.
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Πρόβληµα 8.38 Η δηµιουργία ενός συντονισµού N σε υψηλή ενέργεια µπορεί να επιτευχθεί συγκρούοντας
σωµατίδια π σε σταθερό στόχο πρωτονίων p σύµφωνα µε την αλληλεπίδραση

π + p→ π +N

Να αποδείξετε ότι η µάζα του συντονισµού N είναι δοσµένη συναρτήσει του κατωφλίου π κινητικής ενέργειας
Kth
π (η ελάχιστη κινητική ενέργεια που χρειάζεται για να παραχθεί ο συντονισµός N ) και δίνεται από

mN =
√
m2
π +m2

p + 2Kth
π mp + 2mpmπ −mπ

όπου mp. mπ είναι οι µάζες του πρωτονίου και του πιονίου αντίστοιχα.

Λύση:

Στο κέντρο της µάζας του συστήµατος π − p, η ολική ενέργεια, E′tot, είναι

E′tot = E′π + E′p (8.50)

διότι p′π+p′p = 0, όπου E′π =
√
p′2π +m2

π και E′p =
√
p′2p +m2

p. Σηµειώστε ότι η απαιτούµενη ελάχιστη ενέργεια
για να δηµιουργηθούν π +N στο σύστηµα του κέντρου µάζας είναι

E′tot = mπ +mN (8.51)

όπου η ορµή των π και p είναι µηδέν.
Επίσης η αναλλοίωτη µάζα στο σύστηµα του εργαστηρίου για το σύστηµα π − p δίνεται από

M = (Eπ + Ep)
2 − (pπ + pp)

2 (8.52)

όπου Eπ =
√
p2
π +m2

π, Ep =
√
p2
p +m2

p, και pp = 0, εποµένως Ep = mp. Επιπλέον η αναλλοίωτη µάζα στο
σύστηµα του κέντρου µάζας δίνεται από την εξίσωση (8), εποµένως η ενέργεια του πιονίου, Eπ, µπορεί να ϐρεθεί
από την εξίσωση (8) ως ακολούθως

Eπ =
(E′tot)

2 − (m2
π +m2

p)
2

2mp

και η ενέργεια κατωφλίου του π, Ethπ , για να δηµιουργηθεί ο συντονισµός N αντιστοιχεί σε E′tot, που δίνεται από
την εξίσωση (8), εποµένως

Ethπ =
(m2

π +m2
N )2 − (m2

π +m2
p)

2

2mp
(8.53)

Εποµένως η µάζα του συντονισµού N , mN , µπορεί να παραχθεί από την εξίσωση (8) αφού χρησιµοποιηθεί η
έκφραση της κινητικής ενέργειας κατωφλίου π, Kth

π = Ethπ −mπ. Συγκεκριµένα παίρνουµε µια δευτεροβάθµια
εξίσωση ως προς το mN

m2
N + 2mπmN − 2mp(K

th
π +mπ)−m2

p = 0

και µια ϑετική λύση είναι
mN =

√
m2
π +m2

p + 2Kth
π mp + 2mpmπ −mπ

Πρόβληµα 8.39 Ορίστε µια µάζα m που κινείται στο επίπεδο x− y (ή r−φ σε πολικές συντεταγµένες) υπό την
επίδραση µιας κεντρικής δύναµης, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 8.10

F = − k

r2
r̂

όπου r̂ = r/r είναι το µοναδιαίο διάνυσµα κατά µήκος του r, r = |r| και k είναι η ισχύς της κεντρικής δύναµης.
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(α) Να αποδείξετε ότι η στροφορµήL = r×p και η ολική ενέργειαW = E+U(r) είναι διατηρούµενες ποσότητες,
όπου E =

√
p2 +m2, U(r) είναι η δυναµική ενέργεια εξαιτίας της παραπάνω κεντρικής δύναµης.

(ϐ) Βρείτε την εξίσωση κίνησης r = f(φ) και αποδείξτε ότι η συνάρτηση f(φ) είναι µια έλλειψη όπου το περιήλιο
κινείται σε κάθε κύκλο.Επίσης ϐρείτε το ποσό, ∆φ, κατά το οποίο το περιήλιο κινήθηκε ύστερα από ένα κύκλο,
όπως ϕαίνεται στο σχήµα 8.10.

Λύση:

Η στροφορµή ενός σωµατιδίου µάζας m είναι L = r × p και η χρονική παράγωγος του L είναι

L̇ = ṙ × p+ r × ṗ (8.54)

όπου L̇ = dL/dt, ṙ = dr/dt και ṗ = dp/dt. Η δύναµη F είναι παράλληλη στο διάνυσµα r (εξαιτίας της
κεντρικής δύναµης) εποµένως r × ṗ = r × F = 0 όπου χρησιµοποιείται ότι F = ṗ. Επίσης, σηµειώστε ότι
ṙ × p = v × p = v ×mγv = 0, όπου v είναι η ταχύτητα του σωµατιδίου και γ = 1/

√
1− (v/c)2. Εποµένως

από την εξίσωση (8) έχουµε ότι L είναι διατηρούµενη ποσότητα.
Η ολική ενέργεια W της µάζας m είναι W = E + U(r), όπου E =

√
p2c2 +m2c4 και U(r) είναι η δυναµική

ενέργεια της µάζας που αντιστοιχεί στην κεντρική δύναµη F = −∇U(r). Ολοκληρώνοντας την παραπάνω
έκφραση της δύναµης F παίρνουµε U(r) = −k/r. Η αλλαγή στην ενέργεια W είναι dW/dt = dE/dt+ dU/dt.
Σηµειώστε ότι dE/dt = (c2/E)p · ṗ = ṙ · ṗ διότι p = (E/c2)v, και dU/dt = dr/dt ·∇U = ṙ ·∇U , εποµένως

dW

dt
= ṙ · (ṗ+∇U(r)) = 0 (8.55)

διότι ṗ = F = −∇U(r).
΄Οπως µπορεί να ϕανεί από την εξίσωση (8) η ολική ενέργεια του σωµατιδίου W είναι διατηρούµενη ποσότητα
επίσης. Εποµένως οι δύο διατηρούµενες ποσότητες είναι η στροφορµή L και η ολική ενέργεια W .
(ϐ) Ας εκφράσουµε τη στροφορµή L σε πολικές συντεταγµένες όπως ϕαίνεται στο σχήµα 8.10. Σηµειώστε ότι
r = rr̂, όπου r̂ είναι το µοναδιαίο διάνυσµα κατά µήκος του διανύσµατος r. Επίσης ṙ = ṙr̂ + rφ̇φ̂, όπου
φ̂ είναι το µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο στο r. Εποµένως η ορµή p µπορεί να γραφτεί ως p = mγ(ṙr̂ + rφ̇φ̂).
Χρησιµοποιώντας ιδιότητες της άλγεβρας η στροφορµή είναι

L = mγr2φ̇φ̂

και ας πούµε το µέτρο της στροφορµής J , εποµένως

J = m/γr2φ̇ (8.56)

όπου, όπως είδαµε, είναι διατηρούµενη ποσότητα.
Επιπλέον η ολική ενέργεια W είναι W = E + U(r) = mγc2 − k/r, εποµένως

γ =
W + k/r

mc2
(8.57)

όπου W είναι διατηρούµενη ποσότητα, όπως είδαµε από το ερώτηµα (α).
Για να κατασκευάσουµε την εξίσωση κίνησης r(φ) µπορούµε να αρχίσουµε από την έκφραση της ταχύτητας,
όπως δίνεται στην αρχή του ερωτήµατος (α). Συγκεκριµένα

v2 =

(
dr

dt

)2

+ r2

(
dφ

dt

)2

v2 =

(
dr

dφ

dφ

dt

)2

+ r2

(
dφ

dt

)2

ή

v2 =

(
dφ

dt

)2
[(

dr

dφ

)2

+ r2

]
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ή χρησιµοποιώντας την εξίσωση (8)

γ2v2

c2
=

J2

m2c2

[
1

r2

(
dr

dφ

)2

+
1

r2

]
(8.58)

Σηµειώστε ότι γ2 − 1 = γ2v2/c2, εποµένως η εξίσωση (8) µπορεί να γραφτεί ως

J2

m2c2

[(
1

r2

dr

dφ

)2

+
1

r2

]
+ 1 =

(
W + k/r

mc2

)2

όπου χρησιµοποιήθηκε η έκφραση γ από την εξίσωση (8). Ας αλλάξουµε τη µεταβλητή r σε u = 1/r, εποµένως
η παραπάνω εξίσωση ανάγεται στην

J2

m2c2

[(
du

dφ

)2

+ u2

]
+ 1 =

(
W + ku

mc2

)2

(8.59)

ή διαφορίζοντας την εξίσωση (8) ως προς φ παίρνουµε

d2u

dφ2
+

(
1− k2

c2J2

)
u =

k2W

c2J2
(8.60)

Μια γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (8) µπορεί να εκφραστεί ως

u = A cosλφ+B sinλφ+
1

λ2
D (8.61)

όπου λ = 1−k2/(cJ)2, D = k2W/(cJ)2, και A, B είναι σταθερές που µπορούν να καθοριστούν από τις αρχικές
συνθήκες του προβλήµατος.
Μια αρχική συνθήκη είναι

dr

dφ
(φ = 0) = 0 (8.62)

εποµένως χρησιµοποιώντας την εξίσωση (8) και την (8) έχουµε ότι B = 0, και η γενική λύση ανάγεται στην

u =
1

r
= A cosλφ+

D

λ2

ή

r =
D/λ2

1 + (Aλ2/D) cosλφ

που είναι η εξίσωση µιας έλλειψης, αν λ = 1 αλλά σ’ αυτή την περίπτωση λ 6= 1 γενικά. Αν το σωµατίδιο κάνει
ένα ολόκληρο κύκλο (2π) γύρω από το κέντρο της κεντρικής δύναµης για να πάρει την ίδια ϑέση r ϑα πρέπει
να έχουµε λφ1 = 2π, όπου φ1 είναι η νέα γωνία που µπορεί να εκφραστεί ως φ1 = 2π + ∆φ, όπου ∆φ είναι η
διαταραχή στη γωνία. Συνδυάζοντας τις παραπάνω εξισώσεις παίρνουµε

∆φ = 2π

(
1− λ
λ

)

Πρόβληµα 8.40 (α) Ορίστε έναν παρατηρητή (O2) σε ένα πλαίσιο αναφοράς S′ που κινείται µε σταθερή ταχύτητα
v σε σχέση µε έναν παρατηρητή (O1) σε ένα πλαίσιο αναφοράς S. Θεωρήστε ότι η 4-ταχύτητα του παρατηρητή
στο πλαίσιο S είναι u(1)

α = 0, u(1) = ic, σε σχέση µε τον εαυτό του. Βρείτε την 4-ταχύτητα του παρατηρητή στο
πλαίσιο S′ σε σχέση µε τον παρατηρητή στο S και αποδείξτε ότι

u
(1)
1 u(2) = −c2γ
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m

r

θ

x

y

Σχήµα 8.10: Κινούµενο σωµατίδιο υπό την επίδραση κεντρικής δύναµης σε 2-διαστάσεις.

όπου γ = 1/
√

1− (v/c)2.
(ϐ) Χρησιµοποιήστε το προηγούµενο αποτέλεσµα για να αποδείξετε ότι αν δύο παρατηρητές (O1 και O2) κινού-
νται µε ταχύτητες v1, και v2 σε σχέση µε έναν τρίτο παρατηρητή (O3), το µέτρο της σχετικής ταχύτητας του
παρατηρητή O1 και O2 δίνεται από

v2 =
(v1 − v2)2 − (v1 × v2)2/c2

(1− v1 · v2/c2)2
(8.63)

Λύση:

(α) Η 4-ταχύτητα του παρατηρητή O1 είναι u(1) − α = 0, u(1)
4 = ic ή u

(1)
i = (0, ic) ενώ η 4-ταχύτητα του

παρατηρητή O2 είναι u(2) − α 6= 0, u(2)
4 = icγ ή u

(2)
i = (u(2) − α, icγ) εποµένως το γινόµενο αυτών των

4-ταχυτήτων είναι
u

(1)
1 u(2) = −c2γ

όπου γ = 1/
√

1− (v/c)2.
(ϐ) Η 4-ταχύτητα του παρατηρητή O1 σε σχέση µε O3 είναι u(13)

i = (γ13v1, icγ13) όπου γ13 = 1/
√

1− (v1/c)2

και η 4-ταχύτητα του παρατηρητή O2 σε σχέση µε το O3 είναι u(23)
i = (γ23v2, icγ23) όπου γ23 = 1/

√
1− (v2/c)2

όπως ϕαίνεται στο σχήµα 1. Το γινόµενο του u(13)
i µε το u(23)

i είναι

u
(13)
i u

(23)
i = γ13γ23(v1 · v2 − c2) (8.64)

Επίσης η 4-ταχύτητα του παρατηρητήO2 σε σχέση µε τονO1 είναι u(12)
i = (γ12v, icγ12) όπου γ12 = 1/

√
1− (v/c)2

όπου v είναι η σχετική ταχύτητα του παρατηρητή O1 και O2. Επιπλέον η 4-ταχύτητα του παρατηρητή O1 σε
σχέση µε τον εαυτό του είναι u(11)

i = (0, ic) και το γινόµενο του u(12)
i µε το u(11)

i είναι

u
(11)
i u

(12)
i = −c2γ (8.65)

και χρησιµοποιώντας το αποτέλεσµα του ερωτήµατος (α) µπορούµε να εξισώσουµε την εξίσωση (8) µε την (8).
Συγκεκριµένα παίρνουµε

γ13γ23(v1 · v2 − c2) = − c2√
1− (v/c)2

ή λύνοντας ως προς v2 έχουµε

v2 =
(v1 · v2)2/c2 − 2v1 · v2 + v2

1 + v2
2 − (v1v2)2/c2

(1− (v · v2)2/c2)2
(8.66)

Σηµειώστε ότι v2
1 + v2

2 − 2v1 · v2 = (v1− v2)2 και (v · v2)2− (v1v2)2 = −(v1v2)2 sin2 θ = −(v1× v2)2, εποµένως
η εξίσωση (8) ανάγεται στην

v2 =
(v1 − v2)2 − (v1 × v2)2/c2

(1− v1 · v2/c2)2

που είναι η έκφραση της εξίσωσης (8.40).
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Πρόβληµα 8.41 Να δείξετε αναλυτικά ότι δύο διαδοχικοί µετασχηµατισµοί Lorentz προς την ίδια κατεύθυνση
είναι ισοδύναµοι µε ένα µετασχηµατισµό Lorentz µε ταχύτητα, v

v =
v1 + v2

1 + v1v2/c2

όπου v1 είναι η ταχύτητα του πλαισίου αναφοράς S′ σε σχέση µε το πλαίσιο αναφοράς S, και v2 είναι η ταχύτητα
του πλαισίου αναφοράς S′′ σε σχέση µε το S. Θεωρήστε ότι η κατεύθυνση του v1, και v2 είναι κατά µήκος του
άξονα x του S, του άξονα x′ του S′ και του άξονα x′′ του S′′.

Λύση:

Ο µετασχηµατισµός Lorentz µεταξύ ενός 4-διανύσµατος (x0, x1, x2, x3) στο S όπου x0 = ct και ενός 4-
διανύσµατος (x′0, x

′
1, x
′
2, x
′
3) στο S′ όπου x′0 = ct′ είναι

x′0 = γ1(x0 − β1x1) (8.67)

x′1 = γ1(x1 − β1x0) (8.68)

x′2 = x2

x′3 = x3

όπου γ1 = 1/
√

1− β2
1 και β1 = v1/c. Επίσης ο µετασχηµατισµός Lorentz µεταξύ ενός 4-διανύσµατος

(x′0, x
′
1, x
′
2, x
′
3) στο S′ όπου x′0 = ct′ και ενός 4-διανύσµατος (x′′0, x

′′
1, x
′′
2, x
′′
3) στο S′′ όπου x′′0 = ct′′ είναι

x′′0 = γ2(x′0 − β2x
′
1) (8.69)

x′′1 = γ2(x1 − β2x
′
0) (8.70)

x′′2 = x′2

x′′3 = x′3

όπου γ2 = 1/
√

1− β2
2 και β2 = v2/c. Αντικαθιστώντας τις εξισώσεις (8) και (8) στις εξισώσεις (8) και (8) ο

µετασχηµατισµός Lorentz µεταξύ ενός 4-διανύσµατος (x0, x1, x2, x3) στο S όπου x0 = ct και ενός 4-διανύσµατος
(x′′0, x

′′
1, x
′′
2, x
′′
3) στο S′′ όπου x′′0 = ct′′ µπορεί να γραφτεί ως

x′′0 = γ2[γ1(x0 − β1x1)− β2γ1(x1 − β1x0)] =

γ1γ2(1 + β1β2)

(
x0 −

β1 + β2

1 + β1β2
x1

)
,

(8.71)

x′′1 = γ2[γ1(x1 − β1x0)− β2γ1(x0 − β1x1)] =

γ1γ2 (1 + β1β2)

(
x1 −

β1 + β2

1 + β1β2
x1

)
.

(8.72)

Σηµειώστε ότι αν ϑέσουµε µια νέα ταχύτητα, β = v/c

β =
β1 + β2

1 + β1β2
(8.73)

ο παράγοντας Lorentz γ = 1
√

1− β2 που αντιστοιχεί στην ταχύτητα β ξαναγράφεται χρησιµοποιώντας την
εξίσωση (8) ως

γ =
1√

1− [(β1 + β2)/(1 + β1β2)]2
= γ1γ2(1 + β1β2)

συνεπώς οι εξισώσεις (8) και (8) ανάγονται σε

x′′0 = γ(x0 − βx1),
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x′′1 = γ(x1 − βx0),

όπου β = (β1 + β2)/(1 + β1β2), ή

v =
v1 + v2

1 + v1v2/c2

διότι β = v/c, β1 = v1/c και β2 = v2/c.

Πρόβληµα 8.42 Η κοσµική τροχιά ενός κινούµενου πυραύλου δίνεται παρακάτω παραµετρικά

t =
R

λ

√
1 +A2 sinh(λφ),

x = AR sinφ,

y = AR cosφ,

z =
R

λ

√
1 +A2 cosh(λφ),

όπου R, A, λ είναι σταθερές και φ µια παράµετρος που ικανοποιεί −∞ < φ < +∞. Θεωρήστε ότι ταχύτητα του
ϕωτός c = 1.
(α) Υπολογίστε το µέτρο του διανύσµατος της ταχύτητας v του πυραύλου στο πλαίσιο αναφοράς (t, x, y, z).
(ϐ) Εκφράστε την παράµετρο φ συνάρτησει του "proper time" τ , και υπολογίστε το µέτρο της επιτάχυνσης του
4-διανύσµατος aµ = (a0, a1, a2, a3), όπου a0 = d2t/dτ2, a1 = d2x/dτ2 ,a2 = d2y/dτ2 και a3 = d2z/dτ2.

Λύση:

(α) Το τετράγωνο του µέτρου του διανύσµατος της ταχύτητας του πυραύλου είναι v2 = ẋ2 + ẏ2 + ż2 όπου
χρησιµοποιώντας την τροχιά του πυραύλου παίρνουµε

ẋ =
dx

dt
= AR cosφφ̇

ẏ =
dy

dt
= −AR sinφφ̇

ż =
dz

dt
= R

√
1 +A2 sinh(λφ)φ̇

όπου φ̇ = dφ/dt. Συνεπώς χρησιµοποιώντας τις παραπάνω σχέσεις, το τετράγωνο του διανύσµατος της ταχύτητας
ανάγεται σε

v2 = R2[A2 + (1 +A2)R2 sinh2(λφ)]φ̇ (8.80)

Η παράµετρος φ̇ µπορεί να υπολογισθεί αφού αναστρέψουµε το χρόνο, t, συνιστώσα της τροχιάς, όπως ϕαίνεται
παρακάτω

φ =
1

λ
sinh−1

(
λt

R
√

1 +A2

)
και συνεπώς το φ̇ δίνει

φ̇ =
1√

R2(1 +A2) + λ2t2
(8.81)

και τελικά συνδυάζοντας την εξίσωση (8) µε την (8) παίρνουµε

v =
√

(A2 + λ2t2/R2)/(1 +A2 + λ2t2/R2) (8.82)

(ϐ) Η σχέση µεταξύ του χρόνου, t, και του "proper time", τ , είναι dt = γdτ , όπου γ = 1/
√

1− v2, ή χρησιµο-
ποιώντας την εξίσωση (8) έχουµε

γ =

√
R2(1 +A2) + λ2t2

R
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και συνδυάζοντας την εξίσωση (8), η παραπάνω εξίσωση δίνει

γ =
1

Rφ̇

Από τη σχέση dt = γdτ , η εξίσωση (8) δίνει τη σχέση µεταξύ των φ και τ

Rdφ = dτ (8.83)

ή ολοκληρώνοντάς την και χρησιµοποιώντας ως αρχική συνθήκη το ότι φ(τ = 0) = 0, παίρνουµε

φ(τ) =
τ

R

Χρησιµοποιώντας την παραπάνω σχέση, οι συνιστώσες του 4-διανύσµατος της ταχύτητας, (v0, v1, v2, v3), είναι

v0 =
dt

dτ
=
√

1 +A2 cosh

(
λτ

R

)
,

v1 =
dx

dτ
= A cos

(
τ

R

)
,

v2 =
dy

dτ
= −A sin

(
τ

R

)
,

v3 =
dz

dτ
=
√

1 +A2 sinh

(
λτ

R

)
,

και το αντίστοιχο 4-διάνυσµα της επιτάχυνσης,
(
a0, a1, a2, a3

)
, είναι

a0 =
dv0

dτ
=
√

1 +A2 sinh

(
λτ

R

)
λ

R
,

a1 =
dv1

dτ
= −A sin

(
τ

R

)
1

R
,

a2 =
dv2

dτ
= −A cos

(
τ

R

)
1

R
,

a3 =
dv3

dτ
=
√

1 +A2cosh

(
λτ

R

)
λ

R
.

Εποµένως το µέτρο της επιτάχυνσης, |aµ|2 =
(
a0
)2
−
(
a1
)2
−
(
a2
)2
−
(
a3
)2

, ξαναγράφεται µε τη ϐοήθεια των
παραπάνω σχέσεων ως

|aµ|2 = − 1

R2
[λ2
(

1 +A2
)

+A2]

Πρόβληµα 8.43 (α) Να αποδείξετε ότι η ολική ισχύς ακτινοβόλησης, P , ενός επιταχυνόµενου ϕορτισµένου
σωµατιδίου ϕορτίου, e, µάζας, m, και 4-διανύσµατος ταχύτητας uµ

P = −2

3
e2 duµ

dτ

duµ
dτ

µπορεί να γραφτεί συναρτήσει του ϕορτίου, e, της ταχύτητας, v, και του v̇ = dv/dt, όπου τ είναι το "proper
time". Θεωρήστε ότι για την ταχύτητα του ϕωτός, c = 1.
(ϐ) Αν ένα ϕορτισµένο σωµατίδιο µε ϕορτίο, e, κινείται κυκλικά σε σταθερή ακτίνα, R, αλλά µε µεταβλητή
στροφορµή, ω = ω(t) (ω̇ 6= 0), υπολογίστε την ισχύ ακτινοβόλησης συναρτήσει των ω, ω̇, R, και του e.
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Λύση:

(α) Η ισχύς ακτινοβόλησης, P , µπορεί να εκφραστεί στην 4-διανυσµατική συναλλοίωτη ορµή, pµ = (E,p) και
στην ανταλλοίωτη, pµ = (E,−p), γνωρίζοντας ότι pµ = muµ, ως ακολούθως

P = −2

3

e2

m2

dpµ

dτ

dpµ
dτ

(8.92)

και
dpµ

dτ

dpµ
dτ

=

(
dE

dτ

)2

−
(

dp

dτ

)2

(8.93)

όπου E = mγ, p = mγv, και γ = 1/
√

1− v2.
Σηµειώστε ότι

dE

dτ
=

dE

dt
γ = mγ4v · v̇ (8.94)

διότι dγ/dt = γ3v · v̇, και dt = γdτ . Επίσης ο όρος dp/dt δίνει

dp

dτ
=

dp

dt
γ = mγ4v(v · ṗ) +mγ2v̇ (8.95)

Συνδυάζοντας την εξίσωση (8) µε την (8), και την (8) παίρνουµε

duµ

dτ

duµ
dτ

=

(
dE

dτ

)2

−
(

dp

dτ

)2

= −m2γ4
[
(v̇)2 + γ2 (v · v̇)2

]
συνεπώς η ισχύς ακτινοβόλησης της εξίσωσης (8) µπορεί να γραφτεί συναρτήσει του ϕορτίου, e, της ταχύτητας,
v, και του v̇ = dv/dt ως ακολούθως

P =
2

3
e2γ4[(v̇)2 + γ2(v · v̇)2] (8.96)

(ϐ) Η ταχύτητα, v, του σωµατιδίου που κινείται στον κύκλο είναι v = ω ×Rêr, και

v̇ = ω̇ × r + ω × ṙ = ω̇ẑ ×Rêr + ωẑ ×Rωêθ

όπου όπως µπορείτε να δείτε από το σχήµα 1 , ω = ωẑ, ẑ το µοναδιαίο διάνυσµα κατά µήκος του άξονα z,
er το µοναδιαίο διάνυσµα κατά µήκος της ακτίνας R, και êθ είναι το µοναδιαίο διάνυσµα κατά µήκος της
εφαπτοµένης. Σηµειώστε ότι ẑ × êθ = −êr, εποµένως η παραπάνω εξίσωση δίνει

v̇ = ω̇Rêθ − ω2Rêr

και
v2 = ω̇2R2 + ω4R2 (8.97)

εφόσον êr · êθ = 0. Επιπλέον έχουµε
v̇ · v = R2ωωω̇ = R2ω2ω̇ (8.98)

Εποµένως αντικαθιστώντας την εξίσωση (8) και την (8) στην εξίσωση (8) παίρνουµε

P =
2

3
e2γ4[ω̇2R2 + ω4R2 +R4γ2(ωω̇)2]

ή

P =
2

3
e2γ6R2

[
ω̇2 +

ω4

γ2

]
µε το γ = 1/

√
1− v2 και v = |v| = ωR.
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Πρόβληµα 8.44 Ορίστε ένα πλαίσιο αναφοράς S′ που κινείται µε σταθερή ταχύτητα V παράλληλα στον άξονα
x του πλαισίου αναφοράς S. Επίσης ορίστε τον άξονα x παράλληλα στον άξονα x′ (του πλαισίου αναφοράς S′)
όπως ϕαίνεται στο σχήµα 1 . Ορίστε ένα ή περισσότερα πλαίσια αναφοράς S′′ που κινείται µε σταθερή ταχύτητα
V ′ που ϐρίσκεται στο επίπεδο x′y′. Επιπλέον ο άξονας x′′ (του συστήµατος S′′) είναι παράλληλος στον άξονα
x′, ο άξονας y′′ (του συστήµατος S′′) είναι παράλληλος στον άξονα y′ , ο άξονας z′′ (του συστήµατος S′′) είναι
παράλληλος στον άξονα z′. Βρείτε τη γωνία µεταξύ του άξονα x και του άξονα x′′ όπως µπορεί να ϕανεί από το
πλαίσιο αναφοράς S.
Το παραπάνω πρόβληµα µας λέει ότι αν δύο διανύσµατα, a, b, είναι παράλληλα σε ένα τρίτο διάνυσµα, c,
(a ‖ c, b ‖ c) τότε δεν είναι παράλληλα (a ‖ b)!

Λύση:

Από την άσκηση 8.20 οι γενικοί µετασχηµατισµοί Lorentz σχηµατίζουν δύο πλαίσια αναφοράς S και S′ (όπου
το S′ κινείται µε σταθερή ταχύτητα v σε σχέση µε το S)

x′ = x+
γ − 1

β2
(β · x)β − γβx0 (8.99)

x′0 = γ(x0 − β · x) (8.100)

όπου x0 = ct, x′0 = ct′, β = V /c και γ = 1/
√

1− (V/c)2. Αν διαιρέσουµε την εξίσωση (8) µε την (8) τότε ϑα
έχουµε

x′

ct′
=
x/ct+ [(γ − 1)/β2](β · x/ct)β − γβ

γ(1− β · x/ct)
(8.101)

Μπορούµε να αναγνωρίσουµε τον όρο V ′ = x′/t′ ως τη σταθερή ταχύτητα που ένας παρατηρητής ϐλέπει από το
πλαίσιο αναφοράςS′ και δίνεται µόνο στο επίπεδο x′y′. Υποθέστε ότι αυτή η ταχύτητα V ′ µπορεί να εκφραστεί
ως

V ′ = V ′ cos θ′î′ + V ′ sin θ′ĵ′

όπου î′, ĵ′ τα µοναδιαία διανύσµατα κατά µήκος του άξονα x′ y′ αντίστοιχα, και θ′ είναι η γωνία µεταξύ του
διανύσµατος V ′ και του άξονα x′. Μετά τον παραπάνω ορισµό, η εξίσωση (8) δίνει

V ′ =
v + [(γ − 1)/β2](β · v)β − γβc

γ(1− β · v/c)

Επίσης ο αντίστροφος µετασχηµατισµός Lorentz µπορεί να ανακατασκευαστεί από το β → −β. Συγκεκριµένα
παίρνουµε

v =
V ′ + [(γ − 1)/β2](β · V ′)β + γβc

γ(1 + β · V ′/c)

και οι καρτεσιανές συντεταγµένες είναι

vx =
V ′ + cos θ′ + (γ − 1)V ′ cos θ′ + γV

γ(1 + (V V ′/c2) cos θ′)
=

V ′ cos θ′ + V

1 + (V V ′/c2) cos θ′

vy =
V ′ sin θ′

γ(1 + (V V ′/c2) cos θ′)

vz = 0.

∆ιαιρώντας το vy µε το vx παίρνουµε µια γωνία θ σε σχέση µε τον άξονα x που ένας παρατηρητής στο S ϐλέπει
όταν παρατηρεί την κίνηση του συστήµατος αναφοράς S′′. Συγκεκριµένα αυτή η γωνία δίνεται από

tan θ =
V ′ sin θ′

γ(V ′ cos θ′ + V ′)
(8.105)

Κατά τον ίδιο τρόπο ας υπολογίσουµε τη γωνία που ένας παρατηρητής στο S′′ µπορεί να δει όταν παρατηρεί
την κίνηση ενός συστήµατος αναφοράς S. Φανταστείτε το σύστηµα S′ που κινείται µε ταχύτητα −V ′ σε σχέση
µε το S′′ και µια ταχύτητα −V που παρατηρείται από ένα παρατηρητή στο S′. Εποµένως από το γενικό
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µετασχηµατισµό της ταχύτητας, η ταχύτητα ω που ένας παρατηρητής στο S′′ µπορεί να δει αντί της −V που
ένας παρατηρητής στο S′ ϐλέπει, είναι

ω =
−V − [(γ′ − 1)c/V

′2](V ′V cos θ′)V ′ − γ′V ′

γ′(1 + (V V ′/c2) cos θ′)

όπου γ′ = 1/
√

1− (V ′/c2)2, και οι καρτεσιανές συντεταγµένες είναι

ωx =
−V − (γ′ − 1)V cos2 θ′ − γ′V ′ cos θ′

γ′(1 + (V V ′/c2) cos θ′)
,

ωy =
−(γ′ − 1)V ′ cos θ′ sin θ′ − γ′V ′ sin θ′

γ′(1 + (V V ′/c2) cos θ′)
.

Εποµένως ο παρατηρητής στο S′′ µπορεί να δει µια γωνία θ′′ µεταξύ των ωx και ωy. Συγκεκριµένα έχουµε

tan θ′′ =
ωy
ωx

=
− sin θ′[(γ′ − 1)V cos θ′ − γ′V ′]
−V − cos θ′[(γ′ − 1)V cos θ′ + γ′V ′]

(8.108)

Από την εξίσωση (8) και την (8) σηµειώστε ότι θ′′ 6= θ′ και η γωνία φ = θ′′−θ µεταξύ του άξονα x του συστήµατος
S και του άξονα x′′ του συστήµατος S′′ ϑα είναι

tanφ =
tan θ′′ − tan θ

1 + tan θ′′ tan θ

όπου τα tan θ′′ και tan θ δίνονται από την εξίσωση (8) και (8) αντίστοιχα.

Πρόβληµα 8.45 ΄Εστω ένα σωµατίδιο µάζας m και ορµής p. Θεωρήστε ότι η ορµή, p, µπορεί να περιγραφεί
από το διάνυσµα (pt, θ, φ,m), όπου

pt =
√
p2
x + p2

y

είναι η εγκάρσια συνιστώσα της ορµής σε σχέση µε τον άξονα z, θ είναι η πολική γωνία σε σχέση µε τον άξονα
z, και φ είναι η αζιµουθιακή γωνία όπως ϕαίνεται στο σχήµα 8.11. ΄Ενας ακόµη τρόπος για να περιγραφεί η
κινηµατική του παραπάνω σωµατιδίου είναι µέσα από τη µεταβλητή της ωκύτητας, y, που ορίζεται ως εξής

y =
1

2
ln

(
E + pz
E − pz

)
όπου E =

√
p2 +m2 είναι η ενέργεια του σωµατιδίου, και pz = p cos θ είναι η επιµήκης συνιστώσα του p κατά

µήκος του άξονα z.

p

y

x

z

θ

φ pt

Σχήµα 8.11: Το διάνυσµα της ορµής σε σφαιρικές συντεταγµένες.

(α) Να αποδείξετε ότι η ωκύτητα, y, µπορεί να γραφτεί ως

y = tanh−1

(
pz
E

)
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Επίσης να αποδείξετε τις ακόλουθες σχέσεις

E = Et cosh y,

pz = Et sinh y,

όπου Et =
√
p2
t +m2 είναι η εγκάρσια ενέργεια του σωµατιδίου.

(ϐ) Να αποδείξετε ότι η ωκύτητα, y, µπορεί να µετασχηµατιστεί ως ακολούθως

y → y + tanh−1 V

υπό τους µετασχηµατισµούς Lorentz, όπου V είναι η ταχύτητα (κατά τον άξονα z) ενός συστήµατος αναφοράς
S′ που κινείται σε σχέση µε το πλαίσιο αναφοράς S στο οποίο το σωµατίδιο µάζας m κινείται.
(γ) Για ένα υπερ-σχετικιστικό σωµατίδιο, (p � m), ϑεωρήστε ότι η ωκύτητα, y, επαναορίζεται ως η (y → η). Σ’
αυτή την περίπτωση ονοµάζεται ψευδο-ωκύτητα. Να αποδείξετε την ακόλουθη σχέση µεταξύ της ωκύτητας y, της
ψευδο-ωκύτητας, η, και της εγκάρσιας ορµής, pt

pt =
m sinh y√

sinh2 η − sinh2 y

Θεωρήστε ότι για την ταχύτητα του ϕωτός, c = 1.

Λύση:

(α) Η ωκύτητα, y, ξαναγράφεται ως

y =
1

2
ln

(
1 + pz/E

1− pz/E

)
ή

e2y =
1 + pz/E

1− pz/E

και λύνοντας ως προς pz/E έχουµε

pz
E

=
e2y − 1

e2y + 1
=

ey − e−y

ey + e−y
= tanh−1 y

και αντιστρέφοντας την παραπάνω σχέση παίρνουµε

y = tanh−1

(
pz
E

)
(8.111)

Από το σχήµα 8.11 σηµειώστε ότι pz = p cos θ, και ξέρουµε ότι p = mγβ, E = mγ, όπου β = v/c = v διότι
ϑεωρήσαµε ότι c = 1, εποµένως η ωκύτητα, y, ξαναγράφεται ως

y =
1

2
ln

(
1 + β cos θ

1− β cos θ

)
(8.112)

όπου pz/E = β cos θ. Αντιστρέφοντας την εξίσωση (8) και λύνοντας ως προς β cos θ ή απ’ ευθείας από την
εξίσωση (8) έχουµε

pz
E

= β cos θ = tanh y (8.113)

ή
Pz = E tanh y (8.114)

Αντικαθιστώντας την εξίσωση (8) στην ενέργεια E2 = p2
t + p2

z +m2 = E2
t + p2

z, έχουµε

E2 = E2
t + E2 tanh2 y (8.115)

και λύνοντας ως προς E, ϐρίσκουµε
E = Et cosh y (8.116)
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διότι 1− (sinh y/ cosh y)2 = 1/ cosh2 y. Επίσης από την εξίσωση (8) και (8) παίρνουµε

pz = Et sinh y

(ϐ) Η ωκύτητα, y′, στο νέο σύστηµα αναφοράς S′ που κινείται µε ταχύτητα V κατά µήκος του άξονα z σε σχέση
µε το πλαίσιο αναφοράς S, είναι

y′ =
1

2
ln

(
E′ + p′z
E′ − p′z

)
(8.117)

όπου η νέα ενέργεια E′ και η διαµήκης ορµή p′z δίνονται από τους µετασχηµατισµούς Lorentz

E′ = γ(E − V pz),
p′z = γ(pz − V E),

p′x = px,

p′y = py,

όπου c = 1. Αντικαθιστώντας τις παραπάνω σχέσεις στην εξίσωση (8), η ωκύτητα, y′, ανάγεται στην

y′ =
1

2
ln[

(E + pz)(1− V )

(E − pz)(1 + V )
] = y +

1

2
ln

1− V
1 + V

(8.122)

Ας ονοµάσουµε τον όρο (1/2) ln[(1− V )/(1 + V )] = ω. Αντιστρέφοντας αυτή τη σχέση και λύνοντας ως προς V ,
έχουµε

V =
e2ω − 1

e2ω + 1
=

eω − e−ω

eω + e−ω
= tanhω

ή
ω = tanh−1 V

εποµένως η εξίσωση (8) γράφεται ως
y′ = y + tanh−1 V

(γ) Για ένα υπερ-σχετικιστικό σωµατίδιο β → 1, η ωκύτητα, y, ονοµάζεται ψευδο-ωκύτητα, η και δίνεται από την
εξίσωση (8) ως άκολούθως

η =
1

2
ln

(
1 + cos θ

1− cos θ

)
=

1

2
ln

(
1 + 2 cos2 θ/2− 1

1− 1 + 2 sin2 θ/2

)
= ln

(
1

tan θ/2

)
ή

η = − ln

(
tan

θ

2

)
Επίσης χρησιµοποιώντας την εξίσωση (8) έχουµε για την ψευδο-ωκύτητα, η, cos θ = tanh η ή

sin2 θ = 1− cos2θ = 1− tanh2 η =
1

cosh2 η
(8.123)

Επιπλέον από την εξίσωση (8),

cosh2 y =
E2

E2
t

=
p2 +m2

E2
t

=
p2
t / sin2 θ +m2

E2
t

(8.124)

διότι pt = p sin θ. Συνδυάζοντας την εξίσωση (8) µε την (8) έχουµε

cosh2 y =
p2
t cosh η +m2

p2
t +m2

και λύνοντας ως προς pt παίρνουµε

pt =
m sinh y√

sinh2 η − sinh2 y
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Πρόβληµα 8.46 Να αποδείξετε ότι η µέγιστη µεταφορά κινητικής ενέργειας σε ένα ηλεκτρόνιο µάζας m ως
αποτέλεσµα µιας σύγκρουσης µε ένα σωµατίδιο µάζας M και ταχύτητας β = v/c είναι ίση µε

Tmax = 2m
β2

1− β2

[
1 +

(
m

M

)2

+ 2
m

M

1√
1− β2

]−1

όπου ϑεωρούµε ότι ταχύτητα του ϕωτός c = 1. Επιπλέον, ϐρείτε την Tmax για τη µη-σχετικιστική περίπτωση
(ϑεωρήστε β � 1).

Λύση:

΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα 8.13, η ορµή, p, του σωµατιδίου µε µάζα M είναι p = Mβγ = Mη, όπου γ =
1/
√

1− β2 και η = βγ. Επίσης ορίζουµε s = m/M .
Η διατήρηση της ενέργειας δίνει √

p2 +M2 +m =
√
p2

1 +M + E2 (8.125)

όπου E2 και p1 είναι η ενέργεια της µάζας M και η ορµή της µάζας m αντίστοιχα. Επίσης τετραγωνίζοντας την
εξίσωση (8) και χρησιµοποιώντας τον ορισµό της ορµής p, έχουµε

(M
√

1 + η2 +m− E2)2 = p2
1 +M2

ή
(M
√

1 + η2 +m)2 + E2
2 − 2E2(M

√
1 + η2 +m) = p2

1 +M2 = p2 + p2
2 − 2pp2 cos θ +M2 (8.126)

όπου θ είναι η γωνία της ορµής p2 και p όπως ϕαίνεται στο σχήµα 8.12. Επίσης στην παραπάνω εξίσωση,
χρησιµοποιήθηκε η διατήρηση της ορµής

p = p1 + p2 ⇒ p1 = p− p2

ή

θ
M

M

υ

p1

p2

m

e-

m

Σχήµα 8.12

p2
1 = p2 + p2

2 − 2pp2 cos θ

Μετά από χρήση της άλγεβρας, η εξίσωση (8) ανάγεται σε µια εξίσωση δευτέρου ϐαθµού ως προς E2

E2
2(1 + η2 sin2 θ + s22s

√
1 + η2)− 2E2Ms(

√
1 + η2 + s)2 + η2m2 cos θ+

M2s2(s+
√

1 + η2)2 = 0.
(8.127)

Η διακρίνουσα, ∆, της παραπάνω εξίσωσης δευτέρου ϐαθµού είναι

∆ = 4m2[(x+ η2)2 − (x+ η2 sin2 θ)(η2 cos θ + x+ η2)]

όπου x = 1 + 2s
√

1 + η2 + s2. Εποµένως µια πραγµατική λύση της εξίσωσης (8) ως προς την ενέργεια µάζας
m, E2, είναι

E2 =
Ms(x+ η2) +m

√
(x+ η2)2 − (x+ η2 sin2 θ)(η2 cos θ + η2 + x)

x+ η2 sin2 θ
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∆ιαφορίζοντας την E2 σε σχέση µε το θ µπορούµε να δούµε ότι η µέγιστη ενέργεια E2 αντιστοιχεί σε θ = 0 και
συνεπώς η µέγιστη ενέργεια της µάζας m είναι

Emax2 = m
x+ 2η2

x
= m+

2mη2

x

και η µέγιστη κινητική ενέργεια, Tmax, είναι

Tmax = Emax2 −m =
2mη2

x

ή χρησιµοποιώντας την έκφραση του x, παίρνουµε

Tmax =
2mη2

1 + 2s
√

1 + η2 + s2

ή χρησιµοποιώντας τους ορισµούς των s και η έχουµε

Tmax = 2m
β2

1− β2

[
1 +

(
m

M

)2

+ 2
m

M

1√
1− β2

]−1

(8.128)

διότι 1 + η2 = 1 + β2γ2 = 1/(1− β2), όπου γ = 1/
√

1− β2.
Στη µη-σχετικιστική περίπτωση β → 0 και γ → 0, εποµένως η εξίσωση (8) ανάγεται στην

Tmax =
4mM

(m+M)2
T

όπου T = (1/2)Mv2 είναι η κινητική ενέργεια της µάζας M .

M

v e-

m

Σχήµα 8.13: Μάζα M συγκρούεται µε ηλεκτρόνιο µάζας m

Πρόβληµα 8.47 Θεωρήστε σωµατίδιο µάζαςm και ϕορτίου q που κινείται σε οµογενές µαγνητικό πεδίοB = Bx̂
υπό τις αρχικές συνθήκες

r(0) = y0ŷ + z0ẑ,

v(0) = v0xx̂+ v0yŷ + v0zẑ.

Βρείτε την εξίσωση κίνησης για τα y(t), z(t) και επιπλέον να αποδείξετε ότι η κίνηση του σωµατιδίου στο επίπεδο
(z, y) είναι κύκλος ακτίνας r0 = m

√
v2

0y + v2
0z/qB (ακτίνα Larmor).

Λύση:

Η εξίσωση κίνησης για το ϕορτισµένο σωµατίδιο δίνεται από

dp

dt
=
q

c
v ×B =

qB

c
(vzŷ − vyẑ) (8.131)

Να σηµειώσετε ότι η ενέργεια E =
√
p2c2 +m2c4 του σωµατιδίου δίνει

dE

dt
= v · dp

dt
=
q

c
v · (v ×B) = 0
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συνεπώς η ενέργειαE είναι σταθερή ποσότητα, E = E(t = 0) =
√
c2p2

0 +m2c4 = σταθερή, όπου p0 = mγ(v0)v0

είναι το µέτρο της ορµής την t = 0. Να σηµειώσετε ότι p = mγ(v)v = (E/c2)v = (E0/c
2)v, εποµένως η

εξίσωση (8) γράφεται ως
E0

c2

dv

dt
=
qB

c
(vzŷ − vyk̂)⇒ dv

dt
=
qBc

E0
(vzŷ − vyk̂) (8.132)

ή µπορούµε να το αναλύσουµε σε τρεις καρτεσιανές συντεταγµένες ως ακολούθως

dvx
dt

= 0⇒ vx = v0x,

dvy
dt

= ωvz, (8.133)

dvz
dt

= −ωvy, (8.134)

όπου ω = qBc/E0 είναι η συχνότητα Larmor στη σχετικότητα, κλασσικά ωclassical = qB/E0. Σηµειώστε ότι
εισάγοντας την εξίσωση (8) και την εξίσωση (8) παίρνουµε

d

dt
(vy + ivz) = −iω(vy + ivz)⇒ vy + ivz = (v0y + iv0z)e−iωt

συνεπώς η συνιστώσα του διανύσµατος της ταχύτητας v η κάθετη στο µαγνητικό πεδίοB περιφέρεται µε ταχύτητα
ω και επιπλέον |vy + ivz| = |v0y + iv0z| = σταθερή.
Από την εξίσωση (8) παίρνουµε για τις χωρικές συντεταγµένες (y, z) του σωµατιδίου

d

dt
(y + iz) = (v0y + iv0z)e−ωt

ή

dy

dt
= v0y cos (ωt) + v0z sin (ωt)⇒ y = y0 −

v0z

ω
+

1

ω
(v0y sin (ωt)− v0z cos (ωt)),

dz

dt
= v0z cos (ωt)− v0y sin (ωt)⇒ z = z0 +

v0y

ω
+

1

ω

(
v0z sin (ωt) + v0y cos (ωt)

)
,

ή σε µιγαδική αναπαράσταση(
y − y0 +

v0z

ω

)
+ i

(
z − z0 −

v0y

ω

)
=

i

ω

(
v0y + iv0z

)
e−iωt

Ορίζοντας Y = y0 − v0z/ω και Z = z0 + v0y/ω η ορµή της παραπάνω εξίσωσης γράφεται ως

(y − Y )2 + (z − Z)2 =
(v2

0y + v2
0z)

ω2
= r2

0

όπου r0 ονοµάζεται ακτίνα Larmor. Σηµειώστε ότι η κίνηση του σωµατιδίου στο επίπεδο (y, z) είναι κύκλος
ακτίνας Larmor r0 =

√
v2

0y + v2
0z/ω = E0

√
v2

0y + v2
0z/qcB.

Πρόβληµα 8.48 Θεωρήστε σωµατίδιο ορµής p′ και ενέργειας E′ που σχηµατίζει γωνία θ′ σε σύστηµα ΚΜ σε
σχέση µε την αρχική κατεύθυνση του προσπίπτοντος συγκρουόµενου σωµατιδίου, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 8.14.
Να αποδείξετε ότι η γωνία θ στο σύστηµα του εργαστηρίου δίνεται από

tan θ =
1

γ(v)

p′ sin θ′

p′ cos θ′ + βE′

όπου γ = (1− β2)1/2 είναι ο παράγοντας Lorentz.
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Λύση:

Ο µετασχηµατισµός Lorentz µεταξύ του συστήµατος εργαστηρίου και του συστήµατος ΚΜ δίνεται από

pt = p′t,

pl = γ(p′l + βE′),

για την εγκάρσια και την επιµήκη συνιστώσα της ορµής p (σύστηµα εργαστηρίου), p′ (σύστηµα ΚΜ) αντίστοιχα.
∆ιαιρώντας τις παραπάνω εξισώσεις, παίρνουµε

tan θ =
pt
pl

=
p′t

γ(p′l + βE′)
(8.140)

Σηµειώστε ότι cos θ′ = p′l/p
′ και sin θ′ = p′t/p

′, συνεπώς η εξίσωση (8) ανάγεται στην

tan θ =
1

γ(v)

p′ sin θ′

p′ cos θ′ + βE′

Σχήµα 8.14: Σύγκρουση των δύο σωµατιδίων στο σύστηµα εργαστηρίου και το σύστηµα ΚΜ

Πρόβληµα 8.49 (α) Βρείτε τι γίνεται η µονοδιάσταση κυµατική εξίσωση(
∂2

∂x2
− 1

c2

∂2

∂t2

)
ψ(x, t) = 0 (8.141)

υπό το µετασχηµατισµό του Γαλιλαίου
x→ x′ = x+ vt (8.142)

όπου c είναι η ταχύτητα του ϕωτός και v η ταχύτητα του συστήµατος συντεταγµένων x′ σε σχέση µε το σύστηµα
συντεταγµένων x.
(ϐ) Η αρχική κυµατική εξίσωση ικανοποιείται από επίπεδα κύµατα psi(x, t) ∼ expik(x−ct) όπου η ταχύτητα
ϕάσης είναι c (k είναι κάποια σταθερά). Ποιά είναι η ϕασική ταχύτητα των λύσεων επιπέδου κύµατος της
µετασχηµατισµένης εξίσωσης ;
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Λύση:

(α) Η µονοδιάσταση κυµατική εξίσωση (8.49), γίνεται υπό το µετασχηµατισµό x→ x′ (εξ. 8.49)(
∂2

∂x′2
− 1

c2

∂2

∂t2

)
ψ(x′, t) = 0 (8.143)

Σηµειώστε ότι
∂

∂x′
ψ(x′, t) =

∂

∂x
ψ(x, t)

εφόσον dx/dx′ = 1, σύµφωνα µε την εξίσωση (8.49), (x και t είναι ανεξάρτητες µεταβλητές). Επιπλέον, ϕανερά
εφόσον το ψ(x′, t) εξαρτάται από το t µέσω του x′ και του ίδιου του t , έχουµε (καλώντας το t στο όρισµα του ψ
προς το παρόν t′)

∂

∂t′
ψ(x′, t′) =

(
dt′

dt

∂

∂t′
+

dx′

dt

∂

∂x′

)
ψ(x′, t′) =(

∂

∂t′
+ v

∂

∂x′

)
ψ(x′, t′) =(

∂

∂t
+ v

∂

∂x

)
ψ(x, t)

Συνεπώς η εξίσωση (8) γίνεται [
∂2

∂x2
− 1

c2

(
∂

∂t
+ v

∂

∂x

)2
]
ψ(x, t) = 0 (8.144)

που ϕανερώνει ότι η εξίσωση δεν είναι αναλλοίωτη υπό το µετασχηµατισµό του Γαλιλαίου.
(ϐ) Η αρχική εξίσωση 8.49 µπορεί να γραφτεί ως(

∂

∂x
− 1

c

∂

∂t

)(
∂

∂x
+

1

c

∂

∂t

)
ψ(x, t) = 0

και εποµένως έχει προφανώς λύσεις επιπέδου κύµατος της µορφής

eik(x−ct), eik(x+ct)

του οποίου η ϕασική ταχύτητα είναι c.
Από την άλλη πλευρά η µετασχηµατισµένη εξίσωση (8) µπορεί να γραφτεί ως(

∂

∂x
− 1

c− v
∂

∂t

)(
∂

∂x
+

1

c+ v

∂

∂t

)
ψ(x, t) = 0

και εποµένως οι λύσεις επιπέδου κύµατός της είναι της µορφής

eik(x−ct−vt), eik(x+ct−vt)

του οποίου η ϕασική ταχύτητα είναι c± v.

Πρόβληµα 8.50 Βρείτε το µετασχηµατισµό Lorentz που αντιστοιχεί στο αποτέλεσµα του µετασχηµατισµού

x′ = γ1(x− v1t)

t′ = γ1(t− β1x/c)

y′ = y

z′ = z

(8.145)
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που ακολουθείται από:

x′′ = x′

z′′ = z′

y′′ = γ2(y′ − v2t
′)

t′′ = γ2(t′ − y′β2/c)

(8.146)

και συγκρίνετέ το µε το µετασχηµατισµό Lorentz που αντιστοιχεί στους παραπάνω µετασχηµατισµούς εφαρµο-
σµένους µε ανάποδη σειρά.
Να συµπεράνετε από το παραπάνω παράδειγµα ότι στη σχετικιστική πρόσθεση δύο κάθετων ταχυτήτων παίρνουµε

(β1 + β2)2 = β2
1 + β2

2 − β2
1β

2
2

Λύση:

Από τις εξισώσεις (8.50) και την (8.50) παίρνουµε

x′′ = x′ = γ1(x− v1t)

z′′ = z′ = z

y′′ = γ2(y′ − v2t
′) = γ2(y − v2γ1(t− β1x/c))

t′′ = γ2(t′ − y′β2/c) = γ2(γ1(t− β1x/c)− yβ2/c)

(8.147)

Αν εκτελέσουµε τους µετασχηµατισµούς µε ανάποδη σειρά έχουµε

x′ = x

z′ = z

y′ = γ2(y − v2t)

t′ = γ2(t− yβ2/c)

και τότε

x′′ = γ1(x′ − v1t
′)

t′′ = γ1(t′ − β1x
′/c)

y′′ = y′

z′′ = z′

εποµένως

x′′ = γ1(x− v1γ2(t− yβ2/c))

t′′ = γ1(t′ − β1x
′/c) = γ1(γ2(t− yβ2/c)− β1x/c)

y′′ = y′ = γ2(y − v2t)

z′′ = z′ = z

(8.148)

Προφανώς οι δύο µετασχηµατισµοί είναι πολύ διαφορετικοί, επιδεικνύοντας ότι οι µετασχηµατισµοί κατά µήκος
διαφορετικών κατευθύνσεων δεν αντιµετατίθενται.
Γνωρίζουµε ότι για µια τυχαία κατεύθυνση β∗ ο µετασχηµατισµός Lorentz της συνιστώσας του χρόνου είναι

t′′ = γ∗(t− r · β∗/c)

Συγκρίνοντας τους πολλαπλασιαστικούς παράγοντες µπροστά από το t στα προηγούµενα αποτελέσµατα, συµπε-
ϱαίνουµε ότι για οποιαδήποτε από τις δύο sequences γ∗ = γ1γ2.
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Εφόσον το γ εξαρτάται από το µέτρο της ταχύτητας µόνο, αυτό δείχνει ότι το µέτρο του β∗ για τις δύο sequences
είναι το ίδιο, και από τη σχέση (

1

γ∗

)2

=

(
1

γ1γ2

)2

παίρνουµε
1− β∗2 = (1− β2

1)(1− β2
2)⇒ β∗2 = β2

1 + β2
2 − β2

1β
2
2

Επιπλέον µπορούµε να ελέγξουµε τους πολλαπλασιαστικούς παράγοντες µπροστά από το r. Από την εξίσωση (8)
έχουµε

β∗ = β1 +
β2

γ1

⇒ β∗2 =

(
β1 +

β2

γ1

)2

= β2
1 +

β2
2

γ2
1

= β2
1 + β2

2(1− β2
1) = β2

1 + β2
2

= β2
1β

2
2

εφόσον β1 · β2 = 0. Παρόµοια από την εξίσωση (8) έχουµε

β∗ = β1 +
β2

γ1

⇒ β∗2 =

(
β2 +

β1

γ2

)2

− β2
2 +

β2
1

γ2
1

= β2
2 + β2

1(1− β2
2) = β2

1 + β2
2

= β2
1β

2
2

Πρόβληµα 8.51 Σωµατίδιο µάζας Mo και ορµής Po διασπάται σε δύο σωµατίδια µάζας Mc και M1, όπως
ϕαίνεται στο σχήµα 8.15. Θεωρήστε ότι η ορµή του σωµατιδίου c και 1 είναι Pc = (PT , PL) και P1 = (Pa, Pb)
αντίστοιχα.
(α) Να εκφράσετε την ορµή του προσπίπτοντος σωµατιδίου Po συναρτήσει των µεταβλητών Mo,Mc,M1, PL, PT .
(ϐ) Να αποδείξετε ότι η ορµή Po του προσπίπτοντος σωµατιδίου, όπως ϕαίνεται από ένα σύστηµα συντεταγµένων
για το οποίο PL = 0, ανάγεται στην ακόλουθη έκφραση

P
′2
o =

(M2
o −M2

1 −M2
c )2 − 4M2

1M
2
c − 4M2

oP
2
T

4(P 2
T +M2

c )

όπου P ′o = Po σ’ αυτό το ειδικό σύστηµα συντεταγµένων. Σηµειώστε ότι το P
′2
o είναι αναλλοίωτο µε την έννοια

ότι η κατανοµή στο P
′2
o είναι ανεξάρτητη της προσπίπτουσας ορµής.

Σχεδιάστε την P 2
o συναρτήσει της PT για τις διασπάσεις Υπερονίου Ξ0 → Λγ και Ξ0 → Λπ0.

M0P0

PC

PL

PT

Pa

P1

Pb

MC

M1

Σχήµα 8.15: ∆ιανυσµατικός ορισµός διαφόρων ποσοτήτων της διάσπασης σε δύο σωµατίδια Mo →McM1.
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Λύση:

(α) Η διατήρηση της ορµής µας δίνει : Po = Pc+P1, ή εάν αναλυθεί στη διαµήκη και την εγκάρσια κατεύθυνση,
παίρνουµε

Po = PL + Pa

PT = Pb.

Εποµένως, η ορµή P1 µπορεί να γραφτεί ως

P 2
1 = (Po − PL)2 + P 2

T (8.151)

Επιπλέον, από τη διατήρηση της ενέργειας έχουµε√
P 2
o +M2

o = Uc +
√
P 2

1 +M2
1 (8.152)

όπου U2
c = P 2

c +M2
c = P 2

T + P 2
L +M2

c . Συνδυάζοντας τις εξισώσεις (8) και (8), µπορούµε να καταλήξουµε στην
ακόλουθη δευτεροβάθµια εξίσωση

−4(P 2
T +M2

c )P 2
o +

4PL(M2
o −M2

1 +M2
c )Po+

(M2
o −M2

1 −M2
c )2 + 4(P 2

L + P 2
T )2 − 4(P 2

L + P 2
T )(M2

o −M2
1 −M2

c )

−4U2
c (P 2

L + P 2
T +M2

1 ) = 0,

(8.153)

αφού απαλείψουµε την παράµετρο P1. Η διακρίνουσα της παραπάνω δευτεροβάθµιας εξίσωσης ανάγεται στην

∆2

16
= U2

c [(M2
o −M2

1 −M2
c )2 − 4M2

1M
2
c − 4M2

oP
2
T ]

συνεπώς οι δύο λύσεις της εξίσωσης (8) είναι

Po =
PL(M2

o −M2
1 −M2

c )± Uc
√

(M2
o −M2

1 −M2
c )2 − 4M2

1M
2
c − 4M2

oP
2
T

2(P 2
T +M2

c )
(8.154)

(ϐ) Σηµειώστε ότι στην περίπτωση όπου PL = 0, το P ′o = Pa είναι ισοδύναµο µε τη διαµήκη ορµή του P1 σ’ αυτό
το ειδικό σύστηµα συντεταγµένων. Επίσης, η εξίσωση (8) ανάγεται στην ακόλουθη έκφραση

P
′2
o =

(M2
o −M2

1 −M2
c )2 − 4M2

1M
2
c − 4M2

oP
2
T

4(P 2
T +M2

c )

εφόσον U2
c = P 2

T +M2
c στην περίπτωση όπου PL = 0.

Πρόβληµα 8.52 Θεωρήστε ουδέτερο σωµατίδιο Cascade Ξ0 που παράγεται σε ένα στόχο ο οποίος ϐρίσκεται
στο (0, 0, 0) (αρχή αξόνων ενός συστήµατος συντεταγµένων) και που διασπάται µέσα από το Κανονικό κανάλι
διάσπασής του, Ξ0 → Λπ0 µε π0 → γγ, όπως ϕαίνεται στο σχήµα 8.17ϐ. Στην περίπτωση όπου ένα από τα
παραγόµενα γ λείπει, αυτή η διάσπαση δείχνει πανοµοιότυπη µε τη διάσπαση Radiative Cascade, Ξ0 → Λγ,
όπως ϕαίνεται στο σχήµα 8.17α.
Εκφράστε τη ορµή και τη µάζα, P M , του µητρικού σωµατιδίου που παράγει ένα σωµατίδιο Λ και ένα ϕωτόνιο
γ µε παρατηρούµενες ορµές (PΛx, PΛy, PΛz) και (Pγ1x, Pγ1y, Pγ1z) αντίστοιχα, υπό την υπόθεση ότι το απαρα-
τήρητο γ2 που λείπει σχηµατίζει τη µάζα ενός ουδέτερου πιονίου, π0, µαζί µε το παρατηρούµενο, γ1. Είναι
αυτός ο υπολογισµός µοναδικά καθορισµένος ; Αυτό το αποτέλεσµα µπορεί να χρησιµοποιηθεί σε µια έρευνα
του Neutral Radiative decay Ξ0 → Λγ όπου η κύρια πηγή υποβάθρου συνεισφέρει στη διάσπαση του Normal
Cascade, Ξ0 → Λπ0 και π0 → γγ, όπου ένα από τα παραγόµενα ϕωτόνια έχει διαφύγει του ανιχνευτή.
Στην περίπτωση που το υπόβαθρο έρχεται από τη διάσπαση Neutral Radiative Cascade Ξ0 → Σ0γ, µε Σ0 →
Λγ, η ίδια τεχνική µπορεί να εφαρµοστεί για να εκτιµηθεί ένα απαρατήρητο γ2 στην περίπτωση που Λγ2

σχηµατίζουν µια ουδέτερη σωµατιδιακή µάζα Σ0, γνωρίζοντας την ορµή των Λ, (PΛx, PΛy, PΛz), και την ορµή
του παρατηρούµενου ϕωτονίου γ1, (Pγ1x, Pγ1y, Pγ1z).
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Σχήµα 8.16: P 2
o συναρτήσει του PT διασπάσεις Υπερονίου Ξ0 → Λγ και Ξ0 → Λπ0 .

Λύση:

Η διατήρηση της ορµής για τη διάσπαση M → Λγ1γ2 ϑα δώσει

P
xc
r

= PΛx + Pγ1x + Pγ2x ⇒ Pγ2x = P
xc
r
− α

P
yc
r

= PΛy + Pγ1y + Pγ2y ⇒ Pγ2y = P
yc
r
− β

P
zc
r

= PΛz + Pγ1z + Pγ2z ⇒ Pγ2z = P
zc
r
− γ,

όπου, r = (x2
c + y2

c + z2
c )1/2, α = PΛx + Pγ1x, β = PΛy + Pγ1y, και γ = PΛz + Pγ1z.

Η ορµή του απαρατήρητου ϕωτονίου, γ2, µπορεί να εκφραστεί ως

P 2
γ2 = P 2

γ2x + P 2
γ2y + P 2

γ2z =(
P
xc
r
− α

)2

+

(
P
yc
r
− β

)2

+

(
P
zc
r
− γ
)2

=

Pγ2 + α2 + β2 + γ2 − 2P
αxc + βyc + γzc

r
=

Pγ2 + α2 + β2 + γ2 − 2Pθ,

όπου θ = (αxc + βyc + γzc)/r.
Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε τον περιορισµό ότι τα δύο ϕωτόνια σχηµατίζουν µια µάζα π0,mπ0 = 0.135 GeV/c2,
και να πάρουµε την ακόλουθη έκφραση

m2
π0 = (Eγ1 + Eγ2)2 − (Pγ1 + Pγ2)2 =

2Eγ1Pγ2 − 2(Pγ1xPγ2x + Pγ1yPγ2y + Pγ1zPγ2z),
(8.158)

όπου Eγ1 είναι η ενέργεια του παρατηρούµενου ϕωτονίου, και Pγ2 = Eγ2 εφόσον έχουµε να κάνουµε µε ένα
άµαζο ϕωτόνιο. Επιπλέον, η εξίσωση (8) ανάγεται στην

m2
π0

2
+ (Pγ1xPγ2x + Pγ1yPγ2y + Pγ1zPγ2z) = Eγ1Pγ2 (8.159)
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Συνδυάζοντας την (8) µε τις συναρτήσεις (8.35), παίρνουµε για την εξίσωση (8)

m2
π0

2
+ Pγ1x

(
P
xc
r
− α

)
+ Pγ1y

(
P
yc
r
− β

)
+ Pγ1z

(
P
zc
r
− γ
)

=

m2
π0

2
−
(
αPγ1x + βPγ1y + γPγ1z

)
+ P

xcPγ1x + xcPγ1x + ycPγ1z
r

=

Eγ1Pγ2 ⇒
(Pν + µ)2 = E2

γ1(P 2 + α2 + β2 + γ2 − 2Pθ),

(8.160)

όπου µ = m2
π0/2− (αPγ1x + βPγ1y + γPγ1z), και ν = P (xcPγ1x + xcPγ1x + ycPγ1z)/r.

Τελικά, η εξίσωση (8) µπορεί να αναχθεί στην ακόλουθη δευτεροβάθµια εξίσωση για την άγνωστη ορµή, P , του
διεσπασµένου µητρικού σωµατιδίου

P 2(ν2 − E2
γ1) + 2P (νµ+ E2

γ1θ)−
E2
γ1(α2 + β2 + γ2) = 0,

(8.161)

όπου οι δύο λύσεις αυτής της δευτεροβάθµιας εξίσωσης ϑα µας δώσουν την ορµή του µητρικού σωµατιδίου. Η
µάζα, M , του µητρικού σωµατιδίου δίνεται από τη διατήρηση της ενέργειας

M2 = E2 − P 2 =

(EΛ + Eγ1 + Pγ2)2 − P 2,

όπου το P προκύπτει από την εξίσωση (8). Υπάρχουν δύο λύσεις για τον προσδιορισµό των M2 και P .

 Διάσπαση: Ξ0   Λ γ
1

Λ
p

Ξ0

γ1

(xc , yc , zc)
(0,0,0)

π
-

(α)

p

γ1

π
-

p

γ1

π
-

γ2

π0

(xc ,yc ,zc)

Ρ, M Ρ, M

(0,0,0)(0,0,0)

γ2
(xc ,yc ,zc) Σ

0

ΛΛ

M       Λ π0

π0       γ1 γ2

M       Σ γ1
Σ0               Λ γ2

(β) (c)

Σχήµα 8.17: (α) Μια διάσπαση του Neutral Radiative Cascade Ξ0 → Λγ. (ϐ) Μία διάσπαση του Normal Cascade
Ξ0 → Λπ0. (γ) Μια διάσπαση του Neutral Radiative Cascade Ξ0 → Σ0γ, σε Σ0 → Λγ.

Πρόβληµα 8.53 Τα κοσµικά µιόνια παράγονται στην ατµόσφαιρα σε ύψος περίπου 8000 m και κινούνται προς
τη γη µε ταχύτητα που πλησιάζει την ταχύτητα του ϕωτός, περίπου υ = 0, 998c.
(α) Αν ο χρόνος Ϲωής του µιονίου είναι τ = 2, 2×10−6 s, να ϐρείτε το µήκος που ϑα διανύσει προτού διασπαστεί,
σύµφωνα µε την κλασσική ϕυσική. Θα ϕτάσει αυτό το µιόνιο στην επιφάνεια της γης ;
(ϐ) Να επαναλάβετε το ερώτηµα (α) σύµφωνα µε τη σχετικιστική µηχανική.
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(γ) Να αναλύσετε το ίδιο ϕαινόµενο από την πλευρά του µιονίου, όπου το µιόνιο Ϲει για 2, 2× 10−6 s. Θα ϕτάσει
στην επιφάνεια της γης ;
(δ) Τα πιόνια επίσης παράγονται στην άνω ατµόσφαιρα, όπου ενεργητικά πρωτόνια κτυπούν τα πρωτόνια της
ατµόσφαιρας, µε αποτέλεσµα να έχουµε την αντίδραση της µορφής

p+ p −→ p+ p+ πιόνια

όπου τα πιόνια διασπώνται µέσω των αντιδράσεων

π+ −→ µ+ + νµ, π− −→ µ− + νµ

Ο χρόνος Ϲωής του πιονίου είναι κατά 100 ϕορές µικρότερος αυτού του µιονίου. Θα ϕτάσει ένα τέτοιο πιόνιο
στην επιφάνεια της γης ;

Λύση:

(α) Από κλασσικής πλευράς, το µήκος που ϑα διανύσει ένα µιόνιο είναι

L = υt = 0, 998cτ = 0, 998× 3× 108 m/s× 2, 2× 10−6 s = 660 m

και εποµένως δε ϑα ϕτάσει στην επιφάνεια της γης.
(ϐ) Σύµφωνα µε τη σχετικιστική µηχανική, το µήκος ϑα είναι

L′ = γL, όπου γ =
1√

1− (υ/c)2
=

1√
1− (0, 998)2

= 15, 8

δηλαδή το L′ = 15, 8× 660 m = 10, 5 Km, εποµένως ϑα ϕτάσει στη γη.
(γ) Σε αυτή την περίπτωση λόγω της συστολής του µήκους, το µιόνιο ϑα δει µια διαδροµή που ϑα είναι µικρότερη
κατά ένα παράγοντα γ, και εποµένως πάλι ϑα ϕτάσει την επιφάνεια της γης.
(δ) Για το πιόνιο, το µήκος της διαδροµής ϑα είναι

L′π =
1

100
L′µ =

1

100
× 10, 4 Km = 104 m

δηλαδή το πιόνιο δε ϑα ϕτάσει στη γη.

Πρόβληµα 8.54 Να δείξετε ότι η ποσότητα

I = (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2

είναι αναλλοίωτη κάτω από τους µετασχηµατισµούς Lorentz.

Λύση:

Οι µετασχηµατισµοί Lorentz είναι
x0 = γ(x0′ + βx1′)

x1 = γ(x1′ + βx0′)

x2 = x2′

x3 = x3′

⇒


(x0)2 = γ2
[
(x0′)2 + β2(x1′)2 + 2βx0′x1′

]
(x1)2 = γ2

[
(x1′)2 + β2(x0′)2 + 2βx1′x0′

]
(x2)2 = (x2′)2

(x3)2 = (x3′)2.


Εποµένως

I = γ2
[
(x0′)2 + β2(x1′)2 + 2βx0′x1′

]
−

−γ2
[
(x1′)2 + β2(x0′)2 + 2βx0′x1′

]
− (x2′)2 − (x3′)2

⇒ I = γ2(1− β2)(x0′)2 − γ2(1− β2)︸ ︷︷ ︸
(1−β2)/(1−β2)=1

(x1′)2 − (x2′)2 − (x3′)2

⇒ I = (x0′)2 − (x1′)2 − (x2′)2 − (x3′)2

⇒ (x0)2 − (x1)2 − (x2)2 − (x3)2 = (x0′)2 − (x1′)2 − (x2′)2 − (x3′)2
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Πρόβληµα 8.55 ΄Ενα πιόνιο κινείται µε ταχύτητα υ και διασπάται σε ένα µιόνιο και ένα αντινετρίνο

π− −→ µ− + νµ

Αν το αντινετρίνο κινείται κάθετα στην αρχική κατεύθυνση του πιονίου, (όπως ϕαίνεται στο σχήµα 8.18) να
δείξετε ότι η γωνία µε την οποία διαφεύγει το µιόνιο ϑα είναι

tan θ =
1−mµ2/mπ2

2βπγ2
π

όπου βπ = υ/c, γπ = 1/
√

1− β2
π.

x

y

θ

ν

π-

µ-

Σχήµα 8.18: πιόνιο διασπάται σε µιόνιο και αντινετρίνο

Λύση:

Τα 4-διανύσµατα του πιονίου, µιονίου και αντινετρίνο είναι

pπ = (γπmπ, γπmπβπ, 0, 0)

pµ = (Eµ, |Pµ| cos θ, −|Pµ| sin θ, 0)

pν = (Eν , 0, Eν , 0)

Από τη διατήρηση ενέργειας και ορµής ϑα ισχύει

γπmπ = Eν + Eµ (8.162)

γπmπβπ = |Pµ| cos θ

Enu = |Pµ| sin θ (8.163)

Από τις σχέσεις (8) και (8) µπορούµε να απαλείψουµε την Eν

γπmπ = |pµ| sin θ + Eµ

γπmπβπ = |pµ| cos θ


|pµ| sin θ = γπmπ − Eµ (8.164)

⇒
|pµ| cos θ = γπmπβπ (8.165)

∆ιαιρώντας τη σχέση (8) µε την (8), ϑα έχουµε

⇒ tan θ =
γπmπ − Eµ
γπmπβπ

(8.166)

Επίσης, αν υψώσουµε στο τετράγωνο τις σχέσεις (8) και (8) και τις προσθέσουµε, ϑα έχουµε

|Pµ|2 = γ2
πm

2
π + E2

µ − 2γπmπEµ + γ2
πm

2
πβ

2
π
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⇒ |Pµ|2 = γ2
πm

2
π(1 + β2

π) +m2
µ + |Pµ|2 − 2γπmπEµ

⇒ Eµ =
γ2
πm

2
π(1 + β2

π) +m2
µ

2γπmπ

⇒ Eµ =
γπmπ(1 + β2

π)

2
+

m2
µ

2γπmπ
(8.167)

Από την αντικατάσταση της σχέσης (8) στην (8), έπεται ότι

tan θ =
γπmπ − γπmπ/2− γπmπβ

2
π/2−m2

µ/(2γπmπ)

γπmπβπ

⇒ tan θ =
mπ

1/γπ︷ ︸︸ ︷
γπ(1− β2

π)−m2
µ/γπmπ

2γπmπβπ

⇒ tan θ =
mπ/γπ −mµ/γπmπ

2γπmπβπ

⇒ tan θ =
1−m2

µ/m
2
π

2γ2
πβπ

Πρόβληµα 8.56 ΄Ενα σωµατίδιο Α ενέργειαςE αντιδρά µε ένα ακίνητο σωµατίδιοB, δηµιουργώντας n σωµατίδια
C1, C2, . . . , Cn

A+B −→ C1 + C2 + . . .+ Cn

Να ϐρείτε την ενέργεια κατωφλίου αυτής της αντίδρασης, δηλαδή την ελάχιστη ενέργεια για την επίτευξη αυτής
της αντίδρασης.

Λύση:

A B

A B

EA EB

x

y

x

y

C1
Cn

C2

Σχήµα 8.19

Στην ενέργεια κατωφλίου τα παραγόµενα σωµατίδια C1, C2, . . . , cn δε διαθέτουν κινητική ενέργεια στο κέντρο
µάζας CM , αλλά απλά δηµιουργούνται. Στο σύστηµα εργαστηρίου τα 4-διανύσµατα ϑα είναι

PµA = (E, PA︸︷︷︸√
E2−m2

A

, 0, 0)

PµB = (mB, 0, 0, 0)
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⇒ (PA + PB)µ =

(
E +mB,

√
E2 −m2

A, 0, 0

)
⇒ (PA + PB)2 = (E +mB)2 − (E2 −m2

A) (8.168)

⇒ (PA + PB)2 = m2
A +m2

B + 2EmB

Στο κέντρο µάζας ϑα έχουµε

PΚΜ
A = (EA, PΚΜ, 0, 0), PΚΜ

B = (EB, −PΚΜ, 0, 0)

PΚΜ
A + PΚΜ

B = (EA + EB, 0, 0, 0) (8.169)

Στην τελική κατάσταση, όπου δηµιουργούνται n σωµατίδια χωρίς κινητική ενέργεια, ϑα έχουµε

PΚΜ =

∑mi︸ ︷︷ ︸
M

, 0, 0, 0

 (8.170)

Από τη διατήρηση ενέργειας και ορµής από τις σχέσεις (8) και (8) ϑα ισχύει

EA + EB = M (8.171)

Από την αναλλοίωτη ιδιότητα των τετρανυσµάτων ϑα έχουµε από τις σχέσεις (8) και (8)

(PA + PB)2 = (PΚΜ
A + PΚΜ

B )2

⇒ m2
A +M2

B + 2EmB = (EA + EB)2 = M2

⇒ E =
M2 −m2

A −m2
B

2mB

Πρόβληµα 8.57 ΄Ενα ακίνητο σωµατίδιο Α, µάζας mA, διασπάται σε δύο σωµατίδια Β και C µε µάζες mB και
mC αντίστοιχα

A︸︷︷︸
mA

−→ B︸︷︷︸
mB

+ C︸︷︷︸
mC

(α) Να δείξετε ότι η ενέργεια του Β σωµατιδίου είναι

EB =
m2
A +m2

B −m2
C

2mA

Να ϐρείτε το µέτρο της ορµής του σωµατιδίου Β.

Λύση:

(α) Σχηµατικά αυτή η διάσπαση περιγράφεται στο σχήµα 8.20.
Τα 4-διανύσµατα των τριών σωµατιδίων ϑα είναι

PA = (mA, 0, 0, 0), PB = (EB, |PB|, 0, 0)

PC = (EC , −|PB, 0, 0)

διότι λόγω διατήρησης της ορµής η |PC | = −|PB|. Από τη διατήρηση της ενέργειας

mA = EB + EC

όπου
E2
B = |PB|2 +m2

A, E2
C = |PB|2 +m2

C
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A B

x

y

C

mC mA mB PB- PC

Σχήµα 8.20: ∆ιάσπαση του σωµατιδίου Α σε B και C

⇒ mA − EB = EC ⇒ (mA − EB)2 = E2
C

⇒ m2
A − 2mAEB + E2

B = E2
C = |PC |2︸ ︷︷ ︸

|PB |

+m2
C

⇒ m2
A − 2mAEB + E2

B = |PB|2︸ ︷︷ ︸
E2
B−m

2
B

+m2
C

⇒ m2
A +m2

B −m2
C = 2mAEB

EB =
m2
A +m2

B −m2
C

2mA
(8.172)

(ϐ) Από τη σχέση (8) και την παρατήρηση ότι E2
B = |PB|2 +m2

B, ϑα έχουµε

|PB|2 +m2
B =

(
m2
A +m2

B −m2
C

2mA

)2

⇒ |PB|2 =
(m2

A +m2
B −m2

C)2

4m2
A

−m2
B

⇒ |PB|2 =
m4
A +m4

B +m4
C + 2m2

Am
2
B − 2m2

Am
2
C − 2m2

Bm
2
C − 4m2

Bm
2
A

4m2
A

⇒ |PB| =

√
m4
A +m4

B +m4
C − 2m2

Am
2
B − 2m2

Am
2
C − 2m2

Bm
2
C

2mA

⇒ |PB| =

√
λ(m2

A,m
2
B,m

2
C)

2mA
(8.173)

όπου λ(x, y, z) είναι η συνάρτηση τριγώνου

λ(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 2xy − 2xz − 2yz

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση τριγώνου µπορεί να απλοποιηθεί ως εξής

λ(m2
A,m

2
B,m

2
C) = (mA +mB +mC)(mA +mB −mC)(mA −mB +mC)(mA −mB −mC)

και εποµένως η |PB| µηδενίζεται γιαmA = mB +mC , και είναι ϕανταστική ποσότητα γιαmA < mB +mC , που
είναι επακόλουθο της διατήρησης ενέργειας.
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Πρόβληµα 8.58 ΄Ενα ακίνητο πιόνιο, (π−), διασπάται σε ένα µιόνιο, (µ−), και ένα αντινετρίνο, (ν)

π− −→ µ− + νµ

Να δείξετε ότι η απόσταση που διανύει το µιόνιο προτού διασπαστεί ϑα είναι

d =
m2
π −m2

µ

2mπmµ
τ

όπου τ είναι ο χρόνος Ϲωής του µιονίου και mπ,mµ είναι η µάζα του πιονίου και του µιονίου, αντίστοιχα.

Λύση:

Από τη σχέση (8) του προβλήµατος 8.57 ϑα έχουµε για την ορµή του µιονίου

|PB| =

√
m4
π +m4

µ − 2m2
πm

2
µ

2mπ

διότι η mν = 0.

⇒ |PB| =

√
(m2

π −m2
µ)2

2mπ

⇒ |PB| =
m2
π −m2

µ

2mπ
(8.174)

Επίσης, η ορµή του µιονίου γράφεται ως εξής

|PB| = mµγµυµ (8.175)

όπου υµ είναι η ταχύτητα του µιονίου. Το µήκος που ϑα διανύσει το µιόνιο είναι

L = υµ(γτ) (8.176)

όπου γ η διαστολή χρόνου. Από τις σχέσεις (8) και (8), απαλείφοντας τη υµ, ϑα έχουµε

L =
PB
mµ

τ (8.177)

Εποµένως, συνδυάζοντας τις σχέσεις (8) και (8), ϑα έχουµε

L =
m2
π −m2

µ

2mπmµ
τ ∼ 186 m

Πρόβληµα 8.59 Στη σκέδαση δύο σωµατιδίων, A + B −→ C + D, µας ϐολεύει να εισάγουµε τις µεταβλητές
Mandelstam

s = (pA + pB)2, t = (pA − pC)2, u = (pA − pD)2

(α) Να δείξετε ότι ισχύει
s+ t+ u = m2

A +m2
B +m2

C +m2
D

(ϐ) Να ϐρείτε την ενέργεια του σωµατιδίου A στο σύστηµα αναφοράς του κέντρου µάζας (ΚΜ) ως συνάρτηση των
µεταβλητών s, t, u και των µαζών των σωµατιδίων.
(γ) Αν το σωµατίδιο Β είναι ακίνητο, να ϐρείτε την ενέργεια του σωµατιδίου Α στα συστήµατα αναφοράς του
εργαστηρίου.
(δ) Να ϐρείτε την ολική ενέργεια στο σύστηµα ΚΜ, δηλαδή να ϐρείτε την Eολ = EA + EB = EC + ED.
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Λύση:

(α) Από τον ορισµό των µεταβλητών Mendelstam ϑα έχουµε

s+ t+ u = (pA + pB)2 + (pA − pC)2 + (pA − pD)2

⇒ s+ t+ u = p2
A + p2

B + 2pApB + p2
A + p2

C − 2pApC + p2
A + p2

D − 2pApD

⇒ s+ t+ u = 3p2
A + p2

B + p2
C + p2

D − 2pA(pC + pD)

αλλά από τη διατήρηση της ενέργειας ϑα έχουµε

pA + pB = pC + pB

εποµένως
s+ t+ u = 3p2

A + p2
B + p2

C + p2
D + 2pApB − 2pA(pA + pB)

⇒ s+ t+ u = 3p2
A + p2

B + p2
C + p2

D + 2pApB − 2p2
A − 2pApB

⇒ s+ t+ u = p2
A + p2

B + p2
C + p2

D (8.178)

Τα 4-διανύσµατα pA, pB, pC , pD, είναι

p2
A = m2

A, p
2
B = m2

B, p
2
C = m2

C , p
2
D = m2

D

και εποµένως η σχέση (8) ϑα µας δώσει

s+ t+ u = m2
A +m2

B +m2
C +m2

D

(ϐ) Στο σύστηµα του κέντρου µάζας ϑα έχουµε

pA = (EA, p), pB = (EB, −p)

⇒ pA + pB = (EA + EB, γ)

εποµένως η µεταβλητή s είναι

s = (pA + pB)2 = (EA + EB)2 = E2
A + E2

B + 2EAEB (8.179)

Αλλά επίσης ισχύουν
E2
A = p2 +m2

A

E2
B = p2 +m2

B

⇒ E2
B = E2

A +m2
B −m2

A (8.180)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (8) και (8), έπεται ότι

s = E2
A + E2

A −m2
A +m2

B + 2EAEB

⇒ s+m2
A −m2

B = 2(E2
A + EAEB) = 0

⇒ s+m2
A −m2

B = 2EA(EA + EB) (8.181)

Αλλά από τη σχέση (8) είχαµε
s = (EA + EB)2

⇒ EA + EB =
√
s (8.182)
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Εποµένως από τις σχέσεις (8) και (8) έπεται ότι

s+m2
A −m2

B = 2EA
√
s

⇒ EA =
s+m2

A −m2
B

2
√
s

(γ) Στο σύστηµα του εργαστηρίου ϑα έχουµε

pA = (EA, p)

pB = (mB, 0)

⇒ pA + pB = (EA +mb, p)

Εποµένως, η µεταβλητή s ϑα είναι

s = (pA + pB)2 = E2
A +m2

B + 2EAmB − p2

όπου p = |p|. Αλλά, E2
A = p2 +m2

A, και εποµένως

s = m2
A +m2

B + 2EAmB

⇒ s−m2
A −m2

B = 2EAmB

⇒ EA =
s−m2

A −m2
B

2mB

(δ) Από τη σχέση (8) έχουµε
Eολ = EA + EB =

√
s

Πρόβληµα 8.60 Για την ελαστική σκέδαση δύο όµοιων σωµατιδίωνA+A −→ A+A, να δείξετε ότι οι µεταβλητές
Mendelstam παίρνουν τη µορφή

s = 4(p2 +m2c2)

t = −2p2(1− cos θ)

u = −2p2(1 + cos θ)

όπου p είναι η ορµή του εισερχόµενου σωµατιδίου στο σύστηµα του κέντρου µάζας (ΚΜ) και θ είναι η γωνία
σκέδασης.

Λύση:

x

y

A

+P, E

B

-P, E

θ

C

D

Σχήµα 8.21
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Στους υπολογισµούς µας ϑεωρούµε ότι c = 1. Τα 4-διανύσµατα των σωµατιδίων ϑα είναι

pA = (E, p, 0, 0), pB = (E, −p, 0, 0)

pC = (E, p cos θ, p sin θ, 0), pD = (E, −p cos θ, −p sin θ, 0)

όπου p = |p| είναι το µέτρο της ορµής του σωµατιδίου A. Εποµένως η µεταβλητή s είναι

s = (pA + pB)2 = (2E)2 = 4E2 = 4(p2 +m2)

⇒ s = 4(p2 +m2)

Η µεταβλητή t είναι
t = (pA − pC)2 = (0, p(1− cos θ), −p sin θ, 0)2

⇒ t = p2(−1− cos2 θ + 2 cos θ − sin2 θ)

⇒ t = −2p2(1 + cos θ)

Η µεταβλητή u είναι
u = (pA − pD)2 = (0, p(1 + cos θ, p sin θ, 0)2

⇒ u = −p2(1 + cos2 θ + 2 cos θ + sin2 θ)

⇒ u = −2p2(1 + cos θ)

Πρόβληµα 8.61 Σωµατίδια µάζας M και ορµής P παρατηρούνται ότι διανύουν κατά µέσο όρο µια απόσταση
L προτού διασπαστούν. Ποιος είναι ο χρόνος Ϲωής των σωµατιδίων αυτών ;

Λύση:

Αν η ταχύτητα των σωµατιδίων στο σύστηµα εργαστηρίου είναι β = v/c, τότε ϑα διανύουν µια απόσταση

L = βτεργ

όπου τεργ είναι ο χρόνος Ϲωής στο σύστηµα του εργαστηρίου, και προφανώς ϑα ισχύει

τεργ = γτ

όπου τ είναι ο χρόνος Ϲωής στο σύστηµα αναφοράς του σωµατιδίου. Εποµένως

L = γβτ (8.183)

αλλά η ορµή του σωµατιδίου ϑα είναι
P = Mγβ

⇒ βγ = P/M (8.184)

Από τις σχέσεις (8) και (8) ϑα έχουµε

L =
P

M
τ

⇒ τ =
LM

P

Πρόβληµα 8.62 ΄Ενα ηλεκτρόνιο ενέργειας 100 MeV συγκρούεται µε ένα ϕωτόνιο µε µήκος κύµατος λ =
3 × 107 Å, το οποίο αντιστοιχεί στο κοσµικό υπόβαθρο των 3 deg. Ποια είναι η µέγιστη ενέργεια που χάνει το
ηλεκτρόνιο ;
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Λύση:

Η ενέργεια και η ορµή του ϕωτονίου στο σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου ϑα είναι

Eγ = pγ = hc
2π

λ
= 197 MeV fm

2π

3× 1012 fm
= 4, 1× 10−10 MeV

Η ολική 4-ορµή ϑα είναι pµ = pµγ + pµe και εποµένως για τη µεταβλητή Mandelstam, s, ϑα έχουµε (στο σύστηµα
αναφοράς του κέντρου µάζας, ΚΜ)

s = pµpµ = p2
γ + p2

e + 2pµγ(pe)µ = m2
γ +m2

e + 2(EγEe − pe · pγ)

⇒ s = m2
e + 2Eγ(Ee + |pe|) ' m2

e + 4EγEe

Η κίνηση του ΚΜ χαρακτηρίζεται από ένα παράγοντα Lorentz

γ =
Eγ + Ee√

s
' Ee√

s
' 100 MeV

0.511 MeV
' 200

και ταχύτητα v

v =

√
1− 1

γ2
' 1

Από τους µετασχηµατισµούς Lorentz της ενέργειας ορµής, η ενέργεια ή η ορµή του ϕωτονίου στο ΚΜ ϑα είναι

EKMγ = γ(Eγ + v︸︷︷︸
1

pγ︸︷︷︸
Eγ

) ' 2γEγ

Στην ελαστική σκέδαση αυτή η έκφραση µας δίνει επίσης την ενέργεια µετά τη σκέδαση, αλλά η ορµή αντιστρέ-
ϕεται ώστε να έχουµε τη µέγιστη µεταφορά ορµής. Στο σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου ϑα έχουµε

Eεργ.
γ = γ(EΚΜ

γ + vpΚΜ
γ ) ' 2γEΚΜ

γ

⇒ Eεργ.
γ = 4γ2Eγ = 4

(
Ee
me

)
Eγ = 66 eV

Θα µπορούσαµε να υπολογίσουµε αυτή την ενέργεια ϑεωρώντας τη σχέση της σκέδασης Compton

λ′ − λ =
h

m
(1− cos θ)

όπου για θ = π, έχουµε τη µέγιστη µεταφορά ενέργειας και εποµένως οι ενέργειες των ϕωτονίων ϑα είναι

1

E′
− 1

E
=

2

m
(8.185)

Στο σύστηµα όπου το ηλεκτρόνιο έχει ενέργεια Ee και παράγοντα Lorentz γ = Ee/m, οι ενέργειες των ϕωτονίων
ϑα είναι

Eγ = γ(E − vp) = γE(1− v) (8.186)

E′γ = γ(E + vp) = γE′(1 + v) (8.187)

Από τις σχέσεις (8), (8) και (8), ϑα έχουµε

γ(1 + v)

E′γ
− γ(1− v)

E
=

2

m

⇒ E′γ − Eγ =
2γv − 2Eγ/m

2/m+ γ(1− v)/Eγ
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⇒ ∆E =
2γv − 2Eγ/m

2/m+ γ(1− v)/Eγ
(8.188)

Προσεγγιστικά µπορεί να έχουµε

1− v ∼ 1

2γ2
, Eγ << m, γEγ << m

και εποµένως η σχέση (8) ϑα είναι

∆E ' 2γv

2/m+ 1/(2γEγ)
' 4γ2vEγ = 4γ2Eγ

Πρόβληµα 8.63 Υπεριώδεις ακτίνες ϕωτός, µήκους κύµατος λ = 3500 Å, κτυπούν επιφάνεια νατρίου. Η
µέγιστη ενέργεια των ϕωτοηλεκτρονίων είναι 1, 6 eV. Να ϐρείτε το έργο εξαγωγής του νατρίου.

Λύση:

Από το ϕωτοηλεκτρικό ϕαινόµενο ϑα έχουµε

Eγ = hc
2π

λ
= 197 MeV fm

2π

3500× 105 fm
= 3, 54 eV

και εποµένως το έργο εξαγωγής ϑα είναι

φ = (3, 54− 1, 6) eV = 1, 94 eV

Πρόβληµα 8.64 Με τη ϐοήθεια του αποτελέσµατος του προβλήµατος (8.57) να ϐρείτε την ενέργεια στο σύστηµα
του κέντρου µάζας για κάθε εξερχόµενο σωµατίδιο για τις παρακάτω διασπάσεις:
(α) π− −→ µ− + νµ,
(ϐ) π0 −→ γ + γ,
(γ) K+ −→ π+ + π0,
(δ) Λ −→ p+ π−,
(ε) Ω− −→ Λ +K−.

Λύση:

(α)
mπ− = = 139, 6 MeV/C2

mµ− = 105, 7 MeV/C2

mν− = 0 MeV/C2

⇒
Eµ− = 109, 8 MeV

Eνµ = 29, 8 MeV,

(ϐ)
mπ0 = 135 MeV/C2

mγ = 0

⇒ Eγ1 = Eγ2 6= 7, 5 MeV

(γ)
mK+ = 493, 7 MeV/C2

mπ+ = 139, 6 MeV/c2

mπ0 = 135 MeV/c2

⇒
Eπ+ = 248, 1 MeV

Eπ0 = 245, 6 MeV,

(δ)
mΛ = 1115, 6 MeV/c2

mπ− = 139, 6 MeV/c2

⇒
Ep = 943, 7 MeV

Eπ− = 171, 8 MeV,
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(ε)
mΩ− = 1672 MeV/c2

mΛ = 1115, 6 MeV/c2

mK− = 493, 7 MeV/c2

⇒
EΛ = 1135, 3 MeV

EK− = 536, 7 MeV.

Πρόβληµα 8.65 Πρωτόνια επιταχύνονται µε ένα επιταχυντή και κτυπούν πυρήνες υδρογόνου που ϐρίσκονται
σε ηρεµία. Να ϐρείτε την ελάχιστη ενέργεια που απαιτείται για να δηµιουργηθούν αντιπρωτόνια.

Λύση:

Η αντίδραση για να δηµιουργηθούν αντιπρωτόνια είναι

p+ p −→ p+ p+ p+ p

Αν η ενέργεια του εισερχόµενου πρωτονίου είναι E, τότε τα δύο 4-διανύσµατα του εισερχόµενου πρωτονίου και
του πυρήνα του υδρογόνου είναι

pµ1 = ( E,
√
E2 −m2

p︸ ︷︷ ︸
ορµή

), pµ2 = ( mp, 0)

και εποµένως
(p1 + p2)µ = ( E +mp,

√
E2 −m2

p)

⇒ (p1 + p2)µ(p1 + p2)µ = (E +mp)
2 − (E2 −m2

p) (8.189)

Για τα τέσσερα παραγόµενα πρωτόνια ϑα έχουµε τα ακόλουθα 4-διανύσµατα

p′µ1 = ( mp, 0), p′µ2 = ( mp, 0), p′µ3 = ( mp, 0), p′µ4 = ( mp, 0)

καθότι απλά παράγονται χωρίς κινητική ενέργεια στην περίπτωση της ελάχιστης ενέργειας εισόδου. Το ολικό
4-διάνυσµα των παραγόµενων πρωτονίων ϑα είναι

p′µ1 + p′µ2 + p′µ3 + p′µ4 = ( 4mp, 0)

⇒ (p′1 + p′2 + p′3 + p′4)µ(p′1 + p′2 + p′3 + p′4)µ = (4mp)
2 (8.190)

Από τη διατήρηση της ενέργειας οι σχέσεις (8) και (8) ϑα µας δώσουν

(E +mp)
2 − (E2 −m2

p) = (4mp)
2

⇒ E = 7mp = 6, 6 GeV

Πρόβληµα 8.66 Να προσδιορίσετε την ενέργεια κατωφλίου µιας ακτίνας γάµµα όταν αλληλεπιδρά µε ένα
ηλεκτρόνιο το οποίο ϐρίσκεται σε ηρεµία, για την παραγωγή ενός Ϲεύγους ηλεκτρονίου-ποζιτρονίου .

Λύση:

Η αντίδραση της ακτίνας γ µε ένα e− ϑα είναι

γ + e− −→ e+ + e− + e−

ώστε να έχουµε διατήρηση του λεπτονικού αριθµού. Το 4-διάνυσµα του πρώτου µέλους της αντίδρασης είναι

pµi = ( Eγ +me, pγ + 0)

⇒ pµi piµ = (Eγ +me)
2 − p2

γ
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όπου Eγ = pγ για την εισερχόµενη ακτίνα γάµµα, δηλαδή

pµi piµ = (Eγ +me)
2 − E2

γ = 2Eγme +m2
e (8.191)

Το ολικό 4-διάνυσµα των προϊόντων της αντίδρασης ϑα είναι

pµ0 = ( 3me, 0)⇒ pµ0p0µ = (3me)
2 (8.192)

για να λάβει χώρα η αντίδραση στο κατώφλι. Από τις σχέσεις (8) και (8), µε τη ϐοήθεια της διατήρησης της
ενέργειας ϑα έχουµε

2Eγme +m2
e = 9m2

e

⇒ Eγ = 4me = 2, 044 MeV

Πρόβληµα 8.67 Στο µικρό συγκρουστήρα του CERN δύο δέσµες πρωτονίων συγκρούονται µε ολική ενέργεια
30 GeV. Ποια είναι η ενέργεια που πρέπει να έχει µία δέσµη πρωτονίων όταν συγκρούεται µε πρωτόνια που
ϐρίσκονται σε ηρεµία, ώστε να πάρουµε την ίδια ολική ενέργεια των 30 GeV;

Λύση:

΄Εστω ότι E και p είναι η ενέργεια και ορµή (στο σύστηµα του εργαστηρίου) των εισερχόµενων πρωτονίων που
συγκρούονται µε τα εν ηρεµία πρωτόνια. Εποµένως στο σύστηµα αναφοράς του κέντρου µάζας οι δύο δέσµες
των πρωτονίων ϑα ϕέρουν ενέργεια E′. Η µάζα στα δύο συστήµατα είναι αναλλοίωτη κάτω από τους µετασχηµα-
τισµούς Lorentz και εποµένως

s = (2E′)2 = (E +mp)
2 − p2 = 2mpE + 2m2

p

⇒ E =
4E′2 − 2m2

p

2mp
=

4× 302 − 2× (0, 938)2

2× 0, 938
GeV

⇒ E = 1, 92× 103 GeV

Πρόβληµα 8.68 Μια δέσµη καονίων, K−, συγκρούεται µε πρωτόνια που ϐρίσκονται σε ηρεµία σύµφωνα µε
την αντίδραση

K− + p −→ π0 + Λ

Να ϐρείτε την ενέργεια των εισερχόµενων K− (ως συνάρτηση των µαζών m−K , mp, mπ, mΛ), στην περίπτωση
που τα παραγόµενα Λ ηρεµούν στο σύστηµα αναφοράς του εργαστηρίου.

Λύση:

Τα 4-διανύσµατα στην είσοδο είναι

pµK = ( EK , pK), pµp = ( mp, 0)

⇒ pµi = (pK + pp)
µ = ( EK +mp, pK)

pµi piµ = (EK +mp)
2 − p2

K (8.193)

που είναι η αναλλοίωτη µάζα στο τετράγωνο. ΄Οµοια τα 4-διανύσµατα στην έξοδο είναι

pµπ = ( Eπ, pπ), pµΛ = ( mΛ, 0)

⇒ pµo = (pπ + pΛ)µ = ( Eπ +mΛ, pπ)

⇒ pµopoµ = (Eπ +mΛ)2 − p2
π (8.194)
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Αφού η αναλλοίωτη µάζα διατηρείται σε αυτή την αντίδραση, από τις σχέσεις (8) και (8) ϑα έχουµε

(EK +mp)
2 − p2

K = (Eπ +mΛ)2 − p2
π (8.195)

Εφόσον το Λ παράγεται σε ηρεµία, τότε pΛ = 0 και η αρχική ορµή του καονίου, pK , µεταφέρεται στο παραγόµενο
π0, δηλαδή pπ = pK . Εποµένως από τη σχέση (8) έπεται ότι

EK +mp = Eπ +mΛ ⇒ Eπ = EK + (mp −mΛ)

και η ενέργεια του πιονίου ϑα είναι
E2
π = p2

π +m2
π = p2

K +m2
π

⇒
[
EK + (mp −mΛ)

]2
= p2

K +m2
π

⇒ E2
K + (mp −mΛ)2 + 2EK(mp −mΛ) = p2

K +m2
π

⇒ m2
K︸︷︷︸

E2
K−p

2
K

−m2
π + (mp −mΛ)2 = 2EK(mΛ −mp)

⇒ EK =
m2
K −m2

π + (mΛ −mp)
2

2(mΛ −mp)

Πρόβληµα 8.69 Πιόνια µάζας m = 140 MeV/c2 διασπώνται σε µιόνια και νετρίνα

π −→ µ+ νµ

Να ϐρείτε τη µέγιστη ορµή των παραγόµενων µιονίων στο σύστηµα ηρεµίας του πιονίου.

Λύση:

΄Εστω Eµ και pµ η ενέργεια και ορµή αντίστοιχα του µιονίου στο σύστηµα ηρεµία του πιονίου. Από τη διατήρηση
της ενέργειας και της ορµής ϑα είναι

Eµ + Eν = mπ ⇒ Eµ = mπ − Eν (8.196)

pµ = pν (8.197)

όπου Eν , pν είναι η ενέργεια και η ορµή του νετρίνου αντίστοιχα. Για το νετρίνο έχουµε pν = Eν και εποµένως
από τις σχέσεις (8) και (8) ϑα έχουµε

p2
µ +m2

µ = (mπ − pµ)2

⇒ pµ =
m2
π −m2

µ

2mπ
= 29, 9 MeV

Πρόβληµα 8.70 Να ϐρείτε την ενέργεια των ϕωτονίων της διάσπασης π0 −→ γ + γ, ως συνάρτηση της µάζας
M , ενέργειας E, ταχύτητας β του πιονίου και της γωνίας εκποµπής θ του ϕωτονίου στο σύστηµα ηρεµίας του
πιονίου.

Λύση:

Στο σύστηµα ηρεµίας του π0 (ϐλ. σχήµα 8.22) ϑα έχουµε τα ακόλουθα 4-διανύσµατα για το πιόνιο και τις δύο
ακτίνες γάµµα

pµ
π0 = ( M, 0, 0, 0)

pγ1 =

(
M

2
,
M

2
cos θ,

M

2
sin θ, 0

)
pγ2 =

(
M

2
, −M

2
cos θ, −M

2
sin θ, 0

)
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γ1

x

y

γ2
π0

Σχήµα 8.22

Αν ϑεωρήσουµε το µετασχηµατισµό Lorentz για το ϕωτόνιο γ1 όπου το σύστηµα π0 κινείται µε ταχύτητα βc
(ϑεωρούµε c = 1), τότε η ενέργεια του ϕωτονίου E1 ϑα είναι

E1 = γ(E1 + βp′1x)

⇒ E1 = γ

(
M

2
+ β

M

2
cos θ

)
(8.198)

Αλλά η ενέργεια του πιονίου είναι

E = γM ⇒ γ =
E

M
(8.199)

Από τις σχέσεις (8) και (8) έπεται ότι

E1 =
E

2
(1 + β cos θ)

΄Οµοια εργαζόµενοι για το ϕωτόνιο γ2 ϑα έχουµε

E2 =
E

2
(1− β cos θ)

Πρόβληµα 8.71 Να δείξετε ότι, σε µετωπικές συγκρούσεις δύο δεσµών µε σχετικιστικά σωµατίδια ενέργειας
E1 και E2 αντίστοιχα, το τετράγωνο της ενέργειας στο σύστηµα του κέντρου της ορµής είναι 4E1E2. Επίσης,
να δείξετε ότι, αν οι δέσµες συγκρούονται µε γωνία θ, το τετράγωνο της ενέργειας στο σύστηµα του κέντρου της
ορµής µειώνεται κατά έναν παράγοντα (1 + cos θ)/2.

Λύση:

Το τετράγωνο της ενέργειας που έχουµε στη διάθεσή µας στο σύστηµα του κέντρου της ορµής δύο συγκρουόµενων
δεσµών είναι

s = (p1 + p2)2 = (E1 + E2)2 − (p1 + p2)2

⇒ s = E2
1 + E2

2 + 2E1E2 − p2
1 − p2

2 − 2|p1||p2| cos θ (8.200)

ϑεωρώντας ότι έχουµε σχετικιστικά σωµατίδια, και p2 � m2, ώστε να έχουµε κατά προσέγγιση E ' |p|.

(8)⇒ s = 2E1E2(1− cos θ)

Το πρόσηµο στον όρο που ϐρίσκεται στις παρενθέσεις εξαρτάται από τον ορισµό της γωνίας θ. Για µετωπικές
συγκρούσεις έχουµε θ = 180o και εποµένως

cos θ = −1⇒ s = 4E1E2
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Στην περίπτωση που θ 6= 180◦, σύµφωνα µε τον ορισµό του σχήµατος (8.23) (η γωνία που σχηµατίζουν τα
διανύσµατα των ορµών που συνήθως είναι µεγαλύτερη των 90◦), ϑεωρώντας ως άξονα την pn και προβάλλοντας
την p2 πάνω στον άξονα παίρνουµε −p2 cosφ. ΄Αρα το s µειώνεται κατά (1 + cosφ)/2.

θ
φ

Σχήµα 8.23

Πρόβληµα 8.72 Να δείξετε ότι η ενέργεια που έχουµε στη διάθεσή µας στη µετωπική σύγκρουση δύο πρωτονίων
25 GeV ισούται µε τη σύγκρουση δέσµης πρωτονίων ενέργειας 1300 GeV µε ένα νουκλεόνιο σε ηρεµία.

Λύση:

Για τη µετωπική σύγκρουση έχουµε
p1 = −p2

άρα
s = (E1 + E2)2 − (p1 + p2)︸ ︷︷ ︸

=0

= (50)2

⇒
√
s = 50 GeV

Για την περίπτωση του σταθερού στόχου έχουµε p2 = 0 και E2 = mp = 1 GeV

⇒ s = (E1 + E2)2 − (p1 + p2)2 = E2
1 + E2

2 + 2E1E2 − p2
1

⇒ s = m2
p +m2

p + 2E1mp

Επειδή E1 � mp έχουµε s = 2E1mp = 2600

⇒
√
s =
√

2600 = 50, 99 GeV

άρα ϐλέπουµε ότι και στις δύο περιπτώσεις έχουµε σχεδόν την ίδια ενέργεια στη διάθεσή µας.

Πρόβληµα 8.73 Προσδιορίστε την ενέργεια κατωφλίου στο σύστηµα του εργαστηρίου για την παραγωγή ενός
Ϲεύγους ενός πρωτονίου και ενός αντιπρωτονίου στις συγκρούσεις δύο πρωτονίων. Να εκφράσετε την απάντησή
σας ως συνάρτηση της µάζας του πρωτονίου.

Λύση:

Η αντίδραση είναι
p+ p −→ p+ p+ p+ p

Για το αριστερό µέρος της αντίδρασης έχουµε

s = (pa + pb)
2 = (Ea + Eb)

2 − (pa + pb)
2

αλλά pb = 0 και Eb = mp, άρα
s = m2

p +m2
p + 2Eamp (8.201)

Για το δεξί µέρος της αντίδρασης έχουµε
s = (4mp)

2 (8.202)
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Αθροίζοντας τις σχέσεις (8) και (8) παίρνουµε

2m2
p + 2Eamp = 16m2

p

⇒ Ea = 7mp

Αυτή είναι η συνολική ενέργεια της δέσµης πρωτονίων. Αν ϑέλουµε την κινητική ενέργεια έχουµε

T = Ea −mp = 6mp

Μάλιστα, είναι γεγονός ότι το αντιπρωτόνιο ανακαλύφθηκε όταν ο επιταχυντής BEVATRON στο Berkeley έφτασε
σε ενέργεια 7 GeV.

Πρόβληµα 8.74
Τον Αύγουστο του 2003 η Γη και ο ΄Αρης ϐρέθηκαν σε µια πολύ κοντινή απόσταση µεταξύ τους της τάξης των
55 × 109 m. Η NASA εκµεταλλευόµενη το γεγονός της προσέγγισης των δυο πλανητών έστειλε επανδρωµένο
διαστηµόπλοιο στον ΄Αρη µε ταχύτητα c/4 ως προς τη Γη.
(α) Να υπολογίσετε τη διάρκεια του ταξιδιού όπως τη µέτρησαν οι επιστήµονες στη NASA, και
(ϐ) ο αστροναύτης µέσα στο διαστηµόπλοιο.
(γ) Ποιά ήταν η απόσταση Γη-΄Αρη στο σύστηµα στο σύστηµα αναφοράς του διαστηµοπλοίου ;
(δ) Κατά τη διάρκεια του ταξιδιού εκτοξεύθηκε από το διαστηµόπλοιο αντικείµενο µε ταχύτητα c/3 ως προς αυτό
και σε κατεύθυνση κάθετη στην ευθεία κίνησης που ενώνει τη Γη µε τον ΄Αρη. Ποιό ήταν το µέτρο της ταχύτητας
και ποιά η κατεύθυνση κίνησης του αντικειµένου όπως τη µέτρησαν οι επιστήµονες στη NASA.

Λύση:

(α)

t =
s

v
=

55× 109 m
c/4

= 4× 55× 109

3× 108
s = 733.3 s για τη NASA

(ϐ) Ο χρόνος τ στο διαστηµόπλοιο είναι ο ιδιοχρόνος που µετράται στην ίδια ϑέση, άρα είναι < t.

τ =
t

γ
= t
√

1− β2 = t

√√√√1−

(
c/4

c

)2

= 733.3 s×
√

1− 1

16︸ ︷︷ ︸
0.968

= 710 s για τον αστροναύτη.

(γ) Συστολή µήκους

S′ =
S

γ
= S

√
1− β2︸ ︷︷ ︸
0.968

' 53.2× 109 m

(δ)

Διαστηµόπλοιο
ΓΗ

S S´

υy´= c/3
υx´= 0

υ= c/4

• στο S′: v′x = 0, v′y =
c

3
, v =

c

4
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• στο S:

vx =
v′x + v

1 +
v′xv

c2

=
0 + v

1 + 0
=
c

4
= 0.25c

vy =
v′y
√

1− β2

1 +
v′xv

c2

=
(c/3)× 0.968

1 + 0
= 0.32c, β = v/c

v =
√
v2
x + v2

y =

√
(0.25c)2 + (0.32c)2 = c

√
0.165 = 0.41c

και
tan θ =

vy
vx

=
0.32c

0.25c
= 1.68⇒ θ = 59.2◦



9
Σχέσεις Frenet-Serret

9.1
Σχέσεις των Frenet-Serret

Σ΄ αυτό το παράρτηµα ϑα προσπαθήσουµε να παρουσιάσουµε µια σύντοµη περιγραφή των πολύ χρήσιµων
σχέσεων των Frenet-Serret στη διαφορική γεωµετρία για την περιγραφή καµπυλών ή τροχιών σωµατιδίων στο
χώρο.
Μια καµπύλη σε 3-διαστάσεις στο Ευκλείδειο χώρο µπορεί να οριστεί ως ο γεωµετρικός τόπος του πέρατος ενός
διανύσµατος ϑέσης που δίνεται από τη σχέση

r(t) = x(t)x̂+ y(t)ŷ + z(t)ẑ

όπου t είναι µια παράµετρος που παίρνει τιµές από ένα σύνολο τιµών t0 ≤ t ≤ t1, π.χ. µπορεί να ϑεωρήσετε το
t ως το χρόνο ή κάποια γωνία. Στην παρακάτω ανάλυση µας ϑα ϑεωρήσουµε ότι οι συναρτήσεις x(t), y(t), z(t)
είναι συνεχείς και επιπλέον οι παράγωγοι τους, οποιουδήποτε ϐαθµού, είναι και αυτοί συνεχείς συναρτήσεις.
΄Εστω s είναι το µήκος της καµπύλης µετρούµενο από κάποιο σταθερό σηµείο Q µέχρι το σηµείο P όπως ϕαίνεται
στο σχήµα. Το διάνυσµα ϑέσης r(s) = x(s)x̂ + y(s)ŷ + z(s)ẑ µπορεί να περιγραφεί µε τη παράµετρο s και
εποµένως η παράγωγός του, dr/ds ϑα είναι

dr

ds
=

dx

ds
x̂+

dy

ds
ŷ +

dz

ds
ẑ (9.1)

και
dr

ds
· dr

ds
=

(
dx

ds

)2

+

(
dy

ds

)2

+

(
dz

ds

)2

⇒ dr

ds
· dr

ds
=

(dx)2 + (dy)2 + (dz)2

(ds)2
=

(ds)2

(ds)2
= 1

Εποµένως το διάνυσµα
dr

ds
= lim

∆s→0

∆r

∆s

είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα. Καθώς το ∆s→ 0, η ϑέση του διανύσµατος ∆r/∆s προσεγγίζει την εφαπτοµένη
στο σηµείο P. Εποµένως το διάνυσµα της σχέσης (9.1) αντιπροσωπεύει το µοναδιαίο εφαπτόµενο διάνυσµα της
καµπύλης στο σηµείο P. Ονοµάζουµε αυτό το µοναδιαίο διάνυσµα το εφαπτόµενο στην καµπύλη

t̂ =
dr

ds

Παρατηρούµε ότι η παράγωγος του εφαπτόµενου µοναδιαίου διανύσµατος, dt̂/ds, είναι κάθετη στο t̂ (διότι το
t̂ είναι ένα µοναδιαίο διάνυσµα) που ουσιαστικά µας λέει πόσο γρήγορα το εφαπτόµενο διάνυσµα t̂ αλλάζει
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x
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P

Σχήµα 9.1

διεύθυνση καθώς µετακινείται πάνω στη καµπύλη (το ονοµάζουµε το πρώτο κάθετο διάνυσµα). Εποµένως
µπορούµε να ορίσουµε το κάθετο διάνυσµα στο t̂ από τη σχέση

dt̂

ds
= κn̂ (9.2)

όπου κ είναι το µέτρο του dt̂/ds και ονοµάζεται καµπυλότητα. Το αντίστροφο της καµπυλότητας, ρ = 1/κ,
ονοµάζεται ακτίνα καµπυλότητας. Παρατηρούµε ότι η σχέση (9.1) προσδιορίζει συγχρόνως τη κ και n̂, όπου
κ είναι το µέτρο του dt̂/ds ενώ το n̂ είναι το µοναδιαίο διάνυσµα στη διεύθυνση την παράλληλη στο διάνυσµα
dt̂/ds.
Μέχρι αυτό το σηµείο, έχουµε ορίσει δύο κάθετα µοναδιαία διανύσµατα, t̂ και n̂, για κάθε σηµείο της καµπύλης.
Για να µπορέσουµε τώρα να ορίσουµε µια ορθοκανονική ϐάση συντεταγµένων στο σηµείο P ϑα πρέπει να
ορίσουµε ένα τρίτο µοναδιαίο διάνυσµα κάθετο στα t̂ και n̂. Ονοµάζουµε το τρίτο αυτό µοναδιαίο διάνυσµα b̂
(το ονοµάζουµε το δεύτερο κάθετο), όπου ορίζεται από τη σχέση

b̂ = t̂× n̂

Εποµένως κάθε διάνυσµα που σχετίζεται µε τη καµπύλη στο τυχαίο σηµείο P ϑα µπορεί να γραφεί ως ένας
γραµµικός συνδιασµός των τριών αυτών ϑεµελιωδών µοναδιαίων διανυσµάτων t̂, n̂, b̂ (εφαπτόµενο, πρώτο και
δεύτερο κάθετο διάνυσµα) τα οποία ορίζουν ένα τρίεδρο στο σηµείο P, το ονοµαζόµενο τρίεδρο του Frenet.
Ας υπολογίσουµε τώρα την πρώτη παράγωγο db̂/ds και dn̂/ds. Το µοναδιαίο διάνυσµα b̂ ϑα έχει την πρώτη
παράγωγου του κάθετο στο b̂ και εποµένως ϑα ϐρίσκεται στο επίπεδο που ορίζουν τα µοναδιαία διανύσµατα t̂, n̂.
Επιπλέον b̂ · t̂ = 0, άρα η παραγώγιση αυτής της σχέσης ϑα µας δώσει

db̂

ds
· t̂+ κb̂ · n̂ = 0

⇒ db̂

ds
· t̂ = 0

δηλαδή το διάνυσµα db̂/ds είναι κάθετο στο t̂ και εποµένως ϑα πρέπει να είναι παράλληλο στο n̂. Εποµένως ϑα
µπορούµε να γράψουµε τη σχέση

db̂

ds
= τ n̂
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όπου η παράµετρος τ εξ ορισµού ϑα είναι το µέτρο του db̂/ds, η οποία καλείται στρέψη της καµπύλης .
Οµοίως, για να υπολογίσουµε το dn̂/ds, παρατηρούµε ότι το n̂ = b̂× t̂, και εποµένως

dn̂

ds
= b̂× dt̂

ds
+

db̂

ds
× t̂ = b̂× κn̂+ τ n̂× t̂

⇒ dn̂

ds
= −κt̂− τ b̂

Ανακεφαλαιώνοντας, παραθέτουµε τις τρεις γνωστές σχέσεις του Frenet-Serret

dt̂

ds
= κn̂, (9.3)

dn̂

ds
= −(κt̂+ τ b̂), (9.4)

db̂

ds
= τ n̂ (9.5)

9.2
Παραδείγµατα στις Σχέσεις Frenet-Serret

Παραθέτουµε µερικά παραδείγµατα-ασκήσεις πάνω στις σχέσεις Frenet-Serret για την πληρέστερη κατανόηση
της διαφορικής γεωµετρίας των καµπύλων.

9.2.1
Κυκλικός έλικας

΄Ενας κυκλικός έλικας περιγράφεται παραµετρικά ως ακολούθως

r = a cos tx̂+ a sin tŷ + btẑ

⇒ t̂ =
dr

ds
= (−a sin tx̂+ a cos tŷ + bẑ)

dt

ds
και

t̂ · t̂ = 1 =

(
dt

ds

)2 (
a2 sin2 t+ a2 cos2 t+ b2

)
= (a2 + b2)

(
dt

ds

)2

και εποµένως
t̂ = (−a sin tx̂+ a cos tŷ + bẑ)

√
(a2 + b2)

Από τη σχέση (9.1) έχουµε

κn̂ =
dt̂

ds
= (−a cos t x̂− a sin t ŷ)(a2 + b2)−1/2

και εποµένως η καµπυλότητα, κ, ϑα είναι
κ2 = a2(a2 + b2)−2

⇒ κ = a(a2 + b2)−1

Επιπλέον

b̂ = t̂× n̂ =

∣∣∣∣∣∣∣
x̂ ŷ ŷ

−a sin t a cos t b
− cos t − sin t 0

∣∣∣∣∣∣∣ (a2 + b2)−1/2

⇒ b̂ = (b sin tx̂− b cos tŷ + aẑ)(a2 + b2)−1/2

και
db̂

ds
= τ n̂ = (b cos tx̂+ b sin tŷ)(a2 + b2)−1

και εποµένως η στρέψη, τ , της καµπύλης ϑα είναι

τ = b(a2 + b2)−1
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9.2.2
Κυκλοειδής καµπύλη

Μια κυκλοειδής καµπύλη σε 2-διαστάσεις περιγράφεται από τις παραµετρικές εξισώσεις

x = a(θ − sin θ), y = a(1 + cos θ) µε 0 ≤ θ ≤ 2π

όπου κάθε σηµείο της καµπύλης ϑα περιγράφεται από το διάνυσµα

r = a(θ − sin θ) x̂+ a(1 + cos θ) ŷ

⇒ t̂ =
dr

ds
= a[(1− cos θ) x̂− sin θ ŷ]

dθ

ds

⇒ t̂ · t̂ = 1 =

(
dθ

ds

)2

a2
[
(1− cos θ)2 + sin2 θ

]
= 2a2

(
dθ

ds

)2

(1− cos θ)

⇒
(

dθ

ds

)2

=
1

2a2(1− cos θ)
=

1

4a2 sin2(θ/2)

⇒ dθ

ds
=

1

2a sin(θ/2)

και εποµένως το διάνυσµα t̂ είναι

t̂ =
a(1− cos θ) x̂− a sin θ ŷ

2a sin(θ/2)
= sin

θ

2
x̂− cos

θ

2
ŷ

και από τη σχέση (9.1) ϑα έχουµε

κn̂ =
dt̂

ds
=

1

2

(
cos

θ

2
x̂+ sin

θ

2
ŷ

)
dθ

ds
=

cos(θ/2) x̂+ sin(θ/2) ŷ

4a sin(θ/2)

και η καµπυλότητα ϑα µας δώσει

κ2 =
1

4a sin(θ/2)

⇒ κ =
1

2
√
a sin(θ/2)

Τελικώς, το µοναδιαίο διάνυσµα το κάθετο στη καµπύλη ϑα έχει

n̂ =
cos(θ/2) x̂+ sin(θ/2) ŷ

4aκ sin(θ/2)

9.2.3
Ανώτεροι παράγωγοι ως προς s

Πρόβληµα 9.1 Να δείξετε ότι r′′′ = −κ2t̂ + κ′n̂ − τκb̂ όπου οι τόνοι δηλώνουν παράγωγο ως προς το µήκος,
s, της καµπύλης.

Λύση:

Γνωρίζουµε εξ ορισµού ότι

r′ =
dr

ds
= t̂

⇒ r′′ =
dr′

ds
=

dt̂

ds
= κn̂

⇒ r′′′ =
dκ

ds
n̂+ κ

dn̂

ds
= κ′n̂− κ(κt̂+ τ b̂)

⇒ r′′′ = −κ2t̂+ κ′n̂− κτ b̂
όπου οι σχέσεις (9.1), (9.1), και (9.1) έχουν χρησιµοποιηθεί.
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9.2.4
Καµπύλη σ’ επίπεδο

Πρόβληµα 9.2 [Καµπύλη σ’ επίπεδο] Να δείξετε ότι η συνθήκη της στρέψης τ = 0 είναι ικανή και αναγκαία
συνθήκη ώστε η καµπύλη να ανήκει σ’ ένα επίπεδο.

Λύση:

΄Οταν τ = 0, η εξίσωση του Frenet (9.1) µας δίνει

d b̂

ds
= τ n̂ = 0

⇒ b̂ = σταθερό

Το διάνυσµα b̂ είναι κάθετο στο επίπεδο που ορίζεται από τα t̂, n̂ και εποµένως η καµπύλη ϑα ϐρίσκεται στο
επίπεδο το κάθετο στο b̂ που ϑα είναι σταθερό.
Αν η καµπύλη ανήκει σ’ ένα σταθερό επίπεδο, αυτό συνεπάγεται ότι το διάνυσµα b̂=σταθερό και εποµένως

0 =
d b̂

ds
= τ n̂

⇒ τ = 0

Πρόβληµα 9.3 Να αποδείξετε ότι
d t̂

ds
· d b̂

ds
= κτ

d n̂

ds
· d b̂

ds
= 0

d t̂

ds
· d n̂

ds
= 0

Λύση:

Από τις εξισώσεις των Frenet-Serret (9.1), (9.1) και (9.1) ϑα έχουµε

d t̂

ds
· d b̂

ds
= κ n̂ · τ n̂ = kt

d n̂

ds
· d b̂

ds
= −(κ t̂+ τ b̂) · (τ n̂) = −κτ t̂ · n̂− τ2 b̂ · n̂ = 0

d t̂

ds
· d n̂

ds
= −κ n̂ · (κ t̂+ τ b̂) = −κ2 n̂ · t̂− κτ n̂ · b̂ = 0

διότι τα διανύσµατα t̂, n̂, b̂ ορίζουν ένα ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων και είναι κάθετα µεταξύ τους.

Πρόβληµα 9.4 Να ϐρείτε τη στρέψη µιας καµπύλης που περιγράφεται από την εξίσωση r = r(s).

Λύση:

Από την εξίσωση (9.1) έπεται ότι

τ = −n̂ · d b̂

ds

Αλλά ισχύει
b̂ = t̂× n̂

t̂ =
dr

ds
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n̂ =
1

κ

d2r

ds2

και εποµένως

b̂ =
dr/ds× d2r/ds2

|dr/ds× d2r/ds2|
=

1

κ

(
dr

ds
× d2r

ds2

)
και η στρέψη ϑα πάρει τη µορφή

τ = − 1

κ2

d2r

ds2
· d

ds

(
dr

ds
× d2r

ds2

)

⇒ τ =
1

κ2

dr

ds
·

(
d2r

ds2
× d3r

ds3

)

Πρόβληµα 9.5 Να Βρείτε τις συνιστώσες της επιτάχυνσης ενός σωµατιδίου σε σχέση µε το κινούµενο τρίεδρο
των Frenet-Serret πάνω σε µια καµπύλη.

Λύση:

Υποθέτουµε ότι r = r(t) είναι η εξίσωση της τροχιάς ενός σωµατιδίου, όπου η παράµετρος t αντιπροσωπεύει το
χρόνο. Γνωρίζουµε ότι η ταχύτητα, v, και η επιτάχυνση, a, του σωµατιδίου ϑα είναι

v =
dr

dt

a =
dv

dt
=

d2r

dt2

Ξεκινώντας από την εξίσωση της τροχιάς του σωµατιδίου µπορούµε πάντοτε να ϐρούµε µια συνάρτηση s = s(t)
που συνδέει το µήκος, s, µετρούµενο πάνω στην καµπύλη µε τη παράµετρο του χρόνου t, δηλαδή µπορούµε να
γράψουµε ότι

r = r(t) = r[s(t)]

και η ταχύτητα του σωµατιδίου ϑα είναι

r =
dr

dt
=

dr

ds

ds

dt
= t̂ v

όπου ds/dt είναι το µέτρο της ταχύτητας. Εποµένως η επιτάχυνση, a, ϑα είναι

a =
dv

dt
=

dt̂

dt
v + t̂

dv

dt
=

dt̂

ds

ds

dt
v + t̂

dv

dt

⇒ a =
v2

ρ
n̂+

dv

dt
t̂

όπου η σχέση (9.1) έχει χρησιµοποιηθεί. Εποµένως το διάνυσµα της επιτάχυνσης του σωµατιδίου ϑα ϐρίσκεται
στο επίπεδο που ορίζεται από τα διανύσµατα t̂, n̂ και οι συνιστώσες της επιτάχυνσης ϑα είναι

at =
dv

dt
, an =

v2

ρ
, ab = 0 (9.6)

όπου ρ είναι η ακτίνα καµπυλότητας.

Πρόβληµα 9.6 Να δείξετε ότι
dt̂

ds
·

(
d2t̂

ds2
× d3t̂

ds3

)
= κ5 d

ds

(
κ

τ

)
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Λύση:

Η σχέση (9.1) µας δίνει
dt̂

ds
= κn̂

⇒ d2t̂

ds2
=

dκ

ds
n̂+ κ

dn̂

ds
=

dκ

ds
n̂a− κ2t̂− κτ b̂

⇒ d3t̂

ds3
=

(
d2κ

ds2
+

dκ

ds
− κ3 − κτ

)
n̂− 2κ

dκ

ds
t̂−

(
τ

dκ

ds
+ κ

dτ

ds

)
b̂

Θα υπολογίσουµε πρώτα τον όρο (d2t̂/ds2)× (d3t̂/ds3)

d2t̂

ds2
× d3t̂

ds3
= 2κb

(
dκ

ds

)2

b̂− dκ

ds

d(κτ)

ds
t̂−

κ2

(
d2κ

ds2
+

dκ

ds
− κ3 − κτ2

)
b̂− κ2 d(κτ)

ds
n̂+

κτ

(
d2κ

ds2
+

dκ

ds
− κ3 − κτ2

)
t̂+ 2κ2τ

dκ

ds
n̂

Εποµένως η Ϲητούµενη σχέση (dt̂/ds) · [(d2t̂/ds2)× (d3t̂/ds3)] µπορεί να αναπτυχθεί µε τη ϐοήθεια των παρα-
πάνω όρων

dt̂

ds
·

(
d2t̂

ds2
× d3t̂

ds3

)
= κ

(
2κ2τ

dκ

ds
− κ2 d(κτ)

ds

)

⇒ dt̂

ds
·

(
d2t̂

ds2
× d3t̂

ds3

)
= κ5

(
2
τ

κ2

dκ

ds
− 1

κ2

d(κτ)

ds

)

⇒ dt̂

ds
·

(
d2t̂

ds2
× d3t̂

ds3

)
= κ5

[
τ(dκ/ds)− κ(dτ/ds)

κ2

]

⇒ dt̂

ds
·

(
d2t̂

ds2
× d3t̂

ds3

)
= κ5 d

ds

(
κ

τ

)

9.2.5
Ελικοειδής καµπύλη

Πρόβληµα 9.7 ΄Ενα σηµείο κινείται στο χώρο όπου εκτελεί δύο κινήσεις συγχρόνως. Μια περιστροφή µε
σταθερή γωνιακή ταχύτητα, ω, γύρω από τον άξονα των z και µια οµοιόµορφη µετατόπιση κατά µήκος του
ϑετικού άξονα των z µε σταθερή ταχύτητα v. Βρείτε την ελικοειδή καµπύλη που διαγράφει το σηµείο. Βρείτε το
µήκος s της έλικας και δείξτε ότι το µοναδιαίο διάνυσµα t̂ της καµπύλης σχηµατίζει µια σταθερή γωνία µε το
επίπεδο xy.

Λύση:

΄Οπως ϕαίνεται στο σχήµα η ϑέση του κινούµενου σηµείου ϑα είναι

r = Rρ̂+ zẑ

όπου ρ̂ είναι το ακτινικό µοναδιαίο διάνυσµα και R είναι η ακτίνα του κύκλου στο επίπεδο xy που ουσιαστικά
αντιπροσωπεύει την προβολή της έλικας στο επίπεδο. Από τον ορισµό της έλικας ϑα έχουµε

φ = ωt, z = vt
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φ
r z

x

y

z

z

ρ̂

^

Σχήµα 9.2

διότι το σηµείο κινείται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω και συγχρόνως κινείται µε σταθερή γραµµική ταχύτητα
v κατά µήκος του άξονα των z. φ είναι η γωνία που διαγράφει η ακτίνα του κύκλου στο επίπεδο xy. ΄Αρα η
εξίσωση της έλικας ϑα είναι

r = r(φ) = Rρ̂+
v

ω
φẑ

Για τον υπολογισµό του µήκος s της καµπύλης, παρατηρούµε ότι

s =

ˆ φ

0

∣∣∣∣drdφ

∣∣∣∣ dφ =

ˆ φ

0

√
R2 +

(
v

ω

)2

dφ

⇒ s =

√
R2 +

(
v

ω

)2

φ

Το µοναδιαίο διάνυσµα t̂ του Frenet-Serret ϑα είναι

t̂ =
dr

ds
=

dr

dφ

dφ

ds
=

Rφ̂+ (v/ω)ẑ√
R2 + (v/ω)2

διότι η παράγωγος του ρ̂ ως προς το φ µας δίνει το φ̂ όπως γνωρίζουµε από την ανάλυση των πολικών συντεταγ-
µένων

dρ̂

dφ
= φ̂

Εποµένως µπορούµε να συµπεράνουµε ότι

t̂ · ẑ =
v/ω√

R2 + (v/ω)2

δηλαδή, το t̂ σχηµατίζει µια σταθερή γωνία µε τον άξονα των z και εποµένως ϑα σχηµατίζει σταθερή γωνία µε το
επίπεδο xy.

Πρόβληµα 9.8 Η τροχιά (διακεκοµµένη γραµµή στο σχήµα) που διαγράφει ένα σηµείοM(x, y) της περιφέρειας
ενός τροχού ακτίνας R, κατά την κύλισή του σε οριζόντια επιφάνεια στην κατεύθυνση x̂ µε σταθερή γωνιακή
ταχύτητα µέτρου ω, περιγράφεται από τις παραµετρικές εξισώσεις της κυκλοειδούς καµπύλης:

x = R(ωt− sin (ωt)), y = R(1− cos (ωt))

όπου t είναι ο χρόνος.
(α) Βρείτε την ταχύτητα v και την επιτάχυνση a του σηµείου Μ, ως συναρτήσεις του χρόνου. Να σχεδιάστε τα
διανύσµατα αυτά σε κάποια αυθαίρετη χρονική στιγµή ta.
(ϐ) Να δείξτε ότι : Αν τοM αποτελεί σηµείο επαφής του τροχού, δηλαδήM(2kπR, 0) όπου k ακέραιος, τότε αυτό
ϑα ϐρίσκεται στιγµιαία σε ηρεµία κατά τη διεύθυνση του άξονα x.
(γ) Βρείτε την επιτρόχιο at και την κεντροµόλο an επιτάχυνση του σηµείου M(x, y) ως συναρτήσεις του χρόνου.
Σε ποιους χρόνους τα µέτρα των συνιστωσών αυτών γίνονται ίσα ;
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Λύση:

O x

y

R
ta

ta

R
ta

ta

���

Σχήµα 9.3

(α) Η ταχύτητα του σηµείου ϑα είναι

v =
dr

dt
=

dx

dt
x̂+

dy

dt
ŷ

⇒ v = Rω
[
(1− cos (ωt)) x̂+ sin (ωt) ŷ

]
(9.7)

και η επιτάχυνση ϑα είναι

a =
dv

dt
= Rω2(sin (ωt) x̂+ cos (ωt) ŷ)

Το διάνυσµα της ταχύτητας είναι εφαπτόµενο στην τροχιά µε ϕορά κατά το x̂, ενώ το διάνυσµα της επιτάχυνσης
την τυχαία χρονική στιγµή ta ϑα σχηµατίζει γωνία φ µε τον κατακόρυφο άξονα που ϑα είναι

cosφ =
a(ta) · a(0)

|a(ta)||a(0)|
= cos (ωt)a

⇒ φ = ωta

(ϐ) Αν το M είναι ένα σηµείο επαφής, M(2kπR, 0), δηλαδή

x = 2kπR

y = 0

⇒ cos (ωt) = 1

⇒ ωt = 2kπ

και εποµένως η ταχύτητα αυτού του σηµείου από τη σχέση (9.2.5) ϑα έχει

v

(
2kπ

ω

)
= Rω

[
1− cos(2kπ)

]
x̂+Rω sin(2kπ) ŷ = 0
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⇒


vx = 0,

vy = 0,

και η επιτάχυνση για t = 2kπ/ω ϑα είναι

a

(
2kπ

ω

)
= Rω2 ŷ

⇒ ax = 0

δηλαδή έχουµε µόνο κεντροµόλο επιτάχυνση. Εποµένως για το σηµείο M(2kπR, 0) ϑα έχουµε

vx = vy = 0

⇒



v = 0,

ax = 0

ay = Rω2ŷ,

δηλαδή το σηµείο επαφής ϐρίσκεται στιγµιαία σε ηρεµία κατά τη διεύθυνση του άξονα x.
(γ) Για το υπολογισµό της επιτρόχιου και κεντροµόλου επιτάχυνσης ϑα χρησιµοποιήσουµε τις σχέσεις (9.2.4)

at =
dv

dt
t̂

an =
v2

ρ
n̂

όπου ρ είναι η ακτίνα καµπυλότητας, και t̂, n̂ είναι το εφαπτόµενο και το πρώτο κάθετο διάνυσµα αντίστοιχα
από το τρίεδρο των Frenet-Serret. Το µέτρο της ταχύτητας είναι

v = |v| =
√

[Rω(1− cos (ωt))]2 +
(
Rω sin (ωt)

)2
=
√

2Rω
√

1− cos (ωt)

⇒ dv

dt
=
Rω2

√
2

sin (ωt)√
1− cos (ωt)

και εποµένως το µέτρο της επιτροχίου επιτάχυνσης ϑα είναι

at =
Rω2

√
2

sin (ωt)√
1− cos (ωt)

(9.8)

Η ακτίνα καµπυλότητας ρ ϑα υπολογιστεί από το αποτέλεσµα της άσκησης 9.10 στη σελίδα 449 είναι

ρ =

∣∣∣∣∣(ẋ2 + ẏ2)3/2

ẋÿ − ẍẏ

∣∣∣∣∣
όπου οι διάφοροι όροι ϑα είναι

ẋ = Rω(1− cos (ωt))

ẏ = Rω sin (ωt)

και
ẍ = Rω2 sin (ωt)

ÿ = Rω2 cos (ωt)
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και η ακτίνα καµπυλότητας ρ ϑα είναι

ρ =

∣∣∣∣∣(ẋ2 + ẏ2)3/2

ẋÿ − ẍẏ

∣∣∣∣∣
⇒ ρ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
[
R2ω2

(
1− cos (ωt)

)2
+R2ω2 sin2 (ωt)

]3/2

Rω(1− cos (ωt))Rω2 cos (ωt)−Rω sin (ωt)Rω2 sin (ωt)

∣∣∣∣∣∣∣∣
⇒ ρ = R

√
8(1− cos (ωt))

και η κεντροµόλος επιτάχυνση ϑα είναι

an =
v2

ρ
=
Rω2

√
2

√
1− cos(ωt) (9.9)

Ο λόγος της κεντροµόλου µε την επιτρόχιου επιτάχυνση ϑα ϐρεθεί από τις σχέσεις ((9.2.5)) και ((9.2.5)) είναι

an
at

=
1− cos (ωt)

sin (ωt)

Αυτός ο λόγος είναι µονάδα όταν

1− cos (ωt)

sin (ωt)
= 1 ⇒ 1− cos (ωt) = sin (ωt)

αν x = cos (ωt) είναι µια µεταβλητή, τότε αυτή η εξίσωση ϑα δώσει

1− x = ±
√

1− x2

⇒ 2x(x− 1) = 0

ή
2x2 − 2x = 0

⇒ x = 0 ή x = 1

Η λύση x = 1 ⇒ cos (ωt) = 1 απορρίπτεται διότι η έκφραση της επιτρόχιου επιτάχυνσης απειρίζεται. Η λύση
x = cos (ωt) = 0 ϑα µας δώσει

cos (ωt) = 0

⇒ t =
(2k + 1)π

2ω

όπου k ακέραιος.

9.2.6
Στριφτή καµπύλη

Πρόβληµα 9.9 Να δείξετε ότι η ακτίνα καµπυλότητας µιας στριφτής καµπύλης που περιγράφεται παραµετρικά
από τις σχέσεις

x = ln cos θ, y = ln sin θ, z =
√

2θ

είναι
ρ =

1

κ
=
√

2 csc 2θ

όπου κ είναι η καµπυλότητα της καµπύλης.
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Λύση:

Το εφαπτόµενο διάνυσµα t̂ ϑα έχει

t̂ =
dr

dt
=

(
− sin θ

cos θ
x̂+

cos θ

sin θ
ŷ +
√

2 ẑ

)
dθ

ds
=

(
− sin2 θ x̂+ cos2 θ ŷ

cos θ sin θ
+
√

2 ẑ

)
dθ

ds

Ας υπολογίσουµε την ποσότητα t̂ · t̂ χρησιµοποιώντας την παραπάνω έκφρασή του

1 = t̂ · t̂ =

(
sin4 θ + cos4 θ

cos2 θ sin2 θ
+ 2

)(
dθ

ds

)2

(9.10)

Αλλά µε τη ϐοήθεια της τριγωνοµετρίας µπορούµε να γράψουµε

(sin2 θ + cos2 θ)2 = sin4 θ + cos4 θ + 2 cos2 θ sin2 θ

⇒ sin4 θ + cos4 θ = 1− 2 cos2 θ sin2 θ

και εποµένως η σχέση (9.2.6) ϑα γραφτεί ως εξής

1 =
4

sin2 2θ

(
dθ

ds

)2

⇒ dθ

ds
=

sin 2θ

2

δηλαδή το εφαπτόµενο διάνυσµα ϑα είναι

t̂ =
− sin2 θ x̂+ cos2 θ ŷ +

√
2 cos θ sin θ ẑ

cos θ sin θ

sin 2θ

2

⇒ t̂ = − sin2 θ x̂+ cos2 θ ŷ +

√
2

2
sin 2θ ẑ

⇒ dt̂

ds
= (−2 sin θ cos θ x̂− 2 cos θ sin θ ŷ +

√
2 cos 2θ ẑ)

dθ

ds

και εποµένως το πρώτο κάθετο διάνυσµα n̂ της καµπύλης που δίνεται από τη σχέση (9.1) ϑα είναι

κ n̂ =
dt̂

ds
=
(
−2 sin θ cos θ x̂− 2 cos θ sin θ ŷ +

√
2 cos 2θ ẑ

) dθ

ds

⇒ κ n̂ = −
(

sin 2θ(x̂+ ŷ) +
√

2 cos 2θ ẑ
) sin 2θ

2

Σχηµατίζουµε την ποσότητα (κn̂) · (κn̂)

(κn̂) · (κn̂) = κ2|n̂|2 =
(

2 sin2 2θ + 2 cos2 2θ
) sin2 2θ

4

⇒ κ2 =
sin2 2θ

2

⇒ k =
sin 2θ√

2

⇒ ρ =
1

κ
=
√

2 csc(2θ)
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Πρόβληµα 9.10 Για µια καµπύλη πάνω σ’ ένα επίπεδο που περιγράφεται από r(t) = x(t) x̂ + y(t) ŷ, δείξτε
ότι η καµπυλότητα και ακτίνα καµπυλότητας δίνονται από τη σχέση

κ =
1

ρ
=

ẋÿ − ẏẍ
(ẋ2 + ẏ2)3/2

όπου

ẋ =
dx

dt
, ẍ =

d2x

dt2
, ẏ =

dy

dt
, ÿ =

d2y

dt2

Λύση:

Από την εξίσωση της καµπύλης το εφαπτόµενο διάνυσµα ϑα έχει

t̂ =
dr

ds
=

dr

dt

dt

ds
=
(
ẋ x̂+ ẏ ŷ

) dt

ds

⇒ t̂ · t̂ =

(
(ẋ2 + ẏ2)

dt

ds

)2

⇒ dt

ds
=

1√
ẋ2 + ẏ2

και εποµένως το εφαπτόµενο διάνυσµα ϑα είναι

t̂ =
ẋ x̂+ ẏ ŷ√
ẋ2 + ẏ2

(9.11)

Το πρώτο κάθετο διάνυσµα, n̂, ορίζεται (µε καµπυλότητα κ) ως

κn̂ =
dt̂

ds
=

ẍx̂+ ÿŷ√
ẋ2 + ẏ2

(
dt

ds

)
− ẋx̂+ ẏŷ

(ẋ2 + ẏ2)3/2

(
dt

ds

)
(ẋẍ+ ẏÿ)

και αντικαθιστώντας τη σχέση (9.2.6) ϑα πάρουµε

κn̂ =
ẋ(ẋÿ − ẏẍ) x̂+ ẏ(ẏẍ− ẋÿ) ŷ

(ẋ2 + ẏ2)2

⇒ κ =
1

(ẋ2 + ẏ2)2

√
ẋ2(ẋÿ − ẏẍ)2 + ẏ2(ẏẍ− ẋÿ)2

⇒ k =
(ẋÿ − ẏẍ)

√
ẋ2 + ẏ2

(ẋ2 + ẏ2)2

⇒ κ =
1

ρ
=

ẋÿ − ẏẍ
(ẋ2 + ẏ2)3/2

(9.12)

Επιπλέον παρατηρούµε ότι
dy

dt
=

dy

dx

dx

dt
⇒ ẏ = y′ẋ

όπου y′ = dy/dx. Οµοίως η δεύτερη παράγωγος ϑα είναι

d2y

dt2
=

d

dt

(
dy

dt

)
=

d

dt
(y′ẋ)

⇒ d2y

dt2
=

dy′

dt
ẋ+ y′ẍ =

d

dx

(
dy

dt

)
ẋ2 + y′ẍ = y′′ẋ2 + y′ẍ

Εποµένως η καµπυλότητα από τη σχέση (9.2.6) ϑα έχει

κ =
ẋÿ − ẏẍ

(ẋ2 + ẏ2)3/2
=
y′′ẋ3 + y′ẍẋ− y′ẋẍ

(ẋ2 + y′2ẋ2)3/2

⇒ κ =
y′′

(1 + y′2)3/2
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Πρόβληµα 10.1

v0

m

O

a

A

΄Ενα εξαγωνικό πλαίσιο αποτελείται από έξι ϱάβδους που η καθεµία τους
έχει µάζα m και µήκος a. Το πλαίσιο είναι κατακόρυφο και µπορεί να
περιστρέφεται γύρω από έναν άξονα που περνά από την κορυφή O και
είναι κάθετος στο επίπεδο του πλαισίου.
(α) Να ϐρείτε τη ϱοπή αδρανείας του πλαισίου ως προς το κέντρο µάζας
του.
Μια σφαίρα µάζαςm και αµελητέων διαστάσεων σε σχέση µε το πλαίσιο
κινείται µε ταχύτητα v0 στο επίπεδο που ορίζεται από το πλαίσιο και
ενσωµατώνεται µε το πλαίσιο στην κορυφή A.
(ϐ) Να ϐρεθεί η γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος αµέσως µετά την
ενσωµάτωση της σφαίρας.
(γ) Να γράψετε την εξίσωση κίνησης του συστήµατος πλαισίου - µάζας,
µετά την ενσωµάτωση της σφαίρας.
(δ) Θεωρώντας ότι η γωνία εκτροπής του πλαισίου µετά την ενσωµάτωση
της σφαίρας είναι µικρή να υπολογίσετε τη συχνότητα ταλάντωσης του
συστήµατος.

Πρόβληµα 10.2

x

y

x΄

y΄

A

B

Γ

Δ

θ

΄Ενα πλαίσιο ΑΒΓ∆ µε σχήµα ϱόµβου έχει πλευρές µήκους a, είναι
ακίνητο σε ένα αδρανειακό σύστηµα S, και είναι προσανατολισµένο
έτσι ώστε η διαγώνιος AΓ να είναι παράλληλη στον άξονα x (και κατά
συνέπεια η B∆ παράλληλη στον άξονα y), όπως δείχνει το σχήµα. Η
γωνία θ είναι 30o. ΄Ενα δεύτερο αδρανειακό σύστηµα S′ κινείται µε
ταχύτητα v = vx̂ ως προς το S.

(α) Να περιγράψετε πώς ϐλέπει το πλαίσιο ένας παρατηρητής ακίνητος
στο S′. Τι µήκος µετράει για την κάθε πλευρά ; Πώς µεταβάλλεται η
γωνία θ;
(ϐ) ΄Εστω ότι v = (2/3)1/2c. Τι σχήµα ϑα έχει το πλαίσιο για παρατηρητή
ακίνητο στο S′; Τι εµβαδόν υπολογίζει για το πλαίσιο ο παρατηρητής
αυτός ; Πώς συγκρίνεται µε το εµβαδόν του πλαισίου στο σύστηµα ανα-
ϕοράς S;

Πρόβληµα 10.3

Μια ϐενζινάκατος µε µάζα M κινείται σε ευθεία γραµµή µε µεγάλη τα-
χύτητα, v0, στο νερό. Κάποια στιγµή η µηχανή σβήνει. Αρχικά, η δύνα-
µη αντίστασης του νερού είναι ανάλογη του τετραγώνου της ταχύτητας,
F1 = −κv2. ΄Οταν η ταχύτητα µειωθεί κάτω από v0/2, τότε η δύναµη
της αντίστασης του νερού γίνεται ανάλογη της ταχύτητας, F2 = −λv.
Να υπολογίσετε το συνολικό διάστηµα που ϑα διανύσει η ϐενζινάκατος
µέσα στο νερό ώσπου να σταµατήσει.
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Πρόβληµα 10.4

΄Ενα σώµα µε µάζαm = 1 Kg κινείται σε µία διάσταση υπό την επίδραση
δυναµικής ενέργειας U(x) = x2 − (1/3)x3.
(α) Να σχεδιάσετε τη U(x).
(ϐ) Να υπολογίσετε και να σχεδιάσετε τη δύναµη F (x).
(γ) Να ϐρείτε και να χαρακτηρίσετε τα σηµεία ισορροπίας. Αιτιολογήστε
τις απαντήσεις σας.
(δ) Το σώµα ξεκινά από τη ϑέση x = 1 m µε αρχική ταχύτητα v =
−1x̂ m/s. Να περιγράψετε ποιοτικά την κίνησή του. Σε ποιο σηµείο
έχει τη µέγιστη ταχύτητα ;

Πρόβληµα 10.5

R
R

A

m

m
υ0

∆ύο όµοιοι λεπτοί δίσκοι µάζας m και ακτίνας R γλιστρούν χωρίς τριβή
πάνω σε ένα οριζόντιο επίπεδο (το επίπεδο των δίσκων είναι πάνω στο
οριζόντιο επίπεδο, και οι δίσκοι κινούνται χωρίς να περιστρέφονται).
Στην αρχική κατάσταση ο ένας είναι ακίνητος ενώ ο άλλος πλησιάζει µε
σταθερή ταχύτητα v0 µε διεύθυνση κίνησης του δίσκου εφαπτοµενική
του ακίνητου δίσκου (ϐλ. σχήµα). Η κρούση είναι πλαστική.
(α) Ποια είναι η ορµή του συστήµατος πριν την κρούση ;
(ϐ) Ποια είναι η στροφορµή του συστήµατος, ακριβώς πριν την κρούση,
ως προς το κέντρο µάζας του συστήµατος των δύο δίσκων ;
(γ) ∆ιατηρείται η ορµή και η στροφορµή και γιατί ;
(δ) Γράψτε τη στροφορµή του συστήµατος, ως προς το Α, µετά την κρού-
ση (ϐρείτε πρώτα τη ϱοπή αδρανείας του συστήµατος) και υπολογίστε
τη γωνιακή ταχύτητα περιστροφής του συστήµατος µετά την κρούση.
(ε) Ποια είναι η γραµµική ταχύτητα του κέντρου µάζας του συστήµατος
των δύο δίσκων ;

Πρόβληµα 10.6

Μια ϐάρκα µάζας m επιβραδύνεται πάνω στην επιφάνεια µιας λίµνης
υπό την επίδραση µιας δύναµης τριβής F (υ). Ξεκινώντας από µια
αρχική ταχύτητα v0, χωρίς την επίδραση άλλης οριζόντιας δύναµης,
παρατηρούµε ότι η ταχύτητά της ελαττώνεται σύµφωνα µε τη σχέση

v = C(ts − t)2

όπου ts είναι ο χρόνος που χρειάζεται η ϐάρκα να σταµατήσει, ts > t
και C µια ϑετική σταθερά. Θεωρήστε την κίνηση της ϐάρκας για ts > t.
(α) Να ϐρείτε τη δύναµη F (υ).
(ϐ) Τι απόσταση καλύπτει η ϐάρκα µέχρι να σταµατήσει.
(γ) Να υπολογίσετε το χρόνο που χρειάζεται η ϐάρκα για να σταµατήσει
ως συνάρτηση του v0.
(δ) Να ϐρείτε το έργο που καταναλίσκεται από το νερό για να σταµατήσει
η ϐάρκα.
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Πρόβληµα 10.7

R
μ

υ

m ΄Ενας δακτύλιος µε µάζαm και ακτίνα R ϐρίσκεται ακίνητος πάνω σ’ενα
λείο οριζόντιο επίπεδο. ΄Ενα µικρό ϐλήµα µε µάζα µ, που κινείται
οριζόντια µε ταχύτητα v, κτυπά το δακτύλιο στη διεύθυνση µιας ευθείας
που απέχει από το κέντρο R/2 και σφηνώνεται στην περιφέρεια του
δακτυλίου. Να ϐρεθεί η κίνηση του δακτυλίου µετά τη συσσωµάτωση
του ϐλήµατος και να υπολογίσετε τα µεγέθη της κίνησής του.

Πρόβληµα 10.8

Σώµα µερικώς (ή ολικώς) ϐυθισµένο σε υγρό, υφίσταται µια δύναµη
άνωσης, που είναι ίση µε το ϐάρος του υγρού που το σώµα εκτοπίζει
(αρχή του Αρχιµήδη).
(α) Να αποδειχθεί ότι ένα σώµα µε οµοιόµορφη οριζόντια διατοµή, που
εξαναγκάζεται να κινηθεί κατακόρυφα µέσα σε υγρό µε πυκνότητα µε-
γαλύτερη από την πυκνότητά του, εκτελεί απλές αρµονικές ταλαντώσεις.
(ϐ) Πόση είναι η περίοδος ;
(γ) Ποιο είναι το όριο στο πλάτος των ταλαντώσεων ;

Πρόβληµα 10.9

w
b

b

Σ’ ένα ποτάµι η ταχύτητα του νερού είναι παντού ίση µε w. ΄Ενας
κολυµβητής διασχίζει το ποτάµι µέχρι το σηµείο που ϐρίσκεται ακριβώς
απέναντι από το σηµείο που άρχισε και γυρίζει πίσω στην αφετηρία.
΄Ενας άλλος κολυµβητής κολυµπάει απόσταση ακριβώς ίση µε το πλάτος
του ποταµού σε κατεύθυνση αντίθετη µε το ϱεύµα και ξανά πίσω στην
αφετηρία.
Αν και οι δύο κολυµβητές είναι εξίσου καλοί και µπορούν να κολυµπούν
και οι δύο µε την ίδια ταχύτητα v (και ισχύει w < v) ποιος από τους
δύο ϑα κερδίσει ;

Πρόβληµα 10.10

Σώµα κινείται σε µία διάσταση µε δυναµική ενέργεια που δίνεται από
τη σχέση

U(x) = ax2 − bx4, µε a > b > 0

(α) Να δώσετε ένα προσεγγιστικό γράφηµα της δυναµικής ενέργειας.
(ϐ) Να ϐρείτε τη δύναµη του πεδίου αυτού ως συνάρτηση της ϑέσης x.
(γ) Να ϐρείτε τα σηµεία ισορροπίας του σώµατος και να προσδιορίσετε
το είδος της.
(δ) Να ϐρείτε τη συχνότητα των µικρών ταλαντώσεων γύρω από οποιο-
δήποτε σηµείο ισορροπίας το οποίο είναι ευσταθές.
(ε) Αν κάποια χρονική στιγµή το σώµα ϐρίσκεται στη ϑέση x =

√
2a/b

µε ολική µηχανική ενέργεια E = 2a2/9b, να ϐρείτε τα όρια της κίνησης
του σώµατος και να περιγράψετε εν συντοµία την κίνησή του.



449

Πρόβληµα 10.11

O

΄Ενας δίσκος µάζαςm και ακτίνας R µπορεί να περιστρέφεται γύρω από
έναν άξονα που περνά από το σηµείο Ο, το οποίο ϐρίσκεται σε απόσταση
2R/3 από το κέντρο του, και είναι κάθετος στο επίπεδο του δίσκου. Μια
σφαίρα µάζας m και αµελητέων διαστάσεων σε σχέση µε το πλαίσιο
κινείται µε ταχύτητα v0 στο επίπεδο που ορίζεται από το πλαίσιο και
ενσωµατώνεται µε το δίσκο.
(α) Να ϐρείτε τη ϱοπή αδρανείας του συστήµατος ως προς το σηµείο Ο.
(ϐ) Να ϐρεθεί η γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος αµέσως µετά την
ενσωµάτωση της σφαίρας.
(γ) Να γράψετε την εξίσωση κίνησης του συστήµατος δίσκου-µάζας.
(δ) Θεωρώντας ότι η γωνία εκτροπής του δίσκου µετά την ενσωµάτωση
της σφαίρας είναι µικρή να υπολογίσετε τη συχνότητα ταλάντωσης του
συστήµατος.

Πρόβληµα 10.12

R

Γ

Α Κ Β

(α) Να ϐρείτε το κέντρο µάζας του ηµικυκλικού «µοιρογνωµονίου» του
σχήµατος. Τόσο το ηµικυκλικό, όσο και τα ευθύγραµµα µέρη έχουν
κυκλική διατοµή Α, µε

√
A << R, και η µάζα είναι οµογενώς κατανε-

µηµένη σ’ αυτά µε πυκνότητα ρ.
(ϐ) Περιγράψτε ένα πρακτικό πειραµατικό τρόπο εύρεσης του κέντρου
ϐάρους του στερεού αυτού, άρα και πειραµατικού ελέγχου του προη-
γούµενου υπολογισµού.

Πρόβληµα 10.13

(α) Να ϐρείτε τη ϱοπή αδρανείας ενός οµογενούς δίσκου µάζας M (πχ.
ενός κέρµατος), που αποτελείται από δύο δακτυλίουσ: Ο κεντρικός
δακτύλιος έχει ακτίνα R1 και αποτελείται από οµογενές υλικό (κρά-
µα) πυκνότητας ρ1. Ο περιφερειακός δακτύλιος έχει ακτινικό εύρος
R2 −R1, όπου R2 = (5/3)R1, και αποτελείται από κράµα πυκνότητας
ρ2 = (3/5)ρ1. Το κέρµα έχει πάχος h << R1, R2. Η ϱοπή αδρανείας
να ϐρεθεί ως προς άξονα κάθετο στο επίπεδό του και διερχόµενο από το
κέντρο του.
(ϐ) Θεωρήστε ένα οµογενή δίσκο, πχ. ένα κέρµα «δίευρο», που έχειM =
8, 5 × 10−3 Kg και R = 1, 4 × 10−2 m, να κυλιέται χωρίς ολίσθηση σε
ένα κεκλιµένο επίπεδο που σχηµατίζει γωνία θ µε το οριζόντιο επίπεδο.
(Για απλούστευση ϑεωρήστε ότι το «δίευρο» είναι όλο κατασκευασµένο
από ένα οµογενές κράµα).
(ϐI ) Να ϐρείτε τη γραµµική επιτάχυνση a του κέντρου µάζας του «δίευ-
ϱου».
(ϐII ) Να ϐρείτε το µέτρο της δύναµης τριβής F που δρα στο σηµείο
επαφής ανάµεσα στο «δίευρο» και στο κεκλιµένο επίπεδο. Σχεδιάστε τις
δυνάµεις που δρουν στο κυλιόµενο κέρµα.
(γ) Αν το κέρµα, αφού ϕτάσει στο κατώτατο σηµείο του κεκλιµένου επι-
πέδου, εξακολουθήσει την κύλιση στο οριζόντιο επίπεδο, εξηγήστε πώς
επιτυγχάνεται η επιβράδυνση της κύλισής τους, µέχρι µηδενισµού της
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ταχύτητας του κέντρου µάζας του. Συγκρίνετε τη ϕύση της τριβής αυτής
µε την F που ϐρήκατε στο (ϐII ).

Πρόβληµα 10.14

Υποθέστε ότι η Γη είναι οµογενής σφαίρα ακτίνας R = 6, 4× 106 m και
περιστρέφεται µε σταθερή περίοδο T περί τον άξονα «Νότιος-Βόρειος»
πόλος.
(α) Αγνοώντας την κίνηση της Γης περί τον ΄Ηλιο, να υπολογίσετε, συναρ-
τήσει των R, T, G και του γεωµετρικού πλάτους θ (θ = γωνία ανάµεσα
στην ακτίνα της Γης στο σηµείο µέτρησης και στην προβολής της επί τον
ισηµερινό), τη γωνία φ ανάµεσα στο νήµα της στάθµης και την τοπική
κατακόρυφο.
(ϐ) Χρησιµοποιώντας τιµές δεδοµένων ή γνωστών µεγεθών, αναπτύξτε
την τελική σχέση του ερωτήµατος (α) σε προσέγγιση πρώτης τάξης και
δείξτε ότι φ ≈ arctan[(tan θ)(1 + c)] − θ, (c = ;), και υπολογίστε τη
γωνία φ για τις περιπτώσεις

(ϐ1) θ = 00 (ϐ2) θ = 450 (ϐ3) θ = 900

(γ) Σχολιάστε τα αποτελέσµατα των ερωτηµάτων (ϐ1), (ϐ2), (ϐ3).

Πρόβληµα 10.15

y

z

A
αβ

Β
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r
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Θεωρήστε κεκλιµένο επίπεδο µε κλίση α ως προς το οριζόντιο επίπεδο
(ϐλ. σχήµα). Από το σηµείο Α στη ϐάση του επιπέδου ϐάλλεται σώµα
υπό γωνία β µε αρχική ταχύτητα v0.
(α) Να υπολογίσετε το ϐεληνεκές R του σώµατος στο κεκλιµένο επίπεδο,
και
(ϐ) Να δείξετε ότι το µέγιστο ϐεληνεκές αντιστοιχεί σε γωνία ϐολής

β = (α/2) + (π/4)

Πρόβληµα 10.16

Το ανάχωµα µιας στροφής ακτίνας R έχει κλίση θ. Εάν ένα αυτοκίνητο,
του οποίου οι τροχοί έχουν συντελεστή τριβής µ πρόκειται να κινηθεί
µέσα στη στροφή χωρίς να ολισθήσει,
(α) πόση είναι η µέγιστη επιτρεπόµενη ταχύτητα ;
(ϐ) Πόση ϑα ήταν η µέγιστη επιτρεπόµενη ταχύτητα χωρίς τριβή ;

Πρόβληµα 10.17

Στερεό σώµα µάζαςM κινείται υπό την επίδραση εξωτερικών δυνάµεων,
ως προς αδρανειακό σύστηµα αναφοράς Oxyz. Τυχαίο (µαθηµατικό)
σηµείο Σ (εντός ή εκτός του σώµατος) έχει ταχύτητα vΣ, ως προς το ίδιο
αδρανειακό σύστηµα.
(α) Να υπολογιστεί ο ϱυθµός dLΣ/dt µε τον οποίο µεταβάλλεται η στρο-
ϕορµή LΣ του συστήµατος περί το σηµείο Σ, συναρτήσει των µεγεθών
N εξ

Σ (ϱοπή εξωτερικών δυνάµεων ως προς Σ), υΣ (ταχύτητα του σηµείου
Σ, ως προς το αδρανειακό σύστηµα αναφοράςOxyz), και υcm (ταχύτητα
του κέντρου µάζας του σώµατος, ως προς το Oxyz).



451

(ϐ) Υπό ποιες προϋποθέσεις (για την κίνηση του σηµείου Σ), ο ϱυθµός
µεταβολής της στροφορµής, ως προς Σ, ικανοποιεί τη σχέση dLΣ/dt =

N εξ
Σ . Η στροφορµή είναι περί το Σ αλλά ως προς το αδρανειακό σύστηµα

που αναφέραµε, οπότε οι ταχύτητες αναφέρονται ως προς αυτό.

Πρόβληµα 10.18

΄Ενα µικρό σώµα µε µάζα m αρχίζει να ολισθαίνει σε κεκλιµένο επί-
πεδο που σχηµατίζει γωνία θ µε το οριζόντιο επίπεδο. Ο συντελεστής
κινητικής τριβής µκ µεταβάλλεται αναλόγως µε το τετράγωνο της από-
στασης x από το σηµείο εκκίνησης, µκ = λx2, όπου λ είναι µια ϑετική
σταθερά και ο άξονας x είναι κατά µήκος του κεκλιµένου επιπέδου. Η
επιτάχυνση της ϐαρύτητας είναι g. Να υπολογίσετε :
(α) την απόσταση που ϑα διανύσει το σώµα έως ότου σταµατήσει, και
(ϐ) τη µέγιστη ταχύτητα που ϑα αποκτήσει, καθώς και τη ϑέση που ϑα
συµβεί αυτό.

Πρόβληµα 10.19

O

΄Ενα µεταλλικό τετραγωνικό πλαίσιο είναι κατασκευασµένο µε τέσσερις
οµογενείς λεπτές µεταλλικές ϱάβδους, η κάθε µία από τις οποίες έχει
µάζα M και µήκος L. Το τετράγωνο αυτό είναι αναρτηµένο σε σταθερό
οριζόντιο άξονα που περνά από το µέσο της άνω οριζόντιας πλευράς του
και εκτελεί ταλάντωση όπως στο σχήµα.
(α) Να υπολογίσετε τη ϱοπή αδρανείας του εκκρεµούς ως προς τον ορι-
Ϲόντιο άξονα που περνά από το σηµείο Ο.
(ϐ) Να ϐρείτε τη ϑέση του κέντρου µάζας του σώµατος ως προς το O.
(γ) Να διατυπώσετε την εξίσωση κίνησης και να ϐρείτε τη συχνότητα της
ταλάντωσης για ταλαντώσεις µικρού πλάτους.

Πρόβληµα 10.20

Λεπτή οµογενής ϱάβδος µήκους L και µάζαςM ξεκινά από µικρή γωνία
θ1.

θ1
M L

m

O

(α) Σε πόσο χρόνο ϑα ϕτάσει στο κατώτερο σηµείο της κίνησής της ;
(ϐ) Ποια είναι η γωνιακή ταχύτητά της και η γραµµική ταχύτητα του
κέντρου µάζας της όταν ϐρίσκεται στο κατώτερο σηµείο ; (προσοχή:
ξεχωρίστε το σύµβολο της γωνιακής ταχύτητας της ϱάβδου - χρησιµο-
ποιήστε, για παράδειγµα, το σύµβολο Ω ή θ′ - από το ω της ταλάντωσης).
(γ) Ποια είναι η στροφορµή της ϱάβδου, ως προς O, αυτή τη χρονική
στιγµή ;
Μόλις η ϱάβδος ϕτάσει στο κατώτερο σηµείο προσκολλάται πάνω της
σηµειακή µάζα m (η µάζα είναι αρχικά ακίνητη).
(δ) Εξηγήστε σύντοµα γιατί κατά την κρούση διατηρείται η στροφορµή,
παρόλο που υπάρχουν εξωτερικές δυνάµεις.
(ε) Από τη διατήρηση της στροφορµής, ως προς O, του συστήµατος
ϱάβδος-µάζα, υπολογίστε τη γραµµική ταχύτητα του (νέου) κέντρου µά-
Ϲας αµέσως µετά την κρούση (Υπενθύµιση: Ροπή αδρανείας ως προς
άξονα που περνά από το κέντρο µάζας και είναι κάθετος στη ϱάβδο:
(1/12ML2 ) ).
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Πρόβληµα 10.21

(α) ∆ίνεται η δύναµη F = xx̂+yŷ+zẑ. Βρείτε τη συνάρτηση δυναµικού
(αφού ελέγξετε ότι µπορεί να οριστεί) µε σηµείο αναφοράς το (0, 0, 0).
Βρείτε το έργο της δύναµης αυτής από το σηµείο (1, 1, 1) έως το σηµείο
(2, 2, 2).
(ϐ) ∆ίνεται η δύναµη F = xyzx̂ + xyxŷ + xyzẑ. Βρείτε το έργο που
παράγει η δύναµη αυτή κατά τη µετακίνηση από το σηµείο (0, 2, 0) ως το
σηµείο (3, 3, 1) πάνω στην καµπύλη που δίνεται από τις παραµετρικές
εξισώσεις (x = 3t, y = t+ 2, z = t2).

Πρόβληµα 10.22

200
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x

Σώµα µάζας κινείται στον άξονα x µε δυναµική ενέργεια που δίνεται από
τη σχέση V (x) = −(x+5)3+10(x+5)2−100. Αν κάποια χρονική στιγµή
το σώµα ϐρίσκεται στη ϑέση x = 10, µε ταχύτητα που κατευθύνεται προς
τον αρνητικό ηµιάξονα των x και µε ολική ενέργεια E = −100,
(α) να ϐρείτε τη µικρότερη τιµή που µπορεί να πάρει η x.
(ϐ) Αν η ολική ενέργεια του σωµατιδίου είναι E = 0 και το σώµα ϐρί-
σκεται στη ϑέση x = −5, ποια είναι τα όρια κίνησής του ; (Η εξίσωση
V (x) = 0 έχει λύσεις x = −7, 8, x = −0, 9 και x = 3, 7.)

Πρόβληµα 10.23

΄Ενα υπερηχητικό αεροπλάνο κινείται ως προς τη Γη µε ταχύτητα
1, 8Mach = 600 m/s. Πόση ώρα πρέπει να περάσει για τον πιλότο
του υπερηχητικού αεροπλάνου για να ϕαίνεται «καθυστερηµένο» το ϱο-
λόι του κατά 1 s σε σχέση µε τα ϱολόγια της γης ; Αν το κανονικό
µήκος (µήκος ηρεµίας) του αεροπλάνου είναι 50 m, πόσο µήκος υπο-
λογίζει ένας παρατηρητής στη Γη ; (Υπενθύµιση: για ε << 1 ισχύει η
προσέγγιση

√
1± ε = 1± (1/2)ε). Ταχύτητα ϕωτόσ: 3× 108 m/s.

Πρόβληµα 10.24

Σώµα µάζας m κινείται υπό την επίδραση της δύναµης

F = −kr = −krr̂

(α) Να αποδείξετε ότι η κίνηση του σώµατος είναι επίπεδη.
(ϐ) Να γράψετε, σε διανυσµατική µορφή την εξίσωση κίνησης, και ϑε-
ωρώντας ότι το επίπεδο κίνησης είναι το (xy),να την αναλύσετε σε δύο
εξισώσεις. Να γράψετε τη λύση των δύο διαφορικών εξισώσεων και να
υπολογίσετε τις παραµέτρους, αν γνωρίζουµε ότι για t = 0, το σώµα είχε
συντεταγµένες (x = a, y = 0) και ταχύτητα (vx = 0, vy = V ).
(γ) Να δείξετε ότι η κίνηση του σώµατος είναι έλλειψη και να υπολογίσετε
την περίοδο (Υπενθύµιση: η εξίσωση της έλλειψης είναι x2/A+y2/B =
1).
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Πρόβληµα 10.25

΄Ενας λεπτός δακτύλιος µε µάζαM και ακτίνα R είναι συναρµολογηµέ-
νος έτσι ώστε να περιστρέφεται ελεύθερα σε κατακόρυφο επίπεδο γύρω
από οριζόντιο άξονα που περνά από το κέντρο του. ΄Ενα σωµατίδιο µε
µάζα m δένεται στο δακτύλιο και το σύστηµα κρέµεται ακίνητο µε τη
µάζα m στο κάτω µέρος. Να ϐρείτε τη συχνότητα του συστήµατος για
ταλαντώσεις µικρού πλάτους. Επίσης, να ϐρείτε τη µέγιστη γωνιακή
ταχύτητα που αποκτά το σύστηµα, αν ελευθερωθεί από τη ϑέση ισορρο-
πίας µε τη µάζα m στην ανώτατη ϑέση.

Πρόβληµα 10.26

΄Ενας πύραυλος που έχει αρχική µάζα m0 εκπέµπει αέρια µε σταθερό
ϱυθµό m0/τ και σταθερή ταχύτητα, v0, σε σχέση µε τον πύραυλο. Ο
πύραυλος ξεκινά από ακινησία στην επιφάνεια της γης και ανυψώνεται
κατακόρυφα. Θεωρώντας ότι το πεδίο ϐαρύτητας της γης είναι οµογενές,
ϐρείτε το ύψος h ως συνάρτηση του χρόνου. Εξετάστε το τι συµβαίνει
στην ταχύτητα και τη µετατόπιση του πυραύλου για την περίπτωση που
t << τ και για την περίπτωση που t→ τ .

Πρόβληµα 10.27

∆ίνεται το πεδίο δυνάµεων F = (Ax+By2)x̂+ Cxy ŷ, µε ABC 6= 0.
(α) Ποια σχέση πρέπει να συνδέει τις σταθερές A,B και C ώστε το

πεδίο αυτό να είναι διατηρητικό ;
Λαµβάνοντας υπόψη τη σχέση που ϐρήκατε µεταξύ των συντελεστών B
και C στο ερώτηµα (α):

(ϐ) Να ελέγξετε αν το πιο πάνω πεδίο δυναµικού F απορρέει από τη
συνάρτηση δυναµικής ενέργειας U(x, y, z) = −(1/2)Ax2 −By2x.

(γ) Αν τη χρονική στιγµή t = 0 ένα σωµατίδιο µάζας m = 0, 2 Kg
ϐρίσκεται στο σηµείο r = x̂+2ŷ− ẑ (m) εντός του πεδίου, µε ταχύτητα
µέτρου v0 = 0, 1 m/s, ποια είναι η ολική ενέργεια του σωµατιδίου τις
χρονικές στιγµές t = 0 και t = 5 min αντίστοιχα ;

(δ) Τη στιγµή t = 0 αφήνουµε το σωµατίδιο να κινηθεί. Με ποια
επιτάχυνση ϑα ξεκινήσει ;
Θεωρήστε τις σταθερές A,B γνωστές.

Πρόβληµα 10.28

Μια σφαιρική χιονοστιβάδα αρχικής µάζαςm0 αρχίζει να κατρακυλά τη
στιγµή t = 0 σε µια πλαγιά που έχει κλίση 30o ως προς τον ορίζοντα.
Να υποθέσετε ότι η κάθοδός της γίνεται µε σταθερή ταχύτητα v.
Αν αγνοήσετε τις δυνάµεις τριβής και αντιδράσεις ή άλλες δυνάµεις πλην
του ϐάρους:

(α) Να γράψετε την εξίσωση κίνησης της χιονοστιβάδας.
(ϐ) Υπολογίστε την αύξηση της µάζας της στη µονάδα του χρόνου,

dm/dt.
(γ) Υπολογίστε τη συνάρτηση m = m(t).
(δ) Αναφέρετε τις γενικές περιπτώσεις όπου υπάρχει ο όρος dm/dt 6=

0 στο δεύτερο νόµο του Νεύτωνα.
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Πρόβληµα 10.29

R

M
υ0

Μια µπάλα µπιλιάρδου έχει µάζα M και ακτίνα R. Ο συντελεστής
τριβής ολίσθησης µεταξύ µπάλας και τραπεζιού είναι η. Μια στέκα
µπιλιάρδου κτυπάει τη µπάλα, έτσι που το κέντρο της αποκτά αρχική
ταχύτητα v0. Η διεύθυνση της δύναµης που δηµιουργεί την κίνηση της
µπάλας περνάει από το κέντρο της µάζας της. Τριβή δεν υπάρχει.

(α) Βρείτε τη γωνιακή και γραµµική επιτάχυνση της µπάλας αµέσως
µετά το κτύπηµα.

(ϐ) Υπολογίστε το χρόνο και το διάστηµα µέχρι η µπάλα να σταµα-
τήσει να ολισθαίνει, δηλαδή να αποκτήσει καθαρή κύλιση.

(γ) Να αποδείξετε ότι η ϱοπή αδρανείας της µπάλας του µπιλιάρδου
ως προς µία διάµετρό της είναι I = (2/5)MR2.

Πρόβληµα 10.30

U
(r

)

rr0

΄Ενα σωµατίδιο µε µάζα m κινείται υπό την επίδραση δυναµικού της
µορφής

U(r) = U0[(r0/r)
2 − (r0/r)]

όπου U0 και r0 είναι σταθερές ποσότητες και η απόσταση r είναι πάντα
ϑετική.

(α) Να ϐρείτε τη δύναµη που ασκείται στο σωµατίδιο, καθώς και το
σηµείο ισορροπίας του, rις.

(ϐ) Πόση πρέπει να είναι η ελάχιστη ταχύτητα του σωµατιδίου στο
σηµείο ισορροπίας για να µπορέσει να διαφύγει στο άπειρο ;

(γ) Αν το σωµατίδιο κρατιέται αρχικά στη ϑέση 3r0/2 και αφήνεται
ελεύθερο, σε ποια απόσταση ϑα ϕτάσει υπό την επίδραση του δυναµικού
U(r); Σε ποιο σηµείο αποκτά τη µέγιστη ταχύτητα και πόση είναι αυτή ;
Τι είδους κίνηση κάνει το σωµατίδιο ;

Πρόβληµα 10.31
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΄Ενα σώµα µε µάζα m1 κινείται στον άξονα x µε ταχύτητα v1 και συ-
γκρούεται µε ακίνητο σώµα του οποίου η µάζα m2 δεν είναι γνωστή.
Μετά την κρούση, το σώµα που έχει µάζα m1 παρεκκλίνει από την πο-
ϱεία του προς τα επάνω κατά 60o, ενώ το δεύτερο σώµα κινείται υπο
γωνία 30o κάτω από τον άξονα x, όπως δείχνει το σχήµα. Η κρούση
είναι ελαστική.

(α) Να ϐρείτε τη µάζα m2 συναρτήσει της m1, καθώς και τις τελικές
ταχύτητες v1, v2 ως συνάρτηση της v1.

(ϐ) Να ϐρείτε τις ταχύτητες των δύο σωµατιδίων πριν και µετά την
κρούση στο σύστηµα αναφοράς του κέντρου µάζας.

Πρόβληµα 10.32

∆ύο ίδιοι κύλινδροι µάζας M και ακτίνας r κυλίονται χωρίς ολίσθηση
σε οριζόντιο επίπεδο, κάθετα στη διεύθυνση των αξόνων τους. Τα κέ-
ντρα τους είναι συνδεδεµένα µεταξύ τους και µε σταθερά άκρα µε ίδια
ελατήρια σταθεράς k. Για µικρές µετατοπίσεις από τη ϑέση ευσταθούς
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ισορροπίας, γράψτε τις εξισώσεις κίνησης και υπολογίστε τις ιδιοσυχνό-
τητες ταλάντωσης του συστήµατος. Η ϱοπή αδράνειας των κυλίνδρων ως
προς τον άξονά τους είναι Mr2/2.

Πρόβληµα 10.33
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Μια οµογενής λεπτή ϱάβδος έχει µήκος 2` και µάζα M . Η ϱάβδος
µπορεί να περιστραφεί γύρω από οριζόντιο άξονα που περνά από το
κέντρο της, O, και είναι κάθετος σε αυτήν. Η ϱοπή αδράνειας της
ϱάβδου γύρω από αυτόν τον άξονα είναι I0 = (1/3)M`2. Η ϱάβδος είναι
αρχικά ακίνητη και οριζόντια. Μια σηµειακή µάζαm = M/3 ϐρίσκεται
αρχικά ακίνητη πάνω από το ένα άκρο της ϱάβδου, και σε ύψος ` πάνω
από αυτό. Η µάζα αφήνεται ελεύθερη, µε µηδενική αρχική ταχύτητα,
να πέσει και να συγκρουστεί µε το άκρο της ϱάβδου, στο οποίο και
σφηνώνεται. Να δείξετε ότι :

(α) Η γωνιακή ταχύτητα της ϱάβδου µετά από την κρούση είναι ω0 =√
g/2`.
(ϐ) Κατά την κρούση, η µισή κινητική ενέργεια της m µετατρέπεται

σε ϑερµότητα.
(γ) Η µέγιστη γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος της ϱάβδου και

της σηµειακής µάζας στην κίνηση που ϑα επακολουθήσει είναι ωmax =√
3ω0.

Πρόβληµα 10.34

΄Ενα ϕωτόνιο έχει ενέργεια Eγ = µc2, όπου µ µια ϑετική σταθερά. Το
ϕωτόνιο συγκρούεται µε ακίνητο σωµατίδιο του οποίου η µάζα ηρεµίας
είναι M . Μετά τη σύγκρουση δηµιουργείται ένα σωµατίδιο µάζας ηρε-
µίας m0, το οποίο παραµένει ακίνητο, και ένα άλλο σωµατίδιο µάζας
ηρεµίας m1, το οποίο κινείται µε ταχύτητα v1.

(α) Να δείξετε ότι
v1

c
=

µ

M −m0 + µ
.

(ϐ) Να δείξετε ότι m1 =
√

(M −m0)(M −m0 + 2µ).
(γ) Εξηγήστε µε λόγια τι συµβαίνει στις ειδικές περιπτώσεις:
1. όταν είναι m0 = 0, και

2. όταν είναι m0 = M .

Πρόβληµα 10.35

Μια σφαιρική σταγόνα από χαλάζι πέφτει κατακόρυφα λόγω της ϐα-
ϱύτητας, χωρίς αντίσταση από τον αέρα. Λόγω στερεοποίησης υδρα-
τµών στην επιφάνεια της σφαίρας, η ακτίνα της r αυξάνεται µε ϱυθµό
dr/dt = λr, όπου λ είναι µια ϑετική σταθερά. Η αρχική ακτίνα της
σταγόνας είναι a και η αρχική της µάζα m0.

(α) Βρείτε τη µάζα της σταγόνας συναρτήσει του χρόνου t.
(ϐ) Βρείτε την ταχύτητα της σταγόνας συναρτήσει του χρόνου t.
(γ) Να δείξετε ότι η ταχύτητα της σταγόνας τείνει προς µια οριακή

τιµή, ίση µε g/3λ.
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Πρόβληµα 10.36
z

R

R

O

Βρείτε τη ϱοπή αδράνειας ενός συµπαγούς οµογενούς κώνου µάζαςM ,
ύψους h και ακτίνας ϐάσης R, περί τον άξονα συµµετρίας του Oz.

Πρόβληµα 10.37

Το δυναµικό Lennard-Jones χαρακτηρίζει τα διατοµικά µόρια και είναι
της µορφής

U(r) = − b

r6
+

a

r12

όπου a, b > 0 και r η απόσταση των κέντρων των ατόµων.
(α) Να υπολογίσετε τη δύναµη µεταξύ των ατόµων. Εξετάστε αν η

δύναµη αυτή είναι κεντρική, διατηρητική, ελκτική ή απωστική.
(ϐ) Σε ποια απόσταση τα άτοµα ϐρίσκονται σε κατάσταση ισορροπίας

και τι είδος ισορροπίας είναι αυτή ;
(γ) Πόση ενέργεια τουλάχιστο χρειάζεται για να διασπαστεί το µόριο ;

Πρόβληµα 10.38

R

υ0 m

M
O

ω0

΄Ενας κύλινδρος µάζας M και ακτίνας R περιστρέφεται γύρω από τον
άξονά του χωρίς τριβές µε µια αρχική γωνιακή ταχύτητα ω0.
Μια σφαίρα, µάζας m και αρχικής ταχύτητας v0, κτυπάει και ενσωµα-
τώνεται στο άκρο του κυλίνδρου, όπως δείχνει το σχήµα. (α) Να ϐρεθεί
η γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος κυλίνδρου-σφαίρας.

(ϐ) Να ϐρεθεί η κινητική ενέργεια του συστήµατος.
(γ) Να αποδείξετε ότι η ϱοπή αδράνειας του κυλίνδρου ως προς τον

άξονα συµµετρίας του είναι : I = (1/2)MR2.

Πρόβληµα 10.39

∆ύο σηµειακές µάζες m1 και m2 συνδέονται µέσω τροχαλίας µε αβαρές
νήµα και ελατήριο σταθεράς k. Αρχικά η µάζα m1 είναι ακίνητη στην
επιφάνεια του εδάφους, ενώ η m2 συγκρατείται σε ύψος h, ώστε το
ελατήριο να έχει το ϕυσικό του µήκος. Αν η µάζα m2 αφεθεί να πέσει,
ποια είναι η ελάχιστη µάζα της, ώστε η άλλη µάζα να ανασηκωθεί από
το έδαφος ;

m1

m2

h

Πρόβληµα 10.40

θ

m

M
Κύλινδρος µάζας M και ακτίνας r συγκρατείται ακίνητος σε κεκλιµένο
επίπεδο γωνίας θ. Το κέντρο του κυλίνδρου συνδέεται µε αβαρές νήµα
µέσω τροχαλίας αµελητέας µάζας, µε άλλο σώµα µάζας m. Το σώµα
µάζας m αιωρείται πάνω από το έδαφος. Αν ο συντελεστής τριβής ανά-
µεσα στον κύλινδρο και το επίπεδο είναι µ, να περιγράψετε την κίνηση
των δύο σωµάτων µόλις αφεθούν ελεύθερα να κινηθούν. Να εξετάσετε
επίσης αν ο κύλινδρος µπορεί να κινηθεί χωρίς να ολισθήσει.
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Πρόβληµα 10.41

∆ιατοµικό µόριο αποτελείται από δύο άτοµα µε µάζες m1 = m0 και
m2 = m0/2, των οποίων η δυναµική ενέργεια αλληλεπίδρασης είναι
της µορφής U(r) = −U0r/(r

2 + a2), όπου U0, a, ϑετικές σταθερές και
r το µέτρο της µεταξύ τους απόστασης. Να δείξετε ότι :

(α) υπάρχει απόσταση ευσταθούς ισορροπίας, r0, µεταξύ των ατόµων
και να την υπολογίσετε,

(ϐ) για µικρές αποµακρύνσεις από την κατάσταση ευσταθούς ισορ-
ϱοπίας, κατά µήκος της ευθείας που ενώνει τα δύο άτοµα, το σύστηµα
εκτελεί αρµονική ταλάντωση, και

(γ) να υπολογίσετε την ιδιοσυχνότητα ταλάντωσης του συστήµατος.

Πρόβληµα 10.42

Απλός αρµονικός ταλαντωτής χωρίς απόσβεση, µε µάζα m και σταθερά
ελατηρίου s, διεγείρεται από µια δύναµη F = F0 sin(ωt).

(α) Να υπολογίσετε τη µετατόπιση x = x(t), στην περίπτωση που οι
αρχικές συνθήκες είναι x(t = 0) = 0 και ẋ(t = 0) = v0.

(ϐ) Για συχνότητες διέγερσης κοντά στη συχνότητα ω0 =
√
s/m,

ϑεωρήστε ότι ω = ω0 +∆ω (όπου ∆ω µικρό και τέτοιο ώστε ∆ω t << 1).
Αναπτύσσοντας τη λύση του ερωτήµατος (α) γύρω από το ω0, να δείξετε
ότι το πλάτος της µετατόπισης αυξάνεται γραµµικά µε το χρόνο.

Πρόβληµα 10.43

΄Ενα έλκυθρο γλυστρά οριζόντια στον πάγο. Σ’ ένα ορισµένο σηµείο Ο
της τροχιάς του, η ταχύτητά του είναι v0. Από το σηµείο αυτό και µέχρι
να σταµατήσει, το έλκυθρο διανύει απόσταση x0. Να αποδειχθεί ότι ο
συντελεστής τριβής, στην περίπτωση αυτή, είναι v2

0/(2gx0).

Πρόβληµα 10.44

Λεπτή ϱάβδος µήκους l µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από
σταθερό οριζόντιο άξονα κάθετο στη ϱάβδο, ο οποίος περνάει από το ένα
της άκρο, O. Η ϱάβδος έχει γραµµική πυκνότητα (µάζα ανά µονάδα
µήκους) που δίνεται από τη σχέση

λ(x) =
2m

3l

(
1 +

x

l

)
όπου x είναι η απόσταση από το άκρο O.

(α) Να δείξετε ότι η συνολική µάζα της ϱάβδου είναι ίση µεm, το κέ-
ντρο µάζας της ϐρίσκεται στο σηµείο xC = (5/9)l, και η ϱοπή αδράνειάς
της ως προς τον άξονα περιστροφής είναι ίση µε I0 = (7/18)ml2.

(ϐ) Η ϱάβδος εκτελεί ταλαντώσεις γύρω από τον οριζόντιο άξονα.
∆ιατυπώστε την εξίσωση κίνησης της ϱάβδου συναρτήσει της γωνίας α-
πόκλισης θ της ϱάβδου από την κατακόρυφη ευθεία που περνά από το
άκρο O. Να δείξετε ότι, για µικρές τιµές της γωνίας θ η ταλάντωση είναι
απλή αρµονική και να ϐρείτε τη γωνιακή συχνότητα ω της ταλάντωσης.
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Πρόβληµα 10.45

Στο σύστηµα αναφοράς του Εργαστηρίου, ένα ϕωτόνιο ενέργειας Eγ
συγκρούεται µε έναν ακίνητο πυρήνα µάζας ηρεµίας M0. Το ϕωτόνιο
απορροφάται πλήρως από τον πυρήνα.

(α) Να ϐρείτε την ταχύτητα, v1, και τη µάζα M1, του σώµατος που
προκύπτει.

(ϐ) Να δείξετε ότι στο σύστηµα αναφοράς του Εργαστηρίου, η ταχύ-
τητα V του κέντρου µάζας του συστήµατος ϕωτονίου-πυρήνα πριν από
τη σύγκρουση είναι

V = c
Eγ

Eγ +M0c2

(γ) Να ϐρείτε τις ενέργειες του ϕωτονίου, ECγ , και του πυρήνα, EC ,
στο σύστηµα αναφοράς του κέντρου µάζας.

Πρόβληµα 10.46

m2

m1

υ΄2

υ΄1

300

υ1

΄Ενα σώµα µε µάζα m1, το οποίο κινείται στον άξονα x µε ταχύτητα v1,
συγκρούεται µε ακίνητο σώµα του οποίου η µάζα m2 δεν είναι γνωστή.
Μετά την κρούση, το σώµα που έχει µάζα m1 παρεκκλίνει από την
πορεία του και κινείται κατά τον άξονα y, ενώ το δεύτερο σώµα κινείται
υπό γωνία 30o κάτω από τον άξονα x, όπως δείχνει το σχήµα. Η κρούση
είναι ελαστική. Να ϐρείτε :

(α) τη µάζα m2 ως συνάρτηση της µάζας m1, καθώς και τις τελικές
ταχύτητες v′1, v

′
2 ως συναρτήσεις της v1, και

(ϐ) τις ταχύτητες των δύο σωµατιδίων πριν (u1,u2) και µετά την
κρούση (u′1,u

′
2) στο σύστηµα αναφοράς του κέντρου µάζας.

Πρόβληµα 10.47

U(x)

x0

΄Ενα σώµα µε µάζα m = 1 Kg κινείται στη µία διάσταση υπό την επί-
δραση δυναµικής ενέργειας U(x) = kx2 − k′x3, όπου k = 1 N/m και
k′ = (1/3) N/m2 (ϐλ. σχήµα).

(α) Να ϐρείτε τα σηµεία ισορροπίας της U(x), καθώς και τα σηµεία
που µηδενίζεται.

(ϐ) Να υπολογίσετε και να σχεδιάσετε τη δύναµη F (x).
(γ) Το σώµα ξεκινά από τη ϑέση x = 1 µε αρχική ταχύτητα v =

−1x m/s. Να περιγράψετε την κίνησή του.

Πρόβληµα 10.48

΄Ενας πλανήτης έχει την ίδια πυκνότητα µε τη Γη αλλά διπλάσια ακτίνα.
Πόση είναι η επιτάχυνση της ϐαρύτητας στην επιφάνειά του ; (δίνεται η
επιτάχυνση της ϐαρύτητας στη Γη g = 10 m/s2)

Πρόβληµα 10.49

΄Ενα εκκρεµές µήκους l κρέµεται από την οροφή ενός ανελκυστήρα
που ϐρίσκεται στην επιφάνεια της γης. Ο ανελκυστήρας κινείται προς
τα πάνω µε επιτάχυνση a = g/2 (όπου g είναι η επιτάχυνση της ϐαρύτη-
τας). Να ϐρεθεί η συχνότητα, όταν το εκκρεµές εκτελεί απλή αρµονική
ταλάντωση.
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Πρόβληµα 10.50

Μια σφαίρα µάζας m κινείται µε σταθερή ταχύτητα v και κτυπά µια
άλλη σφαίρα µάζαςM η οποία είναι αρχικά ακίνητη. Μετά την κρούση
η µάζα m ενσωµατώνεται στη µάζα M . Πόση είναι η ταχύτητα του
συσσωµατώµατος των δύο σφαιρών ;

Πρόβληµα 10.51

΄Ενα σωµατίδιο µοναδιαίας µάζας κινείται σε διάσταση έτσι ώστε η ταχύ-
τητά του να δίνεται από τη σχέση v(x) = ax−n, όπου a, n είναι σταθερές
και x η ϑέση του σωµατιδίου. Να ϐρείτε την επιτάχυνση του σωµατιδίου
ως συνάρτηση της ϑέσης x.

Πρόβληµα 10.52

θ

F

Μια οριζόντια δύναµη σπρώχνει σώµα µάζας m, σε κεκλιµένο επίπεδο
γωνίας θ ως προς οριζόντιο επίπεδο. Ο συντελεστής τριβής µεταξύ του
σώµατος και του κεκλιµένου επιπέδου είναι µ. Να ϐρεθεί το µέτρο της
δύναµης της τριβής που ασκείται στο σώµα.

Πρόβληµα 10.53

Μια µάζα κρέµεται από ένα κατακόρυφο ελατήριο και µετατοπίζεται,
κατά την κατακόρυφη προς τα κάτω, κατά µια απόσταση y από το ση-
µείο ισορροπίας του. Αφού αφεθεί ελεύθερο, εκτελεί µια αρµονική
περιοδική κίνηση µε περίοδο T . Να ϐρεθεί η ταχύτητα της µάζας µετά
από χρόνο 5T/4.

Πρόβληµα 10.54

∆ύο δορυφόροι κινούνται γύρω από τη γη σε διαφορετικές κυκλικές
τροχιές που έχουν ακτίνες a και b = 3a. Αν η επιτρόχιος ταχύτητα του
δορυφόρου που κινείται στην τροχιά µε τη µικρότερη ακτίνα είναι v, να
ϐρεθεί η ταχύτητα του άλλου δορυφόρου.

Πρόβληµα 10.55

Για δυναµική ενέργεια του τύπου U(r) = krn, όπου k ϑετική σταθερά,
να γράψετε το διάνυσµα της δύναµης.

Πρόβληµα 10.56

΄Οταν ο ήλιος µας καταλήξει κάποτε σ’ ένα λευκό νάνο, η ακτίνα του
ϑα µικρύνει περίπου κατά 100 ϕορές. Μεταβάλλεται η περίοδος της
περιστροφής περί τον άξονά του (που είναι σήµερα γύρω στον ένα µήνα);
Αν ναι, να δοθεί µια εκτίµηση. (δίνεται η ϱοπή αδράνειας σφαίρας µάζας
M και ακτίνας R ως προς τον άξονά της, Iσφ = (2/5)MR2)
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Πρόβληµα 10.57

΄Ενα σωµατίδιο µάζαςm κινείται σε κυκλική τροχιά ακτίνας r γύρω από
ένα σταθερό σηµείο υπό την επίδραση µιας ελκτικής δύναµης µέτρου
F = k/r3, όπου k > 0. Αν η δυναµική ενέργεια του σωµατιδίου είναι
µηδέν για r → ∞,να ϐρεθεί η ολική ενέργεια του σωµατιδίου στην
κυκλική τροχιά.

Πρόβληµα 10.58

Μια σφαίρα κι ένας κύλινδρος ξεκινούν από την ίδια ϑέση όπου ϐρί-
σκονταν σε ακινησία και κυλούν προς τα κάτω (χωρίς να ολισθαίνουν)
στο ίδιο κεκλιµένο επίπεδο. ΄Οταν ϑα διανύσουν το ίδιο µήκος πάνω στο
κεκλιµένο επίπεδο, να δείξετε ότι η σφαίρα ϑα διανύσει την απόσταση σε
λιγότερο χρόνο και ότι αυτό είναι ανεξάρτητο της µάζας και της ακτίνας
των δύο αντικειµένων.

Πρόβληµα 10.59

Να αποδείξετε ότι η ακόλουθη έκφραση

I = 2
∂R(x, t)

∂x
−∂S(x, t)

∂t
+S(x, t)A1(x, t)+2R(x, t)A2(x, t)−3

∂S(x, t)

∂x
ẋ+T (x, t)

διατηρείται για ένα δυναµικό σύστηµα που περιγράφεται από την εξί-
σωση

ẍ+A2(x, t)ẋ2 +A1(x, t)ẋ+A0(x, t) = 0

όπου ẋ = dx/dt, ẍ = d2x/d2t. Τα R(x, t), S(x, t), T (x, t) περιγράφο-
νται από το παρακάτω σύστηµα των µερικών διαφορικών εξισώσεων

2
∂2R

∂x∂t
− ∂2S

∂t2
+ 3A0

∂S

∂x
+
∂SA1

∂t
+R

∂A1

∂x
+ 2A2

∂R

∂t
= 0

∂2R

∂x2
− ∂2S

∂x∂t
+ 2A− 1

∂S

∂x
+ S

∂A2

∂t
+
RA2

∂x
= 0

∂2S

∂x2
−A2

∂S

∂x
= 0

∂T

∂x
+ S

(
∂A1

∂x
− 2

∂A2

∂t

)
= 0

∂T

∂t
+R

(
∂A1

∂x
− 2

∂A2

∂t

)
= 0.

Πρόβληµα 10.60

Θεωρήστε ένα σωµατίδιο µάζας m που κινείται σε µία διάσταση x και
η κίνησή του περιγράφεται από τις εξισώσεις κίνησης του αρµονικού
ταλαντωτή, όπου

m ¨x(t) + k(t)x(t) = 0 (10.6)

όπου k(t) είναι συνάρτηση του t.
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(α) Να χρησιµοποιήσετε το αποτέλεσµα της άσκησης 10. 10 για να
κατασκευάσετε µια διατηρούµενη ποσότητα κίνησης. Η εξίσωση (10)
αναφέρεται ως εξίσωση Ermakov.

(ϐ) Επίσης να αποδείξετε ότι το I1 που δίνεται από

I1 =
1

2

[(
x

ρ

)2

+ (ρ̇x− ẋρ)2

]

είναι διατηρούµενη ποσότητα, όπου ρ είναι µια λύση της ακόλουθης
εξίσωσης

ρ̈+
k(t)

m
ρ =

1

ρ3

Πρόβληµα 10.61

Θεωρήστε σωµατίδιο µοναδιαίας µάζας (m = 1) που κινείται σε µια
διάσταση-x και η κίνηση περιγράφεται από τις εξισώσεις κίνησης του
αρµονικού ταλαντωτή, όπου

ẍ+ kẋ2 + a(t)ẋ = 0

όπου k είναι σταθερά, και a(t) είναι συνάρτηση του χρόνου.
Χρησιµοποιήστε το αποτέλεσµα της άσκησης 10.10 για να κατασκευά-
σετε µια διατηρούµενη ποσότητα κίνησης.

Πρόβληµα 10.62

θ
R

θ

θ

F F

L

L

Το καθένα από τα παρακάτω επίπεδα αντικείµενα τοποθείται, όπως ϕαί-
νεται στο σχήµα, µεταξύ δύο κύκλων ακτίνας R µηδενικής τριβής. Η
πυκνότητα µάζας του κάθε αντικειµένου είναι σ, και οι ακτίνες στα ση-
µεία επαφής σχηµατίζουν γωνία θ µε το οριζόντιο επίπεδο. Για καθεµία
από τις παρακάτω περιπτώσεις, ϐρείτε την οριζόντια δύναµη που πρέ-
πει να εφαρµοστεί στους κύκλους για να κρατηθούν ενωµένοι. Για ποια
γωνία θ είναι αυτή η δύναµη µέγιστη ή ελάχιστη ;

(α) Ισοσκελές τρίγωνο µε µήκος κοινής πλευράς L

(ϐ) Ορθογώνιο ύψους L

(γ) Κύκλος.

Πρόβληµα 10.63

Θεωρήστε σωµατίδιο µοναδιαίας µάζας που κινείται σε µια διάσταση-x
και η κίνηση περιγράφεται από τις εξισώσεις κίνησης του αρµονικού
ταλαντωτή, όπου

ẍ− 2

x
ẋ2 + a(t)ẋ+ b(t)x = 0

όπου a(t), b(t) είναι συναρτήσεις του χρόνου.
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Χρησιµοποιήστε το αποτέλεσµα της άσκησης 10.10 για να κατασκευά-
σετε µια διατηρούµενη ποσότητα κίνησης.

Πρόβληµα 10.64

Φορτισµένο σωµατίδιο ϕορτίου q και µάζαςm είναι σε ηρεµία στην αρχή
των αξόνων την t = 0 σε ηλεκτρικό, E, και µαγνητικό,B, πεδίο (κάθετα
µεταξύ τους) που δίνεται από

E = E[cos(ωt)x̂+ sin(ωt)ŷ],

B = −Bẑ,

όπου (ω = qB/m). Βρείτε την κινητική ενέργεια T του σωµατιδίου και
της τροχιάς του και να αποδείξετε ότι η κίνηση είναι στο επίπεδο xy.

Πρόβληµα 10.65

Αλυσίδα µήκους L και πυκνότητας µάζας σ. ϐρίσκεται ευθυγραµµι-
σµένη πάνω σε µια οριζόντια επιφάνεια µηδενικής τριβής. Πιάνετε το
ένα άκρο και το τραβάτε προς τα πίσω κατά µήκος της ίδιας της α-
λυσίδας, παράλληλα. Υποθέστε ότι το τραβάτε µε σταθερή ταχύτητα
v. Πόση δύναµη πρέπει να ασκήσετε ; Πόσο έργο παράγετε συνολικά
µέχρι να ευθυγραµµιστεί ξανά η αλυσίδα ; Χάνεται καθόλου ενέργεια
µετατρεπόµενη σε Ϲέστη ;

Πρόβληµα 10.66

Να ορίσετε ένα δυναµικό σύστηµα N σωµατιδίων το καθένα µάζας m
και ϑέσης ri στο χώρο, που κινείται υπό την επίδραση δυνάµεων Fi
στο κάθε σωµατίδιο, όπου ṗi = Fi και pi είναι η ορµή του i-οστού
σωµατιδίου.

(α) Να αποδείξετε ότι

2〈T 〉 = −〈
N∑
i=1

Fi · ri〉

όπου 〈f(t)〉 είναι η µέση τιµή µιας τυχαίας συνάρτησης f(t) ως προς
το χρόνο

〈f(t)〉 = lim
τ→∞

1

2τ

ˆ +τ

−τ
f(t)dt

και T είναι η ολική κινητική ενέργεια του δυναµικού συστήµατος.
(ϐ) Εφαρµόστε το παραπάνω αποτέλεσµα στην περίπτωση ενός σω-

µατιδίου που κινείται σε κεντρικό δυναµικό U(r), που δίνεται από:

U(r) =
a

rn

όπου a η τιµή του δυναµικού, για n = 1 έχουµε το δυναµικό Coulomb,
να αποδείξετε ότι :

〈T 〉 = −n
2
〈U〉
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και η ολική µέση ενέργεια 〈E〉 = 〈T 〉+ 〈U〉 είναι

〈E〉 =
2− n

2
〈U〉

Πρόβληµα 10.67

Να εκφράσετε την κινητική ενέργεια, T , για ένα σωµατίδιο µάζας m
σε παραβολικές συντεταγµένες ξ, η, φ, όπου z = (ξ − η)/2, ρ =

√
ξη

και όπου ρ, φ, z είναι οι συνήθεις κυλινδρικές συντεταγµένες. Με τι
µοιάζουν οι συντεταγµένες επιφάνειες ;

Πρόβληµα 10.68

I

F1 =mg

F2

B

x

yx

w

h

Ορθογωνικός αγώγιµος ϐρόχος, πλάτους, w, µήκους, h, και µάζας m,
πέφτει µέσα από οριζόντιο µαγνητικό πεδίο που έχει οµογενή τιµή,
B, για x < 0 και εξαφανίζεται για x > 0, όπως ϕαίνεται στο σχήµα.
Θεωρήστε ότι τα R και L είναι η αντίσταση και η επαγωγή του ϐρόχου.
Βρείτε την εξίσωση για την ταχύτητα του ϐρόχου συναρτήσει του χρόνου,
v(t) = ẋ(t), για αρχική συνθήκη v(0) = x(0) = 0, (όπου x είναι ο
ϐαθµός ελευθερίας που περιγράφει την κίνηση του ϐρόχου), για την
ειδική περίπτωση που λ < ω0, όπου λ = R/2L και ω0 = wB/(mL)1/2.
Να εξετάσετε την περίπτωση ενός υπεραγώγιµου ϐρόχου, R→ 0, και να
αποδείξετε ότι ο ϐρόχος ταλαντώνεται µε συχνότητα ω0 = wB/(mL)1/2

µεταξύ του x = 0 και του x = 2g/ω2
0, όπου g είναι η επιτάχυνση της

ϐαρύτητας. Επίσης, ϐρείτε την εξίσωση για το επαγόµενο ϱεύµα, I(t).

Πρόβληµα 10.69

Να εκφράσετε την κινητική ενέργεια, T , για ένα σωµατίδιο µάζας m σε
ελλειπτικές συντεταγµένες ξ̄, η̄, φ όπου ξ̄ = (r1 + r2)/2σ, η̄ = (r2 −
r1)/2σ, µε

r1 =
√
ρ2 + (z − σ)2, r2 =

√
ρ2 + (z + σ)2

όπου σ είναι ϑετική σταθερά. Σηµειώστε ότι ξ̄ > η̄ εφόσον (r1 + r2) >
(r2 − r1) και r1, r2 είναι και τα δύο ϑετικοί αριθµοί. Με τι µοιάζουν οι
συντεταγµένες επιφάνειες ;

Πρόβληµα 10.70

a

1
l

m

m

θ

x

y

φ
2

∆ύο µάζες m συνδέονται µε στερεή αβαρή ϱάβδο µήκους l, το κέντρο
του οποίου είναι περιορισµένο να κινείται σε κύκλο ακτίνας a. ∆ώστε
την κινητική ενέργεια στις γενικευµένες συντεταγµένες, θ και φ.

Πρόβληµα 10.71

Σωµατίδιο µάζας m κινείται υπό την επίδραση της δύναµης F . Να
αποδείξετε ότι υπάρχει ένα διάνυσµα C(r, t) τέτοιο ώστε το διάνυσµα
Pg που ορίζεται από την ακόλουθη σχέση

Pg = p+C
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να είναι διατηρούµενη ποσότητα, όπου p = mv είναι η γραµµική ορµή
του σωµατιδίου. Ας ονοµάσουµε αυτό το διάνυσµα, Pg, µια γενικευµένη

γραµµική ορµή. Πώς σχετίζεται το διάνυσµα C µε τη δύναµη F ;
(α) Να εφαρµόσετε το προηγούµενο αποτέλεσµα στην περίπτωση σω-

µατιδίου που πέφτει υπό την επίδραση της ϐαρύτητας και να υποθέσετε
ότι η δύναµη της τριβής µε τον αέρα έχει γραµµική εξάρτηση από την
ταχύτητα

F = mg − λv

όπου g, και v είναι η επιτάχυνση της ϐαρύτητας και η ταχύτητα του
σωµατιδίου, αντίστοιχα. Ποια είναι η διατηρούµενη ποσότητα Pg στην
περίπτωση αυτή ;

(ϐ) Επιπλέον εφαρµόστε την ίδια διαδικασία στην περίπτωση ϕορτι-
σµένου σωµατιδίου ϕορτίου, q, που αλληλεπιδρά µε οµογενές ηλεκτρι-
κό πεδίο E(t) και σταθερό µαγνητικό πεδίο B. Βρείτε τη γενικευµένη

γραµµική ορµή, Pg.
Οι ίδιες ιδέες µπορούν να εφαρµοσθούν στην περίπτωση σωµατιδίου
που κινείται υπό την επίδραση εξωτερικής ϱοπής, τ = r × F . Στην
περίπτωση αυτή, να αποδείξετε ότι υπάρχει διάνυσµα G(r, t) τέτοιο
ώστε η ποσότητα

Lg = L+G

να είναι διατηρούµενη, όπουL = r×p είναι η στροφορµή του σωµατιδί-
ου. Ας ονοµάσουµε αυτό το νέο διάνυσµα Lg γενικευµένη στροφορµή.

(γ) Εφαρµόστε την παραπάνω διαδικασία στην περίπτωση ϕορτισµέ-
νου σωµατιδίου ϕορτίου q, που κινείται σε σταθερό µαγνητικό πεδίο
B = Bẑ κάθετο στην κίνησή του. Θεωρήστε ότι το σωµατίδιο κινείται
στο επίπεδπο xy. Ποια είναι η γενικευµένη στροφορµή;

(δ) Επιπλέον ϐρείτε τη γενικευµένη γραµµική ορµή, Lg, ηλεκτρι-
κού ϕορτίου q που αλληλεπιδρά µε µαγνητικό µονόπολο g (αν υπάρ-
χει !), ακίνητο στην αρχή των αξόνων, όπου το µαγνητικό του πεδίο δί-
νεται από

B =
g

r3
r

Πρόβληµα 10.72

x

y

θ

v0

v2
v1

m1 m 2

Βλήµα εκτοξεύεται από κανόνι σε γωνία θ µε το οριζόντιο επίπεδο. Στο
Ϲενίθ της τροχιάς του το ϐλήµα εκρήγνυται σε δύο κοµµάτια µάζας m1

και m2, το καθένα από τα οποία ταξιδεύει οριζόντια αµέσως µετά την
έκρηξη, όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Η ενέργεια της έκρηξης είναι ίση µε
την αρχική ενέργεια του ϐλήµατος E0. ΄Ενα από τα κοµµάτια κτυπάει
το κανόνι. Βρείτε το λόγο µαζών των κοµµατιών ως συνάρτηση του θ.
Αγνοήστε την αντίσταση του αέρα και τη µάζα του εκρηκτικού.
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Πρόβληµα 10.73

Βαρύ σωµατίδιο µάζας m τοποθετείται στην κορυφή κατακόρυφου στε-
ϕανιού ακτίνας R, όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Υποθέστε ότι υπάρχει
τριβή ολίσθησης και ότι η στατική και η κινητική τριβή είναι ίσες µε έ-
ναν αριθµό µ. Να αποδείξετε ότι η γωνία θl µε την οποία η µάζα αφήνει
το κατακόρυφο στεφάνι µπορεί να υπολογισθεί λύνοντας την παρακάτω
εξίσωση:

cos θl = 2
1 + µ2

1 + 4µ2

[
2 cos θl −

3

1 + µ2
(cos θl − µ sin θl) +

+ e2µ(θl−tan−1 µ) 1

(1 + µ2)1/2

]

l

R

m

m

θ

Πρόβληµα 10.74

Υποθέστε ότι ένα σύννεφο αποτελείται από µικροσκοπικά σταγονίδια
νερού αιωρούµενα (οµογενώς κατανεµηµένα, µε µέση πυκνότητα µάζας
λ και σε ηρεµία) στον αέρα, και ϑεωρήστε µια σταγόνα της ϐροχής
(πυκνότητας ρ) που πέφτει ανάµεσά τους. Να δείξετε ότι η επιτάχυνση
της σταγόνας είναι a = g/7. (Υποθέστε ότι, όταν η σταγόνα χτυπάει ένα
σταγονίδιο, το νερό του σταγονιδίου προστίθεται στη σταγόνα. Επίσης,
υποθέστε ότι η σταγόνα είναι πάντα σφαιρική.)

Πρόβληµα 10.75

΄Εστω ένα µολύβι που στέκεται όρθιο στη µύτη του κι έπειτα πέφτει. Ας
εξιδανικεύσουµε το µολύβι ως µια µάζα m που κάθεται στο άκρο µιας
αβαρούς ϱάβδου µήκους l.

(α) Θεωρήστε ότι το µολύβι σχηµατίζει αρχική (µικρή) γωνία θ0 µε
την κατακόρυφο, και ότι η αρχική της γωνιακή ταχύτητα είναι ω0. Η
γωνία τελικά ϑα γίνει µεγάλη, αλλά για όσο είναι ακόµα µικρή (έτσι
ώστε sin θ ≈ θ), να την υπολογίσετε συναρτήσει του χρόνου.

(ϐ) Μπορεί να σκεφτείτε ότι ϑα ήταν δυνατό (ϑεωρητικά, έστω) το µο-
λύβι να ισορροπήσει για ένα τυχαία µεγάλο χρονικό διάστηµα, κάνοντας
τα αρχικά θ0 και ω0 αρκετά µικρά.
Τελικά όµως, λόγω της αρχής της αβεβαιότητας του Heisenberg (που
ϑέτει ένα περιορισµό στο πόσο καλά µπορούµε να γνωρίζουµε τη ϑέση
και την ορµή ενός σωµατιδίου), είναι αδύνατο να ισορροπήσει το µολύβι
για περισσότερο από ένα συγκεκριµένο χρονικό διάστηµα. Το ϑέµα
είναι ότι δε µπορείτε να είστε σίγουροι ότι το µολύβι είναι αρχικά και
στην κορυφή και σε ηρεµία. Ο στόχος αυτού του προβλήµατος είναι να
ποσοτικοποιηθούν τα προηγούµενα. Το όριο του χρόνου είναι σίγουρο
ότι ϑα σας εκπλήξει.
Χωρίς να µπούµε στη ϑεωρία της κβαντοµηχανικής, ας πούµε απλά ότι
η αρχή της αβεβαιότητας λέει (µέχρι και για όρους πρώτης τάξης) ότι
∆x∆p ≥ ~ (όπου ~ = 1.06 · 10−34 Js είναι η σταθερά του Planck).
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Οι ακριβείς επιπτώσεις αυτού είναι κάπως ασαφείς, αλλά ϑα ϑεωρή-
σουµε ότι σηµαίνει πως οι αρχικές συνθήκες ικανοποιούν τη σχέση:
(lθ0)(mlω0) ≥ ~.
Με αυτή τη συνθήκη, ϐρείτε το µέγιστο χρόνο που µπορεί να πάρει
η λύση στο ερώτηµα (α) για να γίνει πρώτης τάξης. Με άλλα λόγια,
καθορίστε (προσεγγιστικά) το µέγιστο χρόνο που µπορεί να ισορροπήσει
το µολύβι. (Υποθέστε ότι m = 0.01 Kg, και l = 0.1 m.)

Πρόβληµα 10.76

Μικρό κοµµάτι µάζαςm ηρεµεί σε µια παραβολική ϐάση µάζαςM που
κάθεται σε ένα οριζόντιο τραπέζι, όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Το σχήµα
της ϐάσης δίνεται από

η =
1

2
kξ2, −a ≤ ξ ≤ a

στο σύστηµα συντεταγµένων (ξ, η) µε αρχή των αξόνων στο τραπέζι, όπου
k είναι σταθερά. Αν το σύστηµα ξεκινάει σε ηρεµία µε το σηµείο P της
µάζας σε απόσταση y = y0 = (1/2)ka2 πάνω από το τραπέζι, ϐρείτε την
τροχιά του κοµµατιού και την περίοδο, T , της ταλαντωτικής κίνησης
του συστήµατος.Συγκεκριµένα, να αποδείξετε ότι η περίοδος είναι

T = 4

√
k

g

a

ρ
E(ρ)

όπου E(ρ) είναι το ελλειπτικό ολοκλήρωµα δευτέρου είδους

E(ρ) =

ˆ 0

π/2
(1− ρ sin2 θ)1/2dθ =

ˆ 1

0

(
1− ρt2

1− t2

)1/2

dt

και το ρ δίνεται από

ρ = ka

(
1 + µ

1 + k2(1 + µ)a2

)1/2

, µε µ = m/M

Πρόβληµα 10.77

∆εδοµένου ενός σηµείου P στο διάστηµα, και δεδοµένου ενός κοµµατιού
από ελατό υλικό σταθερής πυκνότητας, τι σχήµα ϑα δίνατε στο υλικό
και πώς ϑα το τοποθετούσατε έτσι ώστε να δηµιουργήσετε το µεγαλύτερο
δυνατό ϐαρυτικό πεδίο στο P ;

Πρόβληµα 10.78

h

΄Ενα µπαλάκι του τέννις µε (µικρή) µάζα m2 κάθεται στην κορυφή µιας
µπάλας του µπάσκετ µε (µεγάλη) µάζα m1. Το κατώτατο σηµείο της
µπάλας του µπάσκετ ϐρίσκεται σε ύψος h πάνω από το έδαφος. Οι
µπάλες αφήνονται να πέσουν. Σε τι ύψος αναπηδά το µπαλάκι του
τέννις ; (Σηµ: Θεωρήστε προσεγγιστικά ότι η m1 >> m2, και ϑεωρήστε
ότι οι µπάλες αναπηδούν ελαστικά.)
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Πρόβληµα 10.79

Ω
z

r
m

Μπάλα ακτίνας R και µάζας m µε οµογενή πυκνότητα µάζας κυλιέ-
ται χωρίς ολίσθηση σε µια περιστροφική πλάκα, που περιστρέφεται µε
γωνιακή ταχύτητα Ω. Να δείξετε ότι η µπάλα κινείται κυκλικά (όπως
ϕαίνεται από το αδρανειακό σύστηµα του εργαστηρίου), µε συχνότη-
τα ίση µε τα 2/7 της συχνότητας της περιστροφικής πλάκας, δηλαδή
ω = (2/7)Ω. Η ϱοπή αδράνειας µιας σφαίρας µάζας m και ακτίνας R
είναι I = (2/5)mR2.

Πρόβληµα 10.80

Θεωρήστε πυρήνα ϕορτίου Ze > 0 και ηλεκτρόνιο ϕορτίου −e και
µάζας m που περιφέρεται γύρω από τον πυρήνα ϐρίσκεται σε σταθερό
ηλεκτρικό πεδίο E = Eẑ που δείχνει κατά µήκος της ϑετικής ϕοράς
του άξονα z.
Να γράψετε τις κλασσικές εξισώσεις κίνησης για ένα τέτοιο ηλεκτρόνιο
µε ορµή, p = mṙ, και στροφορµή L = r × p, όπου r είναι το διά-
νυσµα ϑέσης του ηλεκτρονίου µε ϕορτίο −e σε σχέση µε τον πυρήνα.
Μπορείτε εύκολα να αποδείξετε ότι η ενέργεια, H, και η προβολή της
στροφορµής κατά µήκος του ηλεκτρικού πεδίου, E, Γ = L · E ενός
τέτοιου ηλεκτρονίου είναι σταθερές της κίνησης.
Να δείξετε ότι η ποσότητα Ω είναι επίσης διατηρήσιµη

Ω =

(p− Ze2m

rL2
L× r

)
×L− em

2
(r ×E)× r

 ·E
Πρόβληµα 10.81

M m

υ0

L

Κουτί µεγάλης µάζας M κυλιέται µε ταχύτητα v0 σε τραπέζι µηδενικής
τριβής προς ένα τοίχο. Συγκρούεται ελαστικά µε µια µπάλα µικρής
µάζας m, που αρχικά ηρεµεί σε απόσταση L από τον τοίχο. Η µπάλα
κυλιέται προς τον τοίχο, αναπηδά ελαστικά, και έπειτα συνεχίζει ανα-
πηδώντας µεταξύ του κουτιού και του τοίχου.

(α) Πόσο κοντά ϑα έρθει το κουτί στον τοίχο ;
(ϐ) Πόσες ϕορές αναπηδά η µπάλα στο κουτί, µέχρι το κουτί να

ϕτάσει τη µικρότερη απόσταση από τον τοίχο ;
Υποθέστε ότιM >> m, και δώστε την απάντησή σας στην πρώτη δύναµη
του m/M .

Πρόβληµα 10.82

Σωµατίδιο µάζαςm υπόκειται σε δύναµη F (t) = me−bt. Η αρχική ϑέση
και ταχύτητα είναι µηδέν. Βρείτε το x(t).
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Πρόβληµα 10.83

Μια µπάλα εκτοξεύεται από την άκρη ενός γκρεµού ύψους h. Με τι
γωνία κλίσης πρέπει να πεταχτεί έτσι ώστε να διανύσει µια µέγιστη
οριζόντια απόσταση ; Υποθέστε ότι το έδαφος κάτω από το γκρεµό είναι
επίπεδο.

Πρόβληµα 10.84

Μπάλα πέφτει από ύψος h. Αναπηδά σε µια επιφάνεια σε ύψος y (χωρίς
απώλεια ταχύτητας). Η επιφάνεια έχει κλίση 45o, έτσι ώστε η µπάλα να
αναπηδήσει οριζόντια. Πόσο πρέπει να είναι το y έτσι ώστε η µπάλα να
διανύσει µέγιστη οριζόντια απόσταση ;

Πρόβληµα 10.85

Μπάλα εκτοξεύεται µε ταχύτητα v από το έδαφος. ΄Εστω θ0 η γωνία
µε την οποία η µπάλα ϑα έπρεπε να εκτοξευθεί ώστε η διανυόµενη
απόσταση στον αέρα να είναι µέγιστη. Να δείξετε ότι η θ0 ικανοποιεί
την

1 = sin θ0 ln

(
1 + sin θ0

cos θ0

)
(Η αριθµητική λύση µας δίνει την τιµή θ0 ≈ 56.5o.)

Πρόβληµα 10.86

Μπάλα εκτοξεύεται µε ταχύτητα v0 από το έδαφος. Με τι γωνία ϑα
έπρεπε να εκτοξευθεί η µπάλα ώστε το εµβαδό κάτω από την τροχιά να
είναι µέγιστο ;

Πρόβληµα 10.87

Μπάλα εκτοξεύεται κατακόρυφα προς τα πάνω έτσι ώστε να ϕτάσει σε
ύψος h. Πέφτει κάτω και αναπηδά επανειληµµένα. Μετά από κάθε ανα-
πήδηση, επιστρέφει σε ένα συγκεκριµένο κλάσµα f του προηγούµενού
της ύψους. Βρείτε την ολική απόσταση που διανύθηκε, και επίσης τον
ολικό χρόνο, πριν ϕτάσει σε ηρεµία. Ποια είναι η µέση ταχύτητά της ;

Πρόβληµα 10.88

Για µικρές ταλαντώσεις, η περίοδος ενός εκκρεµούς είναι κατά προσέγ-
γιση T ≈ 2π

√
`/g, ανεξάρτητα από το πλάτος, θ0. Για πεπερασµένες

ταλαντώσεις, να δείξετε ότι η ακριβής έκφραση για το T είναι

T =

√
8`

g

ˆ θ0

0

dθ√
cos θ − cos θ0

΄Επειτα, ϐρείτε µια προσέγγιση για την τιµή αυτή του T . Είναι πιο ϐολι-
κό να αντιµετωπίζουµε ποσότητες που τείνουν στο 0 καθώς το θ → 0, και
γι’ αυτό κάντε χρήση της ταυτότητας cosφ = 1−2 sin2(φ/2) για γράψετε
το T σε σχέση µε τα συνηµίτονα. ΄Επειτα κάντε την αλλαγή µεταβλη-
τών, sinx ≡ sin(θ/2)/ sin(θ0/2). Τέλος, αναπτύξτε την ποσότητα υπό
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ολοκλήρωση διακριτικά σε δυνάµεις της (αρκετά µικρής ποσότητας) θ0,
και εκτελέστε τα ολοκληρώµατα για να δείξετε ότι

T ≈ 2π

√
`

g

(
1 +

θ2
0

16
+ . . .

)

Πρόβληµα 10.89

M

M/2

M/4

M/2N-1 ?

Θεωρήστε µια µηχανή του Atwood (ϐλ. σχήµα) που αποτελείται από N
µάζες,M ,M/2,M/4, . . . , M/2N−1. (΄Ολες οι τροχαλίες και τα νήµατα
είναι αβαρή, ως συνήθως.)

(α) Τοποθετήστε µια µάζα M/2N−1 στο ελεύθερο άκρο του κατώτα-
του νήµατος. Ποιες είναι οι επιταχύνσεις όλων των µαζών ;

(ϐ) Αφαιρέστε τη µάζα M/2N−1 (που ήταν τυχαία µικρή, για πολύ
µεγάλο N ) που ήταν τοποθετηµένη στο ερώτηµα (α). Ποιες είναι οι
επιταχύνσεις όλων των µαζών, τώρα που αφαιρέσατε αυτό το απειροστό
κοµµάτι ;

Πρόβληµα 10.90

Πλάκα µάζαςm αρχικά κινείται οριζόντια µε ταχύτητα v πάνω σε τραπέζι
µηδενικής τριβής. Μάζα m αφήνεται να πέσει κατακόρυφα πάνω στην
πλάκα και σύντοµα ϕτάνει σε ισορροπία σε σχέση µε την πλάκα. Πόση
ενέργεια απαιτείται για να έρθει ξανά το σύστηµα σε ταχύτητα v;

Πρόβληµα 10.91

f(x)f(-x)

x0-x0

Θεωρήστε µια πιο γενική περίπτωση του προβλήµατος (;;). Τώρα, έστω
µια µπάλα που αναπηδά µεταξύ µιας επιφάνειας που ορίζεται από την
f(x) (για x > 0) και f(−x) (για x < 0) (ϐλ. σχήµα). Και πάλι, υποθέστε
ότι οι αρχικές συνθήκες έχουν καθοριστεί έτσι ώστε η κίνηση της µπάλας
να είναι µια παραβολή (η µπάλα αναπηδά µεταξύ των σηµείων επαφής
στα (x0, f(x0)) και (−x0, f(x0)), για κάποιο x0).∗

Πρόβληµα 10.92

Μπάλα πέφτει από ύψος h. Αναπηδά σε επιφάνεια σε ύψος h (χωρίς
απώλεια ταχύτητας). Η επιφάνεια είναι κεκλιµένη έτσι ώστε η µπάλα
να αναπηδά σε γωνία θ σε σχέση µε το οριζόντιο επίπεδο. Πόσο πρέπει
να είναι το y και το θ ώστε η µπάλα να ταξιδέψει µέγιστη οριζόντια
απόσταση ;

Πρόβληµα 10.93

θ
Μ

m

Κοµµάτι µάζας m κρατείται ακίνητο σε ένα κεκλιµένο επίπεδο µηδε-
νικής τριβής µάζας M και γωνίας κλίσης θ όπως ϕαίνεται στο σχήµα.
Το κεκλιµένο επίπεδο ηρεµεί σε επίπεδη επιφάνεια µηδενικής τριβής.
Η µάζα αφήνεται να κυλίσει. Ποια είναι η οριζόντια επιτάχυνση του
κεκλιµένου επιπέδου ;

∗Ποια είναι αυτή η άσκηση, δεν την ϐρίσκω πουθενά !
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Πρόβληµα 10.94
F Τρεις πανοµοιότυποι κύλινδροι τοποθετούνται σε τριγωνική διάταξη, ό-

πως ϕαίνεται στο σχήµα, µε τα δύο κατώτερα να ακουµπούν στο έδαφος.
Το έδαφος και οι κύλινδροι είναι µηδενικής τριβής.
Εφαρµόζετε µια σταθερή οριζόντια δύναµη (κατευθυνόµενη προς τα δε-
ξιά) στον αριστερό κύλινδρο. ΄Εστω a η επιτάχυνση που δίνεται στο
σύστηµα. Για ποιο εύρος του a ϑα παραµείνουν και οι τρεις κύλινδροι
σε επαφή µεταξύ τους ;

Πρόβληµα 10.95

M

M

M

M

Θεωρήστε την άπειρη µηχανή του Atwood που ϕαίνεται στο σχήµα.
Νήµα περνάει πάνω από κάθε τροχαλία, µε το ένα άκρο προσδεµένο σε
µάζα και το άλλο άκρο προσδεµένο σε άλλη τροχαλία. ΄Ολες οι µάζες
είναι ίσες µε M , και όλες οι τροχαλίες και τα νήµατα είναι αβαρή.
Οι µάζες κρατιούνται σταθερά και έπειτα αφήνονται ελεύθερες ταυτό-
χρονα. Ποια είναι η επιτάχυνση της ανώτατης µάζας ;
(Μπορείτε να ορίσετε αυτό το άπειρο σύστηµα ως ακολούθως. Θεωρήστε
ότι αποτελείται από N τροχαλίες, µε µια µη-µηδενική µάζα να αντικα-
ϑιστά αυτό που ϑα ήταν η (N + 1)-οστή τροχαλία. ΄Επειτα πάρτε το
όριο για N →∞. ∆εν είναι απαραίτητο, πάραυτα, να χρησιµοποιήσετε
αυτόν ακριβώς τον ορισµό.)

Πρόβληµα 10.96

Είναι η µέση (µετά από χρόνο) τάση στο σκοινί ενός εκκρεµούς µεγα-
λύτερη ή µικρότερη από mg; Κατά πόσο ; (Ως συνήθως, υποθέστε ότι
το γωνιακό πλάτος είναι µικρό σε σχέση µε το R).

Πρόβληµα 10.97

Υποθέστε ότι είναι αδύνατο να χτίσουµε ένα δοµικά ορθό κιβώτιο που
να µπορεί να κρατήσει καύσιµα, έστω, εννιαπλάσια της µάζας του. Θα
ϕαινόταν τότε ότι το όριο για την ταχύτητα ενός πυραύλου είναι u ln 10.
Πώς µπορείτε να κάνετε ένα πύραυλο που να έχει ταχύτητα µεγαλύτερη
από αυτή ;

Πρόβληµα 10.98

∆ύο χάντρες µάζας m τοποθετούνται στην κορυφή ενός δακτυλίου µη-
δενικής τριβής, µάζας M και ακτίνας R, που κάθεται κατακόρυφα στο
έδαφος. ∆ίνοντας στις χάντρες πολύ µικρά χτυπήµατα, αυτές κατηφο-
ϱίζουν το δακτύλιο, η µία στα δεξιά και η άλλη στα αριστερά του. Ποια
είναι η µικρότερη τιµή του m/M για την οποία ο δακτύλιος σηκώνεται
από το έδαφος, κάποια στιγµή κατά την κίνηση ;
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Πρόβληµα 10.99

N=3

N + 2 ίσες µάζες κρέµονται από ένα σύστηµα τροχαλιών, όπως ϕαίνεται
στο σχήµα. Ποια είναι η επιτάχυνση των µαζών στο άκρο του νήµατος ;

Πρόβληµα 10.100

΄Ενα άπειρα µεγάλο επίπεδο, πυκνότητας µάζας σ (ανά εµβαδό), εµφα-
νίζει µια τρύπα ακτίνας R. ΄Ενα σωµατίδιο αρχικά κάθεται στο κέντρο
του κύκλου, και έπειτα δέχεται ένα πολύ µικρό σπρώξιµο κάθετα στο
επίπεδο. Υποθέστε ότι η µόνη δύναµη που δρα στο σωµατίδιο είναι
η ϐαρυτική δύναµη από το επίπεδο. Βρείτε τη συχνότητα των µικρών
ταλαντώσεων (δηλαδή, όπου το πλάτος είναι µικρό σε σχέση µε το R).

Πρόβληµα 10.101

m1 mmN

Θεωρήστε το σύστηµα τροχαλιών του σχήµατος. Το νήµα (που είναι ένας
ϐρόχος χωρίς άκρα) κρέµεται από N σταθερές τροχαλίες. N µάζες,
m1, m2, . . . , mN , είναι συνδεδεµένες µε N τροχαλίες που κρέµονται
από το νήµα. Βρείτε την επιτάχυνση της κάθε µάζας.

Πρόβληµα 10.102

Τη χρονική στιγµή t = 0, ένας αβαρής κουβάς περιέχει µάζαM άµµου.
Συνδέεται σε τοίχο µε αβαρές ελατήριο σταθερής τάσης T (δηλαδή, ανε-
ξάρτητης από το µήκος). Το έδαφος δεν παρουσιάζει τριβή. Το αρχικό
µήκος του ελατηρίου είναι L. Μετά από κάποιο χρόνο, έστω x η από-
σταση από τον τοίχο, και έστω m η µάζα στον κουβά.
Ο κουβάς ελευθερώνεται. Κινούµενος προς τον τοίχο, ο κουβάς «χάνει»
άµµο µε ϱυθµό dm/dt = −bM (έτσι ώστε ο ϱυθµός να είναι σταθερός
σε σχέση µε το χρόνο, όχι την απόσταση. ΄Εχουµε ϐγάλει ένα ′M ′, έτσι
ώστε να γίνουν απλούστεροι οι υπολογισµοί).

(α) Βρείτε τα v(t) και x(t) (για το χρόνο στον οποίο ο κουβάς περιέχει
µη µηδενική ποσότητα άµµου).

(ϐ) Ποια είναι η µέγιστη ποσότητα της κινητικής ενέργειας του κου-
ϐά ;

(γ) Ποια είναι η µέγιστη ποσότητα του µέτρου της ορµής του κουβά ;
(δ) Για ποια τιµή του b αδειάζει ο κουβάς τελείως ακριβώς µόλις

χτυπήσει τον τοίχο ;

Πρόβληµα 10.103

k

mm

2θ

∆ύο σωµατίδια µάζας m είναι περιορισµένα να κινούνται κατά µήκος
δύο ϐεργών που σχηµατίζουν γωνία 2θ µεταξύ τους, όπως ϕαίνεται στο
σχήµα. Συνδέονται µε ελατήριο σταθεράς k. Ποια είναι η συχνότητα τα-
λάντωσης για την κίνηση στην οποία το ελατήριο παραµένει παράλληλο
στη ϑέση ισορροπίας του ;
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Πρόβληµα 10.104

Σωµατίδιο κινείται κατά µήκος του x = 0 υπό την επίδραση δυναµικού
V (x) = −A|x|n (υποθέστε ότι n > 0). Το σωµατίδιο έχει µόλις και µετα
ϐίας αρκετή ενέργεια για να ϕτάσει το x = 0. Για ποιες τιµές του n ϑα
ϕτάσει το x = 0 σε πεπερασµένο χρόνο ;

Πρόβληµα 10.105

θ

Μια µπάλα εκτοξεύεται πάνω σε ένα τοίχο ενός πολύ µεγάλου µήκους
τριγωνικού δωµατίου γωνίας κορυφής θ. Η αρχική κατεύθυνση της
µπάλας είναι παράλληλη στη διχοτόµο της γωνίας (ϐλ. σχήµα). Πόσες
αναπηδήσεις ϑα κάνει η µπάλα ;

Πρόβληµα 10.106

Σωµατίδιο αποµακρύνεται από την αρχή των αξόνων υπό την επίδραση
δυναµικού V (x) = −A|x|n. Για ποιες τιµές του n ϑα ϕτάσει το άπειρο
σε πεπερασµένο χρόνο ;

Πρόβληµα 10.107

� ��

���

� �

(α) Μάζα m συνδέεται µε δύο ελατήρια που έχουν ίσα µήκη ισορ-
ϱοπίας ίσα µε το µηδέν. Τα άλλα άκρα των ελατηρίων είναι σταθερο-
ποιηµένα σε δύο σηµεία (ϐλ. σχήµα). Οι σταθερές ελατηρίου είναι οι
ίδιες. Η µάζα ηρεµεί στη ϑέση ισορροπίας της και έπειτα δέχεται ένα
λάκτισµα σε τυχαία διεύθυνση. Περιγράψτε την προκύπτουσα κίνηση.
(Αγνοήστε τη ϐαρύτητα.)

(ϐ) Μάζα m συνδέεται µε ένα αριθµό ελατηρίων που έχουν ίσα µή-
κη ισορροπίας. Τα άλλα άκρα των ελατηρίων είναι σταθεροποιηµένα
σε διάφορα σηµεία στο χώρο, όπως ϕαίνεται στο σχήµα ;;. Οι σταθε-
ϱές ελατηρίου είναι οι ίδιες. Η µάζα ηρεµεί στη ϑέση ισορροπίας της
και έπειτα δέχεται ένα λάκτισµα σε τυχαία διεύθυνση. Περιγράψτε την
προκύπτουσα κίνηση. (Αγνοήστε τη ϐαρύτητα.)

Πρόβληµα 10.108

Μάζα m ϐρίσκεται αρχικά σε ηρεµία. Σταθερή δύναµη F (κατευθυνό-
µενη προς τα δεξιά) δρα πάνω στη µάζα για µια απόσταση d. Η αύξηση
σε κινητική ενέργεια είναι εποµένως Fd.
Θεωρήστε την κατάσταση αυτή από την οπτική γωνία κάποιου που κι-
νείται προς τα αριστερά µε ταχύτητα V . ∆είξτε σαφώς ότι αυτό το άτοµο
µετρά µια αύξηση σε κινητική ενέργεια ίση µε δύναµη επί απόσταση.

Πρόβληµα 10.109

΄Ενα ϕαράσι κυλίεται καθοδικά σε ένα επίπεδο κεκλιµένο κατά γωνία θ.
Στο επίπεδο ϐρίσκεται σκόνη οµογενώς κατανεµηµένη, και το ϕαράσι
µαζεύει τη σκόνη που ϐρίσκεται στο δρόµο της. Μετά από µεγάλο
χρονικό διάστηµα, ποια είναι η επιτάχυνση του ϕαρασιού ; (Υποθέστε
ότι δεν υπάρχει τριβή µεταξύ του ϕαρασιού και του επιπέδου.)
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Πρόβληµα 10.110

R
θ

∆ύο κυκλικοί δακτύλιοι, που ϐρίσκονται σε επαφή, κάθονται σε κατα-
κόρυφο επίπεδο (ϐλ. σχήµα). Ο καθένας έχει ακτίνα R. Μικρή µπάλα,
µάζας m και αµελητέου µεγέθους, αναπηδά ελαστικά µεταξύ των δα-
κτυλίων. (Υποθέστε ότι οι δακτύλιοι είναι σταθεροποιηµένοι, έτσι ώστε
να µένουν πάντα σε επαφή). Υποθέστε ότι οι αρχικές συνθήκες είναι
τέτοιες ώστε η κίνηση της µπάλας να ϐρίσκεται πάντα πάνω σε µια πα-
ϱαβολή. Υποθέστε ότι η παραβολή αυτή χτυπάει τους δακτυλίους σε
γωνία θ από τον οριζόντιο άξονα.

(α) ΄Εστω ∆Px(θ) το µέτρο της αλλαγής της οριζόντιας συνιστώσας
της ορµής της µπάλας, σε κάθε αναπήδηση. Για ποια γωνία θ είναι
µέγιστο το ∆Px(θ);

(ϐ) ΄Εστω S η ταχύτητα της µπάλας ακριβώς πριν ή µετά την ανα-
πήδηση. Και έστω F̄x(θ) η µέση τιµή (µετά από ένα µεγάλο χρονικό
διάστηµα) του µέτρου της οριζόντιας δύναµης που απαιτείται για να
κρατάει τους δακτυλίους σε επαφή µεταξύ τους (για παράδειγµα, η µέ-
ση τάση σε ένα σκοινί που κρατάει τους δακτυλίους µαζί). Θεωρήστε τα
δύο όρια : (1) θ ≈ ε, και (2) θ ≈ π/2− ε, όπου το ε είναι πολύ µικρό.

1. Βρείτε προσεγγιστικές σχέσεις για το S, για τα δύο αυτά όρια.

2. Βρείτε προσεγγιστικές σχέσεις για το F̄x(θ), για τα δύο αυτά όρια.

Ποια από τα δύο αυτά όρια απαιτεί µεγαλύτερο F̄x(θ);

Πρόβληµα 10.111

Μάζα M κινείται µε ταχύτητα v. Μια έκρηξη χωρίζει τη µάζα στα δύο,
δίνοντας στο κάθε µισό ταχύτητα v στο πλαίσιο κέντρου µάζας. Υπο-
λογίστε την αύξηση σε κινητική ενέργεια στο πλαίσιο του εργαστηρίου.
(Υποθέστε ότι όλη η κίνηση είναι περιορισµένη σε µία διάσταση)

Πρόβληµα 10.112

m
m
m

120o 120o

120o

Ο συντοµότερος σχηµατισµός σκοινιού που να ενώνει τρία δεδοµένα
σηµεία ϕαίνεται στο σχήµα, όπου και οι τρεις γωνίες είναι 120o.
Επινοήστε µια πειραµατική απόδειξη αυτού του γεγονότος, συνδέοντας
τρεις ίσες µάζες στα τρία άκρα σκοινιών, και έπειτα συνδέοντας τα άλλα
τρια άκρα µεταξύ τους (όπως ϕαίνεται στο σχήµα), και χρησιµοποιώντας
ο,τιδήποτε άλλα στοιχεία µπορεί να χρειαστείτε.

Πρόβληµα 10.113

Τη χρονική στιγµή t = 0, ένας αβαρής κουβάς περιέχει µάζαM άµµου.
Συνδέεται σε τοίχο µε αβαρές ελατήριο σταθερής τάσης T (δηλαδή, ανε-
ξάρτητης από το µήκος). Το έδαφος δεν παρουσιάζει τριβή. Το αρχικό
µήκος του ελατηρίου είναι L. Μετά από κάποιο χρόνο, έστω x η από-
σταση από τον τοίχο, και έστω m η µάζα στον κουβά.
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Ο κουβάς ελευθερώνεται. Κινούµενος προς τον τοίχο, ο κουβάς χάνει
άµµο µε ϱυθµό ανάλογο της επιτάχυνσής του, δηλαδή dm/dt = bẍ
(σηµείωστε ότι το ẍ είναι αρνητικό, οπότε και το dm είναι αρνητικό).

(α) Βρείτε τη µάζα συναρτήσει του χρόνου, m(t).
(ϐ) Βρείτε τα v(t) και x(t) (για το χρόνο στον οποίο ο κουβάς περιέχει

µη µηδενική ποσότητα άµµου).
(γ) Ποια είναι η µέγιστη τιµή της κινητικής ενέργειας του κουβά ;
(δ) Ποια είναι η µέγιστη τιµή του µέτρου της ορµής του κουβά ;
(ε) Για ποια τιµή του v αδειάζει ο κουβάς αµέσως µόλις χτυπήσει τον

τοίχο ;

Πρόβληµα 10.114

F

l

l

(α) Σκοινί µήκους 2` συνδέει δύο µπάλες του χόκευ που ϐρίσκονται
πάνω σε πάγο µηδενικής τριβής. Εφαρµόζουµε µια σταθερή οριζόντια
δύναµη F στο µέσο του σκοινιού, κάθετα σ’ αυτό (ϐλ.σχήµα). Πόση
κινητική ενέργεια χάνεται όταν οι µπάλες συγκρούονται, υποθέτοντας
ότι κολλάνε µεταξύ τους ;

(ϐ) Η απάντηση που ϐρήκατε στο (α) πρέπει να είναι κοµψή. Βρείτε
την έξυπνη λύση (υποθέτοντας ότι λύσατε το πρόβληµα µε τον «κανονικό»
τρόπο) που κάνει διάφανο το γιατί η απάντηση είναι τόσο κοµψή.

Πρόβληµα 10.115

x

y

Μια µπάλα υπό την επίδραση της ϐαρύτητας κυλίεται κατά µήκος επι-
ϕάνειας της οποίας το ύψος δίνεται από τη συνάρτηση V (x) (ϐλ. σχήµα).
Ποια είναι η οριζόντια επιτάχυνση της µπάλας, ẍ;
Είναι η απάντησή σας η ίδια µε τη ẍ για σωµατίδιο που κινείται σε
µια διάσταση στο δυναµικό mgV (x); Αν όχι, µπορείτε να σκεφτείτε
κάτι που να µπορείτε να κάνετε µε την επιφάνεια για να κάνετε την
απάντηση «ναι»;

Πρόβληµα 10.116

΄Ενα σωµατίδιο κινείται υπό την επίδραση του δυναµικού V (x) =
−Cxne−ax. Βρείτε τη συχνότητα µικρών ταλαντώσεων γύρω από το
σηµείο ισορροπίας.

Πρόβληµα 10.117

΄Ενα σωµατίδιο κινείται υπό την επίδραση του δυναµικού V (x) =
A/x2 − B/x. Βρείτε τη συχνότητα µικρών ταλαντώσεων γύρω από το
σηµείο ισορροπίας.

Πρόβληµα 10.118

΄Ενα σωµατίδιο κινείται υπό την επίδραση του δυναµικού V (x) =
(k/2)x2 +mgx (δηλαδή, είναι µια µάζα που κρέµεται από νήµα). Βρείτε
τη συχνότητα µικρών ταλαντώσεων γύρω από το σηµείο ισορροπίας.
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Πρόβληµα 10.119

P

Να δείξετε ότι η ϐαρυτική δύναµη µέσα σε σφαιρικό κέλυφος είναι µη-
δέν, δείχνοντας ότι τα κοµµάτια της µάζας στα άκρα των κώνων του
σχήµατος δίνουν αλληλοεξουδετερωτικές δυνάµεις στο σηµείο P.

Πρόβληµα 10.120

Βρείτε το λόγο της ϐαρυτικής δυναµικής ενέργειας στη γωνία ενός κύ-
ϐου (οµογενούς πυκνότητας µάζας) προς αυτήν στο κέντρο του κύβου.
(Υπόδειξη : Υπάρχει ένας κοµψός τρόπος που δεν περιλαµβάνει πολύ-
πλοκα ολοκληρώµατα.)

Πρόβληµα 10.121

Μια χιονόµπαλα εκτοξεύεται πάνω σε ένα τοίχο. Που πηγαίνει η ορµή
της ; Που πηγαίνει η ενέργειά της ;

Πρόβληµα 10.122

Για κάποιο περίεργο λόγο, αποφασίζετε να ϱίξετε µπάλες του τένις σε ένα
αυτοκίνητο (µάζας M ), το οποίο µπορεί να κινηθεί ελεύθερα και χωρίς
τριβή στο έδαφος. Πετάτε τις µπάλες µε ταχύτητα v, και µε ένα ϱυθµό
µάζας σ Kg/s (υποθέστε ότι ο ϱυθµός είναι συνεχής, για απλότητα). Αν
το αµάξι ξεκινάει από ηρεµία, ϐρείτε την ταχύτητά του συναρτήσει του
χρόνου, υποθέτοντας ότι οι µπάλες αναπηδούν (ελαστικά) κατευθείαν
προς τα πίσω, από το πίσω παράθυρο.

Πρόβληµα 10.123

Αλυσίδα µήκους L και πυκνότητας µάζας σ κρατιέται έτσι ώστε να κρε-
µιέται κατακόρυφα ακριβώς πάνω από µια Ϲυγαριά. ΄Επειτα αφήνεται.
Ποια είναι η ένδειξη της Ϲυγαριάς, συναρτήσει του ύψους του άνω άκρου
της αλυσίδας ;

Πρόβληµα 10.124

T

Τη χρονική στιγµή t = 0, ένας αβαρής κουβάς περιέχει µάζαM άµµου.
Συνδέεται σε τοίχο µε αβαρές ελατήριο σταθερής τάσης T (δηλαδή, α-
νεξάρτητα του µήκους). Το έδαφος δεν παρουσιάζει τριβή. Το αρχικό
µήκος του ελατηρίου είναι L. Αργότερα, έστω x η απόσταση από τον
τοίχο, και έστω m η µάζα στον κουβά. Ο κουβάς ελευθερώνεται. Κινού-
µενος προς τον τοίχο, ο κουβάς παρουσιάζει διαρροή άµµου µε ϱυθµό
dm/dx = M/L (έτσι ώστε ο ϱυθµός να είναι σταθερός σε σχέση µε την
απόσταση, όχι το χρόνο. Σηµειώστε ότι το dx είναι αρνητικό, οπότε το
dm είναι επίσης αρνητικό).

(α) Πόση είναι η κινητική ενέργεια του κουβά (µε την άµµο), συναρ-
τήσει της απόστασης από τον τοίχο ; Ποια είναι η µέγιστη τιµή της ;

(ϐ) Ποια είναι η ορµή του κουβά, συναρτήσει της απόστασης από τον
τοίχο ; Ποια είναι η µέγιστη τιµή της ;
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Πρόβληµα 10.125

Μια µπάλα του µπιλιάρδου συγκρούεται ελαστικά µε µια πανοµοιότυπη
ακίνητη µπάλα. Χρησιµοποιήστε το γεγονός ότι η κινητική ενέργεια
µπορεί να γραφεί ως m(v · v)/2 για να δείξετε ότι η γωνία µεταξύ των
τροχιών που προκύπτουν είναι 90o.

Πρόβληµα 10.126

m v0 M

μ

Μπάλα µάζας m και αρχικής ταχύτητας v0 αναπηδά µεταξύ ενός στα-
ϑερού τοίχου και ενός κοµµατιού µάζας M (µε M >> m). Το M
ϐρίσκεται αρχικά σε ηρεµία. Υποθέστε ότι η µπάλα αναπηδά ελαστικά
και στιγµιαία. Ο συντελεστής της κινητικής τριβής µεταξύ του κοµµα-
τιού και του εδάφους είναι µ. ∆εν υπάρχει τριβή µεταξύ της µπάλας και
του εδάφους.
Πόση είναι η ταχύτητα της µπάλας µετά την n−οστή αναπήδηση από το
κοµµάτι µάζας ; Πόσο µακριά ϑα µετακινηθεί τελικά το κοµµάτι ; Πόσο
χρόνο συνολικά ξοδεύει το κοµµάτι κινούµενο ;
(Θεωρήστε ότι M >> m, και υποθέστε ότι το µ είναι αρκετά µεγάλο
έτσι ώστε το κοµµάτι να έρχεται σε ηρεµία µέχρι να επέλθει η επόµενη
αναπήδηση.)

Πρόβληµα 10.127

Φύλλο µάζας M κινείται µε ταχύτητα V µέσα από µια περιοχή του
∆ιαστήµατος που περιέχει σωµατίδια µάζας m και ταχύτητας v. Υπάρ-
χουν n τέτοια σωµατίδια ανά µονάδα όγκου. Το ϕύλλο κινείται στην
κατεύθυνση της καθέτου στο επίπεδό του. Υποθέστε ότι m << M , και
υποθέστε επίσης ότι τα σωµατίδια δεν αλληλεπιδρούν µεταξύ τους.

(α) Υποθέτοντας ότι v << V , πόση είναι η δύναµη έλξης ανά µονάδα
εµβαδού στο ϕύλλο ;

(ϐ) Υποθέτοντας ότι v >> V , πόση είναι η δύναµη έλξης ανά µονάδα
εµβαδού στο ϕύλλο ;
(Μπορείτε να χρησιµοποιήσετε το γεγονός ότι η µέση ταχύτητα ενός
σωµατιδίου στη διεύθυνση x είναι vx = v/

√
3.)

Πρόβληµα 10.128

Κύλινδρος µάζας M και ακτίνας R κινείται µε ταχύτητα V µέσα από
µια περιοχή στο διάστηµα που περιλαµβάνει σωµατίδια µάζας M που
ϐρίσκονται σε ηρεµία. Υπάρχουν n από αυτά τα σωµατίδια ανά µονάδα
όγκου. Ο κύλινδρος κινείται σε µια κατεύθυνση κάθετη στον άξονά του.
Υποθέστε ότι m << M , και υποθέστε ότι τα σωµατίδια δεν αλληλεπι-
δρούν µεταξύ τους.
Πόση είναι η δύναµη έλξης ανά µονάδα µήκους στον κύλινδρο ;

Πρόβληµα 10.129

Σφαίρα µάζας M και ακτίνας R κινείται µε ταχύτητα V µέσα από µια
περιοχή στο διάστηµα που περιλαµβάνει σωµατίδια µάζας M που ϐρί-
σκονται σε ηρεµία. Υπάρχουν n από αυτά τα σωµατίδια ανά µονάδα
όγκου. Η σφαίρα κινείται σε µια κατεύθυνση κάθετη στον άξονά της.
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Υποθέστε ότι m << M , και υποθέστε ότι τα σωµατίδια δεν αλληλεπι-
δρούν µεταξύ τους.
Πόση είναι η δύναµη έλξης ανά µονάδα µήκους στη σφαίρα ;

Πρόβληµα 10.130

Σκοινί µήκους L και πυκνότητας µάζας σ κείται σε σωρό στο πάτωµα.
Πιάνετε το ένα άκρο και τραβάτε οριζόντια µε σταθερή δύναµη F . Ποια
είναι η ϑέση του άκρου του σκοινιού, ως συνάρτηση του χρόνου (όσο
ξετυλίγεται);

Πρόβληµα 10.131

(α) Σκοινί µήκους L κείται σε ευθεία γραµµή σε τραπέζι µηδενικής
τριβής, εκτός από ένα πολύ µικρό κοµµάτι του που κρέµεται κάτω,
µέσα από µια τρύπα στο τραπέζι. Το σκοινί αφήνεται, και γλιστρά κάτω
µέσα από την τρύπα. Πόση είναι η ταχύτητα του σκοινιού τη στιγµή
που χάνει επαφή µε το τραπέζι ;

(ϐ) Σκοινί µήκους L κείται σε σωρό πάνω σε ένα τραπέζι, εκτός από
ένα πολύ µικρό κοµµάτι του που κρέµεται κάτω και µέσα από µια
τρύπα στο τραπέζι. Το σκοινί ελευθερώνεται, και γλιστρά µέσα από την
τρύπα. Πόση είναι η ταχύτητα του σκοινιού τη στιγµή που χάνει επαφή
µε το τραπέζι ; (Υποθέστε ότι το σκοινί έχει γράσσο, έτσι ώστε να µην
έχει τριβή µε τον εαυτό του.)

Πρόβληµα 10.132

Σκοινί µήκους L και πυκνότητας µάζας σ κείται σε σωρό στο πάτω-
µα. Πιάνετε το ένα άκρο του σκοινιού και το τραβάτε προς τα πάνω µε
δύναµη τέτοια ώστε το σκοινί να κινείται µε σταθερή ταχύτητα v.
Ποιο είναι το συνολικό έργο που δαπανάται, µέχρι το σκοινί να µην
ακουµπά το έδαφος ; Μετατρέπεται ενέργεια σε ϑερµότητα, και αν ναι,
πόση ;

Πρόβληµα 10.133

υ

a
a90oA

B

m

Μια λεπτή τετράγωνη πόρτα µε µάζα M και πλευράς a µπορεί να περι-
στραφεί χωρίς τριβές γύρω από κατακόρυφο άξονα AB που συµπίπτει
µε µια πλευρά της. Αρχικά η πόρτα είναι ανοιχτή και σχηµατίζει γωνία
90o µε τον τοίχο. Μια σφαίρα µάζας m κινείται µε ταχύτητα v σε κα-
τεύθυνση κάθετη στο επίπεδο της πόρτας. Η σφαίρα σφηνώνεται στην
πόρτα σε απόσταση a από τον άξονα περιστροφής της.

(α) Να υπολογιστεί η ϱοπή αδρανείας του συστήµατος πόρτας -
σφαίρας ως προς τον άξονα AB.

(ϐ) Σε πόσο χρόνο ϑα κλείσει η πόρτα από τη στιγµή που ϑα χτυπηθεί
από τη σφαίρα ;

Η ϱοπή αδρανείας της πόρτας ως προς τον άξονα που περνά από το
κέντρο µάζας της και είναι κάθετος στο επίπεδο της είναι : I0 = 1

6Ma2.
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Πρόβληµα 10.134

Οι συντεταγµένες µιας σηµειακής µάζας m είναι

x(t) = 3 sin(3t), y(t) = 4 sin(2t), z(t) = 5 cos(2t)

(α) Να ϐρεθούν τα διανύσµατα της ταχύτητας και της επιτάχυνσης
του σώµατος και της δύναµης που ασκείται πάνω στο σώµα.

(ϐ) Να αποδειχθεί ότι το διάνυσµα ϑέσης είναι κάθετο στο διάνυσµα
της ταχύτητας και συγγραµµικό µε το διάνυσµα της δύναµης.

(γ) Να αποδειχθεί ότι η δύναµη είναι διατηρητική.
(δ) Να ϐρεθεί το διάνυσµα της στροφορµής του σώµατος ως προς το

σηµείο (0, 0, 0) και να αποδειχθεί ότι η τροχιά που διαγράφει το σώµα
είναι επίπεδη.

(ε) Να ϐρεθεί η ισχύς που παράγεται από τη δύναµη που ασκείται
πάνω στο σώµα.

Πρόβληµα 10.135

Να προσδιοριστεί η ϱοπή αδρανείας ορθού κυκλικού κυλίνδρου ως προς
τον άξονα συµµετρίας αυτού και η µάζα του. Ο κύλινδρος έχει ύψος
H, ακτίνα R και η πυκνότητά του µεταβάλλεται αναλόγως προς την
απόσταση r από τον άξονα συµµετρίας αυτού και δίδεται από τη σχέση
ρ = ρ0(1 + r/R).

Πρόβληµα 10.136

Ελατήριο σταθεράς k έχει σταθερό το ένα άκρο του και στο άλλο ϕέρει
υλικό σηµείο µάζας m. Το υλικό σηµείο κινείται στον άξονα Ox υπό
την επίδραση της δυνάµεως του ελατηρίου F1 = −kx και της δυνάµεως
εξαναγκασµού F2 = F0 sin(2ω0t), όπου ω0 =

√
k/m είναι η ϕυσική

κυκλική συχνότητα του συστήµατος σώµα-ελατήριο, x είναι η αποµά-
κρυνση από τη ϑέση ισορροπίας και F0 σταθερά. Αν για t = 0 το υλικό
σηµείο διέρχεται από τη ϑέση ισορροπίας µε ταχύτητα v0 και µε ϕορά
προς τα αρνητικά x, να ευρεθεί η αποµάκρυνση x(t), t ≥ 0.

Πρόβληµα 10.137

Σώµα P (m) κινείται υπό την επίδραση κεντρικής δυνάµεωςF = − k
r2
er,

όπου k ϑετική σταθερά και r η απόσταση αυτού από το ελκτικό κέντρο.
Στη ϑέση r = α το σώµα έχει ταχύτητα η οποία είναι κάθετη στο διάνυ-

σµα ϑέσεως και έχει µέτρο u =

√
2k

mα
. Να προσδιοριστεί η µηχανική

του ενέργεια και το είδος της τροχιάς του. Επίσης να ευρεθεί η ϑέση
στην οποία το σώµα έχει ελάχιστη ταχύτητα και να προσδιοριστεί η τιµή
της ελάχιστης ταχύτητας.
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Πρόβληµα 10.138

Η δυναµική ενέργεια υλικού σηµείου κινουµένου στον άξοναOx δίδεται
από τη σχέση U = 1

2(2x2 − x3), όπου x είναι η απόστασή του από την
αρχή O. Να ευρεθεί η ϑέση και το είδος της ισορροπίας. Επίσης να
ευρεθούν οι επιτρεπτές περιοχές της κινήσεως αν η µηχανική ενέργεια
του υλικού σηµείου ισούται µε E = 16/27. ∆ίδεται ότι οι ϱίζες της

εξίσωσης −1

2
x3 + x2 − 16

27
= 0 είναι x1,2 = 4/3, x3 = −2/3.

Πρόβληµα 10.139

Οριζόντιος σωλήνας OA στρέφεται γύρω από τον κατακόρυφο άξονα Oz
µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω. Μέσα στο σωλήνα ευρίσκεται ελατήριο
σταθεράς k και ϕυσικού µήκους `. Το ένα άκρο του ελατηρίου είναι
σταθερό στο O. Στο άλλο άκρο είναι συνδεδεµένο υλικό σηµείο P µάζας
m, το οποίο είναι ελεύθερο να κινείται κατά µήκος του σωλήνα χωρίς
τριβές. Να γραφούν οι εξισώσεις της κινήσεως ως προς το µη αδρανειακό
σύστηµα, το οποίο παρακολουθεί την περιστροφή του σωλήνα και να
επιλυθούν αν k > mω2. ∆ίδεται ότι για t = 0 το υλικό σηµείο ακινητεί σε
απόσταση ` από το σηµείο τοµής του σωλήνα µε τον άξονα περιστροφής.

Πρόβληµα 10.140

Σώµα P (m) γράφει κύκλο (O,α) υπό την επίδραση της κεντρικής δυ-
νάµεως F = −mµ

r3
r, όπου µ ϑετική σταθερά και r το διάνυσµα ϑέσεως

αυτού.
(i) Να ϐρεθεί η µηχανική του ενέργεια και η στροφορµή του.

(ii) Αν, λόγω της εκρήξεως, το σώµα διασπασθεί σε δύο κοµµάτια µε
µάζες m1,m2 και αν το ένα κοµµάτι ακινητήσει µετά την έκρηξη,
τι τροχιά ϑα γράψει το άλλο ;

Πρόβληµα 10.141

Μέσα σε λείο σωλήνα είναι ελεύθερο να κινείται υλικό σηµείο P µάζας
m. Ο σωλήνας σχηµατίζει σταθερή γωνία φ µε τον κατακόρυφο άξονα
και στρέφεται γύρω από αυτόν µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω. Να
γραφούν οι εξισώσεις της κινήσεως ως προς το µη αδρανειακό σύστηµα,
το οποίο παρακολουθεί την κίνηση του υλικού σηµείου και να επιλυ-
ϑούν.

Πρόβληµα 10.142

Υλικό σηµείο P (m = 1) κινείται στον άξονα Ox υπό την επίδραση της
δυνάµεως F = 4x− x2. Αν για t = 0 ισχύει x = 2, ẋ = 0, να µελετηθεί
η κίνηση του υλικού σηµείου. Για ποιες τιµές της ενέργειας η κίνηση
του υλικού σηµείου είναι περατωµένη ;
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Πρόβληµα 10.143

Υλικό σηµείο P (m) κινείται στον άξονα Ox και έλκεται από το O µε
δύναµη F (x) = −mk(x + α4/x3), όπου k, α ϑετικές σταθερές. Αν τη
στιγµή t = 0 ηρεµεί στη ϑέση x = α να ϐρεθεί µετά πόσο χρόνο ϑα
ϕτάσει στο O.

Πρόβληµα 10.144

Υλικό σηµείο P κινείται στον άξονα Ox µε επιτάχυνση η οποία είναι ίση
µε µ/x2−λ/x3 όπου x είναι η απόσταση υλικού σηµείου από την αρχή
O και µ, λ σταθερές. Το P κατά την έναρξη της κινήσεως ηρεµεί σε
απόσταση α από το O. Να αποδείξετε ότι το P ταλαντούται µεταξύ δύο
ϑέσεων οι οποίες απέχουν µεταξύ τους κατά 2α(λ−µα)/(2µα−λ). Να
ευρεθεί η περίοδος της κινήσεως.

Πρόβληµα 10.145

Υλικό σηµείο P (m) ολισθαίνει κατά µήκος λείου ευθύγραµµου σωλήνα
ΑΒ και έλκεται από σηµείο Ο, το οποίο κείται εκτός της ευθείας AB
και απέχει από αυτήν κατά b, µε δύναµη ίση προς mk/(OP )2, όπου k
σταθερά. Να αποδειχθεί ότι αν το P µετακινηθεί ελάχιστα από τη ϑέση
ισορροπίας του, ϑα εκτελέσει αρµονική ταλάντωση. Να υπολογιστεί η
περίοδος των µικρών ταλαντώσεων του P .

Πρόβληµα 10.146

Με δεδοµένη την εξίσωση της διατήρησης της µηχανικής ενέργειας υ-
λικού σηµείου

1

2
mv2 +

1

2
kx2 = σταθ.

να αποδειχθεί ότι το υλικό σηµείο εκτελεί αρµονική ταλάντωση στον
άξονα Ox.

Πρόβληµα 10.147

Ράβδος AB µήκους l εξαρτάται από οριζόντιο άξονα, ο οποίος διέρχεται
από το A. Η ϱάβδος µπορεί να εκτελεί αιωρήσεις µικρού πλάτους γύρω
από τον άξονα αυτόν. Η πυκνότητα της ϱάβδου δίδεται από τη σχέση
ρ = ρ0 + αx, όπου ρ0 είναι η πυκνότητα στο A και x είναι η απόσταση
του τυχόντος σηµείου P (x) της ϱάβδου από το A. Να υπολογισθεί η
περίοδος των ταλαντώσεων.

Πρόβληµα 10.148

Σωµατίδιο µάζας m εκτελεί ελεύθερες ταλαντώσεις στον άξονα Ox µε
κυκλική συχνότητα ω και υφίσταται επιπλέον την επίδραση εξωτερικής
δυνάµεως F = at+bt2 στον άξονα αυτόν, όπου a, b σταθερές. Αν για t =
0 το σωµατίδιο ακινητεί σε απόσταση d από το κέντρο της ταλαντώσεως,
να ευρεθεί η εξίσωση της αποµακρύνσεως αυτού συναρτήσει του χρόνου.
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Πρόβληµα 10.149

Σε υλικό σηµείο P µοναδιαίας µάζας δρα η δύναµη F = − 1

r3
r, όπου

r το διάνυσµα ϑέσεως αυτού. Για t = 0 το υλικό σηµείο έχει r = 1 και
εγκάρσια συνιστώσα ταχύτητας µόνο, µέτρου nv0, όπου v0 η ταχύτητα
µε την οποία αν γινόταν η εκτόξευση, η τροχιά ϑα ήταν κυκλική. Αν
n2 > 2, να ευρεθεί το είδος της τροχιάς και η τελική γωνιακή εκτροπή
του υλικού σηµείου.

Πρόβληµα 10.150

Υλικό σηµείο γράφει έλλειψη υπό την επίδραση ελκτικού κέντρου, ευ-
ϱισκοµένου εις µία εκ των εστιών της ελλείψεως µε F (r) = −k/r2. Να
αποδειχθεί ότι η εκκεντρότητα της τροχιάς του δίδεται από τη σχέση

e =

√
1 +

2EL2

mk2

όπου E,L είναι η µηχανική ενέργεια και η στροφορµή του υλικού ση-
µείου αντιστοίχως και k ϑετική σταθερά. Να αποδειχθεί επίσης ότι
α = −k/2E προκειµένου περί ελλείψεως και α = k/2E, προκειµένου
περί υπερβολής, όπου α είναι το µήκος του µεγάλου ηµιάξονα. ∆ίδεται
p = L2/mk.

Πρόβληµα 10.151

∆ορυφόρος κινείται σε κυκλική τροχιά περί τη Γη σε ύψος H από την
επιφάνεια αυτής. Η Γη ϑεωρείται σφαιρική ακτίνας R, οµογενής και
ακίνητη. Σε κάποιο σηµείο της τροχιάς η διεύθυνση της κινήσεως αλ-
λάζει και στρέφεται προς τη Γη κατά γωνία φ χωρίς να µεταβληθεί το
µέτρο της ταχύτητας. Να αποδειχθεί ότι ο δορυφόρος ϑα επιστρέψει στη

Γη υπό την προϋπόθεση ότι sinφ ≥ H

R+H
.

Πρόβληµα 10.152

∆ίδεται δοχείο µε υγρό πυκνότητας ρ0 στην επιφάνεια του οποίου επι-
πλέει σώµα Σ και το σύστηµα ισορροπεί. Αν το δοχείο επιταχυνθεί προς
τα άνω µε επιτάχυνση α, ϑα αλλάξει η ϑέση του σώµατος εν σχέση προς
την επιφάνεια του υγρού ;

Πρόβληµα 10.153

Να προσδιορισθεί το κέντρο ϐάρους δύο σφαιρών (O1, R) και (O2, 2R),
τα κέντρα των οποίων απέχουν κατά 5R. Η µικρότερη έχει πυκνότητα
ρ0 =σταθ. και η άλλη ρ = ρ0(1+ar), όπου r είναι η απόσταση τυχόντος
σηµείου της σφαίρας από το κέντρο της και a σταθερά.
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Πρόβληµα 10.154

(α) Ελατήριο µήκους ` και σταθεράς k κόπτεται σε N ίσα τµήµατα, τα
οποία συνδέονται εν παραλλήλω και αποτελούν ένα νέο ελατήριο. Να
υπολογιστεί η σταθερά του νέου ελατηρίου.
(ϐ) ∆ιαθέτουµε δύο ελατήρια διαφορετικού µήκους, αλλά από το ίδιο
υλικό, µε την ίδια γεωµετρία και µε την ίδια πυκνότητα σπειρών ανά
µονάδα µήκους. Ποιο από τα δύο είναι σκληρότερο ; ∆ικαιολογήστε την
απάντησή σας.

Πρόβληµα 10.155

Τη στιγµή t = 0 µια δύναµη µέτρου F = α
√
t (όπου α γνωστή ϑε-

τική σταθερά) αρχίζει να εφαρµόζεται υπό σταθερή γωνία θ ως προς
το οριζόντιο επίπεδο πάνω σε πλοιάριο µάζας m που ακινητεί σε λεί-
α οριζόντια επιφάνεια λίµνης (οι τριβές να ϑεωρηθούν αµελητέες). Να
υπολογιστούν :

(α) η ταχύτητα του πλοιαρίου τη στιγµή που εγκαταλείπει την οριζό-
ντια επιφάνεια της λίµνης και

(ϐ) η απόσταση που καλύπτει το πλοιάριο µέχρι εκείνη τη στιγµή.

Πρόβληµα 10.156

Πλοίο κινείται επιβραδυνόµενο σε κυκλική τροχιά ακτίνας R έτσι ώστε
κάθε στιγµή η επικαµπύλια και η κεντροµόλος επιτάχυνση να έχουν
το ίδιο µέτρο. Για t = 0, η αρχική ταχύτητα του πλοίου είναι v0. Να
υπολογισθεί

(α) η ταχύτητα του πλοίου σα συνάρτηση του χρόνου και του διαστή-
µατος που διήνυσε και

(ϐ) η ολική επιτάχυνση του πλοίου σα συνάρτηση του χρόνου και του
διαστήµατος που διήνυσε.

Πρόβληµα 10.157

Η δύναµη F δίνεται από τη σχέση

F = (y+2αz)x̂+(z+2αx)ŷ+(x+2αy)ẑ, όπου α είναι άγνωστη σταθερά

(α) Να ϐρείτε την τιµή της σταθεράς α έτσι ώστε η δύναµη F να είναι
διατηρητική.
(ϐ) Να υπολογίσετε τη δυναµική ενέργεια U του πεδίου, ϑεωρώντας ότι
U(0, 1, 2) = 3 joule.
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Πρόβληµα 10.158

Σώµα µάζας m = 1 Kg µπορεί να κινείται κατά µήκος του άξονα των x.
Η δυναµική του ενέργεια δίνεται από τη συνάρτηση U(x) = x2(4−x)
(σε µονάδες S.I.).

(α) Να σχεδιαστεί η U(x) και να ϐρεθούν τα σηµεία ισορροπίας και
το είδος της ισορροπίας στο καθένα.

(ϐ) Να υπολογιστεί η δύναµη που ασκείται στο σώµα και να ϐρεθεί
πού είναι µηδενική, και πού είναι ελκτική ή απωστική ως προς
την αρχή O.

(γ) Το σώµα αφήνεται ελεύθερο µε µηδενική ταχύτητα στη ϑέση x =
1 m. Να περιγραφεί ποιοτικά η κίνηση που ϑα ακολουθήσει και
να υπολογιστεί η µέγιστη ταχύτητα που ϑα αποκτήσει το σώµα.

(δ) Με ποια ελάχιστη ταχύτητα πρέπει να εκτοξευθεί το σώµα από τη
ϑέση x = 0 για να µπορέσει να αποµακρυνθεί στο άπειρο ;

Πρόβληµα 10.159

΄Ενα διαστηµόπλοιο µάζας m, κινείται σε κυκλική τροχιά ακτίνας r0

γύρω από ένα πλανήτη µάζας M . Χρησιµοποιώντας τους πυραύλους
του, το διαστηµόπλοιο µειώνει σε αµελητέο χρόνο την ταχύτητά του
στο µισό. Η επιβράδυνση επιβάλλει στο διαστηµόπλοιο να κινηθεί σε
ελλειπτική τροχιά.

(α) Να δείξετε ότι η ταχύτητα του διαστηµοπλοίου µετά την επιβρά-

δυνση είναι v0 =
1

2

√
MG

r0
.

(ϐ) Στην ελλειπτική του τροχιά, ποια είναι η µέγιστη και η ελάχιστη
απόσταση του διαστηµοπλοίου από τον πλανήτη, συναρτήσει του
r0;

Πρόβληµα 10.160

(Σχετικότητα) ΄Ενα σωµατίδιο S, που έχει µάζα ηρεµίαςM , είναι ακίνητο
στο σύστηµα αναφοράς του Εργαστηρίου. Το σωµατίδιο διασπάται σε
ένα σωµατίδιο S′ µε µάζα ηρεµίας M/2 και σε ένα ϕωτόνιο. Να ϐρείτε :

(α) Την ταχύτητα V του παραγόµενου σωµατιδίου στο σύστηµα ανα-
ϕοράς του Εργαστηρίου.

(ϐ) Την ενέργεια του ϕωτονίου στο σύστηµα αναφοράς του Εργαστη-
ϱίου, Eγ .

(ϐ) Την ενέργεια του ϕωτονίου στο σύστηµα αναφοράς του παραγό-
µενου σωµατιδίου, E′γ .
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Πρόβληµα 10.161

Σωµατίδιο κινείται στον άξονα x υπό την επίδραση της δύναµης

F (x) = −kx+
k

α
x2, όπου α, k είναι ϑετικές σταθερές

(α) Να ϐρεθεί η συνάρτηση δυναµικής ενέργειας και να καθοριστούν
οι ϑέσεις ευσταθούς και ασταθούς ισορροπίας του σωµατιδίου.

(ϐ) Αν το σωµατίδιο ξεκινά από τη ϑέση x = −α χωρίς αρχική ταχύ-
τητα, να ϐρεθεί η ταχύτητα µε την οποία περνά από τη ϑέση όπου
η δυναµική ενέργεια είναι µέγιστη.

Πρόβληµα 10.162

m

m΄

k1 k2

Μια µάζα m έχει συνδεθεί από τις δύο πλευρές της µε ελατήρια στα-
ϑερών k1 και k2 αντίστοιχα, τα οποία στη ϑέση ισορροπίας έχουν το
ϕυσικό τους µήκος. Η µάζα κινείται οριζόντια χωρίς τριβές.

(α) Να υπολογιστεί η συχνότητα ω της ταλάντωσης που µπορεί να
εκτελέσει η µάζα.

(ϐ) Αν το πλάτος της αρµονικής ταλάντωσης της µάζας m είναι A
και τη στιγµή που αυτή περνάει από τη ϑέση ισορροπίας πέσει
κατακόρυφα µάζα m′ πάνω της και συσσωµατωθεί σε αυτή, να υ-
πολογιστεί η νέα συχνότητα ω′ και το νέο πλάτοςA′ της αρµονικής
ταλάντωσης.

Πρόβληµα 10.163

M

θ
F

Στο σχήµα ϕαίνεται µια δύναµη F που δρα σε ένα σώµα µε µάζαM . Το
σώµα ϐρίσκεται πάνω σε µια µη λεία οριζόντια επιφάνεια µε συντελεστή
τριβής µ.

(α) Υποθέτοντας ότι F >> Mg, ϐρείτε τη µέγιστη γωνία θ για την
οποία η δύναµη F δε µπορεί να κάνει το σώµα να ολισθήσει, όσο
µεγάλη κι αν είναι.

(ϐ) Βρείτε το λόγο F/Mg, ως συνάρτηση των θ και µ, για τον οποίο το
σώµα µόλις αρχίζει να ολισθαίνει. ∆είξτε ότι, στο όριο F >> Mg,
η απάντηση ανάγεται στο αποτέλεσµα της περίπτωσης (α).

Πρόβληµα 10.164

Συµπαγής κύλινδρος µάζας M και ακτίνας R ευρίσκεται σε οριζόντιο
επίπεδο επί του οποίου µπορεί να κυλάει χωρίς ολίσθηση και είναι
συνδεδεµένος σε ακλόνητο κατακόρυφο τοίχο µε αβαρές ελατήριο που
έχει σταθερά s. Από τον κύλινδρο κρέµεται µε αβαρές µη-εκτατό νήµα
µήκους L, ένα σώµα µάζας m. Το σύστηµα ευρίσκεται σε οµογενές
πεδίο ϐαρύτητας, µε επιτάχυνση ϐαρύτητας g.
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s

M

R

m

Lθ

(α) Γράψτε τις εξισώσεις κίνησης των δύο σωµάτων, για µικρές απο-
µακρύνσεις από την κατάσταση ισορροπίας.

(ϐ) Υποθέστε ότι το σύστηµα εκτελεί κανονικούς τρόπους ταλάντωσης
και υπολογίστε τις συχνότητές τους.

(γ) Υπολογίστε τις κανονικές συντεταγµένες των κανονικών τρόπων
ταλάντωσης. [Ροπή αδράνειας κυλίνδρου περί τον άξονά του: I =
(MR2)/2]

Πρόβληµα 10.165

Υπολογίστε τη ϱοπή αδράνειας οµογενούς κυλινδρικού σωλήνα µάζας
M , που έχει εσωτερική ακτίνα R1 και εξωτερική ακτίνα R2, ως προς τον
άξονά του.

Πρόβληµα 10.166

∆ύο σώµατα µάζας m1 και m2 συνδέονται µεταξύ τους µε ελατήριο στα-
ϑεράς s. Οι µάζες έχουν τη δυνατότητα να ταλαντώνονται κατά µήκος
της ευθείας που περνάει από τα κέντρα τους, πλησιάζοντας και αποµα-
κρύνοντας µεταξύ τους. ∆είξτε ότι η συχνότητα αυτής της ταλάντωσης
είναι ω = (k/µ)1/2, όπου µ = (m1m2)/(m1 + m2), η ανηγµένη µάζα
του συστήµατος. (Υπόδειξη : οι µόνες δυνάµεις που ασκούνται είναι οι
δυνάµεις ελαστικότητας)

Πρόβληµα 10.167

s

M

m

Lθ

Σώµα µάζας M ευρίσκεται σε οριζόντιο επίπεδο επί του οποίου µπορεί
να κινείται χωρίς τριβή και είναι συνδεδεµένο σε ακλόνητο κατακόρυφο
τοίχο µε αβαρές ελατήριο που έχει σταθερά s. Από το σώµα κρέµεται,
µε αβαρές µη-εκτατό νήµα µήκους L, ένα σώµα µάζας m. Το σύστηµα
ευρίσκεται σε οµογενές πεδίο ϐαρύτητας, µε επιτάχυνση ϐαρύτητας g.
(α) Γράψτε τις εξισώσεις κίνησης των δύο σωµάτων, για µικρές αποµα-
κρύνσεις από την κατάσταση ισορροπίας.
(ϐ) Υποθέστε ότι το σύστηµα εκτελεί κανονικούς τρόπους ταλάντωσης
και υπολογίστε τις συχνότητες των κανονικών τρόπων ταλάντωσης.
(γ) Υπολογίστε τις κανονικές συντεταγµένες των κανονικών τρόπων τα-
λάντωσης.

Πρόβληµα 10.168

Στερεό σώµα µάζαςM κινείται υπό την επίδραση εξωτερικών δυνάµεων,
ως προς αδρανειακό σύστηµα αναφοράς Oxyz. Τυχαίο (µαθηµατικό)
σηµείο Σ (εντός ή εκτός του σώµατος) έχει ταχύτητα vΣ, ως προς το ίδιο
αδρανειακό σύστηµα.

(α) Να υπολογιστεί ο ϱυθµός dLΣ/dt µε τον οποίο µεταβάλλεται η
στροφορµή LΣ του συστήµατος περί το σηµείο Σ, συναρτήσει των
µεγεθών N εξ

Σ (ϱοπή εξωτερικών δυνάµεων ως προς Σ), vΣ (ταχύ-
τητα του σηµείου Σ, ως προς το αδρανειακό σύστηµα αναφοράς
Oxyz), και vΚΜ (ταχύτητα του κέντρου µάζας του σώµατος, ως
προς το Oxyz).
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(ϐ) Υπό ποιες προϋποθέσεις (για την κίνηση του σηµείου Σ), ο ϱυθ-
µός µεταβολής της στροφορµής, ως προς Σ, ικανοποιεί τη σχέση
dLΣ/dt = N εξ

Σ . Η στροφορµή είναι περί το Σ αλλά ως προς το
αδρανειακό σύστηµα που αναφέραµε, οπότε οι ταχύτητες αναφέ-
ϱονται ως προς αυτό.

Πρόβληµα 10.169

Υποθέστε ότι η Γη είναι οµογενής σφαίρα ακτίνας R = 6, 4× 106 m και
περιστρέφεται µε σταθερή περίοδο T περί τον άξονα «Νότιος-Βόρειος»
πόλος.

(α) Αγνοώντας την κίνηση της Γης περί τον ΄Ηλιο, να υπολογίσετε, συ-
ναρτήσει των R, T, g, και του γεωµετρικού πλάτους θ (θ = γωνία
ανάµεσα στην ακτίνα της Γης στο σηµείο µέτρησης και στην προ-
ϐολή της επί τον ισηµερινό), τη γωνία φ ανάµεσα στο νήµα της
στάθµης και την τοπική κατακόρυφο.

(ϐ) Χρησιµοποιώντας τιµές δεδοµένων ή γνωστών µεγεθών, αναπτύξτε
την τελική σχέση του ερωτήµατος (α) σε προσέγγιση πρώτης τάξης
και δείξτε ότι φ ≈ arctan{(tan θ)(1 + c)} − θ, (c =?), και υπολο-
γίστε τη γωνία φ για τις περιπτώσεις (ϐ1) θ = 0◦, (ϐ2) θ = 45◦ και
(ϐ3) θ = 90◦. Σχολιάστε τα αποτελέσµατα των ερωτηµάτων (ϐ1),
(ϐ2 ), (ϐ3).

Πρόβληµα 10.170

m3

m1 m2

υ0
θ

Σύστηµα αποτελείται από δύο σηµειακές µάζες m1 = 2m0 και m2 =
3m0, οι οποίες αλληλεπιδρούν έτσι ώστε η δυναµική ενέργεια αλληλε-
πίδρασης να αποδίδεται από τη ϕαινοµενολογική σχέση

U(r) = b/r2 − 2c/r

όπου r η σχετική απόσταση των δύο µαζών και b > 0, c > 0.
(α) ∆είξτε ότι υπάρχει απόσταση ευσταθούς ισορροπίας, r0, ως προς

µικρές µεταβολές της µεταξύ τους απόστασης και υπολογίστε την.

(ϐ) ∆είξτε ότι για µικρές µεταβολές της µεταξύ τους απόστασης από τη
ϑέση ισορροπίας, το σύστηµα εκτελεί ταλάντωση κατά µήκος της
ευθείας που ενώνει τα δύο σώµατα που είναι µε καλή προσέγγιση
αρµονική, και υπολογίστε την κυκλική συχνότητα της ταλάντω-
σης, ω0.

(γ) Ενώ το σύστηµα ϐρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας, σηµειακή
µάζα m3 = m0 που κινείται µε ταχύτητα v0 = 0, 01c/

√
2mb,

και γωνία θ ως προς το στιγµιαίο άξονα (x) που συνδέει τις µά-
Ϲες (m1,m2) προσκρούει και ενσωµατώνεται στη µάζα m1. Να
προσδιοριστεί η ϑέση (xΚΜ, yΚΜ) και η ταχύτητα (vΚΜx, vΚΜy) του
κέντρου µάζας του συστήµατος των τριών µαζών λίγο πριν την
κρούση.
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(δ) Ποια είναι η στροφορµή, LΚΜ, του συστήµατος των τριών µαζών,
ως προς το κέντρο µάζας τους, λίγο πριν την κρούση ;

(ε) Εξηγήστε για ποιο λόγο µπορεί να ϑεωρηθεί το σύστηµα των τριών
µαζών κατά την κίνησή του µετά την κρούση, µε καλή προσέγγιση,
ως στερεό σώµα, µε ϐάση τα δεδοµένα του προβλήµατος.

(στ) Σε αυτή την περίπτωση να ϐρείτε ποια είναι η ϱοπή αδράνειας,
IΚΜ, του συστήµατος των τριών µαζών, αµέσως µετά την κρούση,
ως προς άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας τους και είναι
κάθετος στο επίπεδο που ορίζουν οι τρεις µάζες µετά την κρούση
τους.

(Ϲ) Ποια είναι η στροφορµή του συστήµατος, L′ΚΜ των τριών µαζών,
ως προς το κέντρο µάζας τους, ακριβώς µετά την κρούση ;

(η) Κάνοντας χρήση της προσέγγισης των ερωτηµάτων (ε) και (στ), να
υπολογιστούν η συχνότητα περιστροφής (ω1) του συστήµατος, πε-
ϱί άξονα κάθετο στο αρχικό επίπεδο των τριών µαζών, που διέρχε-
ται από το κέντρο µάζας τους, και η συχνότητα (ω2) και το πλάτος
(α) της ταλάντωσης κατά µήκος του στιγµιαίου άξονα που συνδέει
τις µάζες, κατά τη διάρκεια της κίνησής τους, µετά την κρούση.

(ϑ) Περιγράψτε την κίνηση του συστήµατος για τις περιπτώσεις θ = 0◦

και θ = 90◦.

Πρόβληµα 10.171

Αλυσίδα µήκους l και σταθερής γραµµικής πυκνότητας ρ = dm/dx
κρέµεται από την άκρη ενός λείου τραπεζιού κατά το µισό του µήκους
της, µέσα σε πεδίο ϐαρύτητας έντασης g. Η αλυσίδα αφήνεται από αυτή
την κατάσταση, τη χρονική στιγµή t = 0, µε µηδενική αρχική ταχύτητα,
έτσι ώστε το µήκος που κρέµεται να παρασύρει κρίκο-κρίκο και την
υπόλοιπη αλυσίδα. Να υπολογισθεί το µήκος x που έχει εγκαταλείψει
το τραπέζι, ως συνάρτηση του χρόνου t, για τις περιπτώσεις που η µισή
αλυσίδα, που ϐρίσκεται αρχικά πάνω στο τραπέζι, είναι :

(α) εκτεταµένη σε µήκος l/2, κάθετα στην ακµή του τραπεζιού,

(ϐ) συσσωρευµένη στην άκρη του τραπεζιού, αλλά έτσι ώστε να εξα-
σφαλίζεται η πτώση «κρίκο-κρίκο».

Πρόβληµα 10.172

Κώνος, µε ακτίνα ϐάσης R και ύψος L, έχει συνολική µάζα M . Να
υπολογίσετε τη ϱοπή αδράνειας του κώνου περί έναν άξονα κάθετο στο
ύψος του που διέρχεται από την κορυφή του, και να δείξετε ότι, στην
περίπτωση R << L, αυτή η ϱοπή αδράνειας είναι ανεξάρτητη του R (σε
πρώτη τάξη ως προς R/L).
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Πρόβληµα 10.173

Σύστηµα πολλών σωµατιδίων µε µάζες mi (i = 1, . . . , N), µελετάται
ως προς δύο συστήµατα αναφοράς, Oxyz και O′x′y′z′, εκ των οποίων
το δεύτερο εκτελεί µεταφορική κίνηση ως προς το πρώτο. Υπολογίστε
τη σχέση µεταξύ των στροφορµών J και J ′ του συστήµατος σωµατιδίων
mi, περί τα O και O′ αντίστοιχα, µε τις ταχύτητες εκφραζόµενες στα
αντίστοιχα συστήµατα αναφοράς. Τι ισχύει για τη σχέση µεταξύ J και
J ′, όταν το O′ είναι το κέντρο µάζας του συστήµατος σωµατιδίων mi;

Πρόβληµα 10.174

Υπόθεστε ότι από µια ϐρύση, που απέχει από το έδαφος απόσταση L,
στάζουν σταγόνες νερού µε σταθερό ϱυθµό dn/dt = a, όπου n ο αριθµός
των σταγόνων. Αν ϑεωρήσετε ότι ο αριθµός των σταγόνων που ϐρίσκονται
κάθε στιγµή στον αέρα είναι πολύ µεγάλος, έτσι ώστε η κατανοµή τους
να µπορεί να ϑεωρηθεί συνεχής, να υπολογίσετε την απόσταση, από το
έδαφος, του κέντρου µάζας της στήλης των σταγόνων που πέφτουν.

Πρόβληµα 10.175

(α) Σωµάτια µαζών m1 και m2, µε αρχικές ϑέσεις (τη χρονική στιγµή
t = 0) r01 και r02, κινούνται µε σταθερές ταχύτητες v1 και v2 αντί-
στοιχα. ∆ιατυπώστε τη συνθήκη που πρέπει να ικανοποιούν τα τέσσερα
ανωτέρω ανύσµατα, ώστε τα σωµάτια να συγκρουσθούν και, σε αυτή την
περίπτωση, υπολογίστε τη χρονική στιγµή που ϑα συµβεί αυτό.
(ϐ) Τρεις σηµειακές µάζες m1,m2,m3 αλληλεπιδρούν µέσω ϐαρυτικών
δυνάµεων.

(i) Γράψτε τις εξισώσεις κίνησης.

(ii) Θεωρήστε ότι οι τρεις µάζες µπορούν να κινούνται επί του επιπέ-
δου που ορίζουν έτσι ώστε οι αποστάσεις µεταξύ τους, ανά δύο,
να είναι σταθερές και ίσες µε D. Γράφοντας τις εξισώσεις κίνησης
στο σύστηµα κέντρου µάζας δείξτε ότι το σύστηµα των τριών µαζών
περιστρέφεται και υπολογίστε τη συχνότητα περιστροφής. ∆ίνεται
η σταθερά παγκόσµιας έλξης G.

Πρόβληµα 10.176

(α) ∆είξτε ότι για µια επιφανειακή κατανοµή µάζας που εκτείνεται στο
επίπεδο (x, y), ισχύει Ix + Iy = Iz, όπου Ix, Iy, Iz οι ϱοπές αδράνειας
περί τους άξονες x, y, z.
(ϐ) ∆είξτε, µε επιχειρήµατα συµµετρίας, (χωρίς λεπτοµερή υπολογισµό)
ότι η ϱοπή αδράνειας µιας λεπτής µεταλλικής πλάκας σχήµατος τε-
τραγώνου, ως προς οποιοδήποτε άξονα που ϐρίσκεται στο επίπεδο της
πλάκας και διέρχεται από το κέντρο µάζας της, είναι ανεξάρτητη του
προσανατολισµού του άξονα.
(γ) Η στροφορµή ενός σωµατιδίου, ως προς ένα σηµείο Ο, δίνεται από
τη σχέση J = a+bt2, όπου a και b σταθερά διανύσµατα κάθετα µεταξύ
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τους. Να υπολογισθεί, συναρτήσει των a και b, η ϱοπήN της δύναµης
που ασκείται στο σώµα, ως προς το ίδιο σηµείο Ο, τη χρονική στιγµή
που τα δύο ανύσµατα J και N σχηµατίζουν γωνία 45◦.

Πρόβληµα 10.177

L-r

m

mr
θ

∆ύο σωµάτια µάζας m είναι συνδεδεµένα µε µη εκτατό νήµα αµελητέ-
ας µάζας και µήκους L. Το ένα σωµάτιο ϐρίσκεται σε οριζόντια λεία
τράπεζα η οποία έχει στο κέντρο της µια οπή. Το νήµα διέρχεται από
την οπή έτσι ώστε το δεύτερο σωµάτιο να κρέµεται κατακόρυφα κάτω
από την οπή. Θεωρήστε ως αρχή του συστήµατος αναφοράς την οπή
και περιγράψτε τη ϑέση του σωµατίου στο τραπέζι µε επίπεδες πολικές
συντεταγµένες (r, θ), όπως στο σχήµα.

(α) Εκφράστε τη στροφορµή του σωµατιδίου, ως προς την αρχή, συ-
ναρτήσει των r και dθ/dt.

(ϐ) Εξηγήστε γιατί η στροφορµή είναι σταθερή.

(γ) Εκφράστε το άθροισµα των ενεργειών των δύο µαζών συναρτήσει
των r, dr/dt και dθ/dt.

(δ) ∆είξτε ότι
(

dr

dt

)2

= a − b

r2
− gr, όπου a, b σταθερές και g η

επιτάχυνση της ϐαρύτητας.

(ε) Αν αρχικώς, το σωµάτιο στο τράπεζι απέχει απόσταση L/2 από την
αρχή και κινείται µε ταχύτητα v0, κάθετα στο νήµα, υπολογίστε
µια σχέση για το (dr/dt)2 όταν r = L.

(στ) Από την τελευταία σχέση υπολογίστε τη συνθήκη που πρέπει να
ισχύει ώστε το σωµάτιο που ϐρίσκεται κάτω από το τραπέζι να µη
ϕθάσει ποτέ σε αυτό.

Πρόβληµα 10.178

Σταγόνα ϐροχής πέφτει κατακόρυφα µέσα στο πεδίο ϐαρύτητας. Η
αρχική της µάζα είναι αµελητέα και η ταχύτητα είναι µηδέν. Καθώς
πέφτει µέσα σε σύννεφο, σταγονίδια κολλούν πάνω της και η µάζα της
αυξάνεται γραµµικά µε την απόσταση που διανύει. Τα σταγονίδια του
συννέφου ϑεωρούνται ακίνητα (µέχρι τη στιγµή της συγκόλλησης στη
σταγόνα). ∆εν υπάρχουν άλλα ϕαινόµενα τριβής κατά την πτώση της
σταγόνας.

(α) Βρείτε τη (διαφορική) εξίσωση της κίνησης της σταγόνας. Προ-
σπαθήστε να είστε σαφείς στην εφαρµογή του νόµου της δυναµι-
κής του Νεύτωνα διαλέγοντας κατάλληλα το σύστηµα µάζας στο
οποίο εφαρµόζεται η δύναµη.

(ϐ) ∆εχτείτε ότι η ταχύτητα της σταγόνας είναι ανάλογη του χρόνου
από την εκκίνησή της και ϐρείτε την επιτάχυνσή της.
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(γ) Λογαριάστε το έργο που παράγει η δύναµη της ϐαρύτητας επί της
σταγόνας από την εκκίνησή της µέχρι τη στιγµή t. Λογαριάστε
την αντίστοιχη µεταβολή της κινητικής της ενέργειας. ∆ικαιολο-
γήστε την απώλεια ενέργειας αναφερόµενοι στον τρόπο αύξησης
της µάζας της σταγόνας.

Πρόβληµα 10.179

∆ύο σηµειακές µάζες m1 = m και m2 = 2m συνδέονται µε οµογενή
ϱάβδο µάζας m3 = m/10 και µήκους L. Το σύστηµα ακινητεί πάνω
σε οριζόντιο λείο τραπέζι, όταν τρίτη σηµειακή µάζας m4 = m έρχεται
µε οριζόντια ταχύτητα v κάθετη στη ϱάβδο και σφηνώνεται στη µάζα
m1. Περιγράψτε την κίνηση του συστήµατος µετά την κρούση, υπο-
λογίζοντας την ταχύτητα του κέντρου µάζας και τη γωνιακή ταχύτητα.
[Θεωρήστε ότι η κρούση-ενσωµάτωση των µαζών m1 −m4 γίνεται στιγ-
µιαία].

Πρόβληµα 10.180

V

-10

-5

-1-2-3 1 2

3 x

Σώµα µάζας m κινείται σε µια διάσταση µε δυναµική ενέργεια που
δίνεται από τη σχέση (ϐλ. και σχήµα)

−∞ < x < −3,V = 0

−3 ≤ x ≤ −1,V = 10(x2 + 4x+ 3)

−1 < x < 0,V = 0

0 ≤ x ≤ 2,V = −5

2 < x <∞V = 5(x− 3)

(α) Το σώµα έχει ολική ενέργεια E = −5 και παρατηρείται στη ϑέση
x = −2, 5. Βρείτε τα όρια της κίνησής του.

(ϐ) Το σώµα έχει ολική ενέργεια E = 1 και παρατηρείται στη ϑέση
x = 0. Βρείτε τα όρια της κίνησής του.

(γ) Αν το σώµα ισορροπεί στη ϑέση x = −2 και του δοθεί ελάχιστο
ποσό ενέργειας, περιγράψτε σύντοµα γιατί το σώµα ϑα εκτελέσει
απλή αρµονική ταλάντωση και ϐρείτε την περίοδό της.

(δ) Το σώµα έχει E = −3 και παρατηρείται στο x = 1, κινούµενο
προς τα αριστερά. Μόλις το σώµα ϕτάσει στη ϑέση x = 0 χάνει το
µισό της κινητικής ενέργειας. Υπολογίστε, µετά τις τρεις πρώτες
«κρούσεις» στο x = 0, την ολική ενέργεια του σώµατος.

(ε) Ποια ϑα είναι η τελική ολική ενέργεια του σώµατος µετά από
πολλές κρούσεις ;
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Πρόβληµα 10.181

(dm/dt)=μ

F

Βαγονέτο µάζας m0 αρχίζει, σε χρόνο t = 0, να κινείται σε οριζόντιο
επίπεδο χωρίς τριβές, κατά µήκος ευθείας υπό την επίδραση σταθε-
ϱής οριζόντιας δύναµης F . Ταυτόχρονα, αρχίζει να προστίθεται στο
ϐαγονέτο σιτάρι, µε σταθερή παροχή dm/dt = µ, από ένα ϑεριστικό
µηχάνηµα, το οποίο στέκεται ακίνητο. Βρείτε τη χρονική εξέλιξη της
ταχύτητας v = v(t) και της επιτάχυνσης a = a(t) του ϐαγονέτου, για
όσο διάστηµα η χοάνη ϕόρτωσης ϐρίσκεται πάνω από το ϐαγονέτο.

Πρόβληµα 10.182

Τροχός συνολικής µάζας M και ακτίνας R αποτελείται από τέσσερις
ακτίνες κάθετες µεταξύ τους και την, ισόπαχη προς τις ακτίνες, περιφέ-
ϱεια. Ο τροχός ϐρίσκεται σε οριζόντιο επίπεδο επί του οποίου µπορεί
να κυλάει χωρίς ολίσθηση και είναι συνδεδεµένος σε ακλόνητο κατα-
κόρυφο τοίχο µε αβαρές ελατήριο που έχει σταθερά k.

(α) Υπολογίστε τη συνολική ϱοπή αδράνειας του τροχού.

(ϐ) ∆είξτε ότι αν ο τροχός αποµακρυνθεί λίγο από την κατάσταση
ισορροπίας ϑα αρχίσει να ταλαντώνεται αρµονικά.

(γ) Βρείτε την περίοδο ταλάντωσης.

(δ) ∆είξτε ότι αν η αρχική αποµάκρυνση υπερβεί µια µέγιστη τιµή,
τότε ο τροχός κατά την ταλάντωσή του ϑα υφίσταται και ολίσθηση.

k
M

R

[ Ροπή αδράνειας οµοιογενούς ϱάβδου µάζαςm και µήκους L, ως προς
άξονα κάθετο στη ϱάβδο, που διέρχεται από το άκρο της: I = (mL2)/3.
Σηµείωση: Κατά τη διάρκεια της κύλισης, η στατική τριβή δεν έχει
αναγκαστικά τη µέγιστη τιµή της, T = nFκαθ.]

Πρόβληµα 10.183

∆ύο ίδια διαστηµόπλοια Α και Β κινούνται αντιµέτωπα, κατά µήκος του
άξονα x, µε ίσες και αντίθετες ταχύτητες v = c/4, ως προς αδρανειακό
εργαστηριακό παρατηρητή Π. Τη χρονική στιγµή t0 = 0, ως προς τον
παρατηρητή Π, τα πλησιέστερα άκρα των δύο διαστηµοπλοίων ϐρίσκο-
νται, ως προς τον Π, στα σηµεία xA,0 = 0 και xB,0 = L, αντίστοιχα, και
από το µέτωπο του διαστηµοπλοίου A εκτοξεύεται, προς το B πύραυλος
µε σχετική, ως προς το A, ταχύτητα v = c/2, (Γεγονός E0). Η εκτόξευση
του πυραύλου συνοδεύεται από εκποµπή ϕωτός. Θεωρούµε Γεγονός E1

την άφιξη αυτού του ϕωτός στο διαστηµόπλοιο Β.
(α) Υπολογίστε τη ϑέση x και το χρόνο t των δύο παραπάνω γεγονότων

(E0 και E1) για το σύστηµα του παρατηρητή Π, καθώς και για
το σύστηµα καθενός από τα διαστηµόπλοια, υποθέτοντας ότι τη
χρονική στιγµή t0 = 0, ως προς Π, τα τρία συστήµατα αναφοράς
(Π,Α,Β) έχουν µηδενικό χρόνο και οι αρχές τους συµπίπτουν.

(ϐ) Αν κατά τη στιγµή που το διαστηµόπλοιο Β αντιλαµβάνεται το
ϕως εκτοξεύει δικό του πύραυλο µε ταχύτητα και πάλι c/2 ως
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προς το B, υπολογίστε την ταχύτητα κάθε πυραύλου ως προς τον
παρατηρητή Π (σηµειώνοντας και το σχετικό πρόσηµο).

(γ) Τέλος, ϑεωρούµε γεγονός E3 τη σύγκρουση των δύο πυραύλων.
Υπολογίστε τη ϑέση και το χρόνο t αυτού του γεγονότος για το
σύστηµα του παρατηρητή Π, καθώς και για το σύστηµα καθενός
από τα διαστηµόπλοια.

Πρόβληµα 10.184

Το διάνυσµα ϑέσης ενός κινούµενου σώµατος µε µάζα 100 Kg είναι
r(t) = 16tx̂+25t2ŷ+33ẑ (σε m όταν ο χρόνος είναι σε s). Να ϐρεθούν :

(α) η ταχύτητα του σώµατος και η επιτάχυνσή του
(ϐ) η ορµή του και η δύναµη που ασκείται στο σώµα
(γ) η στροφορµή του και η ϱοπή της δύναµης ως προς την αρχή των

αξόνων.

Πρόβληµα 10.185

΄Εστω ότι το διάνυσµα ϑέσης ενός κινητού περιγράφεται από τη συνάρ-
τηση r = r(t) και ότι s είναι το µήκος της τροχιάς, όπως το µετράµε µε
αφετηρία κάποιο σηµείο αναφοράς της τροχιάς. Ορίζουµε τα µοναδιαία
διανύσµατα T̂ , N̂ , το µεν T̂ εφαπτοµενικό στην τροχιά, κατά τη ϕορά
της κίνησης, το δε N̂ κάθετο στο T̂ κατά τη ϕορά του dT̂ /dT (ή του
dT̂ /ds). ∆είξτε ότι τα διανύσµατα της ταχύτητας και της επιτάχυνσης
γράφονται ως εξής

v = vT̂ και a =
dv

dt
T̂ +

v2

ρ2
N̂

όπου 1/ρ = k =
∣∣∣dT̂ /ds∣∣∣ η τοπική καµπυλότητα της τροχιάς και ρ η

τοπική ακτίνα καµπυλότητας της τροχιάς. Οι δύο συνιστώσες της επι-
τάχυνσης είναι η επιτρόχια και η κεντροµόλος επιτάχυνση, αντίστοιχα.

Πρόβληµα 10.186

Η ϑέση ενός σηµείου πάνω στον άξονα των x δίνεται, ως συνάρτηση του
χρόνου T , από τη σχέση

x(t) = 2 + 3t+ 4e−5t (σε m όταν ο χρόνος είναι σε s)

Να ϐρεθεί η ταχύτητα του σηµείου και η επιτάχυνσή του. ∆είξτε ότι η
ταχύτητα του σηµείου τείνει σε µια σταθερή τιµή.

Πρόβληµα 10.187

Οι συντεταγµένες ενός σηµείου που κινείται πάνω στο επίπεδο xy δίνο-
νται, συναρτήσει του χρόνου t από τις σχέσεις

x(t) = 3 sin(5t), y(t) = 4 cos(5t) (σε m όταν ο χρόνος είναι σε s)
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Να ϐρεθούν
(α) οι συνιστώσες της ταχύτητας και της επιτάχυνσης του σηµείου
(ϐ) τα µέτρα της ταχύτητας και της επιτάχυνσης του σηµείου
(γ) η εξίσωση της τροχιάς του σηµείου.

Πρόβληµα 10.188

Αν r(t) = (3 + t)x̂+ cos 2tŷ + 2e−2tẑ, να ϐρεθούν τα

dr

dt
= ṙ και

d2r

dt2
=

dṙ

dt
= r̈

καθώς και οι αρχικές τιµές για t = 0, r(0), ṙ(0) και r̈(0) των τριών
διανυσµάτων.

Πρόβληµα 10.189

Να ϐρεθούν οι παράγωγοι του διανύσµατος r(t) = (x0x̂+y0ŷ)+v0tx̂−
1
2gt

2ẑ ως προς t, αν όλα τα άλλα µεγέθη είναι σταθερά. Επίσης να
ϐρεθούν οι τιµές τους για t = 0.

Πρόβληµα 10.190

∆ύο σωµατίδια µε µάζες m και 2m κινούνται έτσι ώστε να έχουν διανύ-
σµατα ϑέσης

r1 = (3t+ 2t2)x̂+ (4 + 4t2)ŷ + (5 + 2t)ẑ

r2 = (20− t− t2)x̂+ (10 + 9t− 2t2)ŷ + (1 + 4t)ẑ

αντίστοιχα, όπου t ο χρόνος (οι αποστάσεις σε m και ο χρόνος σε s).
(α) Να αποδείξετε ότι τα σωµατίδια ϑα συγκρουσθούν και να ϐρείτε

πότε ϑα συµβεί αυτό
(ϐ) Ποια δύναµη ασκείται πάνω στο κάθε σωµατίδιο ; Ποια είναι η

ολική εξωτερική δύναµη που ασκείται στο σύστηµα ;
(γ) ∆ιατηρείται η ορµή του συστήµατος ; Αν ναι, πόση είναι ;
(δ) Αν µετά την κρούση τα σωµατίδια ενώνονται σε ένα, να ϐρεθεί η

ϑέση τους ως συνάρτηση του χρόνου.

Πρόβληµα 10.191

Σώµα µάζας m κινείται σε τροχιά που δίνεται σε παραµετρική µορφή
από τις συντεταγµένες του σώµατος

x = 3α sin(ωt), y = 4α sin(ωt), z = 5α cos(ωt)

όπου t ο χρόνος και ω και α είναι ϑετικές σταθερές. Να αποδείξετε
ότι η τροχιά είναι επίπεδη, δείχνοντας ότι σε τρεις διαφορετικές χρο-
νικές στιγµές t1, t2, t3, τα αντίστοιχα διανύσµατα ϑέσης r1, r2, r3 είναι
συνεπίπεδα. Συνθήκη: r1 · r2 × r3 = 0
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Πρόβληµα 10.192

Σηµειακή µάζα m κινείται πάνω σε τροχιά που δίνεται σε παραµετρική
µορφή ως

x = a cos(ωt), y = a sin (ωt) , z = bt2

όπου t ο χρόνος, και a, b και ω είναι ϑετικές σταθερές.
(α) Να ϐρεθεί το διάνυσµα ϑέσης r, η ταχύτητα v και η επιτάχυνση

γ της µάζας συναρτήσει του χρόνου
(ϐ) Αν Κ είναι ένα σηµείο πάνω στον άξονα των z που έχει διάνυσµα

ϑέσης c = zẑ = bt2ẑ, και R = r − c είναι το διάνυσµα από το σηµείο
Κ στη µάζα, να ϐρείτε το διάνυσµα R και να δείξετε ότι η απόσταση της
µάζας από το σηµείο Κ ή τον άξονα των z είναι σταθερή

(γ) Βρείτε τη δύναµη F που ασκείται πάνω στη µάζα. ∆είξετε ότι
αποτελείται από δύο συνιστώσες: µια κεντροµόλο δύναµη µε σταθερό
µέτρο προς το σηµείο Κ και µια σταθερή πάνω στην κατεύθυνση z

(δ) Υπολογίστε το στιγµιαίο ϱυθµό παραγωγής έργου από τη δύναµη,
P = F · v, και να δείξετε ότι εξαρτάται µόνο από την κίνηση στην
κατεύθυνση z.

Πρόβληµα 10.193

∆ίνεται ότι

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .

για κάθε x. Να υπολογιστεί η τιµή του e0,1 µε ακρίβεια τριών δεκαδικών
ψηφίων. Πόσο είναι το σφάλµα στο e0,1 αν υποθέσουµε ότι είναι ex ≈
1 + x;

Πρόβληµα 10.194

Να ϐρεθεί σε καρτεσιανές συντεταγµένες η ϱοπή της δύναµης F =
Fxx̂+ Fyŷ + Fzẑ ως προς το σηµείο (0, 0, 0), N ≡ r × F .

Πρόβληµα 10.195

Να ϐρεθεί η µαγνητική δύναµη Fµ που ασκείται πάνω σε ένα ϕορτίο
Q που κινείται µε ταχύτητα v = vxx̂ µέσα στο µαγνητικό πεδίο B =
Byŷ +Bzẑ. Να ϐρεθεί επίσης το µοναδιαίο διάνυσµα Fµ.

Πρόβληµα 10.196

Η ϱοπή µιας δύναµης ως προς το σηµείο Ο ορίζεται ως N ≡ r × F ,
όπου r είναι το διάνυσµα από το Ο στο σηµείο στο οποίο ασκείται η
δύναµη. Να δειχθεί ότι η ϱοπή δύο ίσων και αντίθετων δυνάµεων F και
−F που ασκούνται στα σηµεία r1 και r2 αντίστοιχα (Ϲεύγος δυνάµεων),
είναι ανεξάρτητη του σηµείου ως προς το οποίο υπολογίζεται.
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Πρόβληµα 10.197

Η στροφορµή ως προς σηµείο (0, 0, 0) µιας µάζας m που ϐρίσκεται στο
σηµείο r και κινείται µε ταχύτητα v, ορίζεται ως L ≡ mr×v. ΄Εστω ότι
η µάζα υφίσταται µια κεντρική δύναµη, δηλαδή µια δύναµη της µορφής
F = f(r)r̂, όπου f(r) είναι µια συνάρτηση µόνο της απόστασης r από
το κέντρο (0, 0, 0) και r̂ το µοναδιαίο διάνυσµα στην κατεύθυνση του
r(t). ∆είξτε ότι η στροφορµή της µάζας διατηρείται σταθερή.
Υπόδειξη : ∆είξτε ότι ο ϱυθµός µεταβολής της στροφορµής ως προς το
χρόνο είναι dL/dt = 0. Για το σκοπό αυτό χρησιµοποιήστε το δεύτερο
νόµο του Νεύτωνα, mdv/dt = F . Η απόδειξη µπορεί να ϐρεθεί στο
ϐιβλίο C. Kittle κ.ά, Μηχανική, σελ. 197-8.

Πρόβληµα 10.198

υ = (υ, 0)
A

Γ

h

Σ υ

Από το σηµείο Α σφαίρα ϐάλλεται οριζόντια, µε ταχύτητα v = (v0, 0),
µε σκοπό να πετύχει το στόχο Σ που κινείται µε ταχύτητα V = (v1, 0),
οριζόντια και σε κατακόρυφη απόσταση h από το Α. Ο στόχος Σ και η
σφαίρα ξεκινούν ταυτόχρονα (t = 0) από τα σηµεία Α και Γ αντίστοιχα.
Η αντίσταση του αέρα, που ϑεωρούµε ότι επενεργεί µόνο στη σφαίρα,
είναι ανάλογη µε την ταχύτητα, −kv (k > 0)

(α) Γράψτε τη διανυσµατική εξίσωση κίνησης για τη σφαίρα
(ϐ) Βρείτε τις vx και vy της σφαίρας ως συνάρτηση του χρόνου
(γ) Βρείτε τα x(t) και y(t) της σφαίρας (ϑεωρώντας το σηµείο Α ως

αρχή των αξόνων)
(δ) Γράψτε τις σχέσεις που υπακούουν τα x(t) και y(t), υποθέτοντας

ότι η σφαίρα συναντά τον στόχο κάποια χρονική στιγµή t0
(ε) Στην περίπτωση που ισχύει το (δ), δείξτε, απαλείφοντας όρους µε

εκθετικά, ότι η σφαίρα πετυχαίνει τον στόχο σε χρόνο

t0 =
kh

mg
(
1− v1/v0

)

Πρόβληµα 10.199

Α

Γ

Λεπτό οµογενές σχοινί µάζας M και µήκους L τοποθετείται γύρω από
ένα λείο ξυλόκαρφο πολύ µικρής ακτίνας (ϐλ. σχήµα). ΄Οταν ξεκινά η
κίνηση το (ΑΓ)= b (b > L/2). Βρείτε την επιτάχυνση και την ταχύτητα
του σχοινιού όταν το (ΑΓ)= 2L/3.

Πρόβληµα 10.200

Σωµατίδιο µάζας m κινείται στο επίπεδο xy . Το επίπεδο xy είναι ορι-
Ϲόντια λεία επιφάνεια. Τη χρονική στιγµή t = 0 το σωµατίδιο ϐρίσκεται
στο σηµείο (0, 0) και έχει ταχύτητα v0, η οποία σχηµατίζει γωνία 45o

µε τον άξονα x. Η µόνη δύναµη που ασκείται στο σωµατίδιο είναι µία
δύναµη τριβής, −µkvyŷ, ανάλογη της συνιστώσας vy της ταχύτητάς του,
όπου k είναι ένας σταθερός ϑετικός συντελεστής.
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(α) Ποια είναι η εξίσωση κίνησης του σωµατιδίου ;
(ϐ) Βρείτε την ταχύτητά του ως συνάρτηση του χρόνου
(γ) Ποια είναι η εξίσωση της τροχιάς που διαγράφει το σωµατίδιο στο

επίπεδο xy;
(δ) Ποια είναι η µέγιστη τιµή ym του y στην τροχιά ;

Πρόβληµα 10.201

Σφαίρα µάζας m εκτοξεύεται από το σηµείο (0, 0) µε αρχική ταχύτητα
v0 που σχηµατίζει γωνία θ µε τον άξονα x, ο οποίος είναι οριζόντιος.
Ο άξονας y είναι κατακόρυφος. Η σφαίρα κινείται στο επίπεδο xy. Το
σηµείο ϐολής ϐρίσκεται σε ύψος h από το έδαφος. Κατά την κίνησή της
η σφαίρα υφίσταται αντίδραση −bv από την ατµόσφαιρα, όπου v είναι
η ταχύτητα της σφαίρας και b µια ϑετική σταθερά.

(α) Βρείτε τις συναρτήσεις vx(t) και vy(t) κατά την κίνηση της σφαί-
ϱας

(ϐ) Βρείτε τις συντεταγµένες x(t) και y(t) της σφαίρας
(γ) Γράψετε την εξίσωση που προσδιορίζει την τιµή του χρόνου τ

όταν η σφαίρα προσκρούει στο έδαφος, χωρίς να επιχειρήσετε να τη
λύσετε

(δ) ∆είξτε ότι για τ � m/b ο χρόνος αυτός είναι τ ≈ hb

mg
+
v0

g
sin θ.

Πρόβληµα 10.202

Μοτοσικλέτα µάζας m κινούµενη στην ύπαιθρο µε ταχύτητα v0 πέφτει
πάνω σε σωρό µε άχυρο, πάχους d και το διαπερνά. Αν η δύναµη τριβής
µέσα στο σωρό είναι ανάλογη του τετραγώνου της ταχύτητας (−kv2)
(και ϑεωρήσουµε ότι η µηχανή έσβησε µόλις µπήκε στα άχυρα), να
υπολογισθούν :

(α) η ταχύτητα της µοτοσικλέτας ως συνάρτηση του χρόνου,
(ϐ) η ταχύτητα της µοτοσικλέτας ως συνάρτηση της απόστασης x που

διανύει µέσα στο άχυρο και (γ) ο χρόνος που χρειάζεται η µοτοσυκλέτα
να περάσει από το σωρό (Ευτυχώς, ο µοτοσυκλετιστής πέρασε σώος και
αβλαβής).

Πρόβληµα 10.203

Σώµα µάζαςm εκτοξεύεται κατακόρυφα προς τα πάνω µε αρχική ταχύ-
τητα V ŷ (V > 0) κατά µήκος του άξονα των y, η ϑετική κατεύθυνση του
οποίου είναι προς τα πάνω. Η αρχική ϑέση του σώµατος είναι y = 0.
Πάνω στο σώµα δρα, εκτός του ϐάρους του, δύναµη τριβής από τον α-
έρα ίση µε −µkv, όπου v η ταχύτητα του σώµατος και k µια ϑετική
σταθερά.

(α) Να διατυπωθεί η εξίσωση κίνησης του σώµατος
(ϐ) ∆είξτε ότι τα v και y ικανοποιούν τη σχέση

y =
V − v
k
− g

k2
ln

(
1 + kV/g

1 + kv/g

)
(γ) Βρείτε το µέγιστο ύψος H στο οποίο ϑα ϕτάσει το σώµα.
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Πρόβληµα 10.204

Το διάνυσµα ϑέσης ενός κινούµενου σώµατος είναι r = btx̂−ct2ŷ, όπου
t είναι ο χρόνος και b, c ϑετικές σταθερές. Να ϐρεθούν :

(α) η εξίσωση της τροχιάς του σωµατιδίου
(ϐ) η ταχύτητα του σωµατιδίου v και η επιτάχυνσή του γ, καθώς και

τα µέτρα τους
(γ) η γωνία µεταξύ των v και γ, ως συνάρτηση του χρόνου
(δ) Το µήκος της διαδροµής που διανύει το σωµατίδιο στο χρονικό

διάστηµα µεταξύ t = 0 και t = b/2c.

Πρόβληµα 10.205

x0

φ

Οµογενής αλυσίδα συνολικού µήκους L και µάζας M είναι τοποθε-
τηµένη έτσι ώστε τη χρονική στιγµή t = 0 τµήµα της µήκους x0 να
ϐρίσκεται σε κεκλιµένο επίπεδο γωνίας φ. Αν δεν υπάρχουν τριβές,
ϐρείτε την ταχύτητα την οποία έχει αποκτήσει η αλυσίδα όταν ϐρίσκεται
πια εξ ολοκλήρου στο κεκλιµένο επίπεδο.

Πρόβληµα 10.206

΄Ενα σώµα έχει µάζα m, ϐρίσκεται αρχικά ακίνητο στη ϑέση y = 0
και αρχίζει να πέφτει κατακόρυφα (κατά µήκος του άξονα y, η ϑετική
κατεύθυνση του οποίου είναι προς τα πάνω). Η δύναµη της τριβής του
αέρα είναι ίση µε−vv, όπου v η ταχύτητα του σώµατος και b µια ϑετική
σταθερά.

(α) να ϐρεθεί η ταχύτητα του σώµατος, v, ως συνάρτηση του χρόνου
(ϐ) ∆είξτε ότι η ταχύτητα τείνει σε µια ορική τιµή και ϐρείτε την τιµή

αυτή
(γ) να ϐρεθεί η ϑέση του σώµατος, y, ως συνάρτηση του χρόνου
(δ) αναπτύξτε τις απαντήσεις για τα y(t) και v(t) σε σειρές δυνάµεων

του χρόνου, για να ϐρείτε σχέσεις που ισχύουν για µικρές τιµές του t.

∆ίνεται το ανάπτυγµα: ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .

Πρόβληµα 10.207

Σώµα µάζας m κινείται σε µία διάσταση υπό την επίδραση δύναµης
που του προσδίδει δυναµική ενέργεια που δίνεται από τη συνάρτηση
U(x) = 2x(x− 2) 0 < x < 2 και U(x) = 0, x > 2 .

(α) Σχεδιάστε πρόχειρα τη συνάρτηση της δυναµικής ενέργειας
(ϐ) Βρείτε τα σηµεία ισορροπίας και διευκρινίστε το είδος της
(γ) Βρείτε τη δύναµη που ασκείται στο σώµα
(δ) Ποια ταχύτητα πρέπει να έχει το σώµα στη ϑέση x = 1 για να

ϕτάσει στο x = 2 µε µηδενική ταχύτητα
(ε) Αν το σώµα έχει ολική ενέργεια Eολ = 2 ϐρείτε τα όρια της

κίνησής του
(στ) Το ίδιο για την περίπτωση Eολ = −1
(Ϲ) Αποδείξτε ότι αν το σώµα µετατοπιστεί λίγο από τη ϑέση ισορ-

ϱοπίας ϑα εκτελέσει απλή αρµονική ταλάντωση γύρω από αυτήν και
υπολογίστε την περίοδο της ταλάντωσης.
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Πρόβληµα 10.208

Οι παρατηρητές O και O′ ϐρίσκονται σε σχετική µεταφορική κίνηση µε
σταθερή ταχύτητα v = 0.6c. Θεωρούµε ότι όταν οι δυο παρατηρητές
συµπίπτουν έχουν t = t′ = 0. ΄Οταν έχουν περάσει 5 έτη, σύµφωνα µε
τον O, ο O εκπέµπει ένα ϕωτεινό σήµα. Αυτό το ϑεωρούµε ως Γεγονός
1.

(α) Γράψτε τη ϑέση και το χρόνο αυτού του γεγονότος για τον O και
για τον O′. Θεωρούµε Γεγονός 2 τη λήψη του ϕωτεινού σήµατος από
τον O′.

(ϐ) Γράψτε τη ϑέση και το χρόνο αυτού του γεγονότος για τον O και
τον O′.

Πρόβληµα 10.209

∆ύο διαστηµόπλοια Α και Β κινούνται αντιµέτωπα, κατά µήκος του ά-
ξονα x, µε ίσες και αντίθετες ταχύτητες v = c/4, ως προς αδρανειακό
εργαστηριακό παρατηρητή Π. Τη χρονική στιγµή t0 = 0, ως προς τον
παρατηρητή Π, τα πλησιέστερα άκρα των δύο διαστηµοπλοίων ϐρίσκο-
νται, ως προς τον Π, στα σηµεία xA = 0 και xB = L0, αντίστοιχα, και
από το µέτωπο του διαστηµόπλοιου Α εκτοξεύεται, προς το Β, πύραυλος
µε σχετική, ως προς το Α, ταχύτητα u = c/2. Η εκτόξευση συνοδεύεται
από εκποµπή ϕωτός, η οποία γίνεται αισθητή από το διαστηµόπλοιο Β
προκαλώντας ακαριαία αντίστοιχη εκτόξευση πυραύλου, προς το Α, µε
αποτέλεσµα την αλληλεξουδετέρωση των δύο πυραύλων. Να υπολογι-
στούν :

(α) το χρονικό διάστηµα ως προς τον Π, που µεσολαβεί ανάµεσα στις
δύο εκτοξεύσεις

(ϐ) Το σηµείο και η χρονική στιγµή αλληλεξουδετέρωσης των δύο
πυραύλων, ως προς τον Π

(γ) Η απόσταση των δύο διαστηµοπλοίων, ως προς τον Π, κατά τη
στιγµή της αλληλεξουδετέρωσης των πυραύλων,

(δ) Η απόσταση των δύο διαστηµοπλοίων, κατά τη στιγµή της αλλη-
λεξουδετέρωσης των πυραύλων, ως προς καθένα από αυτά.

Πρόβληµα 10.210

΄Ενα διαστηµόπλοιο εκτοξεύει πύραυλο που κατευθύνεται προς τη Γη
µε ταχύτητα 0, 84c ως προς το διαστηµόπλοιο. Παρατηρητής στη Γη
διαπιστώνει ότι ο πύραυλος πλησιάζει µε ταχύτητα 0, 36c.

(α) Με πόση ταχύτητα κινείται το διαστηµόπλοιο ως προς τη Γη ;
Πλησιάζει ή αποµακρύνεται από αυτήν ;

(ϐ) Αν το µήκος ηρεµίας του πυραύλου είναι, ποιο είναι το µήκος του
όπως το µετρά ο αστροναύτης που ϐρίσκεται µέσα στο διαστηµόπλοιο
και ποιο όπως το µετρά ο παρατηρητής στη Γη ;

(γ) Αν το διαστηµόπλοιο εκπέµπει ϕωτεινά σήµατα µε συχνότητα 104
Hz, µε ποια συχνότητα ϑα τα ανιχνεύσει ο παρατηρητής στη Γη ;
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Πρόβληµα 10.211

K

A L B

ΔΓ

E

Z

H

KA = KZ = KΓ = R

g

φ

Προκειµένου να ανεβάσουµε σώµα µάζας m, από το οριζόντιο επίπεδο
ΑΒ στο οριζόντιο επίπεδο Γ∆, (τα οποία απέχουν κατακόρυφη απόσταση
H και οριζόντια απόσταση L), µπορούµε να το σπρώξουµε, είτε κατά
µήκος κεκλιµένου επιπέδου ΑΕΓ, είτε κατά µήκος κυκλικού τόξου ΑΖΓ,
το οποίο γράφεται µε κέντρο K, (που προκύπτει από την τοµή της ΚΑ
ΑΒ µε την ΚΕ η οποία είναι µεσοκάθετος στο ΑΓ), και ακτίνα R = (L2 +
H2)/2H. Και οι δύο διαδροµές έχουν τον ίδιο συντελεστή κινητικής
τριβής µ.

(α) Να υπολογίσετε το συνολικό έργο που παράγει η δύναµη που
εφαρµόζουµε στο σώµα κατά τη διαδροµή ΑΕΓ

(ϐ) Να υπολογίσετε το συνολικό έργο που παράγει η δύναµη που
εφαρµόζουµε στο σώµα κατά τη διαδροµή ΑΖΓ

(γ) Να εκφράσετε τα συνολικά έργα των ερωτηµάτων (α) και (ϐ) συ-
ναρτήσει των m, g, µ, H και L, και να τα συγκρίνετε

(δ) Είναι η τριβή διατηρητική δύναµη ; Εξηγήστε.

Πρόβληµα 10.212

Η δυναµική ενέργεια ενός διατοµικού µορίου είναι ίση µε U(r) =

D
(
− b
r + b2

r2

)
, όπου r είναι η απόσταση µεταξύ των δύο ατόµων και

D και b είναι ϑετικές σταθερές. Το ένα άτοµο παραµένει ακίνητο στη
ϑέση r = 0.

(α) Σχεδιάστε τη συνάρτηση U(r)
(ϐ) Βρείτε τη δύναµη που ασκείται στο ελεύθερο άτοµο. Εξηγήστε

πού είναι η δύναµη ελκτική, µηδενική, απωστική
(γ) Το ελεύθερο άτοµο κρατείται στη ϑέση ρ = 3b/2 και αφήνεται να

κινηθεί µε µηδενική αρχική ταχύτητα. Βρείτε τη µέγιστη ταχύτητα που
ϑα αποκτήσει. Να περιγράψετε την κίνηση που ϑα ακολουθήσει.

(δ) Αν τα δύο σώµατα αποµακρυνθούν σε απόσταση x το ένα από
το άλλο και αφεθούν ελεύθερα µε µηδενικές ταχύτητες, για ποιες τιµές
του x ϑα διασπασθεί το µόριο ;

Πρόβληµα 10.213

x

y

O

C1

C2

Θεωρήστε τις δυνάµεις F1 = (x, y, 0) και F2 = (y,−x, 0) και
(α) υπολογίστε, για κάθε µία, το επικαµπύλιο ολοκλήρωµα του F ·

dr, από το σηµείο (0, 0, 0) στο σηµείο (1, 1, 0), κατά µήκος των δύο
διαφορετικών διαδροµών C1 και C2

(ϐ) Με ϐάση τα αποτελέσµατα του ερωτήµατος (α), ποια δύναµη είναι
διατηρητική και ποια είναι µη-διατηρητική ;

(γ) Για ποιο από τα δύο συµπεράσµατα του ερωτήµατος (ϐ), η από-
δειξη, µέσω των αποτελεσµάτων του (α), είναι επαρκής (πλήρης) και για
ποιο όχι ;

(δ) Για το δεύτερο συµπέρασµα του ερωτήµατος (γ), ποια είναι η
πλήρης απόδειξη ;
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Πρόβληµα 10.214

. Σωµατίδιο µάζαςm υφίσταται ταυτόχρονα την επίδραση δύο κεντρικών
δυναµικών, U1 = a/r2 και U2 = br, όπου a, b ϑετικές σταθερές.

(α) Υπολογίστε τη δύναµη που ασκείται στο σωµατίδιο.
(ϐ) ∆είξτε ότι υπάρχει απόσταση ευσταθούς ισορροπίας r0 και υπο-

λογίστε την τιµή της
(γ) Υπολογίστε την συχνότητα ταλάντωσης για µικρές ακτινικές δια-

ταραχές γύρω από τη ϑέση ισορροπίας
(δ) Αν οι a, b είναι ελεγχόµενες, πώς µπορούµε να διπλασιάσουµε τη

συχνότητα ταλάντωσης, γύρω από την ίδια απόσταση ευσταθούς ισορ-
ϱοπίας ;

Πρόβληµα 10.215

Υλικό σηµείο µάζας m κινείται στον ηµιάξονα Ox και έλκεται από το O
µε δύναµη F = −k/x3, k > 0. Αν τη στιγµή t = 0 ϐρίσκεται στη ϑέση
x = a µε ταχύτητα v = 0, να αποδειχτεί ότι ϑα ϕτάσει στο σηµείο x = 0
µετά από χρόνο τ = a2(m/k)1/2.

Πρόβληµα 10.216

΄Ενα σωµατίδιο µάζας m κινείται υπό την επίδραση του δυναµικού
V (x) = −2ax2 + bx4, όπου τα a και b είναι ϑετικές σταθερές.

(α) Να σχεδιαστούν οι V (x) και F (x). Να προσδιοριστούν τα µέ-
γιστα, τα ελάχιστα και οι δυνατές κινήσεις, ανάλογα µε την τιµή της
ενέργειας E

(ϐ) Να υπολογιστούν οι συχνότητες των µικρών ταλαντώσεων περί τα
ευσταθή σηµεία ισορροπίας.

Πρόβληµα 10.217

΄Ενας δορυφόρος έχει µάζα m και κινείται µε ταχύτητα v0 σε κυκλική
τροχιά ακτίνας r0 γύρω από τη Γη. Η γη ϑεωρείται σφαιρική και έχει
µάζα M . ΄Ενα σώµα µάζας m εκτοξεύεται από την επιφάνεια της γης α-
κτινικά µε ταχύτητα v0, συγκρούεται µε το δορυφόρο και ενσωµατώνεται
σε αυτόν δηµιουργώντας ένα σώµα µάζας 2m.

(α) Εξηγήστε γιατί η στροφορµή Λ των δυο σωµάτων ως προς το
κέντρο της Γης παραµένει σταθερή και ϐρείτε την τιµή της

(ϐ) Βρείτε την ολική ενέργεια Eολ που ϑα έχει το σώµα που σχηµα-
τίζεται µετά τη σύγκρουση

(γ) Αν η Eολ είναι αρνητική, το σώµα ϑα κινηθεί σε κλειστή τροχιά,
που είναι κύκλος ή έλλειψη. ∆είξτε ότι στη συγκεκριµένη περίπτωση η
τροχιά του σώµατος ϑα είναι ελλειπτική

(δ) Χρησιµοποιώντας την αρχή διατήρησης της στροφορµής, ϐρείτε
την ελάχιστη r1 και τη µέγιστη r2, απόσταση του σώµατος από τη Γη,
καθώς αυτό κινείται στην ελλειπτική του τροχιά. Εκφράστε τα αποτελέ-
σµατα συναρτήσει της ακτίνας r0.
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Πρόβληµα 10.218

΄Ενα ϐαγόνι µάζαςM1 γεµάτο µε νερό µάζαςM2 κινείται µε ταχύτητα v0.
Θεωρήστε ότι ανοίγει µια τρύπα από όπου χύνεται το νερό µε σταθερό
ϱυθµό dm/dt = λ και σταθερή ταχύτητα v1 ως προς το ϐαγόνι. Να
γράψετε τις εξισώσεις κίνησης και να ϐρείτε την ταχύτητα του ϐαγονιού
ως συνάρτηση του χρόνου, στις παρακάτω περιπτώσεις:

(α) όταν η τρύπα είναι από κάτω και το νερό ϕεύγει κατακόρυφα και
(ϐ) όταν η τρύπα είναι από πίσω και το νερό ϕεύγει οριζόντια.

Πρόβληµα 10.219

Μια µπάλα µπιλιάρδου έχει µάζα M και ακτίνα R. Ο συντελεστής
τριβής ολίσθησης µεταξύ µπάλας και τσόχας είναι n. Η στέκα κτυπά
τη µπάλα ώστε το Κ.Μ. της να αποκτήσει ταχύτητα v0 (η διεύθυνση
της δύναµης που προκαλεί την κίνηση περνά από το Κ.Μ της µπάλας).
Τριβή κύλισης δεν υπάρχει. Να ϐρεθούν

(α) η γωνιακή και η γραµµική επιτάχυνση της µπάλας αµέσως µετά
το κτύπηµα και

(ϐ) ο χρόνος και το διάστηµα µέχρι η µπάλα να σταµατήσει να ολι-
σθαίνει, δηλαδή να αποκτήσει καθαρή κύλιση (ϱοπή αδρανείας σφαίρας
ως προς το κέντρο της I = (2/5)MR2.

Πρόβληµα 10.220

∆ίνεται κυκλικός δίσκος ακτίνας R και µάζας M οµοιόµορφα κατανε-
µηµένης. Ο δίσκος περιστρέφεται µε σταθερή γωνιακή ταχύτητα ω0

περί άξονα που περνά από το κέντρο του και είναι κάθετος στο επίπεδό
του. Τη χρονική στιγµή t = 0 η µάζα του δίσκου αρχίζει να αυξάνεται
γραµµικά µε το χρόνο µε ϱυθµό a = dM/dt, π.χ. λόγω ϐροχής που
πέφτει οµοιόµορφα και κάθετα στο επίπεδο του δίσκου µε αµελητέα
ταχύτητα. Να διατυπωθεί και να λυθεί η εξίσωση κίνησης του δίσκου
και να ϐρεθεί έτσι η γωνιακή του ταχύτητα, ω(t).

Πρόβληµα 10.221

Ενας οµογενής κύβος µε µάζα M και ακµή a ολισθαίνει σε οριζόντιο
τραπέζι χωρίς τριβή µε ταχύτητα v0. Κατά µήκος της ακµής του τρα-
πεζιού υπάρχει µια ανωµαλία όπου τελικά προσκρούει ο κύβος µε µια
από τις ακµές του. Να ϐρεθεί η ελάχιστη v0 που χρειάζεται για να πέσει
ο κύβος από το τραπέζι.

Πρόβληµα 10.222

k M
R

Τροχός συνολικής µάζας M και ακτίνας R αποτελείται από τέσσερις
ακτίνες κάθετες µεταξύ τους και την, ισόπαχη προς τις ακτίνες, περι-
ϕέρεια. Ο κύλινδρος ϐρίσκεται σε οριζόντιο επίπεδο επί του οποίου
µπορεί να κυλάει χωρίς ολίσθηση και είναι συνδεδεµένος σε ακλόνητο
κατακόρυφο τοίχο µε αβαρές ελατήριο που έχει σταθερά k.

(α) Υπολογίστε τη συνολική ϱοπή αδράνειας του τροχού
(ϐ) ∆είξτε ότι αν ο τροχός αποµακρυνθεί λίγο από την κατάσταση

ισορροπίας ϑα αρχίσει να ταλαντώνεται αρµονικά
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(γ) Βρείτε την περίοδο της ταλάντωσης
(δ) ∆είξτε ότι αν η αρχική αποµάκρυνση υπερβεί µία µέγιστη τιµή,

τότε ο τροχός κατά την ταλάντωσή του ϑα υφίσταται και ολίσθηση. [Ροπή
αδράνειας οµοιογενούς ϱάβδου µάζας m και µήκους L, ως προς άξονα
κάθετο στη ϱάβδο, που διέρχεται από το άκρο της : I = (mL2)/3]
[ΠΡΟΣΟΧΗ: Κατά τη διάρκεια της κύλισης, η στατική τριβή δεν έχει
αναγκαστικά τη µέγιστη τιµή της, T = nFκαθ].

Πρόβληµα 10.223

Η µάζα ενός γαλαξία µπορεί να ϑεωρηθεί ότι είναι κατανεµηµένη σε ένα
επίπεδο µε τέτοιο τρόπο ώστε η επιφανειακή πυκνότητα µάζας (µάζα
ανά µονάδα επιφάνειας) να είναι ίση µε σ = ke−r

2/a2 , όπου k και a
ϑετικές σταθερές και r η απόσταση από το κέντρο του γαλαξία.

(α) Βρείτε τη µάζα του γαλαξία ως συνάρτηση των k και a
(ϐ) Βρείτε τη ϱοπή αδράνειας του γαλαξία ως προς άξονα κάθετο στο

επίπεδό του που περνά από το κέντρο του (
´∞

0 xexdx = 1)
(γ) Βρείτε τη ϱοπή αδρανείας ως προς άξονα που ϐρίσκεται στο επί-

πεδό του και περνά από το κέντρο του (εκφράστε τα (ϐ) και (γ) συναρ-
τήσει των a και M ).

Πρόβληµα 10.224

Λεπτή ϱάβδος µήκους l µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από
σταθερό οριζόντιο άξονα κάθετο στη ϱάβδο, ο οποίος περνά από το ένα
της άκρο Ο. Η ϱάβδος έχει γραµµική πυκνότητα (µάζα ανά µονάδα
µήκους) που δίνεται από τη σχέση

λ(x) =
2m

3l

(
1 +

x

l

)
όπου x είναι η απόσταση από το άκρο Ο.

(α) ∆είξτε ότι η συνολική µάζα της ϱάβδου είναι m, το κέντρο µάζας
της ϐρίσκεται στο σηµείο xc = (5/9)l και η ϱοπή αδρανείας της ως προς
τον άξονα περιστροφής είναι ίση µε IO = (7/18)ml2

(ϐ) Η ϱάβδος εκτελεί ταλαντώσεις γύρω από τον οριζόντιο άξονα.
∆ιατυπώστε την εξίσωση κίνησης της ϱάβδου συναρτήσει της γωνίας α-
πόκλισης θ της ϱάβδου από την κατακόρυφη ευθεία που περνά από το
άκρο της Ο. ∆είξτε ότι για µικρές τιµές της γωνίας θ, η ταλάντωση είναι
απλή αρµονική και ϐρείτε τη γωνιακή συχνότητα ω της ταλάντωσης.

Πρόβληµα 10.225

Θεωρήστε µια οπή που διασχίζει τη γη και περνάει απ’ το κέντρο της. Αν
η περιστροφή της γης και οι τριβές αγνοηθούν, να δείξετε ότι η κίνηση
ενός σώµατος κατά µήκος της οπής είναι απλή αρµονική ταλάντωση
και να υπολογίσετε την περίοδο της ταλάντωσης αυτής. Να σχολιάσετε
τη σχέση µεταξύ αυτής της περιόδου και της περιόδου περιστροφής
ενός δορυφόρου πολύ κοντά στην επιφάνεια της γης. Εάν ϑεωρήσετε
τώρα και τη συνεισφορά της περιστροφής της γης, να αποδείξετε ότι η
κίνηση είναι και πάλι αρµονική αλλά µε λίγο διαφορετική την περίοδο
ταλάντωσης.
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Πρόβληµα 10.226

΄Εστω ότι διαστηµόπλοιο Β, µήκους ηρεµίας L, περνάει µπροστά από
παρατηρητή Α. Τη στιγµή που περνάει η «πλώρη», ο Α και ο Β συντονί-
Ϲουν τα ϱολόγια και τις συντεταγµένες τους, δηλαδή tA1 = tB1 = 0, xA

1 =
xB

1 = 0. ΄Οταν περάσει η «πρύµνη», το ϱολόι του A δείχνει tA2 = T .
(α) Να ϐρεθεί η ταχύτητα v = βc του διαστηµοπλοίου ως συνάρτηση των
παραµέτρων L, T,και c, όπου c είναι η ταχύτητα του ϕωτός.
(ϐ) Τι ϑα δείχνει το ϱολόι του Β, δηλαδή ποια είναι η τιµή του tB2 ;
(γ) Ποιο είναι το µήκος του διαστηµοπλοίου για τον παρατηρητή Α ;

Πρόβληµα 10.227

΄Ενα σώµα µε µάζα m κινείται σε µια διάσταση (στον άξονα x) υπό την
επίδραση µιας δύναµης

F (x) = −kx+ k
x2

a
, όπου k, a ϑετικές σταθερές.

(α) Ποια είναι η συνάρτηση της δυναµικής ενέργειας V (x) του σώµατος ;
(Θεωρήστε V (0) = 0.)
(ϐ) Να ϐρεθούν τα σηµεία που το σώµα ισορροπεί, το είδος της ισορρο-
πίας και να σχεδιαστεί πρόχειρα η V (x).
(γ) Αν το σώµα ξεκινήσει από τη ϑέση x = −a µε µηδενική αρχική
ταχύτητα, υπολογίστε µε πόση ταχύτητα ϑα περάσει από τη ϑέση που η
δυναµική ενέργεια V (x) είναι µέγιστη για x ≥ 0.
(δ) Αν το σώµα αρχικά ϐρεθεί στη ϑέση x = 0 µε µηδενική αρχική
ταχύτητα και µετατοπιστεί κατά µια µικρή απόσταση να αποδείξετε ότι
το σώµα ϑα εκτελέσει απλή αρµονική κίνηση. Να ϐρείτε την περίοδο
της ταλάντωσης.

Πρόβληµα 10.228

φφ
Ο

Α Β
ωο

R

m g

Σε κοίλο κύλινδρο µε λεπτά τοιχώµατα, µάζαςm και ακτίνας R δίνουµε
αρχική γωνιακή ταχύτητα ωo και τον τοποθετούµε στη γωνία ˆAOB. Ξέ-
ϱουµε ότι ο συντελεστής τριβής µεταξύ κάθε επιφάνειας της γωνίας και
του κυλίνδρου είναι µ και ότι φ = π/4. Θεωρήστε ότι κατά τη διάρκεια
της περιστροφής του ο κύλινδρος εφάπτεται συνεχώς και στις δυο επι-
ϕάνειες της γωνίας µετά την τοποθέτησή του πάνω στη γωνία, δηλαδή
το κέντρο µάζας του παραµένει σταθερό.

(α) Να υπολογίσετε τις δυνάµεις τριβής (ως συνάρτηση των µεγεθών
µ, m, g) στα σηµεία επαφής του κυλίνδρου µε τη γωνία. (g είναι
η επιτάχυνση της ϐαρύτητας).

(ϐ) Υπολογίστε σε πόσο χρόνο ϑα σταµατήσει ο κύλινδρος.

(γ) Υπολογίστε τη γωνία περιστροφής του κυλίνδρου µέχρι να σταµα-
τήσει. Σε πόσες περιστροφές αντιστοιχεί η γωνία αυτή ;
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Πρόβληµα 10.229

Υποθέστε ότι το δυναµικό του ϐαρυτικού πεδίου που οφείλεται σε ένα
υλικό σηµείο (σωµάτιο) µάζαςM σε απόσταση από το σωµάτιο r δίνεται
από τη σχέση

Φ(r) = −K M

r1+a

Για ένα λεπτό σφαιρικό ϕλοιό µε οµοιόµορφη κατανοµή µάζας και α-
κτίνας R, ϐρείτε το δυναµικό για r ≤ R και r > R. Χωρίς κατ’ ανάγκη
να κάνετε πολύπλοκους υπολογισµούς, να δείξετε ότι το ϐαρυτικό πεδίο
g δεν είναι µηδέν στο εσωτερικό του ϕλοιού αλλά µόνο αν a = 0. Αυτά
ισχύουν και για το ηλεκτροστατικό πεδίο.

Πρόβληµα 10.230

Σηµειακή µάζα m κινείται στο επίπεδο xy. Η δυναµική της ενέργεια
είναι U(x, y) = αx2 + βy2, όπου α και β ϑετικές σταθερές.

(α) Να ϐρεθεί η δύναµη F (x, y) που ασκείται πάνω στη µάζα m.
(ϐ) Ποια συνθήκη πρέπει να ικανοποιείται από τα α και β για να

είναι η δύναµη κεντρική µε κέντρο το σηµείο (0, 0).
(γ) Αν το σώµα κρατηθεί ακίνητο στη ϑέση y = 0, x = x0 και αφεθεί

ελεύθερο τη χρονική στιγµή t = 0, να ϐρεθεί η ϑέση r(t) του σώµατος
ως συνάρτηση του χρόνου, η ταχύτητά του v(t), η κινητική του ενέργεια
K και η ολική του ενέργεια E.

Πρόβληµα 10.231

Σφαίρα µάζας m εκτοξεύεται από την αρχή των αξόνων O έτσι ώστε να
κινείται στο κατακόρυφο επίπεδο xy. Η σφαίρα έχει αρχική ταχύτητα
v0 που σχηµατίζει γωνία θ µε τον οριζόντιο άξονα x. Κατά την κίνησή
της η σφαίρα υφίσταται αντίδραση από την ατµόσφαιρα ίση µε −bv,
όπου v είναι η ταχύτητα της σφαίρας και b µια ϑετική σταθερά. Κατά
την κίνηση της σφαίρας,

(α) Βρείτε τις συνιστώσες vx(t) και vy(t) της ταχύτητας συναρτήσει
του χρόνου

(ϐ) Βρείτε τις συντεταγµένες x(t) και y(t) της σφαίρας συναρτήσει
του χρόνου.

Πρόβληµα 10.232

΄Ενα σώµα µε µάζα m = 0, 5 Kg κινείται κατά τον άξονα των x. Η
δυναµική του ενέργεια είναι U(x) = x2 − 1

2x
3, (−∞ < x < +∞) σε J

όταν το x είναι σε m.
(α) Υπολογίστε τη δύναµη F (x) που ασκείται πάνω στο σώµα. Με

αναφορά στο σηµείο Ο, πού είναι ελκτική και πού απωστική η δύναµη
αυτή ;

(ϐ) Σχεδιάστε τη συνάρτηση U(x) και ϐρείτε τα σηµεία ισορροπίας
του σώµατος. Τι είδους ισορροπία έχουµε στο κάθε σηµείο ισορροπίας ;

(γ) Το σώµα ξεκινά από τη ϑέση x = 2 m µε αρχική ταχύτητα v =
−2x̂ m/s. Περιγράψτε ποιοτικά την κίνησή του. Βρείτε την ταχύτητά
του στα σηµεία ισορροπίας.
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Πρόβληµα 10.233

Μια λεπτή µη οµογενής ϱάβδος µήκους L έχει γραµµική πυκνότητα
µάζας (µάζα ανά µονάδα µήκους) λ(x) = ax, όπου a µια ϑετική σταθερά
και x η απόσταση από το ένα άκρο της ϱάβδου, το Ο.

(α) ∆είξτε ότι η ολική µάζα της ϱάβδου είναι ίση µε M = 1
2aL

2.
Επίσης ότι το κέντρο µάζας της ϱάβδου ϐρίσκεται σε απόσταση xΚΜ =
2
3L από το σηµείο Ο.

(ϐ) ∆είξετε ότι η ϱοπή αδράνειας της ϱάβδου ως προς άξονα κάθετο
σε αυτήν στο άκρο της Ο είναι I0 = 1

2ML2.
(γ) ∆ιατυπώστε την εξίσωση κίνησης της ϱάβδου για περιστροφική

κίνηση γύρω από οριζόντιο άξονα κάθετο σε αυτήν στο άκρο της Ο, συ-
ναρτήσει της γωνίας περιστροφής θ που σχηµατίζει ο άξονας της ϱάβδου
µε την κατακόρυφη.

(δ) Βρείτε τη γωνιακή συχνότητα ω για ταλαντώσεις µικρού πλάτους
γύρω απο οριζόντιο άξονα κάθετο στη ϱάβδο στο άκρο της Ο.

Πρόβληµα 10.234

∆ύο σωµατίδια µε ίσες µάζεςm κινούνται έτσι ώστε τα διανύσµατα ϑέσης
τους να είναι

r1(t) = (3t2 + 2t− 15)x̂+ (2t+ 12)ŷ

και
r2(t) = (45 + 20t− 3t2)x̂+ (3t+ 7)ŷ

(α) Να αποδείξετε ότι τα σωµατίδια ϑα συγκρουστούν και να ϐρείτε
πότε ϑα γίνει αυτό.

(ϐ) ∆ιατηρείται η ορµή του συστήµατος ;
(γ) Αµέσως µετά την κρούση τα σωµατίδια ϕεύγουν µε ταχύτητες v′1

και v′2. Αν v′1 = 10x̂, να ϐρείτε την ταχύτητα του δεύτερου σωµατιδίου
v′2, καθώς και την κατοπινή ϑέση του κάθε σωµατιδίου συναρτήσει του
χρόνου.

Πρόβληµα 10.235

΄Ενα σώµα µε µάζα m εκτελεί ευθύγραµµη επιβραδυνόµενη κίνηση. Η
δύναµη αντίστασης είναι F = −bv3/2x, όπου b ϑετική σταθερά και v το
µέτρο της ταχύτητας. Αν για t = 0, v(t = 0) = v0,

(α) να ϐρεθούν η ταχύτητα και η ϑέση του σώµατος συναρτήσει του
χρόνου.

(ϐ) Πόσος χρόνος απαιτείται για να αποκτήσει το σώµα το ένα τέταρτο
της αρχικής του ταχύτητας ; Πόση απόσταση ϑα έχει διανύσει ;

(γ) Να ϐρείτε τη µέγιστη απόσταση που ϑα διανύσει το σώµα έως ότου
σταµατήσει. Πόσος είναι ο ολικός χρόνος που ϑα διαρκέσει η κίνηση ;

∆ίνεται
´

dt/(α+ βt)2 = −1/[β(α+ βt)] + c
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Πρόβληµα 10.236

U(x)

0 1 2 3 x−1

΄Ενα σώµα µε µάζαm = 1 Kg κινείται σε µία διάσταση υπό την επίδραση
δυναµικής ενέργειας U(x) = [Ax2 − Bx3], η οποία δίνεται στο σχήµα.
A και B είναι σταθερές µε τιµές A = 3 kg/s2 και B = 1 kg/(ms2).

(α) Να ϐρείτε τη δύναµη που ασκείται στο σώµα καθώς και τα σηµεία
ισορροπίας του. Να κάνετε µια γραφική παράσταση της δύναµης.

(ϐ) Το σώµα ξεκινά από τη ϑέση x = 1 m µε αρχική ταχύτητα
v = −1x̂ m/s. Να περιγράψετε την κίνηση του σώµατος. Να ϐρείτε το
µέγιστο µέτρο της ταχύτητας του σώµατος και τη ϑέση στην οποία ισχύει
αυτό.

Πρόβληµα 10.237

΄Ενα άδειο ϐαρέλι µε ολική µάζα M και ακτίνα R κυλά προς τα κά-
τω, χωρίς να ολισθαίνει, πάνω σε κεκλιµένο επίπεδο που ϐρίσκεται σε
γωνία θ ως προς το οριζόντιο επίπεδο. Το ϐαρέλι αποτελείται από έναν
κυλινδρικό ϕλοιό µε µάζα M1 και ακτίνα R και από δύο κυκλικά κα-
πάκια, το καθένα από τα οποία έχει µάζα m και ακτίνα R. Να δείξετε
ότι για να κυλίσει το ϐαρέλι προς τα κάτω στο κεκλιµένο επίπεδο χωρίς
να ολισθαίνει ισχύει µ ≥ tan θ/[1 + M/(M1 + m)]. Η ϱοπή αδρανείας
λεπτού κυκλικού δίσκου µε µάζαm και ακτίνα r ως προς άξονα κάθετο
στο δίσκο που διέρχεται από το κέντρο µάζας είναι 1/2mr2.

Πρόβληµα 10.238

Σωµάτιο µάζας m κινείται κατά µήκος του άξονα x σε περιοχή µε συ-
νάρτηση δυναµικής ενέργειας U(x) = A(x2 − x2

0)2, όπου α ϑετική
σταθερά.

(α) Προσδιορίστε τις διαστάσεις της σταθεράς A, τον αριθµό και το
είδος των σηµείων ισορροπίας του σωµατιδίου, κατά µήκος του άξονα
x και σχεδιάστε κατ΄ εκτίµηση τη µορφή της δυναµικής ενέργειας ως
συνάρτηση του x.

(ϐ) Αν τοποθετήσουµε το σωµάτιο στο σηµείο x = x0 και του προσ-
δώσουµε κινητική ενέργεια K, δείξτε ότι το σωµάτιο, ανεξάρτητα από
την τιµή της K, ϑα εκτελέσει γενικά περιοδική κίνηση, και υπολογίστε
τη γενική σχέση που δίνει την περίοδο της κίνησης.

(γ) Προσδιορίστε το είδος της περιοδικής κίνησης και τις ϐασικές
σταθερές της (όρια της περιοχής κίνησης και περίοδο) όταν η κινητική
του ενέργεια είναι K = K0 � Ax4

0.
(δ) ∆είξτε ότι, αν τοποθετήσουµε το σωµάτιο στην περιοχή του σηµεί-

ου x = x0

√
2, µε µηδενική κινητική ενέργεια, το σωµάτιο κινείται είτε

µε µια συγκεκριµένη περίοδο T1 είτε µε περίοδο T2 = 2T1 ανάλογα µε
το αν ξεκινά ακριβώς πριν ή ακριβώς µετά από x = x0

√
2.

Πρόβληµα 10.239

m2

m1

C1

(α) Το κέντρο µάζας ενός συστήµατος σωµατίων συνολικής µάζας M
κινείται µε ταχύτητα V ως προς κάποιο σύστηµα αναφοράς K. Αν E
είναι η κινητική ενέργεια των σωµατίων ως προς το σύστηµα κέντρου
µάζας, να υπολογιστεί η κινητική ενέργεια ως προς K.
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(ϐ) Τα σωµάτια m1, m2 αλληλεπιδρούν µεταξύ τους, και C1 είναι η κα-
µπύλη που διαγράφει το m1 στο σύστηµα κέντρου µάζας. Αν οι ϑέσεις
των δύο σωµατίων, όπως ϕαίνονται στο σχήµα, αποτελούν στιγµιότυπο
της κίνησης και m2 = 2m1 να σχεδιαστεί η καµπύλη C2 που διαγρά-
ϕει το m2 στο ίδιο σύστηµα (Περιγράψτε µε λίγα λόγια τον αλγόριθµο
κατασκευής της C2).

Πρόβληµα 10.240
A

B

Γ

Δ

Οι καµπύλες ΑΒΓ και Α∆Γ στο σχήµα είναι τόξα κύκλων ίδιας ακτίνας.
Υποθέστε ότι ένα πολύ µικρό σώµα µάζας m αφήνεται µε µηδενική
ταχύτητα στο σηµείο Α ώστε να κινηθεί τη µία ϕορά κατά µήκος του
ΑΒΓ και την άλλη κατά µήκος του Α∆Γ. Πότε έχει µεγαλύτερη ταχύτητα
στο Γ και γιατί ; Και στις δύο περιπτώσεις υπαρχει ο ίδιος συντελεστής
τριβής ολίσθησης.

Πρόβληµα 10.241

Σταγόνα ϐροχής πέφτει κατακόρυφα µέσα στο πεδίο ϐαρύτητας. Η
αρχική της µάζα είναι αµελητέα και η ταχύτητα είναι µηδέν. Καθώς
πέφτει µεσα σε σύννεφο, σταγονίδια κολλούν πάνω της και η µάζα της
αυξάνεται γραµµικά µε την απόσταση που διανύει. Τα σταγονίδια του
σύννεφου ϑεωρούνται ακίνητα (µέχρι τη στιγµή της συγκόλλησης στη
σταγόνα). ∆εν υπάρχουν άλλα ϕαινόµενα τριβής κατά την πτώση της
σταγόνας.

(α) Βρείτε τη (διαφορική) εξίσωση της κίνησης της σταγόνας. Προ-
σπαθήστε να είστε σαφείς στην εφαρµογή του νόµου της δυναµικής του
Νεύτωνα διαλέγοντας κατάλληλα το σύστηµα µάζας στο οποίο εφαρµό-
Ϲεται η δύναµη.

(ϐ) ∆εχτείτε ότι η ταχύτητα της σταγόνας είναι ανάλογη του χρόνου
από την εκκίνησή της και ϐρείτε την επιτάχυνσή της.

(γ) Λογαριάστε το έργο που παράγει η δύναµη της ϐαρύτητας επί
της σταγόνας από την εκκίνησή της µέχρι τη στιγµή t. Λογαριάστε την
αντίστοιχη µεταβολή της κινητικής της ενέργειας. ∆ικαιολογήστε την
απώλεια ενέργειας αναφερόµενοι στον τρόπο αύξησης της µάζας της
σταγόνας.

Πρόβληµα 10.242

∆ύο σηµειακές µάζες m1 = m και m2 = 2m συνδέονται µε οµογενή
ϱάβδο µάζας m3 = m/10 και µήκους L. Το σύστηµα ακινητεί πάνω σε
οριζόντιο λείο τραπέζι, όταν τρίτη σηµειακή µάζα m4 = m έρχεται µε
οριζόντια ταχύτητα v κάθετη στη ϱάβδο και σφηνώνεται στη µάζα m1.
Περιγράψτε την κίνηση του συστήµατος µετά την κρούση, υπολογίζο-
ντας την ταχύτητα του κέντρου µάζας και τη γωνιακή ταχύτητα.

[Θεωρήστε ότι η κρούση-ενσωµάτωση των µαζών m1 − m4 γίνεται
στιγµιαία].
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Πρόβληµα 10.243

(α) Σωµάτια µαζών m1 και m2 µε αρχικές ϑέσεις (τη χρονική στιγµή
t = 0) bmr01 και r02 κινούνται µε σταθερές ταχύτητες v1 και v2, αντί-
στοιχα. ∆ιατυπώστε τη συνθήκη που πρέπει να ικανοποιούν τα τέσσερα
ανωτέρω ανύσµατα, ώστε τα σωµάτια να συγκρουσθούν και, σε αυτή την
περίπτωση, υπολογίστε τη χρονική στιγµή που ϑα συµβεί αυτό.
(ϐ) Τρεις σηµειακές µάζες m1,m2,m3 αλληλεπιδρούν µέσω ϐαρυτικών
δυνάµεων

(i) Γράψτε τις εξισώσεις κίνησης

(ii) Θεωρήστε ότι οι τρεις µάζες µπορούν να κινούνται επί του επιπέ-
δου που ορίζουν, έτσι ώστε οι αποστάσεις µεταξύ τους, ανά δύο,
να είναι σταθερές και ίσες µε D. Γράφοντας τις εξισώσεις κίνη-
σης στο σύστηµα κέντρου µάζας, δείξτε ότι το σύστηµα των τριών
µαζών περιστρέφεται και υπολογίστε τη συχνότητα περιστροφής.
∆ίνεται η σταθερά παγκόσµιας έλξης G.

Πρόβληµα 10.244

(α) ∆είξτε ότι για µια επιφανειακή κατανοµή µάζας που εκτείνεται στο
επίπεδο (x, y), ισχύει Ix + Iy = Iz (ϑεώρηµα καθέτων αξόνων), όπου
Ix, Iy, Iz οι ϱοπές αδράνειας περί τους άξονες x, y, z.
(ϐ) ∆είξτε, µε επιχειρήµατα συµµετρίας, (χωρίς λεπτοµερή υπολογισµό)
ότι η ϱοπή αδρανείας µιας λεπτής µεταλλικής πλάκας σχήµατος τε-
τραγώνου, ως προς οποιοδήποτε άξονα που ϐρίσκεται στο επίπεδο της
πλάκας και διέρχεται από το κέντρο µάζας της, είναι ανεξάρτητη του
προσανατολισµού του άξονα.
(γ) Η στροφορµή ενός σωµατιδίου, ως προς ένα σηµείο Ο, δίνεται από
τη σχέση L = a+bt2, όπου a και b σταθερά διανύσµατα κάθετα µεταξύ
τους. Να υπολογισθεί, συναρτήσει των a και b, η ϱοπήN της δύναµης
που ασκείται στο σώµα, ως προς το ίδιο σηµείο Ο, τη χρονική στιγµή
που τα δύο ανύσµατα L και N σχηµατίζουν γωνία 45◦.

Πρόβληµα 10.245

r

m

θ

m

L-r

∆ύο σωµάτια µάζας m είναι συνδεδεµένα µε µη εκτατό νήµα αµελητέ-
ας µάζας και µήκους L. Το ένα σωµάτιο ϐρίσκεται σε οριζόντιο λείο
τραπέζι, το οποίο έχει στο κέντρο του µια οπή. Το νήµα διέρχεται από
την οπή έτσι ώστε το δεύτερο σωµάτιο να κρέµεται κατακόρυφα κάτω
από την οπή. Θεωρήστε ως αρχή του συστήµατος αναφοράς την οπή
και περιγράψτε τη ϑέση του σωµατίου στο τραπέζι µε επίπεδες πολικές
συντεταγµένες (r, θ), όπως στο διπλανό σχήµα.

(α) Εκφράστε τη στροφορµή του σωµατιδίου ως προς την αρχή, συ-
ναρτήσει των r και dθ/dt.

(ϐ) Εξηγήστε γιατί η στροφορµή είναι σταθερή.
(γ) Εκφράστε το άθροισµα των ενεργειών των δύο µαζών συναρτήσει

των r, dr/dt και dθ/dt.
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(δ) ∆είξτε ότι
(
r

t

)2

= a − b

r2
− gr, όπου a, b σταθερές και g η

επιτάχυνση της ϐαρύτητας.
(ε) Αν αρχικώς, το σωµάτιο στο τραπέζι απέχει απόσταση L/2 από

την αρχή και κινείται µε ταχύτητα v0, κάθετα στο νήµα, υπολογίστε µια
σχέση για το (dr/dt)2 όταν r = L.

(στ) Από την τελευταία σχέση υπολογίστε τη συνθήκη που πρέπει να
ισχύει ώστε το σωµάτιο που ϐρίσκεται κάτω απο το τραπέζι να µη ϕτάσει
πότε σε αυτό.

Πρόβληµα 10.246

Μια σιδηροδροµική µηχανή µε µάζα m κινείται µε σταθερή ταχύτητα
u0 κατά µήκος οριζόντιας διαδροµής. Εάν οι δυνάµεις τριβής είναι της
µορφής a+ bu2, µε a και b ϑετικές σταθερές και u στιγµιαία ταχύτητα,
πόσο χρόνο χρειάζεται, από τη στιγµή που ϑα σβήσει ο κινητήρας, για
να σταµατήσει ; ∆ίνεται

ˆ
dx

ax2 + bx+ c
=

2√
4ac− b2

arctan

(
2ax+ b√
4ac− b2

)
για 4ac− b2 > 0

Πρόβληµα 10.247

Το δυναµικό Lennard-Jones χαρακτηρίζει τα διατοµικά µόρια και είναι
της µορφής

U(r) = − b

r6
+

a

r12

όπου a, b > 0 και r η απόσταση των κέντρων των ατόµων.
(α) Υπολογίστε τη δύναµη µεταξύ των ατόµων. Εξετάστε αν η δύναµη

αυτή είναι κεντρική, διατηρητική, ελκτική ή απωστική.
(ϐ) Σε ποια απόσταση τα άτοµα ϐρίσκονται σε κατάσταση ισορροπίας

και τι είδος ισορροπίας είναι αυτή ;
(γ) Πόση ενέργεια χρειάζεται για να διασπαστεί το µόριο ;

Πρόβληµα 10.248

Τα διανύσµατα ϑέσης δύο σωµατιδίων µε ίσες µάζες m1 = m2 = m στο
εργαστηριακό σύστηµα είναι :

r1(t) = utx̂ και r2(t) = −ut(cos θx̂+ sin θŷ),

όπου m = 0.5 Kg, u = 1 m/s και θ = 60◦.
(α) Να ϐρείτε το διάνυσµα ϑέσης RΚΜ και την ταχύτητα VΚΜ του

κέντρου µάζας του συστήµατος αυτού.
(ϐ) Να υπολογίσετε την ολική (κινητική) ενέργεια του συστήµατος

των µαζών ως προς το εργαστηριακό σύστηµα και το σύστηµα κέντρου
µάζας.

(γ) Να υπολογίσετε την ενέργεια του κέντρου µάζας. Πώς συνδέονται
τα αποτελέσµατα του (ϐ) µε τα αποτελέσµατα του (γ);
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Πρόβληµα 10.249

Η εξίσωση κίνησης για µάζα m, η οποία αφήνεται από την επιφάνεια
της γης να κινηθεί σε σήραγγα που διέρχεται από το κέντρο της γης
είναι :

r̈ + a2r = 0 µε a2 = G
mE

r3
E

(α) Να ϐρείτε µια λύση της εξίσωσης αυτής.
(ϐ) Σύµφωνα µε τη λύση που ϐρήκατε, ποια είναι η χρονική διάρκεια
της ελεύθερης πτώσης µέσω της γης ;

Πρόβληµα 10.250

Μοτοσικλέτα µάζας m κινούµενη στην ύπαιθρο µε ταχύτητα v0 πέφτει
πάνω σε σωρό µε άχυρο, πάχους d και το διαπερνά. Αν η δύναµη τριβής
µέσα στο σωρό είναι ανάλογη του τετραγώνου της ταχύτητας (−kv2)
(και ϑεωρήσουµε ότι η µηχανή έσβησε µόλις µπήκε στα άχυρα), να
υπολογισθούν :

(α) η ταχύτητα της µοτοσικλέτας ως συνάρτηση του χρόνου
(ϐ) η ταχύτητα της µοτοσικλέτας ως συνάρτηση της απόστασης x που

διανύει µέσα στο άχυρο και
(γ) ο χρόνος που χρειάζεται η µοτοσικλέτα να περάσει από το σωρό.
(Ευτυχώς, ο µοτοσικλετιστής πέρασε σώος και αβλαβής).

Πρόβληµα 10.251

F

F

l

Θεωρήστε ότι στο διάστηµα, µακριά από κάθε ϐαρυτική επίδραση, η-
ϱεµεί ένα σύστηµα από δύο ϱουκέτες µε µάζες m1 και m2 = 2m1,
συνδεδεµένες µε µια αβαρή ϱάβδο µήκους l. Τη χρονική στιγµή t = 0
οι ϱουκέτες µπαίνουν σε λειτουργία και δηµιουργούν η κάθε µια δύ-
ναµη ώθησης F , κάθετη στη ϱάβδο και σε αντίθετες κατευθύνσεις για
χρονικό διάστηµα T .

(α) Βρείτε τη ϑέση του κέντρου µάζας (ΚΜ) του συστήµατος καθώς
και τη ϱοπή αδράνειας ως προς το ΚΜ,

(ϐ) ϐρείτε την ταχύτητα του ΚΜ,
(γ) περιγράψτε την κίνηση που ϑα εκτελέσει το σύστηµα και
(δ) υπολογίστε τη γωνιακή ταχύτητα του συστήµατος τη χρονική

στιγµή T .

Πρόβληµα 10.252

Σώµα µάζας m κινείται σε µία διάσταση υπό την επίδραση δύναµης
που του προσδίδει δυναµική ενέργεια που δίνεται από τη συνάρτηση
U(x) = 2x(x− 2), −∞ ≤ x ≤ 2 και U(x) = 0, x > 2.

(α) Σχεδιάστε πρόχειρα τη συνάρτηση της δυναµικής ενέργειας,
(ϐ) ϐρείτε τα σηµεία ισορροπίας και διευκρινήστε το είδος της.
(γ) Βρείτε τη δύναµη που ασκείται στο σώµα.
(δ) Ποια ταχύτητα πρέπει να έχει το σώµα στη ϑέση x = 1 για να

ϕτάσει στο x = 2 µε µηδενική ταχύτητα ;
(ε) Αν το σώµα έχει ολική ενέργεια Eολ = 2, ϐρείτε τα όρια της

κίνησής του.
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(στ) Το ίδιο για την περίπτωση Eολ = 1

(Ϲ) Αποδείξτε ότι αν το σώµα µετατοπιστεί λίγο από τη ϑέση ισορ-
ϱοπίας ϑα εκτελέσει απλή αρµονική ταλάντωση γύρω από αυτήν και
υπολογίστε την περίοδο της ταλάντωσης.

Πρόβληµα 10.253

Οι παρατηρητές O και O′ ϐρίσκονται σε σχετική µεταφορική κίνηση µε
σταθερή ταχύτητα v = 0.6c. Θεωρούµε ότι όταν οι δύο παρατηρητές
συµπίπτουν έχουν t = t′ = 0. ΄Οταν έχουν περάσει 5 έτη, σύµφωνα µε
τον Ο, ο Ο εκπέµπει ένα ϕωτεινό σήµα. Αυτό το ϑεωρούµε ως Γεγονός
1.

(α) Γράψτε τη ϑέση και το χρόνο αυτού του γεγονότος για τον Ο και
για τον Ο′. Θεωρούµε γεγονός 2 τη λήψη του ϕωτεινού σήµατος από
τον Ο′.

(ϐ) Γράψτε τη ϑέση και το χρόνο αυτού του γεγονότος για τον Ο και
τον Ο′.

Πρόβληµα 10.254

Σώµα µάζας m = 1 µπορεί να κινείται κατά µήκος του άξονα των x. Η
δυναµική του ενέργεια δίνεται (σε µονάδες S.I) από τις σχέσεις:

U(x) = x2(1− x2) για − 1 ≤ x ≤ 1

U(x) = 0 για x < 1 και x > 1

α) Σχεδιάστε πρόχειρα τη συνάρτηση U(x).
(ϐ) Βρείτε τη δύναµη F (x) που ασκείται πάνω στο σώµα. Πού ϐρί-

σκονται τα σηµεία ισορροπίας του σώµατος και τί είδους ισορροπία έ-
χουµε στο καθένα ;

(γ) Πόση κινητική ενέργεια πρέπει να δοθεί στο σώµα στο σηµείο
x = −1/2 για να µπορέσει να διαφύγει στο άπειρο ;

(δ) ∆είξτε ότι αν το σώµα µετατοπιστεί κατά µια πολύ µικρή απόστα-
ση από το σηµείο x = 0 και αφεθεί ελεύθερο µε µηδενική ταχύτητα, ϑα
εκτελέσει απλή αρµονική ταλάντωση και ϐρείτε την κυκλική συχνότητα
της ταλάντωσης.

Πρόβληµα 10.255

k M

Κύλινδρος ακτίνας R ϕέρει τέσσερις διαµήκεις κυλινδρικές τρύπες α-
κτίνας R/4, παράλληλα στον άξονά του και έχει µάζα M . Τα κέντρα
των τρυπών απέχουν αποστάσεις R/2 από τον άξονα του κυλίνδρου και
είναι διατεταγµένα σταυροειδώς συµµετρικά, όπως στο σχήµα. Ο κύ-
λινδρος ϐρίσκεται σε οριζόντιο επίπεδο επί του οποίου µπορεί να κυλάει
χωρίς ολίσθηση και είναι συνδεδεµένος σε ακλόνητο κατακόρυφο τοίχο
µε αβαρές ελατήριο που έχει σταθερά k.

(α) Υπολογίστε τη ϱοπή αδράνειας του κυλίνδρου (που ϕέρει τις
κυλινδρικές τρύπες)

(ϐ) ∆είξτε ότι αν ο κύλινδρος αποµακρυνθεί λίγο από την κατάσταση
ισορροπίας, ϑα αρχίσει να ταλαντώνεται αρµονικά
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(γ) Βρείτε την περίοδο ταλάντωσης (ϱοπή αδρανείας συµπαγούς κυ-
λίνδρου περί τον άξονά του: I = (MR2)/2)

(δ) Πόση είναι η µέγιστη αρχική αποµάκρυνση, πέραν της οποίας ο
κύλινδρος αρχίζει να ολισθαίνει ;

Πρόβληµα 10.256

∆ύο σωµατίδια Α και Β δηµιουργούνται σε έναν επιταχυντή υψηλών
ενεργειών και κινούνται προς αντίθετες κατευθύνσεις. Η ταχύτητα του
σωµατιδίου Α, µετρούµενη στο σύστηµα εργαστηρίου, είναι 0.8c, ενώ η
ταχύτητα του σωµατιδίου Β ως προς το Α είναι 0.9c.

(α) Ποια είναι η ταχύτητα του σωµατιδίου Β ως προς το σύστηµα
εργαστηρίου ;

(ϐ) Αν το σωµατίδιο Β έχει χρόνο (ηµι)ζωής, στο δικό του σύστηµα
αναφοράς, ίσο µε 10 ns, πόσο διάστηµα ϑα διανύσει στο εργαστήριο
πριν εξαφανιστεί ;

Πρόβληµα 10.257

Τη στιγµή t = 0 µια δύναµη µέτρου F = a
√
t (όπου a γνωστή ϑε-

τική σταθερά) αρχίζει να εφαρµόζεται υπό σταθερή γωνία θ ως προς
το οριζόντιο επίπεδο πάνω σε πλοιάριο µάζας m που ακινητεί σε λεί-
α οριζόντια επιφάνεια λίµνης (οι τριβές να ϑεωρηθούν αµελητέες). Να
υπολογιστούν :

(α) η ταχύτητα του πλοιαρίου τη στιγµή που εγκαταλείπει την ορι-
Ϲόντια επιφάνεια της λίµνης και

(ϐ) η απόσταση που καλύπτει το πλοιάριο µέχρι εκείνη τη στιγµή.

Πρόβληµα 10.258

Πλοίο κινείται επιβραδυνόµενο σε κυκλική τροχιά ακτίνας R, έτσι ώστε
κάθε στιγµή η επικαµπύλια και η κεντροµόλος επιτάχυνση να έχουν
το ίδιο µέτρο. Για t = 0, η αρχική ταχύτητα του πλοίου είναι u0. Να
υπολογισθεί :

(α) η ταχύτητα του πλοίου ως συνάρτηση του χρόνου και του δια-
στήµατος που διήνυσε και

(ϐ) η ολική επιτάχυνση του πλοίου ως συνάρτηση του χρόνου και
του διαστήµατος που διήνυσε.

Πρόβληµα 10.259

Η δύναµη F δίνεται από τη σχέση

F = (y+ 2az)x̂+ (2ax+ z)ŷ+ (x+ 2ay)ẑ, όπου a άγνωστη σταθερά.

(α) Να ϐρείτε την τιµή της σταθεράς a, έτσι ώστε η δύναµη F να είναι
διατηρητική.

(ϐ) Να υπολογίσετε τη δυναµική ενέργεια U του πεδίου, ϑεωρώντας
ότι U(0, 1, 2) = 3 J.
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Πρόβληµα 10.260

΄Ενα σώµα µάζας m αφήνεται µε µηδενική αρχική ταχύτητα στην επι-
ϕάνεια µιας λίµνης (πολύ µεγάλου ϐάθους) και στη συνέχεια ϐυθίζεται
κατακόρυφα προς τον πυθµένα της λίµνης. Στο σώµα ασκείται το ϐά-
ϱος του B = mgẑ, η άνωση A = −Aẑ και µια δύναµη αντίστασης
F = −γu, όπου γ είναι µια σταθερά και u η ταχύτητα του σώµατος.
Υποθέτουµε ότι A < mg.

(α) Να υπολογίσετε την ταχύτητα του σώµατος ως συνάρτηση του
χρόνου t

(ϐ) Να ϐρείτε τη ϑέση του σώµατος ως συνάρτηση του χρόνου t
(γ) Να υπολογίσετε την κινητική ενέργεια του σώµατος και το έργο

του ϐάρους B, στο όριο όπου e−γt/m � 1 και να σχολιάσετε τα αποτε-
λέσµατα σχετικά µε την αρχή διατήρησης της ολικής ενέργειας.

Πρόβληµα 10.261

φ

F

Η κινητική ενέργεια σωµατιδίου µάζας m, το οποίο κινείται σε κυ-
κλική τροχιάς ακτίνας R (εκτελώντας κυκλικά επιταχυνόµενη κίνηση)
δίνεται από τη σχέση: K = ks3, όπου s είναι η διαδροµή που διανύει
το σώµα και k γνωστή ϑετική σταθερά. Να προσδιορισθεί η δύναµη που
ασκείται στο σώµα ως συνάρτηση του διαστήµατος s, όπως ϕαίνεται στο
παρακάτω σχήµα (µέτρο της F και υπολογισµός της γωνίας φ).

Πρόβληµα 10.262

Κυκλικός δακτύλιος µάζαςm και ακτίνας R έχει οµοιόµορφα κατα-
νεµηµένο ϕορτίο Q σταθερά προσδεµένο πάνω του. Ο δακτύλιος µπο-
ϱεί να κινείται ελεύθερα γύρω από άξονα που είναι κάθετος στο επίπεδό
του και περνά από το κέντρο του. Τη χρονική στιγµή t = 0, σε κάθε
σηµείο του δακτυλίου υπαρχει ηλεκτρικό πεδίο µέτρου E0 εφαπτοµε-
νικό του δακτυλίου. Το µέτρο του πεδίου αυτού µειώνεται µε το χρόνο
E(t) = E0 exp(−kt), παραµένοντας εφαπτοµενικό.

E
E

E

(α) Βρείτε τη στοιχειώδη δύναµη (ως συνάρτηση του χρόνου) που
ασκείται στο στοιχειώδες ϕορτίο, σε τυχαίο σηµείο του δατκυλίου, από
το πεδίο.

(ϐ) Βρείτε τη στοιχειώδη ϱοπή, ως προς τον άξονα, που ασκείται στο
στοιχειώδες ϕορτίο (ως συνάρτηση του χρόνου)

(γ) Βρείτε τη συνολική ϱοπή που ασκείται στο δακτύλιο (ως συνάρ-
τηση του χρόνου).

(δ) Βρείτε τη γωνιακή επιτάχυνση που ϑα αναπτύξει ο δακτύλιος (ως
συνάρτηση του χρόνου) και

(ε) Βρείτε την τελική (ύστερα από µεγάλο χρονικό διάστηµα) γωνιακή
ταχύτητα που ϑα αποκτήσει ο δακτύλιος.

Πρόβληµα 10.263

Σωµατίδιο µάζας m = 1 Kg έχει δυναµική ενέργεια που δίνεται από τη
συνάρτηση V (x) = −2x3 + x2 + x (µονοδιάστατο πρόβληµα).

(α) Σχεδιάστε την καµπύλη της δυναµικής ενέργειας
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(ϐ) Βρείτε τα σηµεία ισορροπίας του σώµατος, χαρακτηρίζοντας το
είδος της ισορροπίας

(γ) Βρείτε τη δύναµη ως συνάρτηση του x.
(δ) Αν το σώµα ϐρίσκεται στο σηµείο x = 0, δίχως κινητική ενέργεια,

πόση ενέργεια πρέπει να του προσδώσουµε για να ϕύγει στο άπειρο και
(ε) Μικρή µετατόπιση του σώµατος γύρω από το σηµείο ευσταθούς

ισορροπίας σε τι κίνηση αντιστοιχεί ; Προσδιορίστε το χαρακτηριστικό
µέγεθός της.

Πρόβληµα 10.264

Η (µέση) διάρκεια Ϲωής ενός σωµατιδίου, όντας ακίνητο, είναι 6 min.
Αν το σωµατίδιο αυτό δηµιουργείται στον ΄Ηλιο, ποια είναι η ελάχιστη
ταχύτητα που πρέπει να έχει, κατευθυνόµενο προς τη Γη, για να τη
ϕτάσει πριν διασπαστεί. Η απόσταση ΄Ηλιου-Γης είναι c · 8 min (όπου
c η ταχύτητα του ϕωτός). ∆ιαστηµόπλοιο µε κατεύθυνση από τη Γη
στον ΄Ηλιο και µε ταχύτητα c/3 προσπερνά το σωµατίδιο. Ποια είναι η
ταχύτητα του σωµατιδίου ως προς το διαστηµόπλοιο ;

Πρόβληµα 10.265

(α) Οι τρεις νόµοι του Νεύτωνα ορίζουν ϑεµελιώδεις έννοιες και ϕυσικές
ποσότητες, όπως τα αδρανειακά συστήµατα αναφοράς, τη µάζα και τη
δύναµη, µε το χώρο και το χρόνο δεδοµένο. Ποια από αυτά ορίζει ο
κάθε νόµος χωριστά ; ∆ικαιολογήστε σύντοµα την απάντησή σας.
(ϐ) Σε ποιες περιπτώσεις κίνησης έχουµε «ελεύθερη πτώση»; ∆ώστε δύο
τουλάχιστον παραδείγµατα.
(γ) Ποια είναι η ϕυσική έννοια της καµπυλότητας και της ακτίνας κα-
µπυλότητας µιας τροχιάς ; Εκτός της ποιοτικής απάντησης ϑα ϑεωρηθεί
δεκτή και αυτή µε τους µαθηµατικούς ορισµούς.

Πρόβληµα 10.266

Το διάνυσµα ϑέσης ενός σωµατιδίου έχει την ακόλουθη εξάρτηση από
το χρόνο : r = at2x̂+ bt3ŷ, όπου a και b σταθερές. Να ϐρεθούν :

(α) η εξίσωση της τροχιάς y = f(x)
(ϐ) η ταχύτητα v, η επιτάχυνση a καθώς και η δύναµη F που ασκεί-

ται στο σωµατίδιο (ως διανύσµατα) καθώς και το µέτρο της δύναµης.

Πρόβληµα 10.267

΄Ενα σωµατίδιο µάζαςm ϐρίσκεται σε ένα µονοδιάστατο πεδίο του οποί-
ου η δυναµική ενέργεια δίνεται από τη συνάρτηση, U(x) = k1x

2− k2x,
όπου x η απόσταση και k1, k2 ϑετικές σταθερές.

(α) Να ϐρείτε τη σχέση που πρέπει να πληρούν µεταξύ τους οι στα-
ϑερές k1 και k2 έτσι ώστε η ισορροπία να είναι ευσταθής.

(ϐ) Για την περίπτωση που k1/k2 = 3/2, να σχεδιάσετε ποιοτικά την
καµπύλη της δυναµικής ενέργειας, να ϐρείτε τη δύναµη του πεδίου ως
συνάρτηση της απόστασης, το σηµείο ισορροπίας του σωµατιδίου και το
είδος της ισορροπίας αυτής (ευσταθής ή ασταθης) µε ϐάση την απάντησή
σας στο ερώτηµα (α).
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Πρόβληµα 10.268

A´ F

a
O

fr

fs

R

A

Στο ανώτατο σηµείο (Α′) του τροχού µάζας m ενός οχήµατος µε συ-
νολική µάζα M , αρχικά σε ηρεµία, ασκούµε συνεχώς µια σταθερή ο-
ϱιζόντια δύναµη µέτρου F . Ο τροχός ϑεωρούµε ότι ϑα κυλήσει λόγω
της δύναµης αυτής και ότι εκτός της στατικής τριβής fs, ασκείται στον
άξονα του τροχού µια σταθερή δύναµη αντίστασης fr (π.χ. λόγω τριβών
κατά την κύλιση) όπως στο σχήµα.

(α) Να ϐρείτε το µέτρο της µεταφορικής και γωνιακής επιτάχυνσης
του τροχού.

(ϐ) Ποια είναι η ελάχιστη F για να υπάρξει κίνηση και ποια ϑα ήταν
αυτή αν η F ασκούταν στο Ο ;

Θεωρήστε τον τροχό ως συµπαγή οµογενή κύλινδρο ακτίνας R και
αµελήστε κάθε άλλη δύναµη τριβής του οχήµατος. Επίσης, σηµειώστε
ότι η στατική τριβή δεν είναι η µέγιστη και εποµένως αποτελεί άγνωστη
(αλλά όχι Ϲητούµενη) µεταβλητή των εξισώσεων κίνησης του προβλήµα-
τος.

Πρόβληµα 10.269

΄Ενα διαστηµόπλοιο µάζας m0 κινείται µε ταχύτητα v0 όταν συναντά
ένα ακίνητο νέφος αστρικής σκόνης πυκνότητας ρ. Βρείτε τις εξισώσεις
κίνησης (ταχύτητα και ϑέση) του διαστηµοπλοίου όσο κινείται µέσα στο
νέφος, υποθέτοντας ότι η αστρική σκόνη προσκολλάται στη µετωπική
επιφάνεια Α του διαστηµοπλοίου και ότι η επιφάνεια αυτή παραµένει
συνεχώς σταθερή.

Πρόβληµα 10.270

C

C
B

A

O

d

l/2

θ

Η γραµµική πυκνότητα µάζας (λ = dm/dx) µιας ευθύγραµµης ϱάβδου
που έχει µήκος ` αυξάνεται από την τιµή λ0 στο ένα άκρο της (Α) σε
2λ0 στο άλλο άκρο της (Β) σύµφωνα µε τη σχέση λ(x) = λ0(1 + x2/`2).
∆ύο όµοια ελατήρια σε οριζόντια διεύθυνση, µε σταθερά ελατηρίου C,
και ϕυσικού µήκους d, είναι συνδεδεµένα στα άκρα της ϱάβδου και
σε σταθερό στήριγµα, όπως ϕαίνεται στο σχήµα. Η ϱάβδος µπορεί να
περιστρέφεται χωρίς τριβές γύρω από άξονα που περνά από το κέντρο
της, Ο, και είναι κάθετος σε αυτήν καθώς και στα ελατήρια.
(α) Υπολογίστε το κέντρο µάζας της ϱάβδου.
(ϐ) Υπολογίστε τη ϱοπή αδρανείας της ϱάβδου ως προς τον άξονα που
περνά από το κέντρο της.
(γ) Υπολογίστε τις δυνάµεις και τις ϱοπές ως προς το κέντρο Ο που
ασκούνται στη ϱάβδο όταν µετατοπιστεί κατά µια µικρή γωνία θ.
(δ) Αν η ϱάβδος µετατοπιστεί κατά µια µικρή γωνία θ από την κατακό-
ϱυφο και
αφεθεί ελεύθερη, να δείξετε ότι εκτελεί απλή αρµονική κίνηση και να
ϐρείτε την περίοδο της κίνησης.
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Πρόβληµα 10.271

∆ίνεται το µονοδιάστατο δυναµικό που περιγράφεται από τη συνάρτηση:

U(x) = k(x2 − 1)2

όπου k µια σταθερά.
(α) Να σχεδιάσετε προσεγγιστικά το δυναµικό.
(ϐ) Να υπολογίσετε τη δύναµη σα συνάρτηση της ϑέσης που εξα-

σκείται σε ένα σώµα µάζας m και οφείλεται σ΄ αυτό το δυναµικό, να
σχεδιάσετε προσεγγιστικά τη µορφή της και να ϐρείτε τα σηµεία ισορ-
ϱοπίας προσδιορίζοντας το είδος τους.

(γ) ΄Ενα σώµα µάζαςm ϐρίσκεται ακίνητο στη ϑέση x = 0 και κάποια
χρονική στιγµή προσδίδεται στο σώµα κινητική ενέργεια Ek = 8k. Να
περιγράψετε την κίνηση του σώµατος.

(δ) Να δείξετε ότι για µικρές µετατοπίσεις από ϑέση ευσταθούς ισορ-
ϱοπίας το σώµα κάνει απλή αρµονική ταλάντωση. Ποια είναι η περίοδος
της ταλάντωσης ;

Πρόβληµα 10.272

∆ύο πρωτόνια έχουν ταχύτητα 0, 95c το καθένα (όπου c η ταχύτητα του
ϕωτός) και κινούνται έτσι ώστε το ένα να πλησιάζει το άλλο.

(α) Πόση είναι η ορµή του κάθε πρωτονίου στο σύστηµα του εργα-
στηρίου και πόση η συνολική ορµή των δύο πρωτονίων ;

(ϐ) Πόση είναι η ορµή του ενός πρωτονίου όταν µετριέται από το
σύστηµα του άλλου ;

(γ) Τα πρωτόνια ταξιδεύουν µέσα στο σωλήνα ενός γραµµικού επι-
ταχυντή που έχει µήκος 3 Km. Τι µήκος ϐλέπει το κάθε πρωτόνιο στο
σύστηµά του ;

Πρόβληµα 10.273

L
2 m

50 m

30o

΄Ενας σκιέρ ξεκινάει από ακινησία και κατεβαίνει µια πλαγιά που σχη-
µατίζει γωνία 30◦ µε το οριζόντιο επίπεδο. ΄Οταν κατεβαίνει σε ύψος
κατά 50 m, συναντά ένα µικρό χάσµα ύψους 2 m και κάνει άλµα ό-
πως ϕαίνεται στο διπλανό σχήµα. Σε ποια απόσταση L κατά µήκος της
πλαγιάς ϑα συναντήσει πάλι το χιόνι ;

Πρόβληµα 10.274

45o 45o
90o

M

m2
m1

g

∆ύο σηµειακές µάζες m1, m2 είναι συνδεδεµένες µε αβαρές νήµα µέσω
αβαρούς τροχαλίας και ϐρίσκονται πάνω σε σφήνα µάζας M , που µπο-
ϱεί να κινηθεί ελεύθερα πάνω σε οριζόντια επιφάνεια, όπως ϕαίνεται
στο σχήµα. Στο όλο σύστηµα που είναι αρχικά ακίνητο δεν ασκούνται
τριβές, αφήνεται δε να κινηθεί υπό την επίδραση του ϐαρυτικού πεδίου.
Για την περίπτωση m1 = m2/2 = M/3, υπολογίστε πόσο ϑα κινηθεί η
σφήνα οριζόντια καθώς και την ταχύτητά της, αν τα δύο σώµατα κινη-
ϑούν (σχετικά ως προς την πλάγια επιφάνεια της σφήνας) κατά L.
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Πρόβληµα 10.275

(α) Βρείτε τη δύναµη, F , που προσδιορίζεται από το διατηρητικό (συ-
ντηρητικό) δυναµικό πεδίο :

U(x, y, z) = k
(
y sin z + x2e−2y

)
όπου k είναι µια σταθερά.
(ϐ) ΄Ενα σωµατίδιο µάζας m κινείται στην περιοχή του δυναµικού πεδί-
ου που ορίστηκε στο ερώτηµα (α). Στο σωµατίδιο ασκείται µια ακόµη
δύναµη f = av ×Ω, (όπου a είναι µια ϑετική σταθερά, v η ταχύτητα
του σωµατιδίου και Ω µια σταθερά διανυσµατική ποσότητα). Τη χρονι-
κή στιγµή ta το σωµατίδιο ϐρίσκεται στο σηµείο rA = ŷ και τη χρονική
στιγµή tB στο σηµείο rB = 2x̂ + (7/5)ẑ. Υπολογίστε τη µεταβολή της
κινητικής ενέργειας του σωµατιδίου από το σηµείο Α στο σηµείο Β.

Πρόβληµα 10.276

Σώµα κινείται σε κύκλο ακτίνας R και η κινητική του ενέργεια είναι
συνάρτηση του µήκους τόξου s που διαγράφει, Ek = ask, k ∈ R, όπου
το a είναι µια ϑετική σταθερά. Να ϐρεθεί το µέτρο της δύναµης που
ασκείται στο σώµα σαν συνάρτηση του s.

Πρόβληµα 10.277

Παρατηρητής που ϐρίσκεται στον Ισηµερινό εκτοξεύει κατακόρυφα
προς τα πάνω (άξονας z, τον άξονα x ϑεωρήστε τον προς την ανατο-
λή) αντικείµενο µε αρχική ταχύτητα v0. Θεωρώντας δεδοµένη, σταθερή
και ανεξάρτητη του ύψους την ενεργό επιτάχυνση της ϐαρύτητας gεν
στον τόπο, να γράψετε τις πλήρεις διαφορικές εξισώσεις κίνησης του
σώµατος κατά τους άξονες x, y, z για το µη αδρανειακό παρατηρητή
που εκτόξευσε το σώµα.
Υπολογίστε τη ϑέση του σώµατος στο µέγιστο ύψος της τροχιάς του.
Για τον υπολογισµό, ϑερήστε ότι το |gεν| είναι κατά πολύ µεγαλύτερο
οποιουδήποτε όρου |2ωvi| (i = x, y, z).
Θεωρήστε την αντίσταση του αέρα αµελητέα.

Πρόβληµα 10.278

Ιδανική αλυσίδα απείρου µήκους και γραµµικής πυκνότητας λ ϐρίσκε-
ται πάνω σε οριζόντιο επίπεδο και στην αρχή του άξονα x (παράλληλος
µε το επίπεδο) όπου µπορεί να κινηθεί χωρίς τριβές. Τη χρονική στιγµή
t = 0 τίθεται σε κίνηση κάτω από τη δράση σταθερής δύναµης F που
δρα στο άκρο της και προς τη ϑετική διεύθυνση του άξονα x. Να ϐρεθεί
η ταχύτητα µε την οποία ϑα κινείται η αλυσίδα.

Πρόβληµα 10.279

m-υ0x

rr

b

y

x0

Σώµα µάζας m κινείται κάτω από την επίδραση κεντρικής και διατηρη-
τικής δύναµης F = −(k/r2)r̂, όπου r η απόσταση του σώµατος από
το κέντρο Ο της δύναµης και αρχής των αξόνων και k ϑετική σταθερά.
Τη χρονική στιγµή t = 0 το σωµατίδιο ϐρίσκεται πολύ µακριά από το
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Ο, στη ϑέση (+∞, b) (ώστε η δυναµική του ενέργεια να είναι µηδενική).
Η ταχύτητά του στη ϑέση αυτή είναι v0x̂, όπου x̂ το µοναδιαίο κατά
τη διεύθυνση του άξονα x στο σύστηµα Oxy. Να ϐρεθεί η ελάχιστη
απόσταση rµιν από το σηµείο Ο, στην οποία ϑα πλησιάσει το σωµατίδιο.

Πρόβληµα 10.280

y

S´S

a0y0

΄Ενα ασανσέρ κατεβαίνει µε επιτάχυνση a0 = −2ŷ m/s2 ως προς το
έδαφος. Κάποια στιγµή, όταν t = 0, ένα σώµα εκτοξεύεται από το
δάπεδο κατακόρυφα µε αρχική ταχύτητα 5ŷ m/s. Τη στιγµή εκείνη
(t = 0) το δάπεδο ϐρίσκεται σε ύψος y0 και η ταχύτητα του ασανσέρ
είναι −2ŷ m/s. Η απόσταση από το δάπεδο έως την οροφή του ασανσέρ
είναι 2 m.

(α) Να διατυπώσετε την εξίσωση κίνησης του σώµατος στο σύστηµα
αναφοράς του ασανσέρ (S′). Σε ποιο ύψος από το δάπεδο ϑα ϕτάσει το
σώµα και πόσο χρόνο ϑα χρειαστεί για να καταλήξει στο δάπεδο ;

(ϐ) Να διατυπώσετε την εξίσωση κίνησης του σώµατος για παρατη-
ϱητή ακίνητο στο έδαφος (S).

Πρόβληµα 10.281

Σε αγώνες καταδύσεων ένας αθλητής µε µάζα m ϐουτάει στο νερό κα-
τακόρυφα από ϐάθρο ύψους L µε µηδενική αρχική ταχύτητα.

(α) Να ϐρείτε την ταχύτητα v1 µε την οποία ϑα ϕτάσει στην επιφάνεια
του νερού.

(ϐ) Θεωρήστε ότι η άνωση του νερού εξουδετερώνει το ϐάρος του α-
ϑλητή και ότι η µόνη δύναµη που ασκείται επάνω του είναι η
δύναµη αντίστασης του νερού µε µέτρο F = −av5/2, όπου a εί-
ναι µια ϑετική σταθερά. Να ϐρείτε την ταχύτητα του αθλητή ως
συνάρτηση του χρόνου µέσα στο νερό.

Πρόβληµα 10.282

π/4

x

y

A

Τέσσερις λεπτές ευθύγραµµες ϱάβδοι σχηµατίζουν το × που δείχνει το
σχήµα στο επίπεδο (x, y). Οι διαδοχικές γωνίες είναι 90◦. Η κάθε
ϱάβδος έχει µήκοςL και οµοιόµορφα κατανεµηµένη µάζαM . Να ϐρείτε
τη ϱοπή αδρανείας του σχηµατισµού των ϱάβδων ως προς άξονα που
περνά από το κέντρο µάζας του και είναι

(α) κάθετος στο επίπεδο (x, y): Iz(K,M) και

(ϐ) στην κατεύθυνση του y: Iy(K,M).

Να ϐρείτε τη ϱοπή αδράνειας του σχηµατισµού των ϱάβδων ως προς
άξονα που είναι

(γ) παράλληλος στον άξονα z και περνά από το σηµείο Α : Iz(A) και

(δ) παράλληλος στον άξονα y και περνά από το σηµείο Α : Iy(A).
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Πρόβληµα 10.283

∆ύο σωµατίδια µε ίσες µάζεςm κινούνται έτσι ώστε τα διανύσµατα ϑέσης
τους να είναι

r1(t) =
(

8− 2t− 2t2
)
x̂+

(
t2 − 2t

)
ŷ + (2t+ 3)ẑ,

r2(t) =
(

2t2 + 2t− 16
)
x̂+

(
4− t2

)
ŷ + (5t− 3)ẑ

(α) Να αποδείξετε ότι τα σωµατίδια ϑα συγκρουστούν. Να ϐρείτε τη
ϑέση και τη χρονική στιγµή της κρούσης.

(ϐ) ∆ιατηρείται η ορµή του συστήµατος ; Αιτιολογήστε την απάντησή
σας.

(γ) Η κρούση των δύο µαζών είναι πλαστική. Σε ποια ϑέση ϑα ϐρί-
σκονται τα δύο (κολληµένα) σώµατα 1 s µετά την κρούση ;

Πρόβληµα 10.284

Ας παραδεχθούµε ότι ο νόµος του Νεύτωνα για την ϐαρύτητα δεν είναι
απόλυτα ακριβής αλλά χρειάζεται µια µικρή διόρθωση στις πολύ µικρές
επιταχύνσεις. ΄Ετσι, ας γράψουµε την σχέση δύναµης επιτάχυνσης υπό
την επίδραση ϐαρυτικού πεδίου ως

F = G
Mm

r2
= mγf(γ/γ0)

όπου γ0 = 1, 2×10−10 m/s2 κάποια σταθερά πολύ µικρή ποσότητα και

f(x) =
x√

1 + x2

Με ϐάση αυτή τη νέα µορφή του νόµου του Νεύτωνα,

(α) υπολογίστε την ταχύτητα ενός αστεριού που ϐρίσκεται πολύ µακριά από
το κέντρο έλξης ενός γαλαξία, ώστε να έχει πολύ µικρή επιτάχυνση

(ϐ) συγκρίνετε τα αποτελέσµατά σας µε εκείνα που προκύπτουν από το
νόµο του Νεύτωνα.

Πρόβληµα 10.285

mO

Σ

Σώµα µάζας m εισέρχεται στο εσωτερικό κατακόρυφης κυκλικής στε-
ϕάνης ακτίνας R από το κατώτερο σηµείο Σ µε ταχύτητα v0. Αν κινείται
χωρίς τριβές, να υπολογίσετε σε ποια γωνία το σώµα εγκαταλείπει την
στεφάνη αν, αφού διαγράψει τροχιά, περάσει από το κέντρο της στεφά-
νης Ο.
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Πρόβληµα 10.286

Μια µπάλα µπιλιάρδου έχει µάζα M , ακτίνα R και ϐρίσκεται σε ορι-
Ϲόντιο επίπεδο τραπέζι. Ο συντελεστής της τριβής ολίσθησης µεταξύ
µπάλας και τραπεζιού είναι µ. Μια στέκα µπιλιάρδου κτυπάει τη µπά-
λα έτσι ώστε το κέντρο µάζας της αποκτά αρχική οριζόντια ταχύτητα v0.
Η διεύθυνση της δύναµης που δηµιουργεί την κίνηση της µπάλας περ-
νάει από το κέντρο µάζας της. Θεωρώντας ότι δεν έχουµε τριβή κύλισης
ϐρείτε :

(α) τη γωνιακή και τη γραµµική επιτάχυνση της µπάλας αµέσως µετά
το κτύπηµα

(ϐ) το χρόνο και το διάστηµα µέχρι η µπάλα να πάψει να ολισθαίνει
και αποκτήσει καθαρή κύλιση.

∆ίνεται η ϱοπή αδράνειας της σφαίρας IΚΜ = 2MR2/5.

Πρόβληµα 10.287

Μια µηχανή επιταχύνει µάζα m κατά µήκος µιας ευθείας γραµµής
παράγοντας σταθερή ισχύ P . Αν η µάζα αρχίζει την κίνησή της από την
ηρεµία, ϐρείτε τη διανυόµενη απόσταση σε χρόνο t.

Πρόβληµα 10.288

Η δυναµική ενέργεια σώµατος µάζας m = 1 Kg που κινείται πάνω στον
άξονα x δίνεται από τη συνάρτηση V (x) = Ae−x/l cos(x/l), όπου l =
1 m και A = 1 J.

(α) Βρείτε τη δύναµη F (x) που δέχεται το σώµα σε τυχαία ϑέση x.
Βρείτε επίσης τα σηµεία ευσταθούς ισορροπίας του σώµατος.

(ϐ) Σχεδιάστε προσεγγιστικά τη συνάρτηση V (x) στο διάστηµα από το
x0 = 0 έως το x∞ = +∞. ∆είξτε πάνω στο σχήµα τουλάχιστον µία
περιοχή για την οποία η δύναµη είναι ελκτική και µία περιοχή
για την οποία η δύναµη είναι απωστική σε σχέση µε το σηµείο
x0 = 0.

Πρόβληµα 10.289

(α) Σωµατίδιο έχει ίδιο χρόνο Ϲωής τ = 3 s (ο χρόνος που µεσολαβεί από
την παραγωγή του σωµατιδίου έως τη διάσπασή του σε σύστηµα ανα-
ϕοράς ως προς το οποίο το σωµατίδιο είναι ακίνητο). ∆ύο παρατηρητές
Π1 και Π2 κινούνται µε ταχύτητες v1 και v2 αντίστοιχα κατά τη ϑετική
ϕορά του άξονα x. Ο Π1 µετράει χρόνο Ϲωής τ1 = 5 s για το σωµατίδιο,
ενώ ο Π2 ϐρίσκει χρόνο Ϲωής τ2 = 6 s. Ποια είναι η σχετική ταχύτητα
του Π2 ως προς τον Π1;
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(ϐ) ΄Εστω ότι το σωµατίδιο έχει µάζα ηρεµίας M0 και ότι ο Π2 το ϐλέπει
να διασπάται σε δύο ϕωτόνια που ϕεύγουν προς αντίθετες κατευθύνσεις
του άξονα x. Βρείτε τις συχνότητες των δύο ϕωτονίων όπως τις µετράει ο
παρατηρητής Π2 ως συνάρτηση τουM0, της σταθεράς του Planck h, της
ταχύτητας του ϕωτός c και οποιουδήποτε µεγέθους ϑεωρείτε απαραίτητο
από το ερώτηµα (α).

Πρόβληµα 10.290

y

φ
M

m

h

x
Π

Σώµα µάζας m συγκρατείται (όπως ϕαίνεται στο σχήµα) αρχικά ακίνη-
το σε ύψος h στην κορυφή µιας οµογενούς τριγωνικής σφήνας µάζας
M = 3 m (ϑεωρήστε ότι το µέγεθος του σώµατος είναι αµελητέο σε σχέ-
ση µε αυτό της σφήνας και ότι η σφήνα και το σώµα δεν εκτείνονται
κατά τον άξονα−z). Η σφήνα συγκρατείται επίσης αρχικά ακίνητη σε
οριζόντιο επίπεδο, ενώ οι τριβές σε όλες τις επιφάνειες του σχήµατος
είναι µηδενικές. Η επιφάνεια της σφήνας, πάνω στην οποία ϐρίσκεται
το σώµα, σχηµατίζει γωνία φ ως προς το οριζόντιο επίπεδο. Στο κάτω
άκρο της σφήνας ϐρίσκεται ακίνητος παρατηρητής Π, όπως ϕαίνεται
στο σχήµα. Κάποια στιγµή t = t0 η µάζα m και η σφήνα αφήνονται
ελεύθερες.

(α) Να υπολογιστεί η επιτάχυνση της σφήνας ως προς τον Π για το
χρονικό διάστηµα t0 ≤ t ≤ t1 κατά το οποίο το σώµαm παραµένει
πάνω της.

(ϐ) Χρησιµοποιώντας τον ορισµό του κέντρου µάζας, να ϐρεθούν οι
x–y συντεταγµένες ως προς τον Π του κέντρου µάζας της σφήνας
τη χρονική στιγµή t = t0.

(γ) Να ϐρεθούν x–y συντεταγµένες του κέντρου µάζας του συστήµατος
(σφήνα και µάζα m) ως προς τον Π τη χρονική στιγµή t = t0 και
τη χρονική στιγµή t = t1.

Πρόβληµα 10.291

υ0

O R

m x
z

Το επίπεδο οµογενούς κυκλικού δίσκου ακτίνας R και µάζας M είναι
παράλληλο προς το κατακόρυφο επίπεδο x–z (όπως ϕαίνεται στο σχή-
µα, ο άξονας x είναι οριζόντιος και ο άξονας των z κατακόρυφος). Ο
δίσκος είναι αρχικά ακίνητος µέσα στο οµογενές ϐαρυτικό πεδίο της
Γης και µπορεί να περιστραφεί γύρω από ακίνητο οριζόντιο άξονα yy′

που είναι κάθετος στο επίπεδο του δίσκου και περνάει από το κέντρο
του Ο. Η ϱοπή αδράνειας του δίσκου γύρω από αυτόν τον άξονα είναι
I∆ = MR2/2. Βλήµα µάζας m κινείται στον άξονα x µε ταχύτητα v0

ως προς ακίνητο παρατηρητή και καρφώνεται τη χρονική στιγµή t0 στο
κατώτερο σηµείο του δίσκου. Οι διαστάσεις του ϐλήµατος είναι πολύ
µικρότερες από αυτές του δίσκου.

(α) Γράψτε τη διαφορική εξίσωση (µαζί µε τις αρχικές συνθήκες) που
περιγράφει τη ϑέση του ϐλήµατος σε χρονική στιγµή t > t0 µέσω
κατάλληλης γωνίας.
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(ϐ) Ποιο είναι το µέγιστο ύψος hmax στο οποίο ϑα ϕτάσει το ϐλήµα αν
ϑεωρήσουµε ότι το κατώτερο άκρο του δίσκου είναι σε µηδενικό
ύψος ;

(γ) Ας υποθέσουµε ότι τα δεδοµένα του προβλήµατος είναι τέτοια ώστε
το hmax να είναι πολύ µικρότερο από την ακτίνα R του δίσκου.
∆είξτε τότε ότι το ϐλήµα ϑα εκτελέσει κατά προσέγγιση έναν τύπο
αρµονικής ταλάντωσης µετά τη χρονική στιγµή t0 και ϐρείτε την
περίοδο αυτής της ταλάντωσης.

Πρόβληµα 10.292

Σηµειακή µάζα m κινείται κατά µήκος του άξονα x σε περιοχή που
χαρακτηρίζεται από συνάρτηση δυναµικής ενέργειας
U(x) = −(U0/a

4)(x2 − a2)2, όπου (U0, a) ϑετικές σταθερές.

(α) Βρείτε τα σηµεία ισορροπίας και χαρακτηρίστε τα ως προς το είδος
ισορροπίας.

(ϐ) Σχεδιάστε τη γραφική παράσταση της U(x).

(γ) Για αποµακρύνσεις µικρού πλάτους (∆x� a) από σηµείο ευστα-
ϑούς ισορροπίας, δείξτε ότι η µάζα ϑα εκτελέσει κατά προσέγγιση
αρµονική ταλάντωση και υπολογίστε τη συχνότητα ταλάντωσης ω.

(δ) Ποια είναι η κατεύθυνση και το µέτρο της ελάχιστης ταχύτητας
που πρέπει να έχει η µάζα στο σηµείο x =

√
2a/2 για να µπορέσει

να ϐρεθεί στο x = −∞;

Πρόβληµα 10.293

(α) Τη χρονική στιγµή t = 0 παρατηρητής Π1 αδρανειακού συστήµα-
τος Π ϐρίσκεται στην ίδια ϑέση µε αδρανειακό παρατηρητή Π′. Ο Π1

ϐλέπει τον Π′ και ένα επίπεδο αντικείµενο που εκτείνεται στο επίπεδο
(x, y) να κινούνται µε σταθερή ταχύτητα v = x̂c/2. Με τη ϐοήθεια συγ-
χρονισµένων παρατηρητών του συστήµατος Π γίνεται τη στιγµή t = 0
ταυτόχρονη καταγραφή των ορίων του αντικειµένου και διαπιστώνεται
ότι ικανοποιούν την εξίσωση περιφέρειας κύκλου ακτίνας R µε κέντρο
τον Π1. Βρείτε την αλγεβρική εξίσωση που ικανοποιούν οι συντεταγµέ-
νες της περιφέρειας του αντικειµένου ως προς τον Π′. Περιγράψτε το
σχήµα στο οποίο αντιστοιχεί αυτή η εξίσωση.

(ϐ) Από µια πυρηνική αντίδραση εκπέµπονται δύο ταυτόσηµα σωµατίδια
Α και Β, σε αντίθετες κατευθύνσεις και µε ταχύτητες 0, 8c και 0, 6c,
αντίστοιχα, ως προς αδρανειακό παρατηρητή Π. Παρατηρητής ΠΑ ως
προς τον οποίο το σωµατίδιο Α είναι ακίνητο, µετράει χρόνο Ϲωής τ =
2 sec για το Α. Τον ίδιο χρόνο Ϲωής µετράει για το Β παρατηρητής ΠΒ
που ϐλέπει το Β να ηρεµεί. Πόσος είναι ο χρόνος Ϲωής του καθενός
σωµατιδίου ως προς τον Π; Πόσος είναι ο χρόνος Ϲωής του σωµατιδίου
Α όπως καταγράφεται από τον ΠΒ;
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Πρόβληµα 10.294

R2

R1

H

O

O´

K

M
5R

Κυλινδρικό κέλυφος Κ έχει µάζα M , ύψος H, εξωτερική ακτίνα R1 =
3R και εσωτερική ακτίνα R2 = R. ΄Εστω αδρανειακό σύστηµα Oxyz
του οποίου ο άξονας Oz συµπίπτει µε τον σταθερό άξονα συµµετρίας
O′O του Κ.

(α) Να υπολογιστεί η ϱοπή αδράνειας του Κ ως προς τον O′O.

(ϐ) Τη στιγµή t0 = 0 δίνουµε στο κέλυφος Κ γωνιακή ταχύτητα ω0ẑ
γύρω από τον O′O. Κατόπιν, τη στιγµή t > 0 αφήνουµε συµπαγή
σφαίρα Σ να πέσει από αµελητέο ύψος πάνω στο Κ έτσι ώστε ο
O′O να περνάει από το κέντρο της Σ. Η σφαίρα έχει µάζα M και
ακτίνα

√
5R. Να υπολογιστεί η κοινή τελική γωνιακή ταχύτητα

ω όταν πλέον το σύστηµα Κ–Σ (λόγω τριβών µεταξύ των Κ και Σ)
περιστρέφεται ως στερεό σώµα.

(γ) Να υπολογιστεί η αρχική κινητική ενέργεια του Κ και η τελική
κινητική ενέργεια του συστήµατος Κ–Σ. Να σχολιαστεί η σχέση
των δύο ενεργειών.

(δ) Αφού το σύστηµα Κ–Σ αποκτήσει την κοινή γωνιακή ταχύτητα ω,
άνθρωπος µάζας m � M αρχίζει να κινείται στην πάνω επίπεδη
επιφάνεια του Κ και σε ακτίνα 2R από τον άξονα O′O έτσι ώστε να
ηρεµεί σε σχέση µε το αδρανειακό σύστηµαOxyz. Βρείτε τις ψευ-
δοδυνάµεις που αισθάνεται ο άνθρωπος σύµφωνα µε παρατηρητή
που περιστρέφεται µαζί µε το σύστηµα Κ–Σ.

Πρόβληµα 10.295

O

A

B

C

θ

L-x0

x0

Οµογενής µη-εκτατή αλυσίδα µήκους L και µάζας M ϐρίσκεται πάνω
σε όχηµα O. Τη στιγµή t0 = 0 η αλυσίδα είναι ακίνητη και αναπτυγ-
µένη σε ένα συνδυασµό οριζόντιου και κεκλιµένου επιπέδου, όπως στο
σχήµα, µε αντίστοιχα µήκη L − x0 = L/2 και x0 = L/2. Το ορι-
Ϲόντιο και κεκλιµένο επίπεδο του οχήµατος συναντιούνται σε γραµµή
που περνάει από το σηµείο Α του Ο. Το σύστηµα είναι µέσα στο οµογε-
νές πεδίο ϐαρύτητας g και η αλυσίδα παραµένεια συνέχεια σε επαφή σε
όλο το µήκος της µε τις επιφάνειες του Ο. Θεωρούµε ότι δεν υπάρχουν
τριβές µεταξύ της αλυσίδας και του οχήµατος.

(α) Βρείτε την ταχύτητα της αλυσίδας τη χρονική στιγµή t1 που το
άκρο της C περνάει από το σηµείο Α του Ο, εάν το όχηµα ηρεµεί
καθόλη τη διάρκεια κίνησης της αλυσίδας.

(ϐ) ΄Εστω τώρα ότι τη στιγµή t0 = 0 το όχηµα Ο (µαζί µε τον οδηγό–
παρατηρητή Π) αρχίζει να κινείται µε σταθερή επιτάχυνση a0 =
(g sin θ)/2 προς τα δεξιά (δηλαδή προς την κατεύθυνση που δεί-
χνει το κεκλιµένο επίπεδο). Εκείνη τη στιγµή η αλυσίδα είναι
ανεπτυγµένη όπως στο σχήµα (x0 = L/2). Βρείτε την ταχύτητα
της αλυσίδας ως προς το Π τη χρονική στιγµή t2 που το άκρο της
C περνάει από το σηµείο Α.
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(γ) Για την περίπτωση του επιταχυνόµενου Ο του ερωτήµατος (ϐ),
ϐρείτε µε ποια επιτάχυνση a0 ϑα έπρεπε να κινείται το όχηµα
ούως ώστε η αλυσίδα να παραµείνει ακίνητη ως προς τον Π και
για χρονικές στιγµές t > t0.

Πρόβληµα 10.296

Μια σφαίρα µε µάζα M κινείται οριζοντίως µε ταχύτητα v0 και προ-
σκρούει τη χρονική στιγµή t = 0 σε ένα σακί µε άµµο, πάχους d, το
οποίο και διαπερνά. Η δύναµη τριβής µέσα στην άµµο είναι ανάλο-
γη της ταχύτητας, F = −kv, όπου k είναι µια ϑετική σταθερά και το
αρνητικό πρόσηµο υποδηλώνει ότι η τριβή αντιτίθεται στην κίνηση. Η
δύναµη της ϐαρύτητας µπορεί να αγνοηθεί. Να υπολογίσετε :

(α) την ταχύτητα της σφαίρας ως συνάρτηση του χρόνου, v(t),

(ϐ) την ταχύτητα της σφαίρας, v(x), ως συνάρτηση της απόστασης x
που έχει διανύσει µέσα στην άµµο, καθώς και την ταχύτητά της
κατά την έξοδο από το σακί,

(γ) την απόσταση x(t) που διανύει η σφαίρα µέσα στην άµµο ως συ-
νάρτηση του χρόνου t,

(δ) το χρόνο που απαιτείται για να περάσει η σφαίρα µέσα από το
σακί.

Πρόβληµα 10.297

Οµογενής λεπτός επίπεδος κυκλικός δίσκος έχει µάζα m και ακτίνα
R και µπορεί να περιστρέφεται χωρίς τριβές περί οριζόντιο άξονα που
είναι κάθετος στο επίπεδο του δίσκου σε περιµετρικό σηµείο Α. Η ϱοπή
αδράνειας του δίσκου ως προς άξονα που περνά από το κέντρο του και
είναι κάθετος στο επίπεδό του είναι I = (1/2)mR2.

(α) Ο δίσκος εκτρέπεται από τη ϑέση ισορροπίας του, στην οποία η
ευθεία ΑΟ είναι κατακόρυφη, έτσι ώστε στη νέα του ϑέση η ΑΟ
να σχηµατίζει γωνία θ0 = 60◦ µε την προς τα κάτω κατακόρυφο,
και από αυτή τη ϑέση αφήνεται να περιστραφεί ελεύθερα περί
τον οριζόντιο άξονα που διέρχεται από το σηµείο Α. Να ϐρεθεί η
µέγιστη γωνιακή ταχύτητα του δίσκου ωmax στην κίνηση που ϑα
επακολουθήσει.

(ϐ) Να διατυπωθεί η εξίσωση κίνησης του δίσκου ως συνάρτηση της
γωνιακής απόκλισης θ. Να ϐρεθεί η γωνιακή συχνότητα των τα-
λαντώσεων αν η αρχική γωνία απόκλισης ήταν πολύ µικρή.
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Πρόβληµα 10.298

(α) Σώµα µάζας m κινείται υπό την επίδραση της δύναµης της παγκό-
σµιας έλξης που του ασκεί άλλο σώµα µάζας M , το οποίο ϐρίσκεται
ακίνητο στην αρχή Ο. Να αποδειχθεί ότι η στροφορµή του κινούµενου
σώµατος ως προς το σηµείο Ο είναι σταθερή και ότι η τροχιά του είναι
επίπεδη.
(ϐ) ΄Ενας σφαιρικός πλανήτης έχει µάζα M και ακτίνα R, δεν περιστρέ-
ϕεται και δεν έχει ατµόσφαιρα. Από ένα σηµείο του πλανήτη εκτοξεύ-
εται ένα ϐλήµα, µε αρχική ταχύτητα v0 σε οριζόντια διεύθυνση (δηλ.
εφαπτοµενικά ως προς την επιφάνεια του πλανήτη). Το ϐλήµα ϕθάνει
σε µέγιστη απόσταση R1 από το κέντρο του πλανήτη, όπου και έχει
ταχύτητα v1. Να δείξετε ότι ισχύει η σχέση

v0 =

√
2GM

R

1√
1 +R/R1

Ποια είναι η ελάχιστη τιµή της v0 για την οποία το ϐλήµα αποµακρύνε-
ται σε άπειρη απόσταση από τον πλανήτη (ταχύτητα διαφυγής);

Πρόβληµα 10.299

΄Ενα ϕωτόνιο µε ενέργεια Eγ µε ακίνητο σωµατίδιο του οποίου η µάζα
ηρεµίας είναι M . Μετά τη σύγκρουση δηµιουργείται ένα σωµατίδιο
µάζας ηρεµίας m0 το οποίο παραµένι ακίνητο, και ένα άλλο σωµατίδιο
µάζας ηρεµίας m1 το οποίο κινείται µε ταχύτητα v1.

(α) Να δείξετε ότι είναι
v1

c
=

Eγ
Mc2 −m0c2 + Eγ

(ϐ) Να δείξετε οτι είναι m1 =
√

(M −m0)(M −m0 + 2Eγ/c2).

(γ) Να εξηγήσετε µε λόγια τι συµβαίνει στις ειδικές περιπτώσεισ: (i)
όταν είναι m0 = 0 και (ii) όταν είναι m0 = M

Πρόβληµα 10.300

΄Ενα σώµα µάζαςm1 κινείται αρχικά µε ταχύτητα v (η οποία είναι άγνω-
στη) και συγκρούεται µετωπικά και ελαστικά µε σώµα µάζας m2 (m2 >
m1) το οποίο αρχικά είναι ακίνητο. Η κινητική ενέργεια του πρώτου
σώµατος (µάζας m1) µετά την κρούση είναι µικρότερη από την αρχική
του κινητική ενέργεια κατά µια ποσότητα K0.
Να ϐρείτε την αρχική ταχύτητα v του πρώτου σώµατος m1 καθώς και
τις τελικές ταχύτητες των δυο σωµάτων. Να εκφράσετε τα αποτελέσµατά
σας ως συνάρτηση των γνωστών µεγεθών m1, m2 και K0.

Πρόβληµα 10.301
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L - x

x

΄Ενα σχονί µήκους L είναι τεντωµένο στην επιφάνεια ενός τραπεζιού.
(α) Αν ο συντελεστής στατικής τριβής µεταξύ σχοινιού και τραπεζιού
είναι µs, τι µήκος του σχοινιού x πρέπει να κρέµεται από την άκρη του
τραπεζιού ώστε αυτό να αρχίσει να ολισθαίνει ;
(ϐ) Υπολογίστε την ταχύτητα του σχοινιού καθώς το συνολικό του µήκος
εγκαταλείπει το τραπέζι δεδοµένου ότι ο συντελεστής κινητικής τριβής
είναι µk.

Πρόβληµα 10.302

(α) Μια δύναµη έχει τη µορφή F = −F0v
2x̂, (F0 > 0, οπου v ειναι το

µέτρο της ταχυτητας) δρα σε σωµατίδιο µάζαςm, το οποίο ϐρίσκεται στη
ϑέση x(0) = 0 µε ταχύτητα v(0) = v0 > 0.
Να ϐρείτε την ταχύτητα v(x) ως συνάρτηση της ϑέσης x. Θεωρήστε την
κίνηση του σωµατιδίου σε µια διάσταση.

(ϐ) ΄Ενα σωµατίδιο κινειίται στο επιίπεδο x − y. Οι συντεταγµένες του,
ως συνάρτηση του χρόνου είναι

x(t) = R(ωt− sin(ωt)), y(t) = R(1− cos(ωt))

όπου R και ω είναι σταθερές ποσότητες.
(i) Βρείτε τις συνιστώσες της ταχύτητας και της επιτάχυνσης του σωµα-
τιδίου.
(ii) Σε ποιές χρονικές στιγµές το σωµατίδιο είναι σε ακινησία ;
(iii) Εξαρτάται το µέτρο της επιτάχυνσης από το χρόνο ;

Πρόβληµα 10.303

(α) Σώµα περιστρέφεται µε γωνιακή επιτάχυνση που δίνεται από την
σχέση α = 4λt− 3µt2 όπου λ, µ, σταθερές και t ο χρόνος. Αν η αρχική
γωνιακή ταχύτητα ήταν ω0, γράψτε τις σχέσεις που δίνουν τη γωνιακή
ταχύτητα ω και τη γωνία φ ως συνάρτήση του χρόνου.

(ϐ) Τροχός κυλίεται προς τα κάτω, σε λείο κεκλιµένο επίπεδο ύψους
H. Υπολογίστε την γραµµική του ταχύτητα όταν ϕθάσει στην ϐάση του
επιπέδου. Να κάνετε την υπόθεση ότι όλη η µάζα του τροχού είναι
συγκεντρωµένη στην περιφέρειά του.

Πρόβληµα 10.304

΄Ενα µικρό σώµα κινείται έτσι ώστε το διάνυσµα ϑέσης ως συνάρτηση
του χρόνου να είναι

r(t) = k cos(bt2)x̂ + k sin(bt2)ŷ

όπου b και k είναι ϑετικές σταθερές. Να ϐρεθούν (α) η εξίσωση της τρο-
χιάς (ϐ) το µέτρο της ταχύτητας συναρτήσει του χρόνου, (γ) το µέτρο της
επιτάχυνσης συναρτήσει του χρόνου και (δ) η επιτρόχια και κεντροµό-
λος συνιστώσα της επιτάχυνσης.



11
Χρήσιµες Σχέσεις

11.1
Ολοκληρώµατα

ˆ
lnxdx = x lnx− x,

ˆ
x lnxdx =

x2

2
lnx− x2

4
,

ˆ
xexdx = ex(x− 1)

ˆ
dx

1 + x2
= arctanx ή − arccotx,

ˆ
dx

x(1 + x2)
=

1

2
ln

(
x2

1 + x2

)
ˆ

dx

1− x2
=

1

2
ln

(
1 + x

1− x

)
ή tanh−1 x (x2 < 1)

ˆ
dx
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ln
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ή coth−1 x (x2 > 1)

ˆ
dx√

1− x2
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ˆ
dx√

1 + x2
= lnx+

√
1 + x2 ή sinh−1 x

ˆ
dx√
x2 − 1

= lnx+
√
x2 − 1 ή cosh−1 x,

ˆ
dx

x
√
x2 − 1

= sec−1 x

ˆ
dx

x
√
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(
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√

1 + x2

x

)
,

ˆ
dx

x
√

1− x2
= − ln

(
1 +
√

1− x2

x

)
ˆ

dx

cosx
= ln

(
1 + sinx

cosx

)
,

ˆ
dx

sinx
= ln

(
1− cosx

sinx

)
ˆ

dx

cos2 x
=

1

2

(
sinx

cos2 x
+ ln

(
1 + sinx

cosx

))
(11.1)

11.2
Καρτεσιανές Συντεταγµένες (x, y, z)

∇Φ =
∂Φ

∂x
x̂+

∂Φ

∂y
ŷ +

∂Φ

∂z
ẑ
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∇ ·A =
∂Ax
∂x

+
∂Ay
∂y

+
∂Az
∂z

∇×A =

(
∂Az
∂y
− ∂Ay

∂z

)
x̂+

(
∂Ax
∂z
− ∂Az

∂x

)
ŷ +

(
∂Ay
∂x
− ∂Ax

∂y

)
ẑ

∇2Φ =
∂2Φ

∂x2
+
∂2Φ

∂y2
+
∂2Φ

∂z2

όπου έχουµε ορίσει το διάνυσµα A = Axx̂ + Ayŷ + Azẑ και µια ϐαθµωτή συνάρτηση Φ(x, y, z) σε
καρτεσιανές συντεταγµένες.

11.3
Σφαιρικές Συντεταγµένες (r, θ, φ)

∇Φ =
∂Φ

∂r
r̂ +

1

r

∂Φ

∂θ
θ̂ +

1

r sin θ

∂Φ

∂φ
φ̂

∇ ·A =
1

r2

∂

∂r
(r2Ar) +

1

r sin θ

∂

∂θ
(sin θAθ) +

1

r sin θ

∂Aφ
∂φ

∇×A =
1

r sin θ

[
∂

∂θ

(
sin θAφ

)
− ∂Aθ

∂φ

]
r̂+

1

r

[
1

sin θ

∂Ar
∂φ
− ∂

∂r

(
rAφ

)]
θ̂+

1

r

[
∂

∂r
(rAθ)−

∂Ar
∂θ

]
φ̂

∇2Φ =
1

r2

∂

∂r

(
r2∂Φ

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂Φ

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2Φ

∂φ2

όπου έχουµε ορίσει το διάνυσµα A = Arr̂ +Aθθ̂ +Aφφ̂ σε σφαιρικές συντεταγµένες.

11.4
Κυλινδρικές Συντεταγµένες (ρ, φ, z)

∇Φ =
∂Φ

∂ρ
ρ̂+

1

ρ

∂Φ

∂φ
φ̂+

∂Φ

∂z
ẑ

∇ ·A =
1

ρ

∂

∂ρ
(ρAρ) +

1

ρ

∂Aφ
∂φ

+
∂Az
∂z

∇×A =

(
1

ρ

∂Az
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−
∂Aφ
∂z

)
ρ̂+

(
∂Aρ
∂z
− ∂Az

∂ρ

)
φ̂+

1

ρ

(
∂

∂ρ

(
ρAφ

)
− ∂Aρ

∂φ

)
ẑ

∇2Φ =
1

ρ

∂

∂ρ

(
ρ
∂Φ

∂ρ

)
+

1

ρ2

∂2Φ

∂φ2
+
∂2Φ

∂z2

όπου έχουµε ορίσει το διάνυσµα A = Aρρ̂+Aφφ̂+Azẑ σε κυλινδρικές συντεταγµένες.

11.5
∆ιανυσµατικές Σχέσεις

A · (B ×C) = B · (C ×A) = C · (A×B)

A× (B ×C) = (A ·C)B − (A ·B)C (11.2)
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(A×B)·(C×D) = (A·C)(B·D)−(A·D)(B·C), (A×B)×(C×D) = (A×B·D)C−(A×B·C)D

∇(Φ + Ψ) =∇Φ +∇Ψ, ∇(ΦΨ) = Φ∇Ψ + Ψ∇Φ, ∇ · (A+B) =∇ ·A+∇ ·B

∇·(ΦA) = A·∇Φ+Φ∇·A, ∇×(A+B) =∇×A+∇×B, ∇×(ΦA) =∇Φ×A+Φ∇×A

∇ · (A×B) = B · (∇×A)−A · (∇×B), ∇× (∇×A) =∇(∇ ·A)−∇2A

∇(A ·B) = (A ·∇)B + (B ·∇)A+A× (∇×B) +B × (∇×A)

∇× (A×B) = A(∇ ·B)−B(∇ ·A) + (B ·∇)A− (A ·∇)B

∇2Φ =∇ ·∇Φ, ∇×∇Φ = 0, ∇ · (∇×A) = 0

ˆ
S
A·n̂dS =

ˆ
V
∇·AdV Θεώρηµα Απόκλισης ή Gauss-Ostrogradsky ή τύπος του Green

ˆ
S

(∇×A) · n̂dS =

˛
C
A · dr Θεώρηµα Στροβιλισµού ή Kelvin-Stokes

11.6
Τριγωνοµετρικές Σχέσεις

e±iθ = cos θ ± i sin θ, cos θ =
eiθ + e−iθ

2
, sin θ =

eiθ − e−iθ

2i
, cos2 θ + sin2 θ = 1

cos
θ

2
=

√
1 + cos θ

2
, sin

θ

2
=

√
1− cos θ

2
, tan

θ

2
=

√
1− cos θ

1 + cos θ
=

1− cos θ

sin θ
=

sin θ

1 + cos θ

sin (2θ) = 2 sin θ cos θ, cos (2θ) = cos2 θ − sin2 θ = 2 cos2 θ − 1 = 1− 2 sin2 θ

sec θ =
1

cos θ
=

2

eiθ + e−iθ
,

d

dθ
sec θ = sec θ tan θ,

ˆ
sec θ dθ = ln

[
cos

θ

2
+ sin

θ

2

]
−ln

[
cos

θ

2
− sin

θ

2

]
+c

csc θ =
1

sin θ
=

2i

eiθ − e−iθ
,

d

dθ
csc θ = − csc θ cot θ,

ˆ
csc θ dθ = ln

[
sin

θ

2

]
− ln

[
cos

θ

2

]
+ c

sin (α± β) = sinα cosβ±cosα sinβ, cos (α± β) = cosα cosβ∓sinα sinβ, tan (α± β) =
tanα± tanβ

1∓ tanα tanβ

coshx =
ex + e−x

2
, sinhx =

ex − e−x

2
, cosh2 x−sinh2 x = 1,

d

dx
coshx = sinhx,

d

dx
sinhx = coshx
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11.7
Σειρές Taylor

f(x0 + ε) = f(x0) + f ′(x0)ε+
f ′′(x0)

2!
ε2 +

f ′′′(x0)

3!
ε3 + · · ·

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + · · ·

1

(1− x)2
= 1 + 2x+ 3x2 + 4x3 + · · ·

ln (1− x) = −x− x2

2
− x3

3
− · · ·

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ · · ·

cosx = 1− x2

2!
+
x4

4!
− · · ·

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− · · ·

√
1 + x = 1 +

x

2
− x2

8
+ · · ·

1√
1 + x

= 1− x

2
+

3x2

8
+ · · ·

(1 + x)n = 1 + nx+

(
n
2

)
x2 +

(
n
3

)
x3 + · · ·

11.8
΄Ογκος σφαίρας σε n-διαστάσεις

Υποθέτουµε ότι Vn(r) είναι ο όγκος µιας σφαίρας σε n-διαστάσεις, όπου r είναι η ακτίνα της σφαίρας.
Θα συσχετίσουµε τη σχέση του όγκου στις n-διαστάσεις µε αυτόν στις n−1 διαστάσεις. Ας υποθέσουµε
ότι z είναι µια συντεταγµένη σ΄ αυτόν τον άξονα που περνά από την κέντρο της σφαίρας. Αν A είναι
µια σταθερά που ικανοποιεί τη σχέση A < z, η τοµή της υπερ-επιφάνειας z = A και της σφαίρας στις
n-διαστάσεις ϑα είναι µια σφαίρα σε (n− 1) διαστάσεις ακτίνας

√
r2 −A2. Εποµένως ϑα έχουµε:

Vn(r) =

ˆ +r

−r
Vn−1(

√
r2 − z2)dz

ή

Vn(r) = 2

ˆ +r

0
Vn−1(

√
r2 − z2)dz (11.1)

διότι
√
r2 − z2 είναι περιττή συνάρτηση ως προς το z.

Με τη µέθοδο της µαθηµατικής επαγωγής, µπορούµε να δείξουµε ότι

Vn(r) = cnr
n (11.2)
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όπου cn µια σταθερά ανεξαρτήτου του r. Για n = 1 µε τη ϐοήθεια της σχέσης (11.8) ϑα έχουµε

V1(r) = 2

ˆ r

0
dz = 2r (11.3)

όπου V0

(√
r2 − z2

)
= 1. Εποµένως ο όγκος µιας σφαίρας µιας διάστασης ακτίνας r είναι 2r, δηλαδή

ϑα ισχύει c1 = 2. Στην περίπτωση που n = 2, η σχέση (11.8) µπορεί να ξαναγραφεί ως εξής:

V2(r) = 2

ˆ r

0
V1

(√
r2 − z2

)
dz = 4

ˆ r

0

√
r2 − z2dz

όπου η σχέση (11.8) έχει χρησιµοποιηθεί. Παρατηρήστε ότι το παραπάνω ολοκλήρωµα γράφεται ως
ακολούθως

V2(r) = 4r2

ˆ 1

0

√
1− u2du = r2π (11.4)

που συµφωνεί µε τον όγκο σφαίρας σε 2-διαστάσεις ακτίνας r. ΄Αρα ϑα έχουµε c2 = π.
Το ολοκλήρωµα της σχέσης (11.8) έχει υπολογιστεί από τη γνωστή σχέση

ˆ 1

0
(1− u2)n/2du =

√
π

2

(n/2)!

[(n+ 1)/2]!

όπου x! = Γ(x+ 1) είναι η συνάρτηση gamma µε όρισµα (x+ 1). Η συνάρτηση gamma Γ(x) ορίζεται
ως εξής

Γ(x) =

ˆ ∞
0

e−ttx−1dt, Re(x) > 0

Ο περιορισµός στο όρισµα x είναι απαραίτητος για να αποφύγουµε αοριστίες στο ολοκλήρωµα. Ε-
πιπλέον το παραπάνω ολοκλήρωµα µπορεί να αναπτυχθεί (µε την αντικατάσταση του t → t2) ως
εξής

Γ(x) = 2

ˆ ∞
0

e−t
2
t2x−1dt

Αν x = 1/2

Γ

(
1

2

)
= 2

ˆ ∞
0

e−t
2
dt

ϑα έχουµε Γ
(
1/2
)

=
√
π.

Μετά αυτή τη σύντοµη αναφορά στη συνάρτηση gamma ερχόµαστε πίσω στην απόδειξη της µαθη-
µατικής απαγωγής της σχέσης Vn(r) = cnr

n. Υποθέτουµε ότι η σχέση (11.8) είναι αληθινή για µια
σφαίρα ακτίνας r σε n-διαστάσεις. Εποµένως µε τη ϐοήθεια της σχέσης (11.8) ο όγκος µιας σφαίρας
σε (n+ 1)-διαστάσεις ακτίνας r ϑα είναι

Vn+1(r) = 2

ˆ r

0
Vn(
√
r2 − z2)dz

ή

Vn+1(r) = 2cn

ˆ r

0
(r2 − z2)n/2dz = [2cn

ˆ 1

0
(1− u2)n/2du]rn+1
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ή
Vn+1(r) = cn+1r

n+1

όπου η σταθερά cn+1 δίνεται από την επαναλαµβανόµενη σχέση

cn+1 = 2cn

ˆ 1

0
(1− u2)n/2du = cn

√
π

(n/2)!

[(n+ 1)/2]!
(11.5)

και εποµένως η σχέση (11.8) είναι αληθή ∀n, όπου n ∈ N . Η σχέση (11.8) για n > 1 ϑα δώσει

c2 = c1

√
π

(1/2)!

(2/2)!

c3 = c2

√
π

(2/2)!

(3/2)!

...

cn = cn−1

√
π

[(n− 1)/2]!

(n/2)!

και αν πολλαπλασιάσουµε όλες τις παραπάνω σχέσεις, ϑα έχουµε

cn =
πn/2

(n/2)!
=

πn/2

Γ(n/2 + 1)

΄Αρα ο όγκος σφαίρας ακτίνας r σε n-διαστάσεις ϑα είναι

Vn(r) =
πn/2

Γ(n/2 + 1)
rn

Εποµένως, η επιφάνεια µιας τέτοιας σφαίρας ϑα είναι

Sn(r) =
dVn
dr

=
nπn/2

Γ(n/2 + 1)
rn−1

11.9
Πολικό/Κυλινδρικό/Σφαιρικό σύστηµα

Να ϐρείτε τη ϑέση, r, ταχύτητα, v, και επιτάχυνση, a, ενός σωµατιδίου που κινείται σε
(α) πολικό σύστηµα συντεταγµένων, (r, θ),
(ϐ) κυλινδρικό σύστηµα συντεταγµένων, (ρ, φ, z), και
(γ) σφαιρικό σύστηµα συντεταγµένων, (r, φ, θ),

Λύση:

(α) ΄Οπως µπορείτε να δείτε από το σχήµα 11.1, οι καρτεσιανές συντεταγµένες, (x, y), ενός σωµα-
τιδίου δίνονται σε πολικές συντεταγµένες ως εξής

x = r cos θ
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y = r sin θ

και τα µοναδιαία διανύσµατα των πολικών συντεταγµένων, (êt, θ̂), εκφράζονται ως

êr = cos θx̂+ sin θŷ

êθ = − sin θx̂+ cos θŷ

Εποµένως η ϑέση, r, του σωµατιδίου είναι r = rêr. Η ταχύτητα, v = ṙ, είναι

v = ṙ = ṙêr + r ˙̂er

όµως ˙̂er = −θ̇ sin θx̂+ θ̇ cos θŷ = θ̇êθ, εποµένως η ταχύτητα γράφεται ξανά ως

v = vrêr + vθêθ

όπου vr και vθ είναι η ακτινική και η εφαπτοµενική συνιστώσα της ταχύτητας αντίστοιχα, ή

v = ṙêr + rθ̇êθ

Η επιτάχυνση, a = v̇, εκφράζεται ως
v = arêr + aθêθ

όπου r και aθ είναι η ακτινική και εφαπτοµενική συνιστώσα της επιτάχυνσης, ή

a = (r̈ − rθ̇2)êr + (rθ̈ − 2ṙθ̇)êθ

εφόσον µπορείτε να επαληθεύεστε ότι ˙̂eθ = −θ̇êr.

θ

r

(r,θ)

xO

y

Σχήµα 11.1: Σύστηµα πολικών συντεταγµένων

(ϐ) Για το κυλινδρικό σύστηµα συντεταγµένων, (ρ, φ, z), όπως µπορείτε να δείτε από το σχήµα 11.2
έχουµε

x = ρ cosφ

y = ρ sinφ

z = z

Τα µοναδιαία διανύσµατα, (êρ, êφ, êz) είναι

êρ = cosφx̂+ sinφŷ
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êφ = − sinφx̂+ cosφŷ

êz = ẑ

Μπορείτε να αποδείξετε ότι

˙̂eρ = φ̇êφ
˙̂eφ = −φ̇êρ

˙̂ez = 0

Το διάνυσµα ϑέσης, r, δίνεται από τη σχέση

r = ρêρ + zêz

και η ταχύτητα, v = ṙ, είναι
v = ρ̇êρ + ρφ̇êφ + żêz

και η επιτάχυνση a = v̇ γράφεται

a = (ρ̈− ρφ̇2)êρ + (ρφ̈+ 2ρ̇φ)êφ + z̈êz

φ ρ

z

y

x

z
(ρ,φ,z)

Σχήµα 11.2: Σύστηµα κυλινδρικών συντεταγµένων

(γ) Για το σύστηµα σφαιρικών συντεταγµένων (r, φ, θ), όπως ϕαίνεται στο σχήµα 11.3 έχουµε

x = r sin θ cosφ

y = r sin θ sinφ

z = r cos θ

Τα µοναδιαία διανύσµατα, (êr, êφ, êθ), είναι

êr = cosφ sin θx̂+ sinφ sin θŷ + cos θẑ

êφ = − sinφx̂+ cosφŷ

êθ = cos θ cosφx̂+ cos θ cosφŷ − sin θẑ

Μπορείτε να αποδείξετε ότι

˙̂er = θ̇êθ + φ̇ sin θêφ
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˙̂eθ = −θ̇êr + φ̇ cos θêφ
˙̂eφ = −φ̇ sin θêr − φ̇ cos θêθ

Το διάνυσµα ϑέσης, r, είναι
r = ρêr,

και η ταχύτητα, v = ṙ, είναι
v = ṙêr + rθ̇êθ + rφ̇ sin θêφ

και η επιτάχυνση a = v̇

a =(r̈ − rθ̇2 − rφ̇2 sin2 θ)êr

+ (2ṙθ̇ + rθ̈ + rφ̇2 sin θ cos θ)êθ

+ (2rθ̇φ̇+ 2ṙφ̇ sin θ + rφ̈ sin θ)êφ

O

φ

θ
r

(r,θ,φ)

y

x

z

Σχήµα 11.3: Σύστηµα σφαιρικών συντεταγµένων

11.10
Ρίζες τριωνύµου, κυβικής, και τετάρτου ϐαθµού εξισώσεων

(α) Τριώνυµο: Οι δύο ϱίζες ενός τριωνύµου είναι

ax2 + bx+ c = 0

όπου a, b, c είναι πραγµατικές παράµετροι, ϑα είναι

x =
−b±∆1/2

2a
, όπου ∆ = b2 − 4ac

Αν ∆ > 0, οι ϱίζες είναι πραγµατικές και άνισες, αν ∆ = 0 είναι πραγµατικές και ίσες, και αν ∆ < 0
οι ϱίζες είναι µιγαδικές και άνισες.
(ϐ) Κυβική εξίσωση: Η κυβική εξίσωση, y3 + py2 + qy + r = 0 (µε p, q, r πραγµατικούς συντελεστές)
µπορεί να µετασχηµατιστεί στη µορφή

x3 + ax+ b = 0, στην περίπτωση που y = x− p

3
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όπου a = (3q − p2)/3 και b = (2p3 − 9pq + 27r)/27. Αν ορίσουµε τις ποσότητες

A =

− b
2

+

(
b2

4
+
a3

27

)1/2


1/3

B =

+
b

2
+

(
b2

4
+
a3

27

)1/2


1/3

τότε οι τρεις ϱίζες ϑα είναι
A+B

−A+B

2
+
A−B

2

√
−3

−A+B

2
− A−B

2

√
−3

Αν b2/4 + a3/27 > 0, υπάρχουν µια πραγµατική και δύο µιγαδικές ϱίζες,
αν b2/4 + a3/27 = 0, υπάρχουν τρεις πραγµατικές ϱίζες µε τουλάχιστο δύο άνισες ϱίζες,
και αν b2/4 + a3/27 < 0, υπάρχουν τρεις άνισες πραγµατικές ϱίζες.
(γ) Εξίσωση τετάρτου ϐαθµού: Η εξίσωση x4 + ax3 + bx2 + cx+ d = 0, µπορεί να µετασχηµατιστεί σε
µια κυβική εξίσωση

y3 − by2 + (ac− 4d)y − a2d+ 4bd− c2 = 0

Υποθέτουµε ότι y0 είναι µια ϱίζα της παραπάνω εξίσωσης, και R =
√
a2/4− b+ y0. Ορίζουµε τις

παραµέτρους

D =

(
3a2

4
−R2 − 2b+

4ab− 8c− a3

4R

)1/2

E =

(
3a2

4
−R2 − 2b− 4ab− 8c− a3

4R

)1/2

σε περίπτωση που R 6= 0, και :

D =

(
3a2

4
− 2b+ 2

√
y2

0 − 4d

)1/2

E =

(
3a2

4
− 2b− 2

√
y2

0 − 4d

)1/2

όταν R = 0. Οι τέσσερις ϱίζες ϑα είναι

x = −a
4

+
R

2
± D

2

x = −a
4
− R

2
± E

2



11.11 Μερική παράγωγος 537

11.11
Μερική παράγωγος

΄Εστω µια συνάρτηση f : A ⊂ R3 → R, (x, y, z) → f(x, y, z), όπου A είναι ένα ανοικτό υποσύνολο
του R3 και ένα σηµείο (x0, y0, z0) ∈ A ⊂ R3. Θεωρούµε την παρακάτω πραγµατική συνάρτηση g(x),
που ορίζεται ως g : x → g(x) = f(x, y0, z0). Αν η συνάρτηση g(x) είναι διαφορίσιµη στο σηµείο x0,
τότε η παράγωγός της ονοµάζεται µερική παράγωγος της f ως προς x στο σηµείο (x0, y0, z0) και ϑα
τη συµβολίζουµε ως

∂f

∂x
(x0, y0, z0) ή f ′x(x0, y0, z0)

και είναι πραγµατικός αριθµός, δηλαδή η πρώτη µερική παράγωγος (ή παράγωγος πρώτης τάξης) της
f ως προς x στο σηµείο x0, y0, z0 ορίζεται ισοδύναµα ως εξής:(

∂f

∂x

)
(x0, y0, z0) = lim

x→x0
x 6=x0

f(x, y0, z0)− f(x0, y0, z0)

x− x0
= lim

∆x→0

f(x0 + ∆x, y0, z0)− f(x0, y0, z0)

∆x

Με όµοιο τρόπο ορίζουµε τις παραγώγους πρώτης τάξης ως προς y και z ως ακολούθως(
∂f

∂y

)
(x0, y0, z0) = lim

∆y→0

f(x0, y0 + ∆y, z0)− f(x0, y0, z0)

∆y
,(

∂f

∂z

)
(x0, y0, z0) = lim

∆z→0

f(x0, y0, z0 + ∆z)− f(x0, y0, z0)

∆z

Αν υποθέσουµε ότι για κάθε (x, y, z) ∈ A υπάρχει η µερική παράγωγος της f(x, y, z) ως προς x και
y και z, τότε η συνάρτηση που ορίζεται από την παρακάτω αντιστοιχία

(x, y, z)→ ∂f

∂x
(x, y, z)

ονοµάζεται µερική παράγωγος ως προς x πρώτης τάξης. Με όµοιο τρόπο έχουµε µερικές παραγώγους
ως προς y και z, δηλαδή

(x, y, z)→ ∂f

∂y
(x, y, z), (x, y, z)→ ∂f

∂z
(x, y, z)

Συνεπώς, για να προσδιορίσουµε την πρώτη µερική παράγωγο της f(x, y, z) ως προς x, απλά ϑα
παραγωγίσουµε τη συνάρτηση ϑεωρώντας την ανεξάρτητη µεταβλητή x ενώ ϑα κρατάµε το y και z ως
σταθερές ποσότητες.

Παράδειγµα

΄Εστω µια συνάρτηση f : R3 → R µε τιµή f(x, y, z) =
√
x2 + y2 + z2. Η µερική παράγωγος της

f(x, y, z) ως προς x είναι

∂f

∂x
=

∂

∂x

[(
x2 + y2 + z2

)1/2
]

=
1

2

(
x2 + y2 + z2

)−1/2 ∂

∂x

(
x2 + y2 + z2

)
︸ ︷︷ ︸

2x

=
x√

x2 + y2 + z2

Με όµοιο τρόπο οι µερικές παράγωγοι ∂f/∂y, ∂f/∂z ϑα είναι

∂f

∂y
=

y√
x2 + y2 + z2

,
∂f

∂z
=

z√
x2 + y2 + z2
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Παράδειγµα

΄Εστω µια διδιάστατη συνάρτηση f : R2 → R µε τιµή

f(x, y) =


xy

x2 + y2
, για (x, y) 6= (0, 0)

0, για (x, y) = (0, 0)

Να εξεταστεί αν υπάρχουν οι µερικές παράγωγοι ∂f/∂x και ∂f/∂y ∀(x, y) ∈ R2.

Λύση:

Η µερική παράγωγος ως προς x ϑα είναι

∂f

∂x
(x, y) =

x2y − y3(
x2 + y2

)2 για (x, y) ∈ R2 − {0, 0}

Για (x, y) = (0, 0) έχουµε

∂f

∂x
(0, 0) = lim

∆x→0

f (∆x, 0)− f(0, 0)

∆x
= lim

∆x→0

0− 0

∆x
= 0

Με όµοιο τρόπο
∂f

∂y
(0, 0) = lim

∆y→0

f (0,∆y)− f(0, 0)

∆y
= lim

∆y→0

0− 0

∆y
= 0

11.11.1
Παράγωγοι ανώτερων τάξεων

Υποθέτουµε ότι ορίζονται οι µερικές παράγωγοι ∂f/∂x, ∂f/∂y, ∂f/∂z στο σύνολο A ⊂ R3. Αν η
∂f/∂x δέχεται τις µερικές παραγώγους

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
,

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
,

∂

∂z

(
∂f

∂x

)
τότε οι παράγωγοι αυτές ονοµάζονται παράγωγοι δευτέρας τάξης της f(x, y, z) ως προς x, y, z και ϑα
συµβολίζονται ως

∂2f

∂x2
,

∂2f

∂y∂x
,

∂2f

∂z∂x

Ανάλογα ϑα έχουµε
∂2f

∂x∂y
,

∂2f

∂y2
,

∂2f

∂z∂y
και

∂2f

∂x∂z
,

∂2f

∂y∂z
,

∂2f

∂z2

Υπάρχει το ϑεώρηµα του Schwartz, το οποίο αναφέρει :

Αν η συνάρτηση f : A ⊂ R2 → R, (x, y) → f(x, y), όπου A ανοικτό υποσύνολο του R2,
δέχεται παραγώγους πρώτης και δεύτερης τάξης συνεχείς στο A, τότε

∂2f

∂y∂x
=

∂2f

∂x∂y
∀(x, y) ∈ A
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11.11.2
Σύνθετη συνάρτηση

΄Εχουµε αναλύσει την περίπτωση της σύνθετης συνάρτησης µίας διάστασης f = f
(
g(x)

)
, όπου η

παράγωγος της f ως προς x είναι
df

dx
=

df

dg

dg

dx

Αν τώρα η g είναι συνάρτηση δύο διαστάσεων, δηλαδή f = f
(
g(x, y)

)
τότε οι µερικές παράγωγοι ϑα

είναι
∂f

∂x
=

df

dg

∂g

∂x
,

∂f

∂y
=

df

dg

∂g

∂y
(11.7)

Παράδειγµα

Θα υπολογίσουµε τις µερικές παραγώγους πρώτης και δεύτερης τάξης της συνάρτησης

f(x, y) = arctan

(
y

x

)
΄Εστω g(x, y) = y/x, τότε f(x, y) = arctan

(
g(x)

)
. Εποµένως, µε τη ϐοήθεια των σχέσεων (11.11.2)

έπεται

∂f

∂x
=

d
(
arctan(g)

)
dg

∂g

∂x
=

1

1 + g2

(
− y

x2

)
= − x2

x2 + y2

y

x2
= − y

x2 + y2

∂f

∂y
=

d
(
arctan(g)

)
dg

∂g

∂y
=

x2

x2 + y2

1

x
=

x

x2 + y2

αφού (
arctan(g)

)′
=

1

1 + g2

Οι µερικές παράγωγοι δεύτερης τάξης είναι

∂2f

∂x2
=

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
=

∂

∂x

(
− y

x2 + y2

)
=

2xy(
x2 + y2

)2
∂2f

∂y2
=

∂

∂y

(
∂f

∂y

)
=
∂f

∂y

(
x

x2 + y2

)
= − 2xy(

x2 + y2
)2

∂2f

∂x∂y
=

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
=

∂

∂x

(
x

x2 + y2

)
=

y2 − x2(
x2 + y2

)2
∂2f

∂y∂x
=

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
=

∂

∂y

(
− y

x2 + y2

)
=

y2 − x2(
x2 + y2

)2
Παρατηρούµε ότι ισχύει το ϑεώρηµα του Schwartz

∂2f

∂x∂y
=

∂2f

∂y∂x
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11.11.3
Παράγωγος σύνθετης συνάρτησης

΄Εστω µια πραγµατική συνάρτηση στις δύο διαστάσεις f : A ⊂ R2 → R, (x, y) → f(x, y), όπου A
ανοικτό υποσύνολο του R2. Υποθέτουµε ότι η f δέχεται πρώτης τάξης µερικές παραγώγους συνεχείς
στο A. ΄Εστω επιπλέον δύο συναρτήσεις x, y : I ⊂ R → R, t → x(t) και t → y(t) δύο συνεχείς
παραγωγίσιµες συναρτήσεις στο I:

(
x(t), y(t)

)
∈ A ∀t ∈ I. Τότε η σύνθετη συνάρτηση

F : t→ F (t) = f
(
x(t), y(t)

)
του I → R είναι συνεχώς παραγωγίσιµη στο I και η παράγωγός της δίνεται από τον παρακάτω τύπο

df(t)

dt
=
∂f

∂x

(
x(t), y(t)

) dx(t)

dt
+
∂f

∂y

(
x(t), y(t)

) dy(t)

dt

Αν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης του συµβολισµού, ϑα γράφουµε

dF

dt
=
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂y

dy

dt
(11.8)

Αυτός ο τύπος, (11.11.3), ονοµάζεται ολική παράγωγος της F (t) ως προς t. Μπορούµε να επεκτείνου-
µε την έκφραση της (11.11.3) σε περισσότερες διαστάσεις. Για παράδειγµα αν έχουµε τη συνάρτηση

F (t) = f
(
x1(t), x2(t), x3(t), . . . , xn(t)

)
όπου xi(t)∀i = 1, 2, . . . , n είναι παραγωγίσιµες συναρτήσεις της µεταβλητής t, τότε η ολική παράγωγος
ϑα είναι

dF

dt
=

∂f

∂x1

dx1

dt
+

∂f

∂x2

dx2

dt
+ . . .+

∂f

∂xn

dxn
dt

=
n∑
i=1

∂f

∂xi

dxi
dt

Παράδειγµα

Θεωρήστε τη συνάρτηση f(x, y) = x + y µε x(t) = sin t και y(t) = t3. Τότε η ολική παράγωγος της
F (t) = f

(
x(t), y(t)

)
ϑα είναι

dF

dt
=
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂y

dy

dt
= 1 · cos t+ 1 · (3t2) = cos t+ 3t2

αφού
∂f

∂x
= 1,

∂f

∂y
= 1,

dx

dt
= cos t,

dy

dt
= 3t2

Αν τώρα ϑεωρήσουµε ότι η µεταβλητή y είναι συνάρτηση της x στη συνάρτηση F (t) = f
(
x(t), y(t)

)
,

όπου για παράδειγµα η µεταβλητή t = x, τότε η ολική παράγωγος (11.11.3) ϑα λάβει τη µορφή

dF

dx
=
∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx
(11.9)

Για παράδειγµα, η συνάρτηση F = f(x, y) = ex/y µε y = lnx ϑα µας δώσει ως ολική παράγωγο

dF

dx
=

1

y
ex/y − x

y2
ex/y

1

x
=
y − 1

y2
ex/y
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=
lnx− 1

ln2 x
ex/ lnx

αφού
∂f

∂x
=

1

y
ex/y,

∂f

∂y
= − x

y2
ex/y και

dy

dx
=

1

x

Αν µια συνάρτηση f(x, y) = 0, τότε, όπως είδαµε προηγουµένως, ϑα λέµε ότι η y είναι πεπλεγµένη
συνάρτηση της x. Τότε µπορούµε να γράψουµε

df

dx
= 0

(11.11.3)⇒ ∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx
= 0

dy

dx
= −∂f/∂x

∂f/∂y

΄Εστω ότι έχουµε δύο επιφάνειες στις τρεις διαστάσεις που ορίζονται ως ακολούθως

F = f(x, y, z) = 0 και G = g(x, y, z) = 0

Τότε µπορούµε να εκφράσουµε τις µεταβλητές y και z ως συνάρτηση της x. Οι ολικές παράγωγοι ως
προς x ϑα είναι

0 =
dF

dx
=
∂f

∂x
+
∂f

∂y

dy

dx
+
∂f

∂z

dz

dx
= 0

0 =
dG

dx
=
∂g

∂x
+
∂g

∂y

∂y

∂x
+
∂g

∂z

dz

dx
= 0

Λύνοντας αυτό το σύστηµα των δύο εξισώσεων µε αγνώστους τα dy/dx και dz/dx ϑα λάβουµε

dy

dx
= −

∂f

∂x

∂g

∂z
− ∂f

∂z

∂g

∂x
∂f

∂y

∂g

∂z
− ∂f

∂z

∂g

∂y

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂f

∂x

∂f

∂z

∂g

∂x

∂g

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂f

∂y

∂f

∂z

∂g

∂y

∂g

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(11.10)

dz

dx
= −

∂f

∂x

∂g

∂y
− ∂f

∂y

∂g

∂x
∂f

∂y

∂g

∂z
− ∂f

∂z

∂g

∂y

= −

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂f

∂y

∂f

∂y

∂g

∂y

∂g

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∂f

∂y

∂f

∂z

∂g

∂y

∂g

∂z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(11.11)
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Για παράδειγµα, ας ϑεωρήσουµε τις επιφάνειες

f(x, y, z) = x2 + y2 + z2 = 0, g(x, y, z) = x+ y + z = 0

Τότε
∂f

∂x
= 2x,

∂f

∂y
= 2y,

∂f

∂z
= 2z,

∂g

∂x
=
∂g

∂y
=
∂g

∂z
= 1

και εποµένως οι τύποι (11.11.3) και (11.11.3) ϑα µας δώσουν

dy

dx
= −2x− 2z

2y − 2z
= −x− z

y − z
dz

dx
=

2x− 2y

2y − 2z
=
x− y
y − z

11.11.4
Ολικές παράγωγοι ανωτέρας τάξης

Η έκφραση της ολικής παραγώγου της (11.11.3) για τη συνάρτηση F (t) = f
(
x(t), y(t)

)
είναι

dF

dt
=

dx

dt

∂f

∂x
+

dy

dt

∂f

∂y

ή
d

dt
F =

(
dx

dt

∂

∂x
+

dy

dt

∂

∂y

)
f

δηλαδή µπορούµε να ϑεωρήσουµε τον τελεστή d/dt, ο οποίος δρα στη συνάρτηση F (t) = f
(
x(t), y(t)

)
και εποµένως ϑα έχει την έκφραση

d

dt
=

dx

dt

∂

∂x
+

dy

dt

∂

∂y

Με αυτή την παρατήρηση, µπορούµε να υπολογίσουµε την ολική παράγωγο δεύτερης τάξης

d2F

dt2
=

d

dt

(
dF

dt

)
=

d

dt

(
dx

dt

∂f

∂x
+

dy

dt

∂f

∂y

)
=

d

dt

(
dx

dt

∂f

∂x

)
+

d

dt

(
dy

dt

∂f

∂y

)
=

d2x

dt2
∂f

∂x
+

dx

dt

d

dt

(
∂f

∂x

)
+

d2y

dt2
∂f

∂y
+

dy

dt

d

dt

(
∂f

∂y

)
=

d2x

dt2
∂f

∂x
+

dx

dt

[
dx

dt

∂

∂x

(
∂f

∂x

)
+

dy

dt

∂

∂y

(
∂f

∂x

)]
+

d2y

dt2
∂f

∂y
+

dy

dt

[
dx

dt

∂

∂x

(
∂f

∂y

)
+

dy

dt

∂

∂y

(
∂f

∂y

)]

=

(
dx

dt

)2 ∂2f

∂x2
+

(
dy

dt

)2 ∂2f

∂y2
+

dx

dt

dy

dt

∂2f

∂x∂y
+

dy

dt

dx

dt

∂2f

∂y∂x
+

d2x

dt2
∂f

∂x
+

d2y

dt2
∂f

∂y

=

(
dx

dt

)2 ∂2f

∂x2
+

(
dy

dt

)2 ∂2f

∂y2
+ 2

dx

dt

dy

dt

∂2f

∂x∂y
+

d2x

dt2
∂f

∂x
+

d2y

dt2
∂f

∂y
(11.12)

όπου έχουµε υποθέσει ότι ισχύει το ϑεώρηµα του Schwartz, ∂2f/∂x∂y = ∂2f/∂y∂x.
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Μια απλή εφαρµογή του τύπου (11.11.4) είναι να ϑεωρήσουµε ότι

dx

dt
= a,

dy

dt
= b, όπου a, b, σταθερές.

Τότε ϑα έχουµε για τον (11.11.4)

d2F

dt2
= a2∂

2f

∂x2
+ b2

∂2f

∂y2
+ 2ab

∂2f

∂x∂y
=

(
a2 ∂

2

∂x2
+ b2

∂2f

∂y2
+ 2ab

∂2

∂x∂y

)
f

=

(
a
∂

∂x
+ b

∂

∂y

)(
a
∂

∂x
+ b

∂

∂y

)
f

=

(
a
∂

∂x
+ b

∂

∂y

)2

f (11.13)

Μπορείτε να δείξετε µε τη ϐοήθεια της µαθηµατικής επαγωγής ότι ο τύπος (11.11.4) γενικεύεται για
τη νιοστή ολική παράγωγο ως

dnF (t)

dtn
=

(
a
∂

∂x
+ b

∂

∂y

)n
f
(
x(t), y(t)

)
∀n ∈ N

11.11.5
Οµογενείς συναρτήσεις

Μια συνάρτηση f(x, y) ονοµάζεται οµογενής ϐαθµού n αν

f (ax, ay) = anf(x, y) ∀a = σταθερά

Το ϑεώρηµα του Euler αναφέρει ότι για κάθε οµογενή συνάρτηση ϐαθµού n ϑα ισχύει

x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= nf

Παράδειγµα

Για τη συνάρτηση f(x, y) = x2 + xy + y2 ϑα έχουµε

∂f

∂x
= 2x+ y,

∂f

∂y
= x+ 2y

Εποµένως,

x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
= x (2x+ y) + y (x+ 2y)

= 2x2 + xy + yx+ 2y2 = 2
(
x2 + xy + y2

)
= 2f

Μπορούµε να γενικεύσουµε το ϑεώρηµα του Euler για µια οµογενή συνάρτηση περισσότερων
µεταβλητών, f(x, y, z, . . .), όπου

f (ax, ay, az, . . .) = anf (x, y, z, . . .)
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Τότε το ϑεώρηµα του Euler ϑα µας δώσει

x
∂f

∂x
+ y

∂f

∂y
+ z

∂f

∂z
+ . . . = nf

΄Εστω X = ax, Y = ay, Z = az, . . . τότε έχουµε ως δεδοµένο τη συνάρτηση

f(X,Y, Z) = anf(x, y, z, . . .)

Αν λάβουµε την παράγωγο ως προς a, ϑα έχουµε

∂f

∂X

dX

da
+
∂f

∂Y

dY

da
+
∂f

∂Z

dZ

da
+ . . . = nan−1f (x, y, z, . . .)

⇒ ∂f

∂X
x+

∂f

∂Y
y +

∂f

∂Z
z + . . . = nan−1f(x, y, z)

Αν ϑέσουµε a = 1, τότε η παραπάνω σχέση ϑα οδηγηθεί σε

∂f

∂x
x+

∂f

∂y
y +

∂f

∂z
z + . . . = nf

αφού X = x, Y = y, Z = z για a = 1.

11.11.6
Πιο σύνθετες συναρτήσεις

΄Εστω f : A ⊂ R3 → R, (x, y, z)→ f(x, y, z), όπου A ανοικτό υποσύνολο και f συνεχώς παραγωγί-
σιµη. Υποθέτουµε ότι οι µεταβλητές x, y, z είναι τρεις πραγµατικές συναρτήσεις συνεχώς παραγωγί-
σιµες σ΄ ένα ανοικτό υποσύνολο B ⊂ R2 και ότι(

x(s, t), y(s, t), z(s, t)
)
∈ A ∀(s, t) ∈ B ⊂ R2

Τότε η σύνθετη συνάρτηση

F : (s, t)→ F (s, t) = f
(
x(s, t), y(s, t), z(s, t)

)
που είναι ορισµένη στο B είναι συνεχώς παραγωγίσιµη στο B και ισχύει

∂F

∂s
(s, t) =

∂f

∂x

(
x(s, t), y(s, t), z(s, t)

) ∂x(s, t)

∂s
+
∂f

∂y

(
x(s, t), y(s, t), z(s, t)

) ∂y(s, t)

∂s
+

+
∂f

∂z

(
x(s, t), y(s, t), z(s, t)

) ∂z(s, t)
∂s

και
∂F

∂t
(s, t) =

∂f

∂x

(
x(s, t), y(s, t), z(s, t)

) ∂x(s, t)

∂t
+
∂f

∂y

(
x(s, t), y(s, t), z(s, t)

) ∂y(s, t)

∂t
+

+
∂f

∂z

(
x(s, t), y(s, t), z(s, t)

) ∂z(s, t)
∂t

Αν δεν υπάρχει κίνδυνος σύγχυσης, τότε ϑα γράφουµε

∂F

∂s
=
∂f

∂x

∂x

∂s
+
∂f

∂y

∂y

∂s
+
∂f

∂z

∂z

∂s
(11.14)

∂F

∂t
=
∂f

∂x

∂x

∂t
+
∂f

∂y

∂y

∂t
+
∂f

∂z

∂z

∂t
(11.15)
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Παράδειγµα

΄Εστω µια συνάρτηση V : R2 → R, (x, y) → V (x, y) συνεχώς παραγωγίσιµη. Αν ϑεωρήσουµε τις
πολικές συντεταγµένες (r, θ) ϑα έχουµε

r

y

x

θ

(x, y)

Σχήµα 11.4

x(r, θ) = r cos θ, y(r, θ) = r sin θ

Εποµένως, ϑεωρούµε τις µεταβλητές s ≡ r, t ≡ θ στις εκφράσεις (11.11.6), (11.11.6), όπου ϑα
λάβουµε 

∂V

∂r
=
∂V

∂x

∂x

∂r
+
∂V

∂y

∂y

∂r

∂V

∂θ
=
∂V

∂x

∂x

∂θ
+
∂V

∂y

∂y

∂θ

⇒


∂V

∂r
=
∂V

∂x
cos θ +

∂V

∂y
sin θ

∂V

∂θ
= −∂V

∂x
r sin θ︸ ︷︷ ︸

y

+
∂V

∂y
r cos θ︸ ︷︷ ︸

x

(11.16)

⇒


r
∂V

∂r
=
∂V

∂x
r cos θ︸ ︷︷ ︸

x

+
∂V

∂y
r sin θ︸ ︷︷ ︸

y

∂V

∂θ
= −∂V

∂x
r sin θ︸ ︷︷ ︸

y

+
∂V

∂y
r cos θ︸ ︷︷ ︸

x

όπου πολλαπλασιάσαµε και τα δύο µέλη της πρώτης σχέσης µε r

⇒


r
∂V

∂r
= x

∂V

∂x
+ y

∂V

∂y
∂V

∂θ
= −y∂V

∂x
+ x

∂V

∂y

⇒


∂V

∂r
=
x

r

∂V

∂x
+
y

r

∂V

∂y
1

r

∂V

∂θ
= −y

x

∂V

∂x
+
x

r

∂V

∂y
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Αν δηµιουργήσουµε τον όρο
(
∂V

∂r

)2

+

(
1

r

∂V

∂θ

)2

⇒
(
∂V

∂r

)2

+
1

r2

(
∂V

∂θ

)2

=

(
x

r

∂V

∂x
+
y

r

∂V

∂y

)2

+

(
−y
r

∂V

∂x
+
x

r

∂V

∂y

)2

=

(
x

r

)2(∂V
∂x

)2

+

(
y

r

)2(∂V
∂y

)2

+
�
��

�
��2xy

r2

∂V

∂x

∂V

∂y
+

(
y

r

)2(∂V
∂x

)2

+

+

(
x

r

)2(∂V
∂y

)2

��
���

��−2yx

r2

∂V

∂x

∂V

∂y

=
x2 + y2

r2

(
∂V

∂x

)2

+
y2 + x2

r2

(
∂V

∂y

)2

=

(
∂V

∂x

)2

+

(
∂V

∂y

)2

⇒
(
∂V

∂r

)2

+
1

r2

(
∂V

∂θ

)2

=

(
∂V

∂x

)2

+

(
∂V

∂y

)2

Παράδειγµα : Εξίσωση του Laplace

Από τις εξισώσεις (11.11.6) έπεται ότι

∂V

∂x
= cos θ

∂V

∂r
− sin θ

r

∂V

∂θ
(11.17)

∂V

∂y
= sin θ

∂V

∂r
+

cos θ

r

∂V

∂θ
(11.18)

δηλαδή οι τελεστές ∂/∂x και ∂/∂y σε πολικές συντεταγµένες ϑα είναι

∂

∂x
= cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ
(11.19)

∂

∂y
= sin θ

∂

∂r
+

cos θ

r

∂

∂θ
(11.20)

Αν προσπαθήσουµε να υπολογίσουµε τις παραγώγους δευτέρας τάξης, τότε ϑα λάβουµε

∂2V

∂x2
=

∂

∂x

(
∂V

∂x

)
(11.11.6)

= cos θ
∂

∂r

(
∂V

∂x

)
− sin θ

r

∂

∂θ

(
∂V

∂x

)
(11.11.6)

= cos θ
∂

∂r

(
cos θ

∂V

∂r
− sin θ

r

∂V

∂θ

)
− sin θ

r

∂

∂θ

(
cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂V

∂θ

)
= cos2 θ

∂2V

∂r2
− 2 sin θ cos θ

r

∂2V

∂r∂θ
+

sin2 θ

r2

∂2V

∂θ2
+

sin2 θ

r2

∂V

∂r
+

2 sin θ cos θ

r

∂V

∂θ
(11.21)

και για τον όρο ∂2V/∂y2 έχουµε

∂2V

∂y2
=

∂

∂y

(
∂V

∂y

)
(11.11.6)

= sin θ
∂

∂r

(
∂V

∂y

)
+

cos θ

r

∂

∂θ

(
∂V

∂y

)
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(11.11.6)
= sin θ

∂

∂r

(
sin θ

∂V

∂r
+

cos θ

r

∂V

∂θ

)
+

cos θ

r

∂

∂θ

(
sin θ

∂V

∂r
+

cos θ

r

∂V

∂θ

)
= sin2 θ

∂2V

∂r2
+

2 sin θ cos θ

r

∂2V

∂r∂θ
+

cos2 θ

r2

∂2V

∂θ2
+

cos2 θ

r

∂V

∂r
− 2 sin θ cos θ

r2

∂V

∂θ
(11.22)

Αν προσθέσουµε τις σχέσεις (11.11.6) και (11.11.6), ϑα λάβουµε την εξίσωση του Laplace σε πολικές
συντεταγµένες.

0 =
∂2V

∂x2
+
∂2V

∂y2︸ ︷︷ ︸
εξίσωση Laplace σε καρτεσιανές

=
(

cos2 θ + sin2 θ
) ∂2V

∂r2
+

sin2 θ + cos2 θ

r

∂V

∂r
+

sin2 θ + cos2 θ

r2

∂2V

∂θ2

=
∂2V

∂r2
+

1

r

∂V

∂r
+

1

r2

∂2V

∂θ2

Παράδειγµα 1

΄Εστω µια συνάρτηση φ : R2 → R, (x, y) → φ(x, y) συνεχώς παραγωγίσιµη. Θέτουµε u = x + y,

v =
1

x
+

1

y
µε (x, y) 6= (0, 0). Να δείξετε ότι ισχύει

x
∂φ

∂x
+ y

∂φ

∂y
= u

∂φ

∂u
− v∂φ

∂v

Λύση: Από τις σχέσεις (11.11.6) και (11.11.6) ϑα γράψουµε τις παραγώγους ∂φ/∂x και ∂φ/∂y ως

ακολούθως

∂φ

∂x
=
∂φ

∂u

∂u

∂x
+
∂φ

∂v

∂v

∂x
=
∂φ

∂u
1 +

∂φ

∂v

(
− 1

x2

)
=
∂φ

∂u
− 1

x2

∂φ

∂v
(11.23)

και
∂φ

∂y
=
∂φ

∂u

∂u

∂y
+
∂φ

∂v

∂v

∂y
=
∂φ

∂u
1 +

∂φ

∂v

(
− 1

y2

)
=
∂φ

∂u
− 1

y2

∂φ

∂v
(11.24)

Σχηµατίζουµε την έκφραση

x
∂φ

∂x
+ y

∂φ

∂y

(11.11.6)
=

(11.11.6)
x

(
∂φ

∂u
− 1

x2

∂φ

∂v

)
+ y

(
∂φ

∂u
− 1

y2

∂φ

∂v

)
=
(
x+ y︸ ︷︷ ︸
u

)∂φ
∂u
−
(

1

x
+

1

y︸ ︷︷ ︸
v

)
∂φ

∂v
= u

∂φ

∂u
− v∂φ

∂v
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Παράδειγµα 2

΄Εστω η συνάρτηση f(x, y) µε x = s2 − t2, y = 2st. Να δείξετε ότι ισχύει η σχέση(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

=
1

4(s2 + t2)

[(
∂f

∂s

)2

+

(
∂f

∂t

)2
]

Λύση:

Θα εκφράσουµε τις παραγώγους ∂g/∂x, ∂g/∂y ως ακολούθως

∂g

∂x
=
∂g

∂s

∂s

∂x
+
∂g

∂t

∂t

∂x
(11.25)

∂g

∂y
=
∂g

∂s

∂s

∂y
+
∂g

∂t

∂t

∂y

όπου ϑεωρήσαµε την g(s, t) = g
(
s(x, y), t(x, y)

)
και εφαρµόσαµε τις σχέσεις (11.11.6), (11.11.6) µε

την ανταλλαγή των ϱόλων για τα (x, y) µε (s, t). Ειδικότερα, αν g ≡ x ϑα έχουµε

1 = 2s
∂s

∂x
− 2t

∂t

∂x
(11.26)

0 = 2s
∂s

∂y
− 2t

∂t

∂y

Με παρόµοιο τρόπο, αν ϑεωρήσουµε g ≡ y ϑα λάβουµε

0 = 2t
∂s

∂x
+ 2s

∂t

∂x
(11.27)

1 = 2t
∂s

∂y
+ 2s

∂t

∂y

Οι εξισώσεις (11.11.6) και (11.11.6) αποτελούν ένα γραµµικό σύστηµα 4 εξισώσεων µε 4 αγνώστους
∂s/∂x, ∂t/∂x, ∂s/∂y, ∂t/∂y. Η λύση του συστήµατος εξισώσεων ϑα µας δώσει

∂s

∂x
=

s

2
(
s2 + t2

) , ∂s

∂y
=

t

2
(
s2 + t2

)
∂t

∂x
= − t

2
(
s2 + t2

) , ∂t

∂y
=

s

2
(
s2 + t2

)
Αντικαθιστώντας αυτές τις σχέσεις στις εξισώσεις (11.11.6), ϑα έχουµε

∂f

∂x
=

1

2
(
s2 + t2

) (s∂f
∂s
− t∂f

∂t

)
∂f

∂y
=

1

2
(
s2 + t2

) (t∂f
∂s

+ s
∂f

∂t

)
εποµένως έχουµε(
∂f

∂x

)2

+

(
∂f

∂y

)2

=
1

4
(
s2 + t2

)2
[
s2

(
∂f

∂s

)2

+ t2
(
∂f

∂t

)2

��
��

��

−2st
∂f

∂s

∂f

∂t
+ t2

(
∂f

∂s

)2

+ s2

(
∂f

∂t

)2

+
��
��
�

2ts
∂f

∂s

∂f

∂t

]
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=
1

4
(
s2 + t2

)2
[(
s2 + t2

)(∂f
∂s

)2

+
(
t2 + s2

)(∂f
∂t

)2
]

=
1

4
(
s2 + t2

) [(∂f
∂s

)2

+

(
∂f

∂t

)2
]

11.11.7
Παράγωγοι δευτέρας τάξης

Για µια συνάρτηση F (s, t) = f
(
x(s, t), y(s, t)

)
ϑα υπολογίσουµε τις παραγώγους

∂2F

∂s2
,

∂2F

∂t2

Από τη σχέση (11.11.6) έχουµε
∂F

∂s
=
∂f

∂x

∂x

∂s
+
∂f

∂y

∂y

∂s

Εποµένως, µπορούµε να γράψουµε

∂2F

∂s2
=

∂

∂s

(
∂F

∂s

)
=

∂

∂s

(
∂f

∂x

∂x

∂s
+
∂f

∂y

∂y

∂s

)
=

∂

∂s

(
∂f

∂x

∂x

∂s

)
+

∂

∂s

(
∂f

∂y

∂y

∂s

)
=
∂f

∂x

∂2x

∂s2
+

∂

∂s

(
∂f

∂x

)
∂x

∂s
+
∂f

∂y

∂2y

∂s2
+

∂

∂s

(
∂f

∂y

)
∂y

∂s

=
∂f

∂x

∂2x

∂s2
+

[
∂

∂x

(
∂f

∂x

)
∂x

∂s
+

∂

∂y

(
∂f

∂x

)
∂y

∂s

]
∂x

∂s
+
∂f

∂y

∂2y

∂s2
+

[
∂

∂x

(
∂f

∂y

)
∂x

∂s
+

∂

∂y

(
∂f

∂y

)
∂y

∂s

]
∂y

∂s

=
∂f

∂x

∂2x

∂s2
+
∂2f

∂x2

(
∂x

∂s

)2

+
∂2f

∂y∂x

∂y

∂s

∂x

∂s
+
∂f

∂y

∂2y

∂s2
+

∂2f

∂x∂y

∂x

∂s

∂y

∂s
+
∂2f

∂y2

(
∂y

∂s

)2

=
∂2f

∂x2

(
∂x

∂s

)2

+
∂2f

∂y2

(
∂y

∂s

)2

+ 2
∂2f

∂x∂y

∂x

∂s

∂y

∂s
+
∂f

∂x

∂2x

∂s2
+
∂f

∂y

∂2y

∂s2

Με όµοιο τρόπο να δείξετε ότι ισχύει η σχέση

∂2F

∂t2
=
∂2f

∂x2

(
∂x

∂t

)2

+
∂2f

∂y2

(
∂y

∂t

)2

+ 2
∂2f

∂x∂y

∂x

∂t

∂y

∂t
+
∂f

∂x

∂2x

∂t2
+
∂f

∂y

∂2y

∂t2

Παράδειγµα

Να δείξετε ότι η διαφορική εξίσωση του κύµατος σε µία διάσταση,

∂2Ψ

∂x2
− 1

c2

∂2Ψ

∂t2
= 0

που περιγράφει τη διάδοση των ηλεκτροµαγνητικών κυµάτων στο κενό, είναι αναλλοίωτη ως προς του
µετασχηµατισµούς Lorentz, δηλαδή ϑα ισχύει

∂2Ψ

∂x2
− 1

c2

∂2Ψ

∂t2
=
∂2Ψ

∂x′2
− 1

c2

∂2Ψ

∂t′2
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όπου c είναι η ταχύτητα του ϕωτός στο κενό, x και t είναι η ϑέση και ο χρόνος αντίστοιχα. Στην ειδική
σχετικότητα του Einstein ϑα µελετήσετε το µετασχηµατισµό Lorentz, ο οποίος µετατρέπει τη ϑέση x
και το χρόνο t σύµφωνα µε τις σχέσεις

x = γ
(
x′ + vt′

)
, t = γ

(
t′ +

v

c2
x′
)

όπου γ =
1√

1− v2/c2
είναι ο παράγοντας Lorentz και v η ταχύτητα ανάµεσα σε δύο συστήµατα

αναφοράς S και S′ (ϐλ. σχήµα 11.5).

S S´ x x´

t t´

υ

Σχήµα 11.5

Στο πρόβληµα αυτό ϑεωρούµε ότι έχουµε µια συνάρτηση δύο µεταβλητών

(x′, t′)→ Ψ

(
x
(
x′, t′

)
, t
(
x′, t′

))
και εποµένως οι διάφορες παράγωγοι ϑα έχουν

∂Ψ

∂x′
=
∂Ψ

∂x

∂x

∂x′
+
∂Ψ

∂t

∂t

∂x′

∂Ψ

∂t′
=
∂Ψ

∂x

∂x

∂t′
+
∂Ψ

∂t

∂t

∂t′

(11.28)

Από τους µετασχηµατισµούς Lorentz έχουµε

∂x

∂x′
= γ,

∂t

∂x′
= γ

v

c2
,

∂x

∂t′
= vγ,

∂t

∂t′
= γ

Συνεπώς, οι εξισώσεις (11.11.7) ϑα µας δώσουν
∂Ψ

∂x′
= γ

∂Ψ

∂x
+ γ

v

c2

∂Ψ

∂t
∂Ψ

∂t′
= vγ

∂Ψ

∂x
+ γ

∂Ψ

∂t

Για τις δεύτερες παραγώγους ϑα έχουµε

∂2Ψ

∂x′2
=

∂

∂x′

(
∂Ψ

∂x′

)
=

∂

∂x′

(
γ
∂Ψ

∂x
+ γ

v

c2

∂Ψ

∂t

)
= γ

∂

∂x′

(
∂Ψ

∂x

)
+ γ

v

c2

∂

∂x′

(
∂Ψ

∂t

)
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= γ

[
γ
∂

∂x

(
∂Ψ

∂x

)
+ γ

v

c2

∂2Ψ

∂t∂x

]
+ γ

v

c2

[
γ
∂2Ψ

∂x∂t
+ γ

v

c2

∂Ψ

∂t2

]

= γ2∂
2Ψ

∂x2
+ 2

γ2v

c2

∂2Ψ

∂t∂x
+
γ2v2

c4

∂2Ψ

∂t2
(11.29)

Οµοίως εργαζόµενοι ϑα λάβουµε

∂2Ψ

∂t′2
=

∂

∂t′

(
∂Ψ

∂t′

)
=

∂

∂t′

(
vγ
∂Ψ

∂x
+ γ

∂Ψ

∂t

)
= vγ

∂

∂t′

(
∂Ψ

∂x

)
+ γ

∂

∂t′

(
∂Ψ

∂t

)
= vγ

[
vγ

∂

∂x
+ γ

∂

∂t

](
∂Ψ

∂x

)
+ γ

[
vγ

∂

∂x
+ γ

∂

∂t

](
∂Ψ

∂t

)
= v2γ2∂

2Ψ

∂x2
+ 2vγ2 ∂

2Ψ

∂t∂x
+ γ2∂

2Ψ

∂t2
(11.30)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (11.11.7) και (11.11.7) ϑα µπορέσουµε να γράψουµε

∂2Ψ

∂x′2
− 1

c2

∂2Ψ

∂t′2
= γ2∂

2Ψ

∂x2
+ 2

γ2v

c2 �
�
�∂2Ψ

∂t∂x
+
γ2v2

c4

∂2Ψ

∂t2
− v2γ2

c2

∂2Ψ

∂x2
− 2vγ2

c2 �
�
�∂2Ψ

∂x∂t
− γ2

c2

∂2Ψ

∂t2

= γ2

(
1− v2

c2

)
︸ ︷︷ ︸

1/γ2

∂2Ψ

∂x2
− γ2

c2

(
1− v2

c2

)
︸ ︷︷ ︸

1/γ2

∂2Ψ

∂t2
=
∂2Ψ

∂x2
− 1

c2

∂2Ψ

∂t2

⇒ ∂2Ψ

∂x′2
− 1

c2

∂2Ψ

∂t′2
=
∂2Ψ

∂x2
− 1

c2

∂2Ψ

∂t2

11.11.8
∆ιαφορικό

Ορίζουµε το διαφορικό µιας µονοδιάστατης συνάρτησης f(x) ως

df = f ′(x)dx ή df =
df

dx
dx

Αν η συνάρτηση f = f(x, y) είναι συνάρτηση δύο µεταβλητών, το διαφορικό ορίζεται ως

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy

Αυτός ο τύπος του διαφορικού ισχύει και στην περίπτωση που οι µεταβλητές x και y δεν είναι ανεξάρ-
τητες. Κάθε συνάρτηση της µορφής

P (X, y)dx+Q(x, y)dy (11.31)

ϑα προέρχεται από ένα διαφορικό κάποιας συνάρτησης όταν

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy = P (x, y)dx+Q(x, y)dy
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⇒ P (x, y) =
∂f

∂x
, Q(x, y) =

∂f

∂y
(11.32)

Αν λάβουµε τις µερικές παραγώγους ως προς y και x των σχέσεων (11.11.8) αντίστοιχα, τότε ϑα έχουµε

∂P

∂y
=

∂2f

∂y∂x
,

∂Q

∂x
=

∂2f

∂x∂y
(11.33)

Με τη ϐοήθεια του ϑεωρήµατος του Schwartz, ∂2f/∂x∂y = ∂2f/∂y∂x, από τις σχέσεις (11.11.8) ϑα
λάβουµε τη σχέση

∂P

∂y
=
∂Q

∂x

που αποτελεί την αναγκαία συνθήκη ώστε η συνάρτηση (11.11.8) να προέρχεται από ένα ολικό δια-
ϕορικό.

Παράδειγµα

Να εξετάσετε αν η συνάρτηση
xydx+ x2y2dy (11.34)

προέρχεται από ένα ολικό διαφορικό.

Λύση:

Παρατηρούµε ότι η συνάρτηση (11.11.8) περιέχει τους όρους

P (x, y) = xy, Q(x, y) = x2y2

όπου οι µερικές παράγωγοι είναι
∂P

∂y
= x,

∂Q

∂x
= 2xy2

Παρατηρούµε ότι
∂P

∂y
6= ∂Q

∂x

Συνεπώς, η (11.11.8) δεν µπορεί να έχει προέλθει από ένα ολικό διαφορικό κάποιας συνάρτησης.

Παράδειγµα

Θα ϐρούµε το διαφορικό df της συνάρτησης

f(x, y) = exy cos
(
x2 + y2

)
Παρατηρούµε ότι

∂f

∂x
= yexy cos(x2 + y2)− 2xexy sin

(
x2 + y2

)
∂f

∂y
= xexy cos(x2 + y2)− 2yexy sin

(
x2 + y2

)
Εποµένως, το διαφορικό df ϑα είναι

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy = exy

[
y cos

(
x2 + y2

)
− 2x sin

(
x2 + y2

)]
dx+exy

[
x cos

(
x2 + y2

)
− 2y sin

(
x2 + y2

)]
dy
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11.11.9
Εφαρµογή: Θερµοδυναµικές σχέσεις

Ο διαφορικός λογισµός των µερικών παραγώγων ϐρίσκει άµεση εφαρµογή στο πεδίο της ϑερµοδυνα-
µικής. Θα δείξουµε µερικές από τις σχέσεις της ϑερµοδυναµικής, γνωστές ως σχέσεις του Maxwell στη
ϑερµοδυναµική. ΄Ενα ϑερµοδυναµικό σύστηµα περιγράφεται από τον όγκο V , τη ϑερµοκρασία T , την
πίεση P και την εντροπία S. Αυτές οι 4 ποσότητες δεν είναι ανεξάρτητες µεταξύ τους: δύο από αυτές
µπορούν να µεταβάλλονται ανεξάρτητα µεταξύ τους, αλλά οι άλλες δύο ϑα µπορούν να καθοριστούν
µε τη ϐοήθεια των δύο πρώτων. Ο πρώτος νόµος της ϑερµοδυναµικής περιγράφει τη διατήρηση της
ενέργειας και δίνεται από το διαφορικό

dU = TdS − PdV (11.35)

όπου U είναι η εσωτερική ενέργεια του συστήµατος. Η µέθοδος που ϑα παρουσιάσουµε παρακάτω
ϐασίζεται στη σχέση του διαφορικού µιας συνάρτησης U(x, y) δύο µεταβλητών x και y, όπου

dU =

(
∂U

∂x

)
y

dx+

(
∂U

∂y

)
x

dy (11.36)

όπου ο όρος (∂U/∂x)y δηλώνει τη µερική παράγωγο της U ως προς x, όπου το y είναι σταθερό. Με
τη ϐοήθεια του ϑεωρήµατος του Schwartz

∂2U

∂x∂y
=

∂2U

∂y∂x

ϑα εξάγουµε τις διάφορες ϑερµοδυναµικές σχέσεις.
Από τις σχέσεις (11.11.9) και (11.11.9) έπεται, αφού διαλέξουµε x ≡ S και y ≡ V

TdS − PdV =

(
∂U

∂S

)
V

dS +

(
∂U

∂V

)
S

dV

⇒


T =

(
∂U

∂S

)
V

P = −
(
∂U

∂V

)
S

⇒


(
∂T

∂V

)
S

=
∂2U

∂V ∂S(
∂P

∂S

)
V

= − ∂2U

∂S∂V

⇒
(
∂T

∂V

)
S

= −
(
∂P

∂S

)
V

Αυτή είναι µια πρώτη ϐασική ϑερµοδυναµική εξίσωση. Ας συνεχίσουµε «στο ίδιο µήκος κύµατος»,
όπου ϑεωρούµε τη συνάρτηση S = S(V, T ), δηλαδή είναι συνάρτηση του όγκου V και της ϑερµοκρα-
σίας T . Από τη σχέση (11.11.9) έπεται

dU = TdS−PdV = T

[(
∂S

∂V

)
T

dV +

(
∂S

∂T

)
V

dT

]
−PdV =

[
T

(
∂S

∂V

)
T

− P

]
dV +T

(
∂S

∂T

)
V

dT

(11.37)
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Επίσης, αν U = U(V, T ), τότε

dU =

(
∂U

∂V

)
T

dV +

(
∂U

∂T

)
V

dT (11.38)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (11.11.9) και (11.11.9) έπεται
(
∂U

∂V

)
T

= T

(
∂S

∂V

)
T

− P(
∂U

∂T

)
V

= T

(
∂S

∂T

)
V

⇒


∂2U

∂T∂V
=

(
∂S

∂V

)
T

+ T
∂2S

∂T∂V
−
(
∂P

∂T

)
V

∂2U

∂V ∂T
= T

∂2S

∂V ∂T

⇒
(
∂S

∂V

)
T

+ T
�
�
��∂2S

∂T∂V
−
(
∂P

∂T

)
V

= T
�
�
��∂2S

∂V ∂T

⇒
(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂P

∂T

)
V

(11.39)

Μια τρίτη ϑερµοδυναµική σχέση µπορεί να δηµιουργηθεί ως ακολούθως. ΄Εστω ότι λαµβάνουµε το
διαφορικό της συνάρτησης F = U − ST , δηλαδή

d

(
U − ST︸ ︷︷ ︸

F

)
= dU − SdT − TdS

(11.11.9)
= ���TdS − PdV − SdT −���TdS

= −PdV − SdT (11.40)

Η συνάρτηση F = U − ST ονοµάζεται δυναµικό ή δυναµική ενέργεια του Helmholtz. Εποµένως, η
σχέση (11.11.9) µπορεί να γραφτεί ως

dF = −PdV − SdT (11.41)

Αν η F = F (V, T ) είναι δηλαδή συνάρτηση του όγκου V και ϑερµοκρασίας T , τότε

dF =

(
∂F

∂V

)
T

dV +

(
∂F

∂T

)
V

dT (11.42)

Συνδυάζοντας τις σχέσεις (11.11.9) και (11.11.9) ϑα λάβουµε
(
∂F

∂V

)
T

= −P(
∂F

∂T

)
V

= −S

⇒


∂

∂T

(
∂F

∂V

)
T

= −
(
∂P

∂T

)
V

∂

∂V

(
∂F

∂T

)
V

= −
(
∂S

∂V

)
T
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⇒


∂2F

∂T∂V
= −

(
∂P

∂T

)
V

∂2F

∂V ∂T
= −

(
∂S

∂V

)
T

⇒
(
∂P

∂T

)
V

=

(
∂S

∂V

)
T

που είναι η ίδια ϑερµοδυναµική σχέση µε την (11.11.9).
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11.12
Μιγαδικές µεταβλητές

΄Ενα σηµείο στο καρτεσιανό επίπεδο (x, y) µπορεί να εκφραστεί µε τη ϐοήθεια του µιγαδικού αριθµού
z = x + iy, όπου i =

√
−1 είναι ένας ϕανταστικός αριθµός και x, y ονοµάζονται το πραγµατικό και

ϕανταστικό µέρος του z αντίστοιχα. Ο χώρος των µιγαδικών αριθµών συµβολίζεται ως C, συνεπώς
ϑα λέµε z ∈ C. Η πρώτη επαφή σας µε τους µιγαδικούς αριθµούς είναι η δυνατότητα επίλυσης
τριωνύµων µε αρνητική ορίζουσα. Για παράδειγµα οι λύσεις της εξίσωσης

x2 + 1 = 0⇒ x2 = −1⇒ x = ±
√
−1 = ±i

Η αναπαράσταση του µιγαδικού αριθµού x ∈ Z στο καρτεσιανό επίπεδο µπορεί να γίνει µέσω των
πολικών συντεταγµένων (r, θ), όπου x = r cos θ, y = r sin θ και εποµένως ο µιγαδικός αριθµός z ϑα
έχει τη µορφή

z = r cos θ + ir sin θ = r (cos θ + i sin θ)

(x, y)

y

x

r

θ

Σχήµα 11.6

Με r =
√
x2 + y2 ≥ 0 να είναι το µέτρο του µιγαδικού αριθµού και θ = arg(z) το όρισµα του

z. Η κύρια τιµή του ορίσµατος ενός µιγαδικού αριθµού z ικανοποιεί τη σχέση −π ≤ θ ≤ π. Βέβαια
οποιαδήποτε γωνία θ + kπ, k ∈ Z είναι ισοδύναµα ορίσµατα του µιγαδικού αριθµού z. Για κάθε
µιγαδικό αριθµό z ορίζουµε το µιγαδικό συζυγή αριθµό z̄ = x− iy και συνεπώς ο αριθµός zz̄ είναι

zz̄ = (x+ iy)(x− iy) = x2
���−ixy +��iyx+ y2 = x2 + y2 = r2

που ορίζει το τετράγωνο του µέτρου του z, |z|2, δηλαδή

|z|2 = zz̄ = r2 = x2 + y2

Επίσης, το πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος του z είναι

x = Re(z) =
z + z̄

2
, y = =(z) =

z − z̄
2i

Η αναπαράσταση του συζυγή µιγαδικού αριθµού z̄ ϕαίνεται στο σχήµα 11.7, όπου το µέτρο του
r = |z̄| ταυτίζεται µε το |z|, αλλά το όρισµα του z̄ είναι αντίθετο του ορίσµατος του z, δηλαδή arg(z) =
− arg(z̄).
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r

r

θ
-θ

y
z=(x, y)

z=(x, -y)

x

Σχήµα 11.7

11.12.1
Ταυτότητα του Euler

Από τις σειρές MacLaurin ηµιτόνου, συνηµιτόνου και εκθετικής συνάρτησης

sin θ = θ − θ3

3!
+
θ5

5!
− θ7

7!
+ . . .

cos θ = 1− θ2

2!
+
θ4

4!
− θ6

6!

ez = 1 + z +
z2

2!
+
z3

3!
+
z4

4!
+ . . .

Αν ϑεωρήσουµε το z = iθ, έπεται

eiθ = 1 + iθ +
i2θ2

2!
+
i3θ3

3!
+
i4θ4

4!
+ . . . = 1 + iθ − θ2

2!
− iθ

3

3!
+
θ4

4!
+ . . .

=

(
1− θ2

2!
+
θ4

4!
+ . . .

)
︸ ︷︷ ︸

cos θ

+i

(
θ − θ3

3!
+ . . .

)
︸ ︷︷ ︸

sin θ

⇒ eiθ = cos θ + i sin θ

11.12.2
Πράξεις των µιγαδικών αριθµών

΄Εστω δύο µιγαδικοί αριθµοί z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2. Οι διάφορες πράξεις ϑα έχουν

1. Πρόσθεση, αφαίρεση

z1 ± z2 = (x1 + iy1)± (x2 + iy2) = (x1 ± x2) + i (y1 ± y2)

2. Πολλαπλασιασµός

z1z2 = (x1 + iy1) (x2 + iy2) = (x1x2 − y1y2) + i (x1y2 + x2y1)
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3. ∆ιαίρεση

z1

z2
=
x1 + iy1

x2 + iy2
=

(x1 + iy1)(x2 − iy2)

(x2 + iy2)(x2 − iy2)︸ ︷︷ ︸
x22+y22

=
x1x2 + y1y2

x2
2 + y2

2

+ i
x2y1 − x1y2

x2
2 + y2

2

Αν |z1| =
√
x2

1 + y2
1, |z2| =

√
x2

2 + y2
2 είναι τα µέτρα των µιγαδικών αριθµών, τότε ισχύουν οι ακόλου-

ϑες ιδιότητες

|z1z2| = |z1| |z2|, |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|,∣∣∣∣z1

z2

∣∣∣∣ =
|z1|
|z2|

, |z1 ± z2| ≥ |z1| − |z2|

Αν ϑεωρήσουµε την πολική αναπαράσταση των µιγαδικών αριθµών

z1 = r1e
iθ1 = r1 (cos θ1 + i sin θ1) , z2 = r2e

iθ2 = r2 (cos θ2 + i sin θ2)

τότε

z1z2 = r1r2e
i(θ1+θ2) = r1r2

[
cos(θ + θ2) + i sin (θ1 + θ2)

]
z1

z2
=
r1e

iθ1

r2eiθ2
=
r1

r2
ei(θ1−θ2) =

r1

r2

[
cos(θ1 − θ2) + i sin(θ1 − θ2)

]
zn =

(
reiθ

)n
= rneinθ = rn

[
cos(nθ) + i sin(nθ)

]
︸ ︷︷ ︸

Θεώρηµα του De Moivre

΄Ενας µιγαδικός αριθµός w ονοµάζεται η νιοστή ϱίζα ενός µιγαδικού αριθµού z αν

wn = z ⇒ w = z1/n

⇒ w =
(
reiθ

)1/n
= r1/neiθ/n

= r1/n

[
cos

(
θ + 2kπ

n

)
+ i sin

(
θ + 2kπ

n

)]
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1

όπου παρατηρούµε ότι υπάρχουν n διαφορετικές τιµές του z1/n, δηλαδή n διαφορετικές ϱίζες του z,
αρκεί z 6= 0. Αν z = 1, τότε wn = 1, n ∈ N, και συνεπώς ϑα υπάρχουν n ϱίζες για τη µονάδα µε τιµές

w = cos

(
2kπ

n

)
+ i sin

(
2kπ

n

)
= ei2kπ/n, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1

Γεωµετρικά, οι n ϱίζες της µονάδας αποτελούν τις κορυφές ενός κανονικού πολυγώνου εγγεγραµµένου
στον κύκλο ακτίνας |z| = 1 και κέντρο την αρχή των αξόνων.
Εσωτερικό γινόµενο δύο µιγαδικών z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2 ορίζεται ως

z1 z2 = x1x2 + y1y2 = |z1| |z2| cos θ

όπου 0 ≤ θ ≤ π είναι η γωνία µεταξύ των z1 και z2.
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1

y

x

Σχήµα 11.8

Το εξωτερικό γινόµενο των µιγαδικών z1, z2 είναι

z1 × z2 = (0, 0, x1y2 − y1x2)

δηλαδή ορίζει ένα διάνυσµα µε µέτρο

|z1 × z2| = x1y2 − y1x2

και κάθετο στο µιγαδικό επίπεδο.

11.12.3
Μιγαδική παραγώγιση

Θεωρούµε µια συνάρτηση w = f(z), f : z ∈ C→ w = f(z) ∈ C, όπου µόνο µια τιµή του w αντιστοιχεί
σε κάθε τιµή του z, ϑα λέµε ότι η w είναι µονότιµη συνάρτηση του z ή ότι η f(z) είναι µια µονότιµη
συνάρτηση. Για παράδειγµα, η συνάρτηση w = f(z) = z2 είναι µια µονότιµη συνάρτηση, καθότι για
κάθε z υπάρχει µια µόνο τιµή της w.
΄Αν για κάθε z αντιστοιχούν πολλές τιµές της w, τότε ϑα έχουµε µια συνάρτηση πολλών τιµών. Για
παράδειγµα, στη συνάρτηση w2 = z, για κάθε z αντιστοιχούν δύο τιµές της w.
΄Αν w = f(z) είναι µια µονότιµη συνάρτηση σε µια περιοχή A ⊂ C, τότε η παράγωγός της ορίζεται ως
ακολούθως

dw

dz
= f ′(z) = lim

∆z→0

f(z + ∆z)− f(z)

∆z

Το διαφορικό της συνάρτησης w ϑα είναι µια συνάρτηση που ορίζεται ως

dw = f ′(z)dz

΄Αν η παράγωγος f ′(z) της συνάρτησης w = f(z) ορίζεται για κάθε σηµείο z ∈ A ⊂ C, τότε η f(z)
ονοµάζεται αναλυτική συνάρτηση στην περιοχή A ⊂ C. Επίσης, ϑα λέµε ότι η f(z) είναι αναλυτική
στο σηµείο z0, αν υπάρχει µια περιοχή |z− z0| < ε, ε > 0, όπου για κάθε σηµείο αυτής της περιοχής
η f ′(z) ορίζεται.
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11.12.4
Κανόνες παραγώγισης

Αν f(z), g(z), h(z) είναι αναλυτικές συναρτήσεις, τότε ισχύουν οι ακόλουθες σχέσεις

1.
d

dz

(
f(z)± g(z)

)
=

df(z)

dz
± dg(z)

dz

2.
d

dz

(
f(z)g(z)

)
=

df(z)

dz
g(z) + f(z)

dg(z)

dz

3.
d

dz

(
f(z)

g(z)

)
=
g(z)

df(z)

dz
− f(z)

dg(z)

dz
g2(z)

4.
df

dz
=

1

dz/df

5. Σύνθετη συνάρτηση. Αν w = f(ζ), ζ = g(z), τότε

dw

dz
=

dw

df

df

dg

dg

dz

Παρόµοιες σχέσεις ισχύουν και για το διαφορικό των µιγαδικών συναρτήσεων.

11.12.5
Εξισώσεις των Cauchy-Riemann

Αν w = f(z) = u(x, y)+iv(x, y) είναι µια συνάρτηση στην περιοχήA ⊂∈ C, τότε η αναγκαία συνθήκη
για να είναι η f(z) µια αναλυτική συνάρτηση είναι το πραγµατικό, u(x, y), και ϕανταστικό µέρος,
v(x, y) της f(z) να ικανοποιούν τις σχέσεις των Cauchy-Riemann

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

Αν οι παράγωγοι δευτέρας τάξης των u, v ορίζονται και είναι συνεχείς στην περιοχή A ⊂ C, τότε ϑα
έχουµε

∂2u

∂x2
=

∂2v

∂x∂y
,

∂2u

∂y2
= − ∂2v

∂y∂x

⇒ ∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
=

∂2v

∂x∂y
− ∂2v

∂y∂x︸ ︷︷ ︸
ϑεώρηµα Schwartz

= 0 (11.43)

αφού ισχύει το ϑεώρηµα του Schwartz για τη συνάρτηση v(x, y). ΄Οµοια ϑα ισχύει η σχέση

∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 0 (11.44)

Οι διαφορικές εξισώσεις (11.12.5) και (11.12.5) ονοµάζονται εξισώσεις του Laplace, και συµβολίζονται
ως

∂2Ψ

∂x2
+
∂2Ψ

∂y2
= 0 ∀Ψ = u, v
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ή

∇2Ψ = 0, όπου ∇2 =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

Ο τελεστής ∇2 = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 ονοµάζεται λαπλασιανή και ϑα τη συναντήσουµε πάλι στη διανυ-
σµατική ανάλυση.
Εποµένως, συµπεραίνουµε ότι το πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος µιας αναλυτικής συνάρτησης
ικανοποιούν την εξίσωση του Laplace. Ορίζουµε τον τελεστή ανάδελτα, ∇, και το συζυγή αυτού, ∇̄ ως

∇ =
∂

∂x
+ i

∂

∂y
= 2

∂

∂z̄
, ∇̄ =

∂

∂x
− i ∂

∂y
= 2

∂

∂z

Αυτοί οι τελεστές µας επιτρέπουν να ορίσουµε διάφορες «δράσεις» σε συνεχείς και παραγωγίσιµες
συναρτήσεις F (x, y) πραγµατικές ή µιγαδικές A(x, y) = P (x, y) + iQ(x, y).

(α) Βαθµίδα της F (x, y) = F

(
z + z̄

2
,
z − z̄

2i

)
∇F =

∂F

∂x
+ i

∂F

∂y
= 2

∂F

∂z̄

ή ϐαθµίδα της A(x, y) = P (x, y) + iQ(x, y) = P

(
z + z̄

2
,
z − z̄

2i

)
+ iQ

(
z + z̄

2
,
z − z̄

2i

)

∇A =

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
(P + iQ) =

(
∂P

∂x
− ∂Q

∂y

)
+ i

(
∂P

∂y
+
∂Q

∂x

)
= 2

∂A

∂z̄

(ϐ) Απόκλιση της A(x, y) = P (x, y) + iQ(x, y)

∇ ·A = Re
{
∇̄A

}
= Re

{(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
(P + iQ)

}
=
∂P

∂x
+
∂Q

∂y
= 2Re

{
∂A

∂z

}
Απόκλιση της F (x, y)

∇ · F = Re
{
∇̄F

}
= Re

{(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
F

}
=
∂F

∂x
= 2Re

{
∂F

∂z

}
(γ) Στροβιλισµός του A(x, y) = P (x, y) + iQ(x, y)

∇×A =

(
0, 0,

∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
, µε µέτρο

|∇ ×A| =
∣∣∣∣=(∇̄A)∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣=
{(

∂

∂x
− i ∂

∂y

)
(P + iQ)

}∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∂Q∂x − ∂P

∂y

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣2=
{
∂A

∂z

}∣∣∣∣∣
(δ) Λαπλασιανή ορίζεται ως το εσωτερικό γινόµενο του ανάδελτα ∇ µε τον εαυτό του

∇ · ∇ = ∇2 = Re
{
∇̄∇

}
= Re

{(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)}
=

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
= 4

∂2

∂z∂z̄
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Παράδειγµα

΄Εστω µια συνεχής και παραγωγίσιµη συνάρτηση f(x, y), όπου z = x+ iy, z̄ = x− iy. Τότε έχουµε

∂f

∂x
=
∂f

∂z

∂z

∂x︸︷︷︸
1

+
∂f

∂z̄

∂z̄

∂x︸︷︷︸
1

=
∂f

∂z
+
∂f

∂z̄

⇒ ∂

∂x
=

∂

∂z
+

∂

∂z̄

΄Οµοια µπορούµε να γράψουµε

∂f

∂y
=
∂f

∂z

∂z

∂y︸︷︷︸
i

+
∂f

∂z̄

∂z̄

∂y︸︷︷︸
−i

= i

(
∂f

∂z
− ∂f

∂z̄

)

⇒ ∂f

∂y
= i

(
∂

∂z
− ∂

∂z̄

)
Εποµένως, ο τελεστής ανάδελτα είναι

∇ =
∂

∂x
+ i

∂

∂y
=

∂

∂z
+

∂

∂z̄
+ i2

(
∂

∂z
− ∂

∂z̄

)
= 2

∂

∂z̄

΄Οµοια για το συζυγή ισχύει

∇̄ =
∂

∂x
− ∂

∂y
=

∂

∂z
+

∂

∂z̄
− i2

(
∂

∂z
− ∂

∂z̄

)
= 2

∂

∂z

11.12.6
Εφαρµογή στη Μηχανική

a

b

Δz = z(t+Δt)- z(t)

z(t
)

z(t+
Δt)

x

y

Σχήµα 11.9

Η κίνηση ενός υλικού σηµείου στο καρτεσιανό επίπεδο (x, y) µπορεί να περιγραφεί µέσω της παραµε-
τρικής καµπύλης z(t) = x(t) + iy(t), όπου t είναι µια παράµετρος (όπως για παράδειγµα ο χρόνος).
Η παράγωγος του z(t) ως προς το t, dz(t)/dt, είναι

dz(t)

dt
= lim

∆t→0

z(t+ ∆t)− z(t)
∆t

=
dx(t)

dt
+ i

dy(t)

dt
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ορίζεται τη µιγαδική ταχύτητα του υλικού σηµείου. Ενώ η δεύτερη παράγωγος, d2z(t)/dt2, ορίζει τη
µιγαδική επιτάχυνση του υλικού σηµείου. Η ταχύτητα και επιτάχυνση είναι πραγµατικές συναρτήσεις
και ορίζονται ως

ταχύτητα =

∣∣∣∣∣dz(t)dt

∣∣∣∣∣ , επιτάχυνση =

∣∣∣∣∣d2z(t)

dt2

∣∣∣∣∣
Παράδειγµα

Μια έλλειψη στο µιγαδικό επίπεδο ορίζεται από τη µιγαδική συνάρτηση

z(t) = a cos (ωt) + ib sin (ωt) , a, b, ω > 0, a > b

όπου t ∈ R είναι µια παράµετρος.
Η µιγαδική ταχύτητα ενός υλικού σηµείου που κινείται πάνω στην έλλειψη ϑα είναι

dz(t)

dt
= −aω sin(ωt) + ibω cos(ωt)

ενώ η ταχύτητά του είναι

ταχύτητα =

∣∣∣∣∣dz(t)dt

∣∣∣∣∣ =

√
a2ω2 sin2(ωt) + b2ω2 cos2(ωt) = ω

√
a2 sin2(ωt) + b2 cos2(ωt)

Η µιγαδική επιτάχυνση είναι

d2z(t)

dt2
=

d

dt

(
dz(t)

dt

)
=

d

dt

[
−aω sin(ωt) + ibω cos(ωt)

]
= −aω2 cos(ωt)− ibω2 sin(ωt) = −ω2

[
a cos(ωt) + ib sin(ωt)︸ ︷︷ ︸

z(t)

]
= −ω2z(t)

⇒ d2z(t)

dt2
+ ω2z(t) = 0

Παράδειγµα

Να δείξετε ότι οι εξισώσεις των Cauchy-Riemann σε πολικές συντεταγµένες ϑα έχουν τη µορφή

∂u

∂r
=

1

r

∂v

∂θ
,

∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂θ

Λύση:

Σε πολικές συντεταγµένες έχουµε
r =

√
x2 + y2,

x = r cos θ,

y = r sin θ

⇒ tan θ =
y

x
⇒ θ = arctan

(
y

x

)



564 Compiled on 15 Σεπτεµβρίου 2016, Χρήσιµες Σχέσεις

(x, y)

y

x

r

θ

y

x

Σχήµα 11.10

Εποµένως, οι διάφορες παράγωγοι αναπτύσσονται ως

∂u

∂x
=
∂u

∂r

∂r

∂x
+
∂u

∂θ

∂θ

∂x

=
∂u

∂r

x√
x2 + y2

+
∂u

∂θ

−y
x2 + y2

=
∂u

∂r

x

r
+
∂u

∂θ

−y
r2

=
∂u

∂r
cos θ − 1

r

∂u

∂θ
sin θ (11.45)

∂u

∂y
=
∂u

∂r

∂r

∂y
+
∂u

∂θ

∂θ

∂y
=
∂u

∂r

y√
x2 + y2

+
∂u

∂θ

x

x2 + y2

=
∂u

∂r

y

r
+
∂u

∂θ

x

r2
=
∂u

∂r
sin θ +

1

r

∂u

∂θ
cos θ (11.46)

∂v

∂x
=
∂v

∂r

∂r

∂x
+
∂v

∂θ

∂θ

∂x
=
∂v

∂r

x√
x2 + y2

+
∂v

∂θ

−y
x2 + y2

=
∂v

∂r

x

r
+
∂v

∂θ

−y
r2

=
∂v

∂r
cos θ − 1

r

∂v

∂θ
sin θ (11.47)

∂v

∂y
=
∂v

∂r

∂r

∂y
+
∂v

∂θ

∂θ

∂y
=
∂v

∂r

y√
x2 + y2

+
∂v

∂θ

x

x2 + y2

=
∂v

∂r

y

r
+
∂v

∂θ

x

r2

=
∂v

∂r
sin θ +

1

r

∂v

∂θ
cos θ (11.48)

Η εξίσωση των Cauchy-Riemann ∂u/∂x = ∂v/∂y ϑα µας δώσει (µε τη ϐοήθεια των σχέσεων (11.12.6)
και (11.12.6))

∂u

∂r
cos θ − 1

r

∂u

∂θ
sin θ =

∂v

∂r
sin θ +

1

r

∂v

∂θ
cos θ

⇒
(
∂u

∂r
− 1

r

∂v

∂θ

)
cos θ −

(
∂v

∂r
+

1

r

∂u

∂θ

)
sin θ = 0 (11.49)
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Επίσης, από την εξίσωση των Cauchy-Riemann ∂u/∂y = −∂v/∂x και µε τη ϐοήθεια των σχέσεων
(11.12.6) και (11.12.6) ϑα λάβουµε

∂u

∂r
sin θ +

1

r

∂u

∂θ
cos θ = −∂v

∂r
cos θ +

1

r

∂v

∂θ
sin θ

⇒
(
∂u

∂r
− 1

r

∂v

∂θ

)
sin θ +

(
∂v

∂r
+

1

r

∂u

∂θ

)
cos θ = 0 (11.50)

Πολλαπλασιάζουµε τη σχέση (11.12.6) µε cos θ και τη σχέση (11.12.6) µε sin θ, και αφού τις προσθέ-
σουµε ϑα έχουµε

∂u

∂r
− 1

r

∂v

∂θ
= 0⇒ ∂u

∂r
=

1

r

∂v

∂θ

Αν τώρα πολλαπλασιάσουµε τη σχέση (11.12.6) µε − sin θ και τη σχέση (11.12.6) µε cos θ, και τις
προσθέσουµε, ϑα λάβουµε

∂v

∂r
+

1

r

∂u

∂θ
= 0⇒ ∂v

∂r
= −1

r

∂u

∂θ

Παράδειγµα

Να γράψετε τη συνάρτηση f(z) = z + 1/z σε πολικές συντεταγµένες (r, θ), και να προσδιορίσετε το
πραγµατικό και ϕανταστικό µέρος της συνάρτησης.

Λύση:

Για z = reiθ, η συνάρτηση f(z) ϑα έχει τη µορφή

f(z) = z
1

z
= reiθ +

1

reiθ
= reiθ +

1

r
e−iθ = r (cos θ + i sin θ) +

1

r
(cos θ − i sin θ)

=

(
r +

1

r

)
cos θ + i

(
r − 1

r

)
sin θ =

r2 + 1

r︸ ︷︷ ︸
u(r,θ)

cos θ + i
r2 − 1

r
sin θ︸ ︷︷ ︸

v(r,θ)

Το πραγµατικό, u(r, θ), και ϕανταστικό, v(r, θ), µέρος της συνάρτησης f(z) είναι

u(r, θ) =
r2 + 1

r
cos θ, v(r, θ) =

r2 − 1

r
sin θ
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