
ΣΝΜΜ

Ασκήσεις στη Μαθηματική Ανάλυση

Λύσεις του 6ου φυλλαδίου ασκήσεων

Ασκηση 1. ΄Εστω (αn) ακολουθία μή αρνητικών αριθμών και υποθέτουμε ότι
limαn = α > 0. Να δείξετε ότι lim n

√
αn = 1 .

Λύση. Θέτοντας ε = α
2 > 0, στον ορισμό του ορίου ακολουθίας έχουμε ότι

υπάρχει n0 ∈ N, τέτοιο ώστε

α

2
< αn <

3α

2
,

για κάθε n ≥ n0. Παίρνοντας n−οστές ρίζες έχουμε ότι

n

√
α

2
< n

√
αn <

n

√
3α

2

για κάθε n ≥ n0. Συνεπώς από ισοσυγκλίνουνες έχουμε το συμπέρασμα.

Ασκηση 2. (ι) ΄Εστω (αn) ακολουθία μη-μηδενικών αριθμών με

lim
n→+∞

|αn+1

αn
| = ρ < 1 .

Δείξτε ότι

lim
n→+∞

αn = 0 .

(ιι) (΄Ενα πολύ σημαντικό όριο) Δείξτε ότι, για κάθε πραγματικό αριθμό x, ισχύει
ότι

lim
n→+∞

xn

n!
= 0 .

Λύση.

(ι) Από τον ορισμό του ορίου ακολουθίας, για ε > 0 αρκετά μικρό έτσι ώστε
ρ+ ε < 1, θα υπάρχει n0 ∈ N, τέτοιο ώστε

|αn+1

αn
| < ρ+ ε , για κάθε n ≥ n0 .

Πολλαπλασιάζοντας κατά μέλη τις ανισότητες που προκύπτουν από n0 έως

n παίρνουμε ότι
|αn+1| < cλn+1 ,

όπου 0 < λ = ρ+ ε < 1 και c = |αn0
|λ−n0 . Οπότε αφού λn → 0 έχουμε το

συμπέρασμα, από ισοσυγκλίνουσες.

(ιι) Χρησιμοποιήστε το (ι).
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Ασκηση 3. Να υπολογίσετε τα όρια:

(ι) lim
n→∞

(
√
n+ 1−

√
n) ,

(ιι) lim
n→∞

nλn
, όπου |λ| < 1,

(ιιι) lim
n→∞

(n!)2

(2n)!
.

Λύση. (ι)

lim
n→+∞

(
√
n+ 1−

√
n) = lim

n→+∞

1√
n+ 1 +

√
n
= 0 .

(ιι)

lim
n→+∞

| (n+ 1)λn+1

nλn
| = |λ| < 1

και συνεπώς η ακολουθία (nλn) συγκλίνει στο 0.
(ιιι)

0 <
(n!)2

(2n)!
=

n!

(n+ 1)(n+ 2)...(n+ n)

=
1

n+ 1
· 2

n+ 2
...

n

n+ n

<
1

n+ 1
.

Επομένως, από το θεώρημα ισοσυγκλινουσών ακολουθιών, προκύπτει ότι βn → 0,
καθώς n → +∞.

Ασκηση 4. Να προσδιορίσετε τα x ∈ R, για τα οποία συγκλίνουν οι σειρές
∞∑

n=0

(−1)nx2n = 1− x2 + x4 − x6 + ...

και
∞∑

n=0

(−1)nxn = 1− x+ x2 − x3 + ...

Στη συνέχεια, για αυτά τα x, να βρείτε τα αθροίσματα τους.

Λύση. Πρόκειται για γεωμετρικές σειρές με λόγο λ = −x και λ = −x2

αντίστοιχα. Συνεπώς συγκλίνουν για |x| < 1 με

∞∑
n=0

(−1)nx2n =
1

1 + x2
και

∞∑
n=0

(−1)nxn =
1

1 + x

Παρατηρείστε, γιατί θα το χρησιμοποιήσουμε στη συνέχεια, ότι η δεύτερη σει-

ρά για |x| < 1, μας δίνει την παράγωγο της συνάρτησης lnx. ΄Οπως θα δούμε
αργότερα, για |x| < 1, η πρώτη σειρά μας δίνει την παράγωγο της συνάρτησης
arctanx.
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Ασκηση 5. Αποδείξτε ότι αν lim
n→+∞

βn = β και αn = βn − βn+1 , n ∈ N, τότε

∞∑
n=1

αn = β1 − β .

Λύση. Πρόκειται για τηλεσκοπική σειρά αφού η ακολουθία των μερικών α-

θροισμάτων της είναι η

sn = α1+α2+ ...+αn = β1−β2+β2−β3+ ...+βn−βn+1 = β1−βn+1 → β1−β

και συνεπώς
∞∑

n=1

αn = β1 − β .
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