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Άσκηση 1

Να εξεταστεί αν ο 𝐴 είναι αντιστρέψιμος για τις διάφορες τιμές του 𝛼 ∈ 𝑅. 
Στην περίπτωση που είναι αντιστρέψιμος, να βρεθεί ο αντίστροφός του.

𝐴 =
1 0 2
3 2 𝛼
0 1 1
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Λύση:

ሾ ȁ𝑨 ሿ𝑰𝟑 =  อ
1 0 2
3 2 𝛼
0 1 1

൩
1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝛾2→𝛾2−3𝛾1
 อ
1 0 2
0 2 𝛼 − 6
0 1 1

൩
1 0 0

−3 1 0
0 0 1

𝛾2 𝛾3



 อ
1 0 2
0 1 1
0 2 𝛼 − 6

൩
1 0 0
0 0 1

−3 1 0

𝛾3→𝛾3−2𝛾2
 อ
1 0 2
0 1 1
0 0 𝛼 − 8

൩
1 0 0
0 0 1

−3 1 −2

Kallia Pavlopoulou 2023-24 3

Άσκηση 1-λύση (συνέχεια)

Διακρίνουμε 2 περιπτώσεις:

1) Αν 𝜶 = 𝟖, τότε ο τελευταίος πίνακας παίρνει τη μορφή:

 อ
1 0 2
0 1 1
0 0 0

൩
1 0 0
0 0 1

−3 1 −2

Άρα ο 𝑨 δεν είναι αντιστρέψιμος .



1 0 2

0 1 1

0 0 1

1 0 0

0 0 1

−3

𝛼 − 8

1

𝛼 − 8

−2

𝛼 − 8

𝛾2 → 𝛾2−𝛾3
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2) Αν 𝛼 ≠ 8, τότε συνεχίζουμε τις γραμμοπράξεις εφαρμόζοντας στον 

τελευταίο πίνακα την  𝛾3 →
1

𝛼−8
∙ 𝛾3.

Άσκηση 1-λύση (συνέχεια)

1 0 2

0 1 0

0 0 1

1 0 0

3

𝛼 − 8

−1

𝛼 − 8

𝛼 − 6

𝛼 − 8
−3

𝛼 − 8

1

𝛼 − 8

−2

𝛼 − 8

𝛾1→𝛾1−2𝛾3
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Άσκηση 1-λύση (συνέχεια)

Η τελική μορφή του πίνακα (ανηγμένη κλιμακωτή) είναι η εξής:

1 0 0

0 1 0

0 0 1

𝛼 − 2

𝛼 − 8

−2

𝛼 − 8

4

𝛼 − 8
3

𝛼 − 8

−1

𝛼 − 8

𝛼 − 6

𝛼 − 8
−3

𝛼 − 8

1

𝛼 − 8

−2

𝛼 − 8

Αντίστροφος 𝑨−𝟏

Μοναδιαίος  
𝟑 × 𝟑

Επομένως για 𝛼 ≠ 8

ο 𝐴 είναι αντιστρέψιμος 

και ο αντίστροφός του είναι ο 𝛢−1 𝛢−1 =

𝛼−2

𝛼−8

−2

𝛼−8

4

𝛼−8
3

𝛼−8

−1

𝛼−8

𝛼−6

𝛼−8
−3

𝛼−8

1

𝛼−8

−2

𝛼−8



Άσκηση 2 

Να βρεθεί με τη βοήθεια των γραμμοπράξεων, αν υπάρχει, ο 

αντίστροφος πίνακας του 𝐵 =
2 3 1
1 1 1
5 −1 𝛼

, 𝛼 ∈ 𝑅 .

ሾ ȁ𝑩 ሿ𝑰𝟑 =  อ
2 3 1
1 1 1
5 −1 𝑎

൩
1 0 0
0 1 0
0 0 1

𝛾1 𝛾2
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Λύση

Εφαρμόζουμε τον αλγόριθμο εύρεσης αντιστρόφου:



 อ
𝟏 𝟏 𝟏
𝟐 𝟑 𝟏
𝟓 −𝟏 𝒂

൩
𝟎 𝟏 𝟎
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

𝜸𝟐→𝜸𝟐−𝟐𝜸𝟏

 อ
𝟏 𝟏 𝟏
𝟎 𝟏 −𝟏
𝟓 −𝟏 𝒂

൩
𝟎 𝟏 𝟎
𝟏 −𝟐 𝟎
𝟎 𝟎 𝟏

𝜸𝟑→𝜸𝟑−𝟓𝜸𝟏

 อ
𝟏 𝟏 𝟏
𝟎 𝟏 −𝟏
𝟎 −𝟔 𝒂 − 𝟓

൩
𝟎 𝟏 𝟎
𝟏 −𝟐 𝟎
𝟎 −𝟓 𝟏

𝜸𝟑→𝜸𝟑+𝟔𝜸𝟐

Kallia Pavlopoulou 2023-24 7

Άσκηση 2-λύση (συνέχεια) 



 อ
𝟏 𝟏 𝟏
𝟎 𝟏 −𝟏
𝟎 𝟎 𝒂 − 𝟏𝟏

൩
𝟎 𝟏 𝟎
𝟏 −𝟐 𝟎
𝟔 −𝟏𝟕 𝟏

𝜸𝟏→𝜸𝟏−𝜸𝟐

 อ
𝟏 𝟎 𝟐
𝟎 𝟏 −𝟏
𝟎 𝟎 𝒂 − 𝟏𝟏

൩
−𝟏 𝟑 𝟎
𝟏 −𝟐 𝟎
𝟔 −𝟏𝟕 𝟏

Στο σημείο αυτό διακρίνουμε περιπτώσεις:

1) Αν 𝛼 = 11, τότε ο πίνακας 𝐵 δεν αντιστρέφεται .
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Άσκηση 2-λύση (συνέχεια) 



𝟏 𝟎 𝟐

𝟎 𝟏 𝟎

𝟎 𝟎 𝟏

−𝟏 𝟑 𝟎

𝟏 +
𝟔

𝜶 − 𝟏𝟏
−𝟐 +

−𝟏𝟕

𝜶 − 𝟏𝟏

𝟏

𝜶 − 𝟏𝟏
𝟔

𝜶 − 𝟏𝟏

−𝟏𝟕

𝜶 − 𝟏𝟏

𝟏

𝜶 − 𝟏𝟏

𝜸𝟏→𝜸𝟏−𝟐𝜸𝟑

𝟏 𝟎 𝟐

𝟎 𝟏 −𝟏

𝟎 𝟎 𝟏

−𝟏 𝟑 𝟎

𝟏 −𝟐 𝟎

𝟔

𝜶 − 𝟏𝟏

−𝟏𝟕

𝜶 − 𝟏𝟏

𝟏

𝜶 − 𝟏𝟏

𝜸𝟐→𝜸𝟐+𝜸𝟑

2) Αν 𝛼 ≠ 11, τότε συνεχίζουμε τις στοιχειώδεις πράξεις γραμμών 

εφαρμόζοντας στον τελευταίο πίνακα την  𝛾3 →
1

𝛼−11
∙ 𝛾3.
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Άσκηση 2-λύση (συνέχεια) 



𝟏 𝟎 𝟎

𝟎 𝟏 𝟎

𝟎 𝟎 𝟏

−𝟏 −
𝟏𝟐

𝜶 − 𝟏𝟏
𝟑 +

𝟑𝟒

𝜶 − 𝟏𝟏

−𝟐

𝜶 − 𝟏𝟏

𝟏 +
𝟔

𝜶 − 𝟏𝟏
−𝟐 +

−𝟏𝟕

𝜶 − 𝟏𝟏

𝟏

𝜶 − 𝟏𝟏
𝟔

𝜶 − 𝟏𝟏

−𝟏𝟕

𝜶 − 𝟏𝟏

𝟏

𝜶 − 𝟏𝟏

Άρα για 𝑎 ≠ 11 ο πίνακας 𝐵 αντιστρέφεται και ο αντίστροφός του 
είναι ο 𝛣−1 που φαίνεται παραπάνω.

Αντίστροφος 𝑩−𝟏Μοναδιαίος  𝟑 × 𝟑
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Άσκηση 2-λύση (συνέχεια) 



Άλυτες Ασκήσεις για εξάσκηση

1) Να βρεθεί με τη βοήθεια των γραμμοπράξεων, αν υπάρχει, ο 
αντίστροφος πίνακας του

𝐶 =
1 −1 2

−1 4 −1
1 7 5

.
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Υπόδειξη: Εφαρμόζοντας στοιχειώδεις πράξεις γραμμών στον πίνακα ሾ ȁ𝑪 ሿ𝑰𝟑  με σκοπό να κάνουμε τον 𝐶 

ανηγμένο κλιμακωτό καταλήγουμε ότι ο 𝐶 είναι αντιστρέψιμος και ο αντίστροφός του είναι ο :

𝐶−1 =
27 19 −7
4 3 −1

−11 −8 3
 .



Άλυτες Ασκήσεις για εξάσκηση
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2) Να βρεθεί με τη βοήθεια των γραμμοπράξεων, αν υπάρχει, ο 
αντίστροφος πίνακας του

𝐷 =
1 1 1
1 4 −3
3 6 −1

 .

Υπόδειξη: Εφαρμόζοντας στοιχειώδεις πράξεις γραμμών στον πίνακα ሾ𝐷 ൧ห𝐼3  με σκοπό να κάνουμε τον 𝐷 
ανηγμένο κλιμακωτό καταλήγουμε ότι ο 𝐷 δεν είναι αντιστρέψιμος διότι είναι γραμμοϊσοδύναμος με τον:

𝐷𝑅 =
1 0 7/3
0 1 −4/3
0 0 0

 .



Άλυτες Ασκήσεις για εξάσκηση
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3) Να βρεθεί με τη βοήθεια των γραμμοπράξεων, αν υπάρχει, ο 
αντίστροφος πίνακας του

𝐹 =
0 1 −1
2 0 3
1 −1 5

 .

Υπόδειξη: Εφαρμόζοντας στοιχειώδεις πράξεις γραμμών στον πίνακα ሾ𝐹 ൧ห𝐼3  με σκοπό να κάνουμε τον 
𝐹 ανηγμένο κλιμακωτό καταλήγουμε ότι ο 𝐹 είναι αντιστρέψιμος και ο αντίστροφός του είναι ο :

𝐹−1 =
1

5
∙

−3 4 −3
7 −1 2
2 −1 2

 .
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