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§ 4-ΣΥΣΤΗΜΑ CRAMER-ΛΥΣΗ ΑΛΥΤΗΣ ΑΣΚΗΣΗΣ 4  

 

ΑΣΚΗΣΗ 4 (γραμμικό σύστημα με δύο παραμέτρους) 

 

Να λυθεί το σύστημα:   {

𝒙 + 𝝀𝒚 − 𝒛 = 𝟐
𝟐𝒙 − 𝒚 + 𝝀𝒛 = 𝟓
𝒙 + 𝟏𝟎𝒚 − 𝟔𝒛 = 𝝁

 για τις διάφορες τιμές των πραγματικών 

παραμέτρων λ, μ . 

 

Λύση 

𝑑𝑒𝑡𝐴 = |
1 𝜆 −1
2 −1 𝜆
1 10 −6

| = (𝛤1 − 𝛤3) = |
0 𝜆 − 10 5
2 −1 𝜆
1 10 −6

| = (𝛤2 − 2𝛤3) 

 

= |
0 𝜆 − 10 5
0 −21 𝜆 + 12
1 10 −6

| =  |
𝜆 − 10 5
−21 𝜆 + 12

| = (𝜆 − 10)(𝜆 + 12) + 5 ∙ 21 

 

= 𝜆2 + 12𝜆 − 10𝜆 − 120 + 105 = 𝜆2 + 2𝜆 − 15 = (𝝀 − 𝟑)(𝝀 + 𝟓)  
 

1) Άρα για 𝜆 ≠ 3 𝜅𝛼𝜄 𝜆 ≠ −5 το σύστημα έχει μία και μοναδική λύση την εξής: 

𝑑𝑒𝑡𝛢1 = |
2 𝜆 −1
5 −1 𝜆
𝜇 10 −6

| = (𝛴1 + 2𝛴3) = |
0 𝜆 −1

5 + 2𝜆 −1 𝜆
𝜇 − 12 10 −6

|

= −𝜆 ∙ 𝑑𝑒𝑡 [
5 + 2𝜆 𝜆
𝜇 − 12 −6

] + (−1) ∙ 𝑑𝑒𝑡 [
5 + 2𝜆 −1
𝜇 − 12 10

]

= −𝜆[(5 + 2𝜆)(−6) − 𝜆 ∙ (𝜇 − 12)] − [(5 + 2𝜆) ∙ 10 + (𝜇 − 12)]
= −𝜆[−30 − 12𝜆 − 𝜆 ∙ 𝜇 + 12 ∙ 𝜆] − (50 + 20𝜆 + 𝜇 − 12)
= 30𝜆 + 12𝜆2 + 𝜆2𝜇 − 12𝜆2 − (20𝜆 + 𝜇 + 38) = 𝜆2𝜇 + 30𝜆 − 20𝜆 − 𝜇 − 38
= 𝜆2𝜇 + 10𝜆 − 𝜇 − 38 

 

𝑑𝑒𝑡𝛢2 = |
1 2 −1
2 5 𝜆
1 𝜇 −6

| = (𝛴3 + 𝛴1) = |
1 2 0
2 5 𝜆 + 2
1 𝜇 −5

| = (𝛴2 − 2𝛴1) = |
1 0 0
2 1 𝜆 + 2
1 𝜇 − 2 −5

|

= |
1 𝜆 + 2

𝜇 − 2 −5
| = (−5) − (𝜆 + 2) ∙ (𝜇 − 2) = −5 − (𝜆𝜇 − 2𝜆 + 2𝜇 − 4)

= −5 − 𝜆𝜇 + 2𝜆 − 2𝜇 + 4 = −1 − 𝜆𝜇 + 2𝜆 − 2𝜇 

 

𝑑𝑒𝑡𝛢3 = |
1 𝜆 2
2 −1 5
1 10 𝜇

| = (𝛴3 → 𝛴3 − 2𝛴1) = |
1 𝜆 0
2 −1 1
1 10 𝜇 − 2

|

= |
−1 1
10 𝜇 − 2

| − 𝜆 |
2 1
1 𝜇 − 2

| = −𝜇 + 2 − 10 − 𝜆(2𝜇 − 4 − 1)

= −𝜇 − 8 − 𝜆(2𝜇 − 5) = −𝜇 − 8 − 2𝜆𝜇 + 5𝜆 
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𝑥 =
𝑑𝑒𝑡𝐴1
𝑑𝑒𝑡𝐴

=
𝜆2𝜇 + 10𝜆 − 𝜇 − 38

(𝜆 − 3)(𝜆 + 5)
 

 

𝑦 =
𝑑𝑒𝑡𝐴2
𝑑𝑒𝑡𝐴

=
−1 − 𝜆𝜇 + 2𝜆 − 2𝜇

(𝜆 − 3)(𝜆 + 5)
 

 

𝑧 =
𝑑𝑒𝑡𝐴3
𝑑𝑒𝑡𝐴

=
−𝜇 − 8 − 2𝜆𝜇 + 5𝜆

(𝜆 − 3)(𝜆 + 5)
 

 

 

 

2) Για 𝜆 = 3  το σύστημα παίρνει τη μορφή: 

 

{

𝒙 + 𝝀𝒚 − 𝒛 = 𝟐
𝟐𝒙 − 𝒚 + 𝝀𝒛 = 𝟓
𝒙 + 𝟏𝟎𝒚 − 𝟔𝒛 = 𝝁

⇔ {

𝒙 + 𝟑𝒚 − 𝒛 = 𝟐
𝟐𝒙 − 𝒚 + 𝟑𝒛 = 𝟓
𝒙 + 𝟏𝟎𝒚 − 𝟔𝒛 = 𝝁

 

 

[
1 3 −1
2 −1 3
1 10 −6

|
2
5
𝜇
]
𝛤3−𝛤1
𝛤2−2𝛤1
→     [

1 3 −1
0 −7 5
0 7 −5

|
2
1

𝜇 − 2
]
𝛤3+𝛤2
→    [

1 3 −1
0 −7 5
0 0 0

|
2
1

𝜇 − 1
] 

 

• Αν 𝜇 = 1, 𝛿𝜂𝜆. 𝜇 − 1 = 0, τότε το σύστημα έχει άπειρες λύσεις, τις εξής: 

(−
1

7
)∙𝛤2

→     [

1 3 −1

0 1 −
5

7
0 0 0

|

2

−
1

7
0

]
𝛤1−3𝛤2
→     

[
 
 
 
 1 0

8

7

0 1 −
5

7
0 0 0

|
|

17

7

−
1

7
0 ]
 
 
 
 

 

 

Άρα {
𝑥 =

17

7
−
8

7
𝑘

𝑦 = −
1

7
+
5

7
𝑘
  , 𝑘 ∈ 𝑅 

 

• Αν 𝜇 ≠ 1 τότε το (Σ) είναι αδύνατο! 

 

3) Για 𝜆 = −5 το σύστημα παίρνει τη μορφή: 

 

{

𝒙 + 𝝀𝒚 − 𝒛 = 𝟐
𝟐𝒙 − 𝒚 + 𝝀𝒛 = 𝟓
𝒙 + 𝟏𝟎𝒚 − 𝟔𝒛 = 𝝁

⇔ {

𝒙 − 𝟓𝒚 − 𝒛 = 𝟐
𝟐𝒙 − 𝒚 − 𝟓𝒛 = 𝟓
𝒙 + 𝟏𝟎𝒚 − 𝟔𝒛 = 𝝁
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[
1 −5 −1
2 −1 −5
1 10 −6

|
2
5
𝜇
]

𝛤3−𝛤1
𝛤2−2𝛤1
→     [

1 −5 −1
0 9 −3
0 15 −5

|
2
1

𝜇 − 2
]
(
1

3
)∙𝛤2

→   [
1 −5 −1
0 3 −1
0 15 −5

|
2
1/3
𝜇 − 2

]
(
1

5
)∙𝛤3

→   [
1 −5 −1
0 3 −1
0 3 −1

|

2
1/3

𝜇 − 2/5
] 

 

𝛤3−𝛤2
→    [

1 −5 −1
0 3 −1
0 0 0

|

2
1/3

3𝜇 − 11

15

] 

• Αν 
3𝜇−11

15
= 0, 𝛿𝜂𝜆. 𝜇 =

11

3
, τότε το σύστημα έχει άπειρες λύσεις, τις 

εξής: 

 

[
1 −5 −1
0 3 −1
0 0 0

|
2
1/3
0
]
(
1

3
)𝛤2

→   [

1 −5 −1

0 1 −
1

3
0 0 0

|

2
1

9
0

]
𝛤1+5𝛤2
→     

[
 
 
 
 1 0 −

8

3

0 1 −
1

3
0 0 0

|
|

23

9
1

9
0 ]
 
 
 
 

 

 

Άρα {
𝑥 =

23

9
+
8

3
𝑘

𝑦 =
1

9
+
1

3
𝑘
  , 𝑘 ∈ 𝑅 

 

• Αν 
3𝜇−11

15
≠ 0, 𝛿𝜂𝜆. 𝜇 ≠

11

3
, τότε το σύστημα είναι αδύνατο! 


