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Θεμελιώδη Θέματα

Επιστήμης Υπολογιστών

1ε ελόηεηα:

Απηόκαηα, ηππηθέο γιώζζεο, γξακκαηηθέο

Επηκέιεηα δηαθαλεηώλ: ΢ηάζεο Εάρνο, Άξεο Παγνπξηδήο 

ΣΗΜΜΥ – ΣΕΜΦΕ ΕΜΠ
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Μηχανές πεπερασμένων 

καταστάσεων (FSM)

 Σξόπνο θσδηθνπνίεζεο αιγνξίζκσλ.

 Σξόπνο πεξηγξαθήο ζπζηεκάησλ πεπεξαζκέλσλ 

θαηαζηάζεσλ:

 Μνληεινπνηνύλ κηα ζεκειηώδε (θαηλνκεληθή) αληίθαζε ησλ 

ππνινγηζηηθώλ (θαη άιισλ) ζπζηεκάησλ: πεπεξαζκέλν κέγεζνο 

ζπζηήκαηνο, απεξηόξηζην κέγεζνο εηζόδνπ.

 Οξίδνληαη κε εζσηεξηθέο θαηαζηάζεηο θαη πξνθαζνξηζκέλν ηξόπν 

κεηάβαζεο από κία θαηάζηαζε ζε άιιε κε βάζε ηελ ηξέρνπζα 

θαηάζηαζε θαη ηελ είζνδν. Μπνξεί λα έρνπλ θαη έμνδν.

 Δθαξκνγέο ζε πιήζνο επηζηεκνληθώλ πεδίσλ.
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Παράδειγμα: μηχανή καφέ (i)

Πξνδηαγξαθέο

• Γύν είδε θαθέ: ειιεληθόο ή θξέλην.

• Κόζηνο θαθέ: 40 ιεπηά.

• Δπηηξέπνληαη θέξκαηα 10, 20, ή 50 ιεπηώλ.

΢ρεδίαζε

• Πόζεο θαηαζηάζεηο ρξεηαδόκαζηε;
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Παράδειγμα: μηχανή καφέ (ii)

΢ρεδίαζε ηνπ ζπζηήκαηνο

 Δζσηεξηθέο θαηαζηάζεηο: q0, q1, q2, q3, q4

 qi : έρνπλ δνζεί κέρξη ζηηγκήο 10*i ιεπηά

 Γπλαηέο είζνδνη (ελέξγεηεο): P1, P2, P5, K1, K2

 Ρ1, Ρ2, Ρ5 : εηζαγσγή θέξκαηνο 10, 20, ή 50 ιεπηώλ

 Κ1, Κ2 : θνπκπί 1 γηα ειιεληθό θαθέ, 2 γηα θξέλην

 Γπλαηέο έμνδνη: E1, E2, E3, E4, E5, ΔΛ, ΦΡ

 Ei : επηζηξνθή 10*i ιεπηώλ

 ΔΛ : παξνρή ειιεληθνύ θαθέ 

 ΦΡ : παξνρή θξέλην
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Παράδειγμα: μηχανή καφέ (iii)

q4, E5

q4, E4

q4, E3

q4, E2

q4, Δ1

Ρ5

q0, ΔΛ

q3, -

q2, -

q1, -

q0, -

Κ1

q0, ΦΡq4, E2q4, Δ1q4

q3, -q4, Δ1q4, -q3

q2, -q4, -q3, -q2

q1, -q3, -q2, -q1

q0, -q2, -q1, -q0

Κ2Ρ2Ρ1
Δίζνδνο

Καηάζη.

 Πίλαθαο θαηαζηάζεσλ: δείρλεη πνηα είλαη ε επόκελε 

θαηάζηαζε θαη ε έμνδνο γηα θάζε ζπλδπαζκό ηξέρνπζαο 

θαηάζηαζεο θαη εηζόδνπ. Αξρηθή θαηάζηαζε: q0.
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Παράδειγμα: μηχανή καφέ (iv)
 Γηάγξακκα θαηαζηάζεσλ: παξέρεη ηηο ίδηεο πιεξνθνξίεο 

κε ηνλ πίλαθα θαηαζηάζεσλ κε πην επνπηηθό ηξόπν. 

Αξρηθή θαηάζηαζε: q0 (ζεκεηώλεηαη κε βέινο).

K1/-

K2/-

Ρ1/-

q0 q1

K1/-

K2/-

q2

q3

q4

Ρ1/-

Ρ2/-

Ρ5/E2

Ρ1/E1 

Ρ2/E2 

Ρ5/E5

Ρ5/E1K1/EΛ 

K2/ΦΡ

Ρ2/-
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Παράδειγμα II: αριθμητική modulo

 Καηαζθεπή κεραλήο πνπ λα θάλεη ηελ πξάμε n mod 3

 Πόζεο θαηαζηάζεηο ρξεηαδόκαζηε;

 Υξήζε ηδηόηεηαο: n mod 3 = (n1+...+nk) mod 3,

ni ηα (δεθαδηθά) ςεθία ηνπ n Απνδείμηε ην!

1,4,7 / 1

q0 q1

q2

0,3,6,9 / 0
0,3,6,9 / 1

1,4,7 / 2

0,3,6,9 / 2

2,5,8 / 2
1,4,7 / 0

2,5,8 / 0

2,5,8 / 1
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Παράδειγμα II: αριθμητική modulo

 Απινπνίεζε: αλ ελδηαθέξεη κόλν ε δηαηξεηόηεηα κε ην 3 

δελ ρξεηάδεηαη έμνδνο

 Οξίδνπκε θαηαζηάζεηο απνδνρήο (δηπιόο θύθινο)

0,3,6,9
1,4,7

q0 q1

q2

0,3,6,9

1,4,7

0,3,6,9

2,5,8
1,4,7

2,5,8

2,5,8

εθηέιεζε κε είζνδν 403: 

(q0)403  4(q1)03  40(q1)3  403(q1) 

ΑΠΟΡΡΘΦΗ
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Αριθμητική modulo: ασκήσεις

 Άζθεζε 1: θηηάμηε κεραλή ειέγρνπ δηαηξεηόηεηαο κε ην 5

 Άζθεζε 2: θηηάμηε κεραλή ειέγρνπ δηαηξεηόηεηαο κε ην 7
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 Μεραλέο πεπεξαζκέλσλ θαηαζηάζεσλ ρσξίο έμνδν: 

θάπνηεο θαηαζηάζεηο απνδέρνληαη, ελώ νη ππόινηπεο 

απνξξίπηνπλ. Καηαζηάζεηο απνδνρήο ζπκβνιίδνληαη κε 

επηπιένλ θύθιν.

 Έλα απηόκαην έρεη θάπνηεο εζσηεξηθέο θαηαζηάζεηο q0, 

q1, q7, q15, ... , θαη κηα ζπλάξηεζε κεηάβαζεο δ πνπ 

θαζνξίδεη ηελ επόκελε θαηάζηαζε ηνπ απηνκάηνπ κε 

βάζε ηελ ηξέρνπζα θαηάζηαζε θαη ηελ ζπκβνινζεηξά 

εηζόδνπ. Απνδέρεηαη ή απνξξίπηεη ηε ζπκβνινζεηξά 

εηζόδνπ.

 Αλαγλσξηζηέο γισζζώλ (δειαδή επηιύνπλ πξνβιήκαηα 

απόθαζεο, θαηάιιεια θωδηθνπνηεκέλα).

Αυτόματα



11

Αυτόματα και τυπικές γλώσσες

 Σππηθέο γιώζζεο: ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ θσδηθνπνίεζε

ππνινγηζηηθώλ πξνβιεκάησλ αιιά θαη ηνλ νξηζκό 

γισζζώλ πξνγξακκαηηζκνύ.

Π.ρ. L = {x  {0,1}* | x δπαδηθή γξαθή πξώηνπ αξηζκνύ}

 Απηόκαηα: ρξεζηκεύνπλ γηα ηελ αλαγλώξηζε ηππηθώλ

γισζζώλ θαη γηα ηελ θαηάηαμε ηεο δπζθνιίαο ησλ

αληίζηνηρσλ πξνβιεκάησλ:

 Κάζε απηόκαην αλαγλσξίδεη κηα ηππηθή γιώζζα: ην 

ζύλνιν ηωλ ζπκβνινζεηξώλ πνπ ην νδεγνύλ ζε 

θαηάζηαζε απνδνρήο.
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Παράδειγμα: αναγνώριση περιττών 

 q0: ηειεπηαίν ςεθίν δηάθνξν ηνπ 1

 q1: ηειεπηαίν ςεθίν ίζν κε 1

 ε q0 ιέγεηαη αξρηθή θαηάζηαζε ελώ ε q1 ιέγεηαη

θαηάζηαζε απνδνρήο (ή θαη ηειηθή)

 εθηέιεζε κε είζνδν 0110: 
(q0)0110 0(q0)110  01(q1)10  011(q1)0  0110(q0)   ΑΠΟΡΡΗΦΖ

 εθηέιεζε κε είζνδν 101: 
(q0)101  1(q1)01  10(q0)1  101(q1) ΑΠΟΓΟΥΖ

1

0

0 1q0 q1
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Άλλα αυτόματα

 Μεραληζκνί: ρσξίο είζνδν – έμνδν: δ(qi) = qj

εθηέιεζε: q0 -> qj -> qk -> qm . . .

 Απηόκαηα ζηνίβαο (PDA, pushdown automata): έρνπλ 

πνιύ πεξηζζόηεξεο δπλαηόηεηεο θαζώο κπνξνύλ λα 

ρξεζηκνπνηήζνπλ κλήκε (ζε κνξθή ζηνίβαο).

 Μεραλέο Turing (TM): έρνπλ αθόκε πεξηζζόηεξεο 

δπλαηόηεηεο θαζώο έρνπλ απεξηόξηζηε κλήκε (ζε κνξθή 

ηαηλίαο, κε δπλαηόηεηα επηζηξνθήο). 

 Γξακκηθά πεξηνξηζκέλα απηόκαηα (LBA): είλαη ΣΜ κε 

κλήκε γξακκηθά πεξηνξηζκέλε (σο πξνο ην κήθνο ηεο 

εηζόδνπ).
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Άλλες τυπικές γλώσσες
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Παράδειγμα: DFA για L1

εθηέιεζε κε είζνδν abba : 

(q0)abba  a(q1)bba  ab(q1)ba  abb(q1)a  abba(q1)

ΑΠΟΓΟΥΖ
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Τυπικός ορισμός DFA

 Q : ην ζύλνιν ησλ θαηαζηάζεσλ ηνπ Μ (πεπεξαζκέλν), 

π.ρ. Q = {q0, q1, q2}

 ΢ : πεπεξαζκέλν αιθάβεην εηζόδνπ (΢  Q = ), 

π.ρ. ΢ = {a,b}

 δ : Q x ΢  Q : ζπλάξηεζε κεηάβαζεο, π.ρ. δ(q0,a) = q1

 q0 Q : αξρηθή θαηάζηαζε

 F  Q: ζύλνιν ηειηθώλ θαηαζηάζεσλ (απνδνρήο), 

π.ρ. F = {q1}

 Νηεηεξκηληζηηθό πεπεξαζκέλν απηόκαην 

(Deterministic Finite Automaton, DFA): 

πεληάδα Μ =  (Q,΢,δ,q0,F)
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 Δπέθηαζε ζπλάξηεζεο δ: Q x ΢*  Q

Ζ επεθηεηακέλε δ δέρεηαη σο νξίζκαηα κηα θαηάζηαζε q

θαη κηα ζπκβνινζεηξά u θαη δίλεη ηελ θαηάζηαζε όπνπ ζα 

βξεζεί ην απηόκαην αλ μεθηλήζεη από ηελ q θαη δηαβάζεη 

ηελ u.

 Οξηζκόο επεθηεηακέλεο δ (ζρήκα πξωηαξρηθήο 

αλαδξνκήο):

όπνπ w είλαη ζπκβνινζεηξά νπνηνπδήπνηε κήθνπο, ελώ α

απιό ζύκβνιν ηνπ αιθαβήηνπ

Αποδοχή DFA: τυπικοί ορισμοί
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Αποδοχή DFA: τυπικοί ορισμοί

 Έλα DFA απνδέρεηαη κία ζπκβνινζεηξά u αλλ 

δ(q0,u)  F

 Έλα DFA M απνδέρεηαη ηε γιώζζα 

L(M) = {w | δ(q0,w)  F}

 Οη γιώζζεο πνπ γίλνληαη απνδεθηέο από DFA 

ιέγνληαη θαλνληθέο
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Γλώσσα με DFA και γλώσσα χωρίς DFA

Απνδεηθλύεηαη όηη δελ ππάξρεη DFA πνπ λα αλαγλσξίδεη ηελ  L3 !

(ρξεηάδεηαη κλήκε κε κέγεζνο πνπ εμαξηάηαη από ηελ είζνδν)
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Εφαρμογή: string matching

Πρόβλημα:

Έζησ όηη καο δίλεηαη έλα θείκελν από ην αιθάβεην ΢={a,b,c}.

Πώο κπνξνύκε λα ειέγμνπκε αλ ε ζπκβνινζεηξά abac

πεξηέρεηαη ζην θείκελν;
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Εφαρμογή: string matching

Πρόβλημα:

Έζησ όηη καο δίλεηαη έλα θείκελν από ην αιθάβεην ΢={a,b,c}.

Πώο κπνξνύκε λα ειέγμνπκε αλ ε ζπκβνινζεηξά abac

πεξηέρεηαη ζην θείκελν;

Λύζη:
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Μη ντετερμινιστικά αυτόματα

 Νηεηεξκηληζηηθά απηόκαηα: γηα θάζε ζπλδπαζκό 

θαηάζηαζεο / ζπκβόινπ εηζόδνπ ππάξρεη 

κνλαδηθή επόκελε θαηάζηαζε

 Με-ληεηεξκηληζηηθά απηόκαηα: 

 γηα θάζε ζπλδπαζκό θαηάζηαζεο / ζπκβόινπ 

εηζόδνπ ππάξρεη επηινγή από ζύλνιν 

δπλαηώλ επόκελσλ θαηάζηαζεσλ

 απνδνρή αλ θάπνηα ζεηξά επηινγώλ νδεγεί ζε 

απνδνρή
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Μη ντετερμινιστικά 

πεπερασμένα αυτόματα

 NFA (Non-deterministic Finite Automaton): γηα 

θάζε θαηάζηαζε θαη ζύκβνιν εηζόδνπ επηιέγεηαη 

κία από έλα ζύλνιν δπλαηώλ επόκελσλ

θαηάζηαζεσλ.

 NFAε (NFA κε ε-θηλήζεηο): κπνξεί λα αιιάδεη 

θαηάζηαζε ρσξίο αλάγλσζε επόκελνπ 

ζπκβόινπ.
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Παράδειγμα NFA

΢ηε ζπλάξηεζε κεηάβαζεο,

θελό ζύλνιν ζεκαίλεη όηη ε 

ηξέρνπζα εθηέιεζε 

απνξξίπηεη

(πξνζνρή: κπνξεί θάπνηα 

άιιε λα απνδέρεηαη).
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Παράδειγμα NFA

Γέλδξν ππνινγηζκνύ 

γηα είζνδν ααbαα

ΑΠΟΓΟΥΖ
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Τυπικός ορισμός NFA

πεληάδα Μ =  (Q,΢,δ,q0,F)

 Q : ην ζύλνιν ησλ θαηαζηάζεσλ ηνπ Μ (πεπεξαζκέλν)

 ΢ : πεπεξαζκέλν αιθάβεην εηζόδνπ (΢  Q = )

 δ : Q x ΢  Pow(Q) : ζπλάξηεζε κεηάβαζεο, 

π.ρ. δ(qi, α) = { qj , qk , qm }

 q0 Q : αξρηθή θαηάζηαζε

 F  Q: ζύλνιν ηειηθώλ θαηαζηάζεσλ (απνδνρήο) 

Τπελζύκηζε: ζηε ζπλάξηεζε κεηάβαζεο, θελό ζύλνιν

ζεκαίλεη όηη ε ζπγθεθξηκέλε εθηέιεζε απνξξίπηεη

(πξνζνρή: κπνξεί θάπνηα άιιε λα απνδέρεηαη).
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Αποδοχή NFA: τυπικοί ορισμοί

 Έλα ΝFA απνδέρεηαη ζπκβνινζεηξά w αλ δ(q0,w)  F ≠ 

 Έλα NFA M απνδέρεηαη ηε γιώζζα

L(M) = {w | δ(q0,w)  F ≠ }

 ΢εκείωζε: ε ζπλάξηεζε δ είλαη επεθηεηακέλε ώζηε λα 

δέρεηαη ζαλ νξίζκαηα κηα θαηάζηαζε q θαη κηα 

ζπκβνινζεηξά w θαη λα δίλεη ην ζύλνιν ησλ θαηαζηάζεσλ

όπνπ κπνξεί λα βξεζεί ην απηόκαην αλ μεθηλήζεη από ηελ q

θαη δηαβάζεη ηελ w

 Παξάδεηγκα: δ(q0, αα) = {q0 ,q1 ,q2} , δ(q0, bα) = {q0 ,q1}
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Ισοδυναμία NFA και DFA

 Θεώξεκα Rabin-Scott:  γηα θάζε NFA ππάξρεη 

έλα DFA πνπ απνδέρεηαη ηελ ίδηα γιώζζα.

 Δπνκέλσο ηα DFA θαη ηα NFA αλαγλσξίδνπλ 

αθξηβώο ηελ ίδηα θιάζε γισζζώλ: ηηο

θαλνληθέο γιώζζεο (regular languages).

 Οη θαλνληθέο γιώζζεο αληηζηνηρνύλ ζε 

θαλνληθέο παξαζηάζεηο (regular expressions):

π.ρ.  (α+b)*bbab(α+b)*
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NFA  DFA (i)

NFA γηα ηε γιώζζα L4 ("2 ζπλερόκελα a")

Καηαζηάζεηο NFA: ην δπλακνζύλνιν ησλ θαηαζηάζεσλ

ηνπ DFA. 

Αξρηθή θαηάζηαζε: {q0}. 

Σειηθέο θαηαζηάζεηο NFA: όζεο πεξηέρνπλ ηειηθή.

Τπόδεημε: εμεηάδνπκε κόλν πξνζβάζηκα από {q0}

ζύλνια θαηαζηάζεσλ.
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DFA γηα ηε γιώζζα L4

NFA γηα ηε γιώζζα L4

NFA  DFA (ii)

Τπόδεημε: εμεηάδνπκε 

κόλν πξνζβάζηκα 

από {q0} ζύλνια 

θαηαζηάζεσλ.

√
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NFA γηα ηε γιώζζα L4

DFA γηα ηε γιώζζα L4

NFA  DFA (iii)

√

√Τπόδεημε: εμεηάδνπκε 

κόλν πξνζβάζηκα 

από {q0} ζύλνια 

θαηαζηάζεσλ.
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NFA γηα ηε γιώζζα L4

DFA γηα ηε γιώζζα L4

NFA  DFA (iv)

√

√

√

Τπόδεημε: εμεηάδνπκε 

κόλν πξνζβάζηκα 

από {q0} ζύλνια 

θαηαζηάζεσλ.



33

NFA γηα ηε γιώζζα L4

DFA γηα ηε γιώζζα L4

NFA  DFA (v)

√

√

√

√

Τπόδεημε: εμεηάδνπκε 

κόλν πξνζβάζηκα 

από {q0} ζύλνια 

θαηαζηάζεσλ.
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NFA γηα ηε γιώζζα L4

DFA γηα ηε γιώζζα L4

NFA  DFA (vi)

√

√

√

√
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√

√

√

√

DFA γηα ηε γιώζζα L4

NFA γηα ηε γιώζζα L4

NFA  DFA (vii)

Οη κε πξνζβάζηκεο 

θαηαζηάζεηο δελ 

παίδνπλ ξόιν!
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Έζησ ην NFA Μ =  (Q,΢,q0,F,δ). 

Έλα ηζνδύλακν DFA M'= (Q',΢,q'
0,F',δ'), νξίδεηαη σο εμήο:

 Q' = Pow(Q),  δειαδή νη θαηαζηάζεηο ηνπ Μ’ είλαη όια ηα 

ππνζύλνια θαηαζηάζεσλ ηνπ Μ.

 q'
0 = {q0}, 

 F' = {R  Q' | R  F ≠ }, δειαδή κηα θαηάζηαζε ηνπ Μ'

είλαη ηειηθή αλ πεξηέρεη κηα ηειηθή θαηάζηαζε ηνπ Μ.

 δ'(R, α) = {q  Q | q  δ(r, α) γηα r  R}, είλαη δειαδή ην 

ζύλνιν ησλ θαηαζηάζεσλ όπνπ κπνξεί λα βξεζεί ην Μ

μεθηλώληαο από νπνηαδήπνηε θαηάζηαζε ηνπ ζπλόινπ R

θαη δηαβάδνληαο ην ζύκβνιν α (α-θίλεζε).

NFA  DFA: η μέθοδος τυπικά
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Εφαρμογή: string matching

Πρόβλημα (ππελζύκηζε):

Έζησ όηη καο δίλεηαη έλα θείκελν από ην αιθάβεην ΢={a,b,c}.

Πώο κπνξνύκε λα ειέγμνπκε αλ ε ζπκβνινζεηξά abac

πεξηέρεηαη ζην θείκελν;

Λύζη (2νο ηξόπνο):

Υξεζηκνπνηήζηε NFA



38

Εφαρμογή: string matching

Πρόβλημα (ππελζύκηζε):

Έζησ όηη καο δίλεηαη έλα θείκελν από ην αιθάβεην ΢={a,b,c}.

Πώο κπνξνύκε λα ειέγμνπκε αλ ε ζπκβνινζεηξά abac

πεξηέρεηαη ζην θείκελν;

Λύζη κε ρξήζε NFA:



39

Αυτόματα με ε-κινήσεις: NFAε

 Δπηηξέπνπλ κεηαβάζεηο ρσξίο λα δηαβάδεηαη ζύκβνιν 

(ηζνδύλακα: κε είζνδν ην θελό string ε). 

 Απνδέρνληαη ηηο ζπκβνινζεηξέο πνπ κπνξνύλ λα 

νδεγήζνπλ ζε ηειηθή θαηάζηαζε, ρξεζηκνπνηώληαο 

ελδερνκέλσο θαη ε-θηλήζεηο.

Παράδειγμα:
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Iσοδυναμία NFAε με DFA: 

παράδειγμα
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NFAε  DFA: η μέθοδος τυπικά

Έζησ ην NFAε Μ =  (Q,΢,q0,F,δ). 

Έλα ηζνδύλακν DFA M'= (Q',΢,q'
0,F',δ'), νξίδεηαη σο εμήο:

 Q' = Pow(Q),  δειαδή νη θαηαζηάζεηο ηνπ Μ’ είλαη όια ηα 

ππνζύλνια θαηαζηάζεσλ ηνπ Μ.

 q'
0 = ε-θιείζηκν(q0)= {p | p πξνζβάζηκν από q0 κόλν κε ε-

θηλήζεηο}, 

 F' = {R  Q' | R  F ≠ }, δειαδή κηα θαηάζηαζε ηνπ Μ’ 

είλαη ηειηθή αλ πεξηέρεη κηα ηειηθή θαηάζηαζε ηνπ Μ.

 δ'(R,a) = {q  Q | q  ε-θιείζηκν(δ(r,α)) γηα r  R}, δειαδή 

δ'(R,α) είλαη ην ζύλνιν ησλ θαηαζηάζεσλ όπνπ κπνξεί λα βξεζεί ην 

Μ μεθηλώληαο από νπνηαδήπνηε θαηάζηαζε ηνπ R , θάλνληαο κία α-

θίλεζε θαη ρξεζηκνπνηώληαο ζηε ζπλέρεηα νζεζδήπνηε ε-θηλήζεηο.
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L4 = { w є {a,b}* | w περιέτει 2 σσνετόμενα a }:

Αξρηθό DFA

Διάρηζην DFA

Ελαχιστοποίηση DFA: παράδειγμα



45

Ελαχιστοποίηση DFA (i)

Γύν θαηαζηάζεηο DFA ιέγνληαη κε ηζνδύλακεο, 
δειαδή δηαθξίζηκεο, αλ ππάξρεη ζπκβνινζεηξά 
πνπ λα νδεγεί ηελ κία από απηέο ζε ηειηθή 
θαηάζηαζε, ελώ ηελ άιιε όρη.

0, 1

q0 q1

qi

qm

0

0,11
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Ελαχιστοποίηση DFA (ii)

Γύν θαηαζηάζεηο κπνξνύλ λα ζπγρσλεπηνύλ ζε 
κία (είλαη ηζνδύλακεο) αλ:

νδεγνύλ κε ίδηεο ζπκβνινζεηξέο ζε ίδην 
απνηέιεζκα

1

0, 1

q0 q1

qi

qm

0

0

1
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Ελαχιστοποίηση DFA (iii)

΢πγρώλεπζε qi, qm

Αξρηθό DFA

1

0, 1

q0 q1

qi

qm

0

0

1

1
0, 1

q0
q1

qim
0
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Ελαχιστοποίηση DFA: 2ο παράδειγμα

Αξρηθό DFA

Διάρηζην DFA
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Ελαχιστοποίηση DFA: 3ο παράδειγμα

Αξρηθό DFA

Διάρηζην DFA
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Μέθοδος ελαχιστοποίησης DFA

 Γύν θαηαζηάζεηο ιέγνληαη k-διακρίζιμες αλ κε θάπνηα 

ζπκβνινζεηξά κήθνπο αθξηβώο k νδεγνύλ ζε δηαθνξεηηθό 

απνηέιεζκα (θαη δελ είλαη i-δηαθξίζηκεο γηα θαλέλα i<k).

Έηζη, δύν θαηαζηάζεηο είλαη:

 0-δηαθξίζηκεο αλλ ε κία είλαη ηειηθή ελώ ε άιιε όρη.

 (i+1)-δηαθξίζηκεο αλλ κε θάπνην ζύκβνιν νδεγνύλ 

ζε i-δηαθξίζηκεο θαηαζηάζεηο.

 Γύν θαηαζηάζεηο ιέγνληαη ιζοδύναμες αλ δελ είλαη k-

δηαθξίζηκεο γηα νπνηνδήπνηε k.
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Μέθοδος ελαχιστοποίησης DFA

 Ηδέα κεζόδνπ: γηα θάζε i = 0, 1, 2, ... εληνπίδνπκε ηα 

i-δηαθξίζηκα δεύγε θαηαζηάζεσλ έσο όηνπ λα κελ 

πξνθύπηνπλ άιια. Σα ππόινηπα δεύγε είλαη ηζνδύλακα.

 Γηαηί δνπιεύεη: 

δελ ππάξρνπλ (i+1)-δηαθξίζηκεο θαηαζηάζεηο αλ δελ 

ππάξρνπλ i-δηαθξίζηκεο θαηαζηάζεηο
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 Αξρηθά γξάθνπκε X0 ζε όια ηα δεύγε θαη/ζεσλ πνπ είλαη 
0-δηαθξίζηκεο γηαηί ε κία είλαη ηειηθή θαη ε άιιε όρη.

 ΢ε θάζε "γύξν" i+1, εμεηάδνπκε όια ηα κε ζεκεησκέλα 
δεύγε θαη γξάθνπκε Υi+1 ζε έλα δεύγνο αλ από ηηο δύν 
θαηαζηάζεηο ηνπ κε έλα ζύκβνιν ην DFA πεγαίλεη ζε i -
δηαθξίζηκεο θαηαζηάζεηο (ήδε ζεκ/λεο κε Υi ).

 Δπαλαιακβάλνπκε κέρξη πνπ ζε θάπνην γύξν k λα κελ 
ππάξρεη δεύγνο πνπ λα ζεκεησζεί κε Υk . 

 Σα κε ζεκεησκέλα δεύγε αληηζηνηρνύλ ζε ηζνδύλακεο
θαηαζηάζεηο (πνπ επνκέλσο ζπγρσλεύνληαη).

Η μέθοδος συστηματικά
Καηαζθεπάδνπκε ηξηγσληθό πίλαθα γηα λα ζπγθξίλνπκε θάζε 
δεύγνο θαηαζηάζεσλ. Γξάθνπκε Xk ζηελ αληίζηνηρε ζέζε ηνπ 
πίλαθα ηελ πξώηε θνξά πνπ δηαπηζηώλνπκε όηη δύν 
θαηαζηάζεηο είλαη k-δηαθξίζηκεο, σο εμήο:
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Παράδειγμα εφαρμογής της μεθόδου

Γύρος 0:

εννέα ζεύγη

0-διακρίζιμων

καηαζηάζεων
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Παράδειγμα εφαρμογής της μεθόδου

Γύρος 1:

δύο ζεύγη

1-διακρίζιμων

καηαζηάζεων
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Παράδειγμα εφαρμογής της μεθόδου

Γύρος 2:

κανένα ζεύγος

2-διακρίζιμων

καηαζηάζεων
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Παράδειγμα εφαρμογής της μεθόδου
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Γλώσσες, αυτόματα, γραμματικές

 Σππηθέο γιώζζεο: ρξεζηκνπνηνύληαη γηα ηελ πεξηγξαθή 

ππνινγηζηηθώλ πξνβιεκάησλ αιιά θαη γισζζώλ 

πξνγξακκαηηζκνύ.

 Απηόκαηα: ρξεζηκεύνπλ γηα ηελ αλαγλώξηζε ηππηθώλ 

γισζζώλ θαη γηα ηελ θαηάηαμε ηεο δπζθνιίαο ησλ 

αληίζηνηρσλ πξνβιεκάησλ. 

 Tππηθέο γξακκαηηθέο: άιινο ηξόπνο πεξηγξαθήο 

ηππηθώλ γισζζώλ. Κάζε ηππηθή γξακκαηηθή παξάγεη κηα 

ηππηθή γιώζζα.
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Θεωρία γλωσσών και γραμματικών

Δθαξκνγέο ζε:

 Φεθηαθή ΢ρεδίαζε, 

 Γιώζζεο Πξνγξακκαηηζκνύ,

 Μεηαγισηηηζηέο, 

 Σερλεηή Ννεκνζύλε, 

 Θεσξία Πνιππινθόηεηαο

Ηζηνξηθά ζεκαληηθνί εξεπλεηέο:

 Chomsky, Backus, Rabin, Scott, Kleene, Greibach, θ.α.
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Τυπικές γλώσσες

 Πξσηαξρηθέο έλλνηεο: ζύκβνια, παξάζεζε.

 Αιθάβεην: πεπεξαζκέλν ζύλνιν ζπκβόισλ. Π.ρ. {0,1}, 

{x,y,z}, {a,b}.

 Λέμε (ή ζπκβνινζεηξά, ή πξόηαζε) ελόο αιθαβήηνπ: 

πεπεξαζκέλνπ κήθνπο αθνινπζία ζπκβόισλ ηνπ 

αιθαβήηνπ. Π.ρ. 011001, abbbab.

 |w| : κήθνο ιέμεο w.

 ε : θελή ιέμε, |ε| = 0.

 Άιιεο έλλνηεο: πξόζεκα (prefix), θαηάιεμε (suffix), 

ππνζπκβνινζεηξά (substring), αληίζηξνθε (reversal), 

παιηλδξνκηθή ή θαξθηληθή (palindrome).
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Τυπικές γλώσσες (συν.)

 vw = παξάζεζε ιέμεσλ v θαη w.

 Ηζρύεη: εx = xε = x, γηα θάζε ζπκβνινζεηξά x.

 νξηζκόο xn κε πξσηαξρηθή αλαδξνκή:

 ΢*: ην ζύλνιν όισλ ησλ ιέμεσλ ηνπ αιθαβήηνπ ΢.

 Γιώζζα από ην αιθάβεην ΢: θάζε ζύλνιν

ζπκβνινζεηξώλ L  ΢*.
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Τυπικές γραμματικές

 ΢πζηεκαηηθόο ηξόπνο κεηαζρεκαηηζκνύ ζπκβνινζεηξώλ 
κέζσ θαλόλσλ παξαγσγήο.

 Αιθάβεην: ηεξκαηηθά θαη κε ηεξκαηηθά ζύκβνια θαη έλα 
αξρηθό ζύκβνιν (κε ηεξκαηηθό).

 Πεπεξαζκέλν ζύλνιν θαλόλσλ ηεο κνξθήο α  β: 
νξίδνπλ δπλαηόηεηα αληηθαηάζηαζεο ηεο ζπκβνινζεηξάο 
α κε ηελ ζπκβνινζεηξά β.

 Κάζε ηππηθή γξακκαηηθή παξάγεη κηα ηππηθή γιώζζα: ην 
ζύλνιν ησλ ζπκβνινζεηξώλ (κε ηεξκαηηθά ζύκβνια 
κόλν) πνπ παξάγνληαη από ην αξρηθό ζύκβνιν.

 Λέγνληαη θαη ζπζηήκαηα κεηαγξαθήο (rewriting systems) 
αιιά θαη γξακκαηηθέο δνκήο θξάζεσλ (phrase structure 
grammars).
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Παράδειγμα γραμματικής για την 

γλώσσα των περιττών αριθμών

S  A 1

A  A 0

A  A 1

A  ε

S: ην αξρηθό ζύκβνιν

A: κε ηεξκαηηθό ζύκβνιν

0,1: ηεξκαηηθά ζύκβνια 

ε: ε θελή ζπκβνινζεηξά

 Σα S θαη A αληηθαζίζηαληαη κε βάζε ηνπο θαλόλεο.

 Κάζε πεξηηηόο πξνθύπηεη από ην S κε θάπνηα 

ζεηξά έγθπξσλ αληηθαηαζηάζεσλ.

 Καλνληθή παξάζηαζε: (0+1)*1
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Τυπικές γραμματικές: ορισμοί (i)

Μηα ησπική γραμμαηική G απνηειείηαη από:

 έλα αιθάβεην V από κε ηεξκαηηθά ζύκβνια 

(κεηαβιεηέο),

 έλα αιθάβεην T από ηεξκαηηθά ζύκβνια (ζηαζεξέο), 

η.σ. V  T = ,

 έλα πεπεξαζκέλν ζύλνιν P από θαλόλεο 

παξαγωγήο, δειαδή δηαηεηαγκέλα δεύγε (α,β),    

όπνπ α,β  (V  T)* θαη α ≠ ε

(ζύκβαζε: γξάθνπκε α  β αληί γηα (α,β)),

 έλα αξρηθό ζύκβνιν (ή αμίσκα) S  V.
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Τυπικές γραμματικές: ορισμοί (ii)

΢ύκβαζε γηα ηε ρξήζε γξακκάησλ:

 a, b, c, d, ...  T : πεδά ιαηηληθά, ηα αξρηθά ηνπ 

αιθαβήηνπ, ζπκβνιίδνπλ ηεξκαηηθά

 A, B, C, D, ...  V : θεθαιαία ιαηηληθά ζπκβνιίδνπλ κε 

ηεξκαηηθά

 u, v, w, x, y, z ...  T* : πεδά ιαηηληθά, ηα ηειεπηαία ηνπ 

αιθαβήηνπ, ζπκβνιίδνπλ ζπκβνινζεηξέο ηεξκαηηθώλ

 α, β, γ, δ, ...  (V  T)* : ειιεληθά ζπκβνιίδνπλ 

νπνηεζδήπνηε ζπκβνινζεηξέο (ηεξκαηηθώλ θαη κε)
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Τυπικές γραμματικές: ορισμοί (iii)

Οξηζκνί γηα ηηο παξαγσγέο:

 Λέκε όηη γ1αγ2 παξάγεη γ1βγ2 ,θαη ζπκβνιίδνπκε κε 

γ1αγ2  γ1βγ2 , αλ ν α  β είλαη θαλόλαο παξαγσγήο 

(δειαδή (α,β)  P).

 ΢πκβνιίδνπκε κε  ην αλαθιαζηηθό, κεηαβαηηθό 

θιείζηκν ηνπ , δειαδή, α β («ην α παξάγεη ην β») 

ζεκαίλεη όηη ππάξρεη κηα αθνινπζία: 

α  α1  α2 ... αk  β. 

 Γιώζζα πνπ παξάγεηαη από ηε γξακκαηηθή G:

L(G):= {w  T* | S w }

 γξακκαηηθέο G1, G2 ηζνδύλακεο αλ L(G1) = L(G2).
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Παράδειγμα τυπικής γραμματικής

S  ε | αSb: ζύληκεζε ησλ S  ε θαη S  αSb

Μία δπλαηή αθνινπζία παξαγσγήο:

Γιώζζα πνπ παξάγεηαη:
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Ιεραρχία Γραμματικών Chomsky
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Ιεραρχία Chomsky: 

μια εκπληκτική σύμπτωση (;)

 ηύπνπ 0  ↔ ΣΜ (κεραλέο Turing)

 ηύπνπ 1 ↔ LBA (γξακκηθά πεξηνξηζκέλα απηόκαηα)

 ηύπνπ 2  ↔ PDA (pushdown automata)

 ηύπνπ 3  ↔ DFA (θαη NFA)
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Κανονικές Γραμματικές

 Οη κανονικές γραμμαηικές είλαη γξακκαηηθέο όπνπ όινη 

νη θαλόλεο είλαη ηεο κνξθήο:

 Γεμηνγξακκηθνί (right linear)

A  wB ή A  w

 Αξηζηεξνγξακκηθνί (left linear)

A  Bw ή A  w

(όπνπ w είλαη κηα αθνινπζία από ηεξκαηηθά ζύκβνια ηεο γιώζζαο)

 Θεώρημα: νη θαλνληθέο γιώζζεο ηαπηίδνληαη κε ηηο 

γιώζζεο πνπ παξάγνληαη από θαλνληθέο γξακκαηηθέο.
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Ισοδυναμία κανονικών γραμματικών 

και DFA

 Υξεζηκνπνηνύκε ηε δεμηνγξακκηθή κνξθή:

 A  wB αληηζηνηρεί κε  

 A  w αληηζηνηρεί κε

 S αληηζηνηρεί κε  q0

w
Α Β

w
Α
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Μία ακόμη ισοδυναμία!

Θεώρημα: νη θαλνληθέο γιώζζεο ηαπηίδνληαη κε ηηο 

γιώζζεο πνπ πεξηγξάθνληαη από θαλνληθέο 

παξαζηάζεηο.
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Κανονικές παραστάσεις

(regular expressions)
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Ορισμός κανονικών παραστάσεων

Καλνληθέο παξαζηάζεηο: παξηζηάλνπλ γιώζζεο πνπ 

πξνθύπηνπλ από απιά ζύκβνια ελόο αιθαβήηνπ κε ηηο 

πξάμεηο παξάζεζε, έλσζε, θαη άζηξν ηνπ Kleene.

  : παξηζηάλεη θελή γιώζζα

 ε : παξηζηάλεη {ε} 

 α : παξηζηάλεη {α}, α  ΢

 (r+s) : παξηζηάλεη R U S, R = L(r), S = L(s)

 (rs) : παξηζηάλεη RS, R = L(r), S = L(s)

 (r*) : παξηζηάλεη R*, R = L(r)

όπνπ L(t) ε γιώζζα πνπ παξηζηάλεηαη από θαλ. παξ. t
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Παραδείγματα κανονικών

παραστάσεων

Πξνηεξαηόηεηα ηειεζηώλ: 

 άζηξν Kleene

 παξάζεζε 

 έλσζε
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Ισοδυναμία κανονικών 

παραστάσεων και αυτομάτων

Θεώρημα. Μηα γιώζζα L κπνξεί λα παξαζηαζεί κε θαλνληθή 

παξάζηαζε αλλ είλαη θαλνληθή (δειαδή L=L(M) γηα θάπνην 

πεπεξαζκέλν απηόκαην M).

Θδέα απόδεημεο:

‘=>’ :   Δπαγσγή ζηε δνκή ηεο θαλνληθήο παξάζηαζεο r :



76

2. Επαγωγικό βήμα. Έστω ότι για r1, r2 έτοσμε αστόματα 

Μ1, Μ2, με τελικές καταστάσεις f1, f2:



77

‘<=’ :   Καηαζθεπή θαλνληθήο παξάζηαζεο από FA (GNFA).

Απαιείθνπκε ελδηάκεζεο θαηαζηάζεηο ζύκθσλα κε ην ζρήκα:

Ισοδυναμία κανονικών παραστάσεων 

και αυτομάτων (συν.)
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Παράδειγμα κατασκευής 

κανονικής παράστασης από FA

Αξρηθό DFA

Μεηά από δηαγξαθή q2
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Παράδειγμα κατασκευής 

κανονικής παράστασης από FA

Γηαγξαθή q3
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Παράδειγμα κατασκευής 

κανονικής παράστασης από FA

Γηαγξαθή q0
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Παράδειγμα κατασκευής 

κανονικής παράστασης από FA

Σειηθή παξάζηαζε
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Ποιες γλώσσες είναι κανονικές;

 Όιεο νη πεπεξαζκέλεο.

 Όζεο ζρεκαηίδνληαη από θαλνληθέο κε ηηο πξάμεηο: 

παξάζεζε, έλσζε, άζηξν Kleene, 

 αιιά θαη ζπκπιήξσκα, ηνκή, αλαζηξνθή (άζθεζε), θ.ά.

 Γηλόκελν απηνκάησλ (product of automata): ηξόπνο 

θαηαζθεπήο DFA γηα ηνκή (αιιά θαη έλσζε) θαλνληθώλ 

γισζζώλ.



83

Γινόμενο αυτομάτων DFA

 Έζησ δύν DFA Μ1, Μ2 κε n, m θαηαζηάζεηο αληίζηνηρα 
(Q1={q0, ..., qn-1}, Q2={p0, ..., pm-1}) θαη θνηλό αιθάβεην, πνπ 
αλαγλσξίδνπλ γιώζζεο L1, L2 αληίζηνηρα.

 Σν γινόμενο ηων Μ1, Μ2 είλαη έλα DFA κε m.n θαηαζηάζεηο, κία γηα 
θάζε δεύγνο θαηαζηάζεσλ ηνπ αξρηθνύ απηνκάηνπ (ζύλνιν 
θαηαζηάζεσλ Q = Q1 x Q2), ην ίδην αιθάβεην θαη αξρηθή θαηάζηαζε 
(q0,p0).

 ΢πλάξηεζε κεηάβαζεο: δ’((qi,pj),ζ)=(qi’, pk’) δ(qi,ζ)=qi’  δ(pk,ζ)=pk’

 Σειηθέο θαηαζηάζεηο: αλάινγα κε ηελ πξάμε κεηαμύ L1, L2 πνπ 
ζέινπκε. Γηα ηνκή ζέηνπκε σο ηειηθέο δεύγε όπνπ θαη νη δύν ηειηθέο 
ζηα Μ1, Μ2, γηα έλσζε δεύγε πνπ πεξηέρνπλ κία ηνπιάρηζηνλ ηειηθή. 

 Παξαηήξεζε: εύθνιε πινπνίεζε θαη άιισλ πξάμεσλ κεηαμύ L1, L2

(δηαθνξά, ζπκκεηξηθή δηαθνξά) κε θαηάιιειν νξηζκό ησλ ηειηθώλ 
θαηαζηάζεσλ. 



84

Γινόμενο αυτομάτων NFA

 Οξίδεηαη κε παξόκνην ηξόπν.

 Υξεηάδεηαη πξνζνρή ζηηο ε-θηλήζεηο θαη ζην ζπλδπαζκό 
κεηαβάζεσλ ζε junk states κε θαλνληθέο κεηαβάζεηο.
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Είναι όλες οι γλώσσες κανονικές;

 Ζ απάληεζε είλαη «όρη»

 Γηα λα ην απνδείμνπκε ρξεζηκνπνηνύκε έλα ζεκαληηθό 

ζεώξεκα πνπ ιέγεηαη Pumping Lemma (Λήκκα Άληιεζεο)
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 Αλ κηα γιώζζα L είλαη θαλνληθή ηόηε ηελ απνδέρεηαη έλα 

DFA κε πεπεξαζκέλν αξηζκό θαηαζηάζεσλ, έζησ n.

 Έζησ ιέμε z κε |z|>=n πνπ αλήθεη ζηε γιώζζα, άξα γίλεηαη 

απνδεθηή από ην απηόκαην.

 Καζώο επεμεξγαδόκαζηε ην z, ην απηόκαην πξέπεη λα 

πεξάζεη μαλά από θάπνηα θαηάζηαζε (αξρή πεξηζηεξώλα):

 Αθνύ z = uvw  L ζα πξέπεη θαη uviw  L , γηα θάζε i  N

Pumping Lemma (διαίσθηση)
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Έζησ θαλνληθή γιώζζα L. Σόηε:

 ππάξρεη έλαο θπζηθόο n (= πιήζνο θαηαζηάζεσλ ηνπ 

DFA) ώζηε:

 γηα θάζε z  L κε κήθνο |z| ≥ n

 ππάξρεη «ζπάζηκν» ηνπ z ζε u, v, w, δειαδή 

z = uvw, κε |uv| ≤ n θαη |v| > 0

 ώζηε γηα θάζε i = 0, 1, 2, ... :

uviw  L

Pumping Lemma (με λόγια)
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Απόδειξη ότι μια γλώσσα 

δεν είναι κανονική

Υξήζε ηνπ Pumping Lemma γηα λα δείμνπκε όηη κηα (κε 

πεπεξαζκέλε) γιώζζα L δελ είλαη θαλνληθή:

Έζησ ε L θαλνληθή. Σόηε:

– ην PL ιέεη όηη ππάξρεη n. Δκείο γηα θάζε n

– επηιέγνπκε θαηάιιειν z  L κε κήθνο |z| ≥ n

– ην PL ιέεη όηη ππάξρεη «ζπάζηκν» z = uvw, κε |uv| ≤ n

θαη |v| > 0. Δκείο γηα θάζε «ζπάζηκν» z = uvw, κε |uv| 

≤ n θαη |v| > 0

– επηιέγνπκε i ώζηε ε ιέμε uviw λα κελ είλαη ζηε 

γιώζζα L ΑΣΟΠΟ

(adversary argument)



89

 Θεώρημα. Η γιώζζα L = {z | z έρεη ην ίδην πιήζνο 0 θαη 1} 

δελ είλαη θαλνληθή.

 Απόδεημε:  Έζησ L θαλνληθή. Σόηε:

 ην PL ιέεη όηη ππάξρεη n. Δκείο γηα θάζε n

 επηιέγνπκε z = 0n1n L κε κήθνο |z| = 2n > n

z = 000000000…0111111111…1

 ην PL ιέεη όηη ππάξρεη «ζπάζηκν» z = uvw, κε |uv| ≤ n

θαη |v| > 0. Δκείο γηα θάζε «ζπάζηκν» z = uvw, κε |uv| ≤

n θαη |v| > 0

n

Παράδειγμα χρήσης Pumping 

Lemma (i)

n
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 παξαηεξνύκε όηη αλαγθαζηηθά v = 0k γηα θάπνην k:

 w = 0...00...00…0111111111…1

 θαη επηιέγνπκε i = 2, δηαπηζηώλνληαο όηη uviw = uv2w
δελ αλήθεη ζηελ L.

ΑΣΟΠΟ

 Δπνκέλσο ε L δελ είλαη θαλνληθή.

u v w

Παράδειγμα χρήσης Pumping 

Lemma (ii)
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Δεύτερο παράδειγμα χρήσης PL (i)

Θεώρημα. Η γιώζζα L = {z | z=0i1j, i > j} δελ είλαη θαλνληθή.

Απόδεημε: Έζησ L θαλνληθή. Σόηε:

 ην PL ιέεη όηη ππάξρεη n. Δκείο γηα θάζε n

 επηιέγνπκε z = 0n+11n L κε κήθνο |z| = 2n+1 > n

 z = 000000000…01111111…1

 ην PL ιέεη όηη ππάξρεη «ζπάζηκν» z = uvw, κε |uv| ≤ n

θαη |v| > 0. Δκείο γηα θάζε «ζπάζηκν» z = uvw, κε |uv| ≤

n θαη |v| > 0

n+1 n
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 παξαηεξνύκε όηη αλαγθαζηηθά v = 0k γηα θάπνην k:

z = 0...00...00…0111111111…1

• όκσο, ε επαλάιεςε ηνπ v δίλεη ιέμεηο ηεο γιώζζαο

• από πξώηε άπνςε απηό θαίλεηαη πξνβιεκαηηθό…

• όκσο ην ιήκκα νξίδεη όηη ζα πξέπεη γηα θάζε i  0:

uviw  L

 επηιέγνπκε i = 0: ε ιέμε uv0w δελ είλαη ζηελ L. 

ΑΣΟΠΟ

 Δπνκέλσο ε L δελ είλαη θαλνληθή.

u v w

Δεύτερο παράδειγμα χρήσης PL (ii)
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Προσοχή στη χρήση του PL!

 Σν Pumping Lemma είλαη αλαγθαία αιιά όρη θαη ηθαλή

ζπλζήθε γηα λα είλαη κηα γιώζζα θαλνληθή.

 Τπάξρνπλ κε θαλνληθέο γιώζζεο πνπ ηθαλνπνηνύλ ηηο 

ζπλζήθεο ηνπ!

 Δπνκέλσο ρξεζηκεύεη κόλν γηα απόδεημε κε 

θαλνληθόηεηαο.

 Άιινο ηξόπνο απόδεημεο κε θαλνληθόηεηαο γιώζζαο: 

θιεηζηόηεηα πξάμεσλ θαλνληθώλ γισζζώλ.
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Γραμματικές για μη κανονικές 

γλώσσες

 Υσξίο ζπκθξαδόκελα (context free, CF): ηύπνπ 2, 

αληηζηνηρία κε απηόκαηα ζηνίβαο (pushdown 

automata, PDA)

 Με ζπκθξαδόκελα (context sensitive, CS): ηύπνπ 1, 

αληηζηνηρία κε γξακκηθά πεξηνξηζκέλα απηόκαηα 

(linear bounded automata, LBA)

 Γεληθέο (general): ηύπνπ 0, αληηζηνηρία κε κεραλέο 

Turing (Turing machines, TM)
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Δθαξκνγέο ζε:

 ζπληαθηηθό γισζζώλ πξνγξακκαηηζκνύ (Pascal, 

C, C++, Java)

 ζπληαθηηθό γισζζώλ πεξηγξαθήο ζειίδσλ web 

(HTML, XML), editors, ...

Γραμματικές χωρίς συμφραζόμενα

(Context Free) (i)
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Γραμματικές χωρίς συμφραζόμενα

(Context Free) (ii)

Γπλαηή αθνινπζία παξαγσγήο:

Γιώζζα πνπ παξάγεηαη:

 Μνξθή θαλόλσλ: Α  α, Α κε ηεξκαηηθό

 Παξάδεηγκα: 
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Γραμματικές χωρίς συμφραζόμενα

(Context Free) (iii)

Γπλαηέο αθνινπζίεο παξαγσγήο:

S  3, S  S+S  3+S  3+S*S  3+4*7

 2ν παξάδεηγκα: 

G2: T = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,+,*}     V = {S }

P :  S  S+S,     S  S*S, 

S  0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9
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Γραμματικές χωρίς συμφραζόμενα

(Context Free) (iv)

Γπλαηή αθνινπζία παξαγσγήο:

Γιώζζα πνπ παξάγεηαη (όρη πξνθαλέο):

 3ν παξάδεηγκα: 

G3: , και P περιέτει:
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Φύιισκα (leafstring): αααbbb θαη αbbα αληίζηνηρα. 

Συντακτικά Δένδρα (parse trees) (i)
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Συντακτικά Δένδρα (parse trees) (ii)

 Κάζε θόκβνο ηνπ δέλδξνπ έρεη επηγξαθή, πνπ είλαη 

ζύκβνιν (ηεξκαηηθό ή κε ηεξκαηηθό ή ε).

 Ζ επηγξαθή ηεο ξίδαο είλαη ην S.

 Αλ έλαο εζσηεξηθόο θόκβνο έρεη επηγξαθή A, ηόηε ην Α

είλαη κε ηεξκαηηθό ζύκβνιν. Αλ ηα παηδηά ηνπ, από 

αξηζηεξά πξνο ηα δεμηά, έρνπλ επηγξαθέο X1,X2,...,Xk

ηόηε ν A  X1,X2,...,Xk είλαη θαλόλαο παξαγσγήο.

 Αλ έλαο θόκβνο έρεη επηγξαθή ε, ηόηε είλαη θύιιν θαη 

είλαη ην κνλαδηθό παηδί ηνπ γνλέα ηνπ.

Έζησ G={V,T,P,S} κηα γξακκαηηθή ρσξίο ζπκθξαδόκελα. 

Έλα δέλδξν είλαη ζπληαθηηθό δέλδξν ηεο G αλ:
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Συντακτικά Δένδρα (parse trees) (iii)

Θεώρημα. Έζηω G={V,T,P,S} κηα γξακκαηηθή ρωξίο 

ζπκθξαδόκελα. Σόηε S α αλ θαη κόλν αλ ππάξρεη 

ζπληαθηηθό δέλδξν ηεο G κε θύιιωκα α.

Απόδεημε:

‘<=’ : Με επαγσγή σο πξνο ηνλ αξηζκό ησλ εζσηεξηθώλ 

θόκβσλ.

‘=>’ : Με επαγσγή σο πξνο ησλ αξηζκό ησλ βεκάησλ ηεο 

αθνινπζίαο παξαγσγώλ (άζθεζε).

*
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Διφορούμενες γραμματικές

Μηα γξακκαηηθή G νλνκάδεηαη δηθνξνύκελε (ambiguous) αλ 

ππάξρνπλ δύν ζπληαθηηθά δέλδξα κε ην ίδην θύιισκα wL(G)

Παξάδεηγκα:

G2: T = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,+,*} V = {S }

P :  S  S+S | S*S | 0 | 1 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 | 8 | 9



103

Αλγόριθμος αναγνώρισης για CF 

γραμματικές: CYK

 Με εμαληιεηηθό ηξόπν κπνξνύκε λα απνθαζίζνπκε αλ 

κηα ζπκβνινζεηξά x παξάγεηαη από κηα γξακκαηηθή CF 

(ρσξίο ζπκθξαδόκελα) ζε εθζεηηθό όκσο ρξόλν.

 Οη ηδηόηεηεο ηεο θαλνληθήο κνξθήο Chomsky επηηξέπνπλ 

ηαρύηεξε αλαγλώξηζε κηαο ζπκβνινζεηξάο.

 Αιγόξηζκνο CYK (Cocke, Younger, Kasami): απνθαζίδεη 

αλ κηα ζπκβνινζεηξά x παξάγεηαη από κηα γξακκαηηθή 

ζε ρξόλν O(|x|3), αξθεί ε γξακκαηηθή λα δίλεηαη ζε 

Chomsky Normal Form.
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Αυτόματα Στοίβας (PDA) (i)

 Έρνπλ ηαηλία εηζόδνπ κηαο θαηεύζπλζεο (όπσο θαη ηα 

FA) αιιά επηπιένλ κλήκε ππό κνξθή ζηνίβαο.

 Πξόζβαζε κόλν ζηελ θνξπθή ηεο ζηνίβαο κε ηηο 

ιεηηνπξγίεο:

 push(x): ηνπνζεηεί ζηνηρείν x ζηελ θνξπθή ηεο 

ζηνίβαο

 pop: δηαβάδεη θαη αθαηξεί ζηνηρείν από ηελ θνξπθή 

ηεο ζηνίβαο
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Αυτόματα Στοίβας (PDA) (ii)

Παξάδεηγκα: PDA γηα αλαγλώξηζε ηεο γιώζζαο

Πεξηγξαθή απηνκάηνπ

 push(a) ζηε ζηνίβα γηα θάζε 0 ζηελ είζνδν, 

push(b) ζηε ζηνίβα γηα θάζε 1 ζηελ είζνδν, 

ζπλέρηζε κέρξη λα δηαβαζηεί c

 κεηά pop: εθόζνλ πάλσ ζηνηρείν ζηνίβαο 

ζπκθσλεί κε είζνδν (a κε 0, b κε 1) ζπλέρηζε

 Απνδνρή κε θελή ζηνίβα
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Τυπικός ορισμός PDA

 Q : ην ζύλνιν ησλ θαηαζηάζεσλ ηνπ Μ (πεπεξαζκέλν) 

 ΢ : αιθάβεην εηζόδνπ

 Γ : αιθάβεην ζηνίβαο

 δ : Q x ΢ U {ε} x Γ  Pow(Q x Γ*) : ζπλάξηεζε κεηάβαζεο 

(κε ληεηεξκηληζκόο, ε-θηλήζεηο)

 q0  Q : αξρηθή θαηάζηαζε

 Ζ0  Γ : αξρηθό ζύκβνιν ζηνίβαο

 F  Q : ζύλνιν ηειηθώλ θαηαζηάζεσλ

Απηόκαην ζηνίβαο (Pushdown Automaton, PDA): 

επηάδα Μ =  (Q,΢,Γ,δ,q0,Z0,F)
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Αυτόματα Στοίβας (PDA) (iv)

Σξόπνη απνδνρήο PDA

 Αλ βξεζεί ζε ηειηθή θαηάζηαζε (δει. απνδνρήο) κόιηο 

δηαβαζηεί όιε ε είζνδνο, αλεμαξηήησο πεξηερνκέλνπ 

ζηνίβαο

 Αλ βξεζεί κε θελή ζηνίβα κόιηο δηαβαζηεί όιε ε είζνδνο, 

αλεμαξηήησο θαηάζηαζεο

Αληίζηνηρα νξίδνληαη νη γιώζζεο:

 Lf (M): απνδνρή κε ηειηθή θαηάζηαζε

 Le (M): απνδνρή κε θελή ζηνίβα
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Αυτόματα Στοίβας (PDA) (v)

 Γηα λα γίλεη απνδεθηή ε γιώζζα 

ρσξίο δειαδή εηδηθό κεζαίν ζύκβνιν c ρξεηαδόκαζηε 

απαξαίηεηα κε ληεηεξκηληζηηθό PDA.

 Σα κε ληεηεξκηληζηηθά PDA είλαη γλεζίσο πην ηζρπξά

από ηα ληεηεξκηληζηηθά.

 Με ηνλ όξν PDA αλαθεξόκαζηε ζπλήζσο ζηα κε-

ληεηεξκηληζηηθά PDA.
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Ισοδυναμία CF γραμματικών και PDA

Θεώρημα. Σα παξαθάησ είλαη ηζνδύλακα γηα κηα γιώζζα L:

 L = Lf (M), M είλαη PDA. 

 L = Le (M’), M’ είλαη PDA.

 H L είλαη γιώζζα ρσξίο ζπκθξαδόκελα (c.f.)
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Ποιες γλώσσες είναι Context Free;

 Όιεο νη θαλνληθέο.

 Δπίζεο όζεο ζρεκαηίδνληαη από γιώζζεο CF κε ηηο 

πξάμεηο: παξάζεζε, έλσζε, άζηξν Kleene.

 Αιιά όρη απαξαίηεηα κε ηηο πξάμεηο ηνκή, ζπκπιήξσκα:

π.ρ. ε γιώζζα {anbncn | n  Ν} δελ είλαη CF, ελώ είλαη 

ηνκή δύν CF γισζζώλ:

{anbncn | n  Ν} = {anbncm | n,m  Ν} ∩ {akbncn | k,n  Ν}
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Είναι όλες οι γλώσσες Context Free;

 Ζ απάληεζε είλαη «όρη».

 Γηα λα ην απνδείμνπκε ρξεζηκνπνηνύκε έλα άιιν ιήκκα 

άληιεζεο, ην Pumping Lemma γηα γιώζζεο ρσξίο 

ζπκθξαδόκελα.

 Βαζίδεηαη ζην ζπληαθηηθό δέλδξν (πεξηζζόηεξα ζην 

κάζεκα «Τπνινγηζηκόηεηα θαη Πνιππινθόηεηα»).
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Γραμματικές με Συμφραζόμενα

(context sensitive) (i)

Λέγνληαη «κε ζπκθξαδόκελα» γηαηί κπνξνύλ λα ηεζνύλ ζηελ 

εμήο θαλνληθή κνξθή:

,  α = ε
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Γραμματικές με Συμφραζόμενα

(context sensitive) (ii)

Α0  Η0 Η0  ΗΑ ΗΑ  0Α

Μεηαηξνπή ζε θαλνληθή κνξθή 

(1ε πξνζπάζεηα) S  1Z1

Z  0 | 1Z0A

A0  0A

A1  11

Γξακκαηηθή c.s. γηα ηε γιώζζα 1n0n1n :

Άιια παξαδείγκαηα: {1i 0j 1k : i <= j <= k }, 

{ ww | w  ΢* },    {an bn an bn | n  Ν} 

Πξνζνρή: δελ είλαη αθόκε 

θαλνληθή (γηαηί;) 
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Γραμματικές με Συμφραζόμενα

(context sensitive) (ii)

ΑU  ΗU ΗU  ΗΑ ΗΑ  UΑ

Μεηαηξνπή ζε θαλνληθή κνξθή S  1Z1

Z  U | 1ZUA

AU  UA

A1  11

U  0

Γξακκαηηθή c.s. γηα ηε γιώζζα 1n0n1n :

Άιια παξαδείγκαηα: {1i 0j 1k : i <= j <= k }, 

{ ww | w  ΢* },    {an bn an bn | n  Ν} 
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Ισοδυναμία γραμματικών CS και LBA

Θεώρημα. Σα παξαθάησ είλαη ηζνδύλακα (L ρσξίο ε):

1. Ζ γιώζζα L γίλεηαη απνδεθηή από LBA.

2. Ζ γιώζζα L είλαη context sensitive.

Γραμμικά θραγμένο ασηόμαηο (Linear Bounded 

Automaton, LBA):

είλαη κηα κε ληεηεξκηληζηηθή κεραλή Turing πνπ ε θεθαιή 

ηεο είλαη πεξηνξηζκέλε λα θηλείηαη κόλν ζην ηκήκα πνπ 

πεξηέρεη ηελ αξρηθή είζνδν.

Θζνδύλακε κνξθή: PDA κε 2 ζηνίβεο, γξακκηθά θξαγκέλεο.
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Γενικές Γραμματικές (i)

Παξάδεηγκα: {a2n
| n є Ν}
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Γενικές Γραμματικές (ii)

Θεώρημα. Σα παξαθάησ είλαη ηζνδύλακα:

1. Ζ γιώζζα L γίλεηαη απνδεθηή από κηα κεραλή Turing

2. L=L(G), όπνπ G είλαη γεληθή γξακκαηηθή

Μηα ηέηνηα γιώζζα ιέγεηαη θαη αλαδξνκηθά αξηζκήζηκε 

(recursively enumerable).
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Μηχανές Turing

< q0, 1, q0, R >

< q0, 0, q1, 1 >

< q1, 1, q1, L >

< q1, 0, q2, R >

Απηόκαηα κε απεξηόξηζηε ηαηλία. Ζ είζνδνο είλαη αξρηθά 

γξακκέλε ζηελ ηαηλία, ε θεθαιή κπνξεί λα θηλείηαη αξηζηεξά-

δεμηά, θαζώο θαη λα αιιάδεη ην ζύκβνιν πνπ δηαβάδεη. 

Παξάδεηγκα ζπλάξηεζεο κεηάβαζεο:
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Iεραρχία κλάσεων γλωσσών

Θεώρημα Ιεραρτίας. 

regular context free context sensitive r.e.
(r.e. = recursiverly enumerable)

 ηύπνπ 0 ↔ ΣΜ (κεραλέο Turing)

 ηύπνπ 1 ↔ LBA (γξακκηθά πεξηνξηζκέλα απηόκαηα)

 ηύπνπ 2 ↔ PDA (pushdown automata)

 ηύπνπ 3 ↔ DFA (θαη NFA)


