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Γξάθνη (επαλάιεςε)
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 Γράφοσ (ή γράφημα): ζεύγοσ (V,E), V ϋνα μη κενό ςύνολο,

Ε διμελόσ ςχϋςη πϊνω ςτο V

 Μη κατευθυνόμενοσ γράφοσ: ςχϋςη Ε ςυμμετρικό

 V: κορυφέσ (vertices), κόμβοι (nodes)

 Ε: ακμέσ (edges)

 Ε1 = {{1,2}, {1,3}, {2,3}, {3,4}, {3,5}, {4,6}}

 Ε2 = {(1,3), (2,1), (2,4), (3,2), (3,4), (3,5), (4,2), (4,6), 

(5,6), (6,3)}

(V1,E1)
(V2,E2)
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Γξάθνη (επαλάιεςε): νξνινγία

 Γειτονικέσ (adjacent) κορυφέσ: ςυνδϋονται με ακμό, 

π.χ. 4 και 6

 Άκρα (endpoints) ακμόσ

 Προςπίπτουςα (incident) ακμό (ςε κόμβο)

 Γειτονικέσ ακμϋσ

(V1,E1)
(V2,E2)
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Γξάθνη (επαλάιεςε): νξνινγία

 Βαθμόσ (degree, valence) κορυφήσ v: ο αριθμόσ των 

ακμών που προςπύπτουν ςτην v, deg(v)

 Ένασ (μη κατευθυνόμενοσ) γρϊφοσ όπου deg(v)=k για κϊθε 

κορυφό v, λϋγεται k-κανονικόσ (k-regular)

 Σημαντικό ιδιότητα: Σ deg(v) = 2|E|

 Σε κατευθυνόμενο γρϊφο: in-deg(v), out-deg(v)

2-κανονικός γράφος
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Γξάθνη (επαλάιεςε): δηαδξνκέο

 Δρόμοσ: ϋγκυρη ακολουθύα από κορυφϋσ-ακμϋσ 

 Μονοπάτι: δρόμοσ χωρύσ επαναλόψεισ ακμών

 Απλό μονοπάτι: μονοπϊτι χωρύσ επαναλόψεισ κορυφών

 Κύκλοσ: κλειςτό μονοπϊτι

 Απλόσ κύκλοσ: απλό κλειςτό μονοπϊτι

 Μήκοσ δρόμου: το πλόθοσ των ακμών του  
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 … με πίνακα γειτνίαςησ:

 Αν ϋχουμε βϊρη, 

 Μη-κατευθυνόμενοσ: ςυμμετρικόσ πύνακασ

 Χώροσ: Θ(n2)

 Προςπϋλαςη γειτόνων: Θ(n)

 Άμεςοσ ϋλεγχοσ ύπαρξησ ακμόσ: Ο(1)

Γξάθνη (επαλάιεςε): αλαπαξάζηαζε
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 … με πίνακα γειτνίαςησ:

 Αν ϋχουμε βϊρη,

 Κατευθυνόμενοσ: μη-ςυμμετρικόσ πύνακασ

 Χώροσ: Θ(n2)

 Προςπϋλαςη γειτόνων: Θ(n)

 Άμεςοσ ϋλεγχοσ ύπαρξησ ακμόσ: Ο(1)

ΠΔΠ 2018

Γξάθνη (επαλάιεςε): αλαπαξάζηαζε
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 … με λίςτεσ γειτνίαςησ: γειτονικϋσ κορυφϋσ ςε λύςτεσ

 Αν ϋχουμε βϊρη, τα αποθηκεύουμε ςτουσ κόμβουσ

 Χώροσ: Θ(m)

 Προςπϋλαςη γειτόνων: Θ(deg(u))

 Έλεγχοσ ύπαρξησ ακμόσ: Ο(deg(u))

Γξάθνη (επαλάιεςε): αλαπαξάζηαζε
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 … με λίςτεσ γειτνίαςησ: γειτονικϋσ κορυφϋσ ςε λύςτεσ

 Αν ϋχουμε βϊρη, τα αποθηκεύουμε ςτουσ κόμβουσ

 Χώροσ: Θ(m)

 Προςπϋλαςη γειτόνων: Θ(deg(u))

 Έλεγχοσ ύπαρξησ ακμόσ: Ο(deg(u))

Γξάθνη (επαλάιεςε): αλαπαξάζηαζε
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 Ένασ μη κατευθυνόμενοσ γρϊφοσ λϋγεται ςυνεκτικόσ 

(connected) αν υπϊρχει δρόμοσ μεταξύ οποιωνδόποτε δύο 

κορυφών του

Σε ςυνεκτικό γρϊφο ιςχύει: 

 Ένασ κατευθυνόμενοσ γρϊφοσ λϋγεται

 ιςχυρϊ ςυνεκτικόσ (strongly connected)

αν υπϊρχει δρόμοσ μεταξύ οποιωνδόποτε 

δύο κορυφών του ακολουθώντασ τισ 

κατευθύνςεισ των ακμών

 αςθενώσ ςυνεκτικόσ (weakly connected)

αν υπϊρχει δρόμοσ μεταξύ οποιωνδόποτε δύο κορυφών του 

αγνοώντασ τισ κατευθύνςεισ των ακμών

Γξάθνη (επαλάιεςε): ζπλεθηηθόηεηα
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Πξόβιεκα ζπληνκόηεξσλ δηαδξνκώλ

 Σε γρϊφο με βϊρη αναζητούμε τισ διαδρομέσ 

ελαχίςτου βάρουσ (shortest paths) από ϋναν 

κόμβο-αφετηρύα s προσ όλουσ τουσ ϊλλουσ

 Τα βϊρη εύναι μη αρνητικού αριθμού (π.χ. 

αποςτϊςεισ)
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Πξόβιεκα ζπληνκόηεξσλ δηαδξνκώλ

 Σε γρϊφο με βϊρη αναζητούμε τισ διαδρομέσ 

ελαχίςτου βάρουσ (shortest paths) από ϋναν 

κόμβο-αφετηρύα s προσ όλουσ τουσ ϊλλουσ

 Τα βϊρη εύναι μη αρνητικού αριθμού (π.χ. 

αποςτϊςεισ)

 Εφαρμογϋσ: μικρότερεσ διαδρομϋσ ςε πόλεισ, 

φτηνότερεσ διαδρομϋσ, ταχύτερεσ διαδρομϋσ, και 

πϊρα πολλϋσ ϊλλεσ. 
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Πξόβιεκα ζπληνκόηεξσλ δηαδξνκώλ

 Σε γρϊφο με βϊρη αναζητούμε τισ διαδρομέσ 

ελαχίςτου βάρουσ (shortest paths) από ϋναν 

κόμβο-αφετηρύα s προσ όλουσ τουσ ϊλλουσ

 Τα βϊρη εύναι μη αρνητικού αριθμού (π.χ. 

αποςτϊςεισ)

 Εφαρμογϋσ: μικρότερεσ διαδρομϋσ ςε πόλεισ, 

φτηνότερεσ διαδρομϋσ, ταχύτερεσ διαδρομϋσ, και 

πϊρα πολλϋσ ϊλλεσ. 

 Αλγοριθμικέσ ιδέεσ:

 Αν όλα τα βϊρη εύναι ύδια; (π.χ. = 1)
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Πξόβιεκα ζπληνκόηεξσλ δηαδξνκώλ

 Σε γρϊφο με βϊρη αναζητούμε τισ διαδρομέσ 

ελαχίςτου βάρουσ (shortest paths) από ϋναν 

κόμβο-αφετηρύα s προσ όλουσ τουσ ϊλλουσ

 Τα βϊρη εύναι μη αρνητικού αριθμού (π.χ. 

αποςτϊςεισ)

 Εφαρμογϋσ: μικρότερεσ διαδρομϋσ ςε πόλεισ, 

φτηνότερεσ διαδρομϋσ, ταχύτερεσ διαδρομϋσ, και 

πϊρα πολλϋσ ϊλλεσ. 

 Αλγοριθμικέσ ιδέεσ:

 Αν όλα τα βϊρη εύναι ύδια; (π.χ. = 1)

 Τροποπούηςη BFS για ακϋραια βϊρη;
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 Ιδέα Dijkstra (διαίςθηςη)

 ξεκινώντασ από τον κόμβο-

αφετηρύα s μπορούμε εύκολα να 

βρούμε τον κόμβο u που εύναι 

πληςιϋςτερα ςτον s

 ο δεύτεροσ πληςιϋςτεροσ (ςτον 

s) θα εύναι γεύτονασ του s ό 

του u (γιατύ;)

 πώσ τον βρύςκουμε;

 πώσ ςυνεχύζουμε;

Αιγόξηζκνο Dijkstra (ηδέα)
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 Ιδέα Dijkstra (υλοποίηςη)

 διατηρούμε προςωρινϋσ ετικϋτεσ 

απόςταςησ από s

 για κόμβο u με ελϊχιςτη 

ετικϋτα η διαδρομό ελαχύςτου 

βϊρουσ ϋχει βρεθεύ!

 μονιμοπούηςη ετικϋτασ του u

 ενημϋρωςη ετικετών γειτόνων 

του u

 επαναλαμβϊνουμε τα 3 παραπϊνω βόματα 

ςτουσ γεύτονεσ των ‘μόνιμων’ κόμβων

Αιγόξηζκνο Dijkstra (ηδέα)
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Αιγόξηζκνο Dijkstra

S := {s}; D(s) := 0 ; P(s) := NIL 

for each v: (s,v) ∈ E do D(v) := cost(s,v); P(v) := s

for each v: (s,v) ∉ E do D(v) := ∞; P(v) := NIL

repeat n times

select u from V\S with minimum D(u)

S := S U {u}

for all v in V\S: (u,v) ∈ E do

if D(u) + cost(u,v) < D(v) then

D(v) := D(u) + cost(u,v)

P(v) := u

Πολυπλ/τα

O(|V|2):

ςε κϊθε 

επανϊληψη 

Ο(|V|) για 

εύρεςη 

ελαχύςτου, 

Ο(|V|) για 

ενημϋρωςη 

αποςτϊςεων
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Παξάδεηγκα Dijkstra

S := {s}; D(s) := 0 ; P(s) := NIL 

for each v: (s,v) ∈ E do D(v) := cost(s,v); P(v) := s

for each v: (s,v) ∉ E do D(v) := ∞; P(v) := NIL

repeat n times

select u from V\S with minimum D(u)

S := S U {u}

for all v in V\S: (u,v) ∈ E do

if D(u) + cost(u,v) < D(v) then

D(v) := D(u) + cost(u,v)

P(v) := u
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2ν παξάδεηγκα Dijkstra
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V\S = {y,x,q,p}
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Παράδειγμα

2ν παξάδεηγκα Dijkstra

d(s)=0      d(x)=10 d(y)=5 d(p)= d(q)=
prev(s)=NIL  prev(x)=s    prev(y)=s   prev(p)=NIL prev(q)=NIL
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u

d(s)=0      d(x)=10 d(y)=5 d(p)= d(q)=
prev(s)=NIL  prev(x)=s    prev(y)=s   prev(p)=NIL prev(q)=NIL

2ν παξάδεηγκα Dijkstra

V\S = {y,x,q,p}

u  minD(u)(V\S)
S  S  {u}
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u

d(s)=0      d(x)=10 d(y)=5 d(p)= d(q)=
prev(s)=NIL  prev(x)=s    prev(y)=s   prev(p)=NIL prev(q)=NIL

V\S = {x,q,p}

2ν παξάδεηγκα Dijkstra
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u

v

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)= d(q)=
prev(s)=NIL  prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=NIL prev(q)=NIL

V\S = {x,q,p}

2ν παξάδεηγκα Dijkstra
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u

v

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)= d(q)=14
prev(s)=NIL  prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=NIL prev(q)=y

V\S = {x,q,p}

2ν παξάδεηγκα Dijkstra
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u
v

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=13
prev(s)=NIL  prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=y

V\S = {p,x,q}

2ν παξάδεηγκα Dijkstra
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Παράδειγμα

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=13
prev(s)=NIL  prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=y

2ν παξάδεηγκα Dijkstra



s

10

5

9

1

6

2

7

3

4
2

0

y p

5

8 14

7

S
qx
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u

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=13
prev(s)=NIL  prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=y

2ν παξάδεηγκα Dijkstra

u  minD(u)(V\S)
S  S  {u}

V\S = {p,x,q}
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V\S = {x,q}
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Παράδειγμα

u

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=13
prev(s)=NIL  prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=y

2ν παξάδεηγκα Dijkstra
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u

v

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=13
prev(s)=NIL  prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=y
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2ν παξάδεηγκα Dijkstra
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Παράδειγμα

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=13
prev(s)=NIL  prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=y

2ν παξάδεηγκα Dijkstra
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u

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=13
prev(s)=NIL  prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=y

2ν παξάδεηγκα Dijkstra

u  minD(u)(V\S)
S  S  {u}
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u

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=13
prev(s)=NIL  prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=y

2ν παξάδεηγκα Dijkstra
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u v

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=9
prev(s)=NIL  prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=x

2ν παξάδεηγκα Dijkstra
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d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=9
prev(s)=NIL  prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=x

2ν παξάδεηγκα Dijkstra
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u

d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=9
prev(s)=NIL  prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=x

2ν παξάδεηγκα Dijkstra

u  minD(u)(V\S)
S  S  {u}
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d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=9
prev(s)=NIL  prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=x

2ν παξάδεηγκα Dijkstra
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prev(s)=NIL  prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=x
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2ν παξάδεηγκα Dijkstra
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d(s)=0      d(x)=8 d(y)=5 d(p)=7 d(q)=9
prev(s)=NIL  prev(x)=y    prev(y)=s   prev(p)=y   prev(q)=x

Προηγούμενοι
κόμβοι ςτισ
ελϊχιςτεσ

διαδρομϋσ =>

Δέντρο
ελαχύςτων 
διαδρομών

2ν παξάδεηγκα Dijkstra



Δϋντρο Ελϊχιςτων Διαδρομών
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2ν παξάδεηγκα Dijkstra



Δϋνδρο Ελϊχιςτων Διαδρομών
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prev(y)=s 
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Παράδειγμα

prev(x)=s prev(q)=NIL

prev(p)=NIL 

2ν παξάδεηγκα Dijkstra



Δϋνδρο Ελϊχιςτων Διαδρομών
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prev(x)=y 
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s
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p
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Παράδειγμα

prev(s)=NIL 

prev(q)=NIL

prev(p)=NIL 

2ν παξάδεηγκα Dijkstra



Δϋνδρο Ελϊχιςτων Διαδρομών

s
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p

prev(y)=s 

prev(x)=y prev(q)=x

ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ

s

5
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x

y

q

p
2

Παράδειγμα

prev(s)=NIL 

prev(p)=NIL 

2ν παξάδεηγκα Dijkstra



Δϋνδρο Ελϊχιςτων Διαδρομών

s
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p

prev(y)=s prev(p)=y 

prev(x)=y prev(q)=x

ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ

s

5

1

2

3

x

y

q

p
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Παράδειγμα

prev(s)=NIL 

2ν παξάδεηγκα Dijkstra



s

5

1

2

3

x
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q

p

Δϋνδρο Ελϊχιςτων Διαδρομών

s

10

5

9

1

6
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3

4
2

x

y

q

p

prev(y)=s prev(p)=y 

prev(x)=y prev(q)=x

ΚΑΤΑΣΚΕΥΗ

2

Παράδειγμα

prev(s)=NIL 

2ν παξάδεηγκα Dijkstra



s
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Δϋνδρο Ελϊχιςτων Διαδρομών
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Παράδειγμα

2ν παξάδεηγκα Dijkstra
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3ν παξάδεηγκα Dijkstra
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∞
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∞

∞

∞

∞

Οη εηηθέηεο ησλ θόκβσλ δείρλνπλ ηελ κέρξη ζηηγκήο 

ειάρηζηε απόζηαζε από ηνλ αξρηθό θόκβν (πίλαθαο D).
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3ν παξάδεηγκα Dijkstra

∞

∞

∞

∞

Οη εηηθέηεο ησλ θόκβσλ δείρλνπλ ηελ κέρξη ζηηγκήο ειάρηζηε απόζηαζε

από ηνλ αξρηθό θόκβν (πίλαθαο D), νη ζπλερείο αθκέο δείρλνπλ πνηνο 

είλαη ν αληίζηνηρνο πξνεγνύκελνο θόκβνο (πίλαθαο P).
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3ν παξάδεηγκα Dijkstra

∞

∞

Οη εηηθέηεο ησλ θόκβσλ δείρλνπλ ηελ κέρξη ζηηγκήο ειάρηζηε απόζηαζε

από ηνλ αξρηθό θόκβν (πίλαθαο D), νη ζπλερείο αθκέο δείρλνπλ πνηνο 

είλαη ν αληίζηνηρνο πξνεγνύκελνο θόκβνο (πίλαθαο P).
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3ν παξάδεηγκα Dijkstra

∞

Οη εηηθέηεο ησλ θόκβσλ δείρλνπλ ηελ κέρξη ζηηγκήο ειάρηζηε απόζηαζε

από ηνλ αξρηθό θόκβν (πίλαθαο D), νη ζπλερείο αθκέο δείρλνπλ πνηνο 

είλαη ν αληίζηνηρνο πξνεγνύκελνο θόκβνο (πίλαθαο P).
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3ν παξάδεηγκα Dijkstra

∞

Οη εηηθέηεο ησλ θόκβσλ δείρλνπλ ηελ κέρξη ζηηγκήο ειάρηζηε απόζηαζε

από ηνλ αξρηθό θόκβν (πίλαθαο D), νη ζπλερείο αθκέο δείρλνπλ πνηνο 

είλαη ν αληίζηνηρνο πξνεγνύκελνο θόκβνο (πίλαθαο P).
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3ν παξάδεηγκα Dijkstra

Οη εηηθέηεο ησλ θόκβσλ δείρλνπλ ηελ κέρξη ζηηγκήο ειάρηζηε απόζηαζε

από ηνλ αξρηθό θόκβν (πίλαθαο D), νη ζπλερείο αθκέο δείρλνπλ πνηνο 

είλαη ν αληίζηνηρνο πξνεγνύκελνο θόκβνο (πίλαθαο P).
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3ν παξάδεηγκα Dijkstra

Οη εηηθέηεο ησλ θόκβσλ δείρλνπλ ηελ κέρξη ζηηγκήο ειάρηζηε απόζηαζε

από ηνλ αξρηθό θόκβν (πίλαθαο D), νη ζπλερείο αθκέο δείρλνπλ πνηνο 

είλαη ν αληίζηνηρνο πξνεγνύκελνο θόκβνο (πίλαθαο P).
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3ν παξάδεηγκα Dijkstra

Οη εηηθέηεο ησλ θόκβσλ δείρλνπλ ηελ κέρξη ζηηγκήο ειάρηζηε απόζηαζε

από ηνλ αξρηθό θόκβν (πίλαθαο D), νη ζπλερείο αθκέο δείρλνπλ πνηνο 

είλαη ν αληίζηνηρνο πξνεγνύκελνο θόκβνο (πίλαθαο P).



Οκνηόηεηεο κε αιγόξηζκν BFS;

Πην αξγόο από BFS (νπξά πξνηεξαηόηεηαο vs απιή νπξά)

Απαηηεί n=|V| ιεηηνπξγίεο insert ζηελ νπξά, θαη 
m=|E| ιεηηνπξγίεο update:

|V| insert / extract-min

|E| update 

Υινπνίεζε νπξάο κε πίλαθα  O(|V|2)

Πνιππινθόηεηα Dijkstra

Υινπνίεζε νπξάο κε δπαδηθό ζσξό  O(|E| log|V|)

Υινπνίεζε νπξάο κε ζσξό Fibonacci  O(|E|+|V|log|V|)
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Οξζόηεηα αιγνξίζκνπ Dijkstra

 Ο αιγόξηζκνο δεκηνπξγεί ζηαδηαθά έλα δέλδξν 

ζπληνκόηεξσλ δηαδξνκώλ. Τν δέλδξν αξρηθνπνηείηαη κε ηνλ 

αξρηθό θόκβν s.

 Σε θάζε επαλάιεςε επηιέγεηαη ν θόκβνο w κε ηελ ειάρηζηε 

πξνζσξηλή εηηθέηα (ηξέρνπζα απόζηαζε) από ηνλ s.

 Η απόδεημε ζηεξίδεηαη ζε δύν αλαιινίσηεο ζπλζήθεο 

βξόρνπ.
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Οξζόηεηα αιγνξίζκνπ Dijkstra

 1ε αλαιινίσηε βξόρνπ: κεηά από θάζε επαλάιεςε ηνπ 

εμσηεξηθνύ βξόρνπ, ε εηηθέηα D(u) θάζε θόκβνπ u ηνπ S 

ηζνύηαη κε ην θόζηνο ηεο ζπληνκόηεξεο δηαδξνκήο από ηνλ 

s πξνο ηνλ u, θαη ε εηηθέηα D(v) θάζε θόκβνπ v ηνπ V\S 

ηζνύηαη κε ην θόζηνο ηεο ζπληνκόηεξεο δηαδξνκήο από ηνλ 

s ζηνλ v, μεηαξύ όλων ηων διαδπομών πος πεπνούν μόνο 

από κόμβοςρ ηος ζςνόλος S. 

 2ε αλαιινίσηε βξόρνπ: κεηά από θάζε επαλάιεςε ηνπ 

εμσηεξηθνύ βξόρνπ, γηα ηνλ θόκβν w πνπ αλήθεη ζην V\S 

θαη έρεη ελάσιζηη (κεηαμύ θόκβσλ ηνπ V\S) εηηθέηα D(w), 

απηή ηζνύηαη κε ην θόζηνο ηεο ζπληνκόηεξεο δηαδξνκήο 

από ηνλ s ζηνλ w.

 Aπόδεημε: κε επαγσγή.



Έζησ G = (V, E) γξάθνο κε κε-αξλεηηθά βάξε, SV, θαη (S, 
V\S) κηα δηακέξηζε ηνπ V η.ώ. sS θαη uS ε εηηθέηα ηνπ u
ηζνύηαη κε ηελ ειάρηζηε απόζηαζε D(s, u).

s

S V\S
u v

yx

Λήμμα: 1ε αλαιινίσηε => 2ε αλαιινίσηε

Έζησ vV\S o θόκβνο κε ηελ ειάρηζηε εηηθέηα ζην V\S. Τόηε 
ππάξρεη αθκή (u, v) πνπ ειαρηζηνπνηεί ηελ πνζόηεηα 

D(s, u) + c(u, v) 

κεηαμύ όισλ ησλ αθκώλ (x, y) κε xS θαη yV\S. Θ.δ.ό. 

P = (s, …, u, v) είλαη ζ.δ. από s ζε v.

Οξζόηεηα αιγνξίζκνπ Dijkstra



Γηα ηελ δηαδξνκή P = (s, …, u, v) από ηνλ s ζηνλ v ηζρύεη :

c(P) = D(s,u) + c(u,v)      (1)

s

S

u
v

y

e

Έζησ e = (u, v) θαη έζησ (s, …, u) ε ειάρηζηε δηαδξνκή 
από ηνλ s ζηνλ u.

V\S

Απόδειξη 

Οξζόηεηα αιγνξίζκνπ Dijkstra



Έζησ Q = (s, …, x, y, …, v) κηα ειάρηζηε δηαδξνκή από 
ηνλ s ζηνλ v, θαη

έζησ y ν πξώηνο θόκβνο ηεο δηαδξνκήο Q : yV\S

Θα δείμνπκε όηη c(P)   c(Q)

s

S

u
v

y

e

x

V-S

Οξζόηεηα αιγνξίζκνπ Dijkstra

Απόδειξη 



Από (1) θαη από επηινγή ηεο αθκήο e = (u, v), έρνπκε: 

Οξζόηεηα αιγνξίζκνπ Dijkstra

Απόδειξη 

s

S

u
v

y

e

x

V-S

c(P) = D(s,u) + c(u,v)  D(s, x) + c(x, y)  c(Q)



Οξζόηεηα αιγνξίζκνπ Dijkstra

Απόδειξη 

Από (1) θαη από επηινγή ηεο αθκήο e = (u, v), έρνπκε: 

c(P) = D(s,u) + c(u,v)  D(s, x) + c(x, y)  c(Q)

s

S

u
v

y

e

x

V-S

Άζκηζη: ζπκπιεξώζηε ηελ απόδεημε 



Οξζόηεηα αιγνξίζκνπ Dijkstra

Επώηηζη: ηζρύεη ην παξαπάλσ γηα αξλεηηθά βάξε; 

Απόδειξη 

Από (1) θαη από επηινγή ηεο αθκήο e = (u, v), έρνπκε: 

c(P) = D(s,u) + c(u,v)  D(s, x) + c(x, y)  c(Q)

s

S

u
v

y

e

x

V-S

Άζκηζη: ζπκπιεξώζηε ηελ απόδεημε 



Γξάθνη: Πξνβιήκαηα θαη Αιγόξηζκνη 63

Οξζόηεηα αιγνξίζκνπ Dijkstra

 Η νξζόηεηα ηζρύεη μόνο ζε γξάθνπο σωπίρ απνητικά 

βάπη

 Άζκηζη: βξείηε αληηπαξάδεηγκα.
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Αιγόξηζκνο Bellman-Ford

dist(s) := 0 ; p(s) := NIL

for each v<>s do dist(v) := ∞; p(v) := NIL

repeat n-1 times

for each edge e = (u,v) do 

if dist(u) + cost(u,v) < dist(v) then

dist(v) := dist(u) + cost(u,v)

p(v) := u



Παραδείγματα

s

u

v

x

y

n = 5
m = 6

Ε = {(y,x),(u,x),(y,v),(s,u),(x,v),(s,v)}

Update ςτισ
6 ακμϋσ
4 φορϋσ
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V = {s, u, v, x, y}

Αιγόξηζκνο Bellman-Ford



Παράδειγμα 1
n = 5
m = 6

S1: (y,x), (u,x), (y,v), (s,u), (x,v), (s,v)

Update ςτισ
6 ακμϋσ
4 φορϋσ
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Αιγόξηζκνο Bellman-Ford



Παράδειγμα 1
n = 5
m = 6

Update ςτισ
6 ακμϋσ
4 φορϋσ
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S1: (y,x), (u,x), (y,v), (s,u), (x,v), (s,v)
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Αιγόξηζκνο Bellman-Ford



Παράδειγμα 1
n = 5
m = 6

Update ςτισ
6 ακμϋσ
4 φορϋσ
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S1: (y,x), (u,x), (y,v), (s,u), (x,v), (s,v)
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Αιγόξηζκνο Bellman-Ford

Καμία Αλλαγή
Γιατί ?



Παράδειγμα 1
n = 5
m = 6

Update ςτισ
6 ακμϋσ
4 φορϋσ
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S1: (y,x), (u,x), (y,v), (s,u), (x,v), (s,v)

Καμία Αλλαγή
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Αιγόξηζκνο Bellman-Ford



Παράδειγμα 2 (διαφορετική σειρά ακμών!)
n = 5
m = 6

S2: (s,u), (u,x), (y,x), (s,v), (x,v), (y,v)

Update ςτισ
6 ακμϋσ
4 φορϋσ
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Παράδειγμα 2 (διαφορετική σειρά ακμών!)
n = 5
m = 6

S2: (s,u), (u,x), (y,x), (s,v), (x,v), (y,v)

Update ςτισ
6 ακμϋσ
4 φορϋσ
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Γιατί ?
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Αιγόξηζκνο Bellman-Ford



u

w

vs

3

4

-4

1

2

?

0

?

?

u

w

vs

3

4

-2

1

2

2

0

4

3

Εάλ ππάξρεη αξλεηηθόο θύθινο δελ έρεη λόεκα λα 
αλαδεηνύκε ειάρηζηεο δηαδξνκέο !!!

Απνητικοί Κύκλοι

Αιγόξηζκνο Bellman-Ford



Εντοπιςμόσ αρνητικών κύκλων

Bellman-Ford-detection(G,w,s)

1. initialize(G,s)

2. επανϊλαβε n-1 φορϋσ:

3.

για κϊθε ακμό (u,v)E:

Update(u,v,c)

για κϊθε ακμό (u,v)E:

if d(v) > d(u) + c(u,v) then

return FALSE

4. return d(.)

u

w

vs

3

4

-4

1

2

?

0

?

?

Αιγόξηζκνο Bellman-Ford



Γξάθνη: Πξνβιήκαηα θαη Αιγόξηζκνη 74

Αιγόξηζκνο Bellman-Ford

 Οπθότητα: ζην ηέινο ηεο k-νζηήο επαλάιεςεο έρνπλ 

ππνινγηζηεί ζσζηά νη ζπληνκόηεξεο δηαδξνκέο πνπ 

απνηεινύληαη από ην πνιύ k αθκέο (άζκηζη: απνδείμηε ην).

 Πολςπλοκότητα: O(|V||Ε|)
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Ειάρηζην Σπλδεηηθό Δέλδξν (MST)

 Κπιτήπιο Prim: Δηαιέγνπκε θάζε θνξά ηελ αθκή 

ειαρίζηνπ θόζηνπο έηζη ώζηε ν λένο ππνγξάθνο λα 

παξακέλεη δέλδξν (έλαξμε από νπνηνλδήπνηε θόκβν)

 Κπιτήπιο Kruskal: Δηαιέγνπκε θάζε θνξά ηελ αθκή 

ειαρίζηνπ θόζηνπο έηζη ώζηε ν λένο ππνγξάθνο λα κελ έρεη 

θύθινπο
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Αιγόξηζκνο Prim: παξάδεηγκα
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Αιγόξηζκνο Prim: παξάδεηγκα
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Αιγόξηζκνο Prim: παξάδεηγκα
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Αιγόξηζκνο Prim: παξάδεηγκα
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Αιγόξηζκνο Prim

 Επιλϋγεται αρχικόσ κόμβοσ, ϋςτω s. Αρχικοπούηςη:

dist(s):= 0; for each v<>s do dist(v) := ∞

 Επαναληπτικϊ επιλϋγεται ο κόμβοσ, ϋςτω w, με την ελϊχιςτη 

απόςταςη από το μϋχρι ςτιγμόσ καταςκευαςμϋνο δϋνδρο, και 

προςτύθεται ςτο δϋνδρο. Ενημερώνονται οι αποςτϊςεισ των 

γειτόνων του w από το δϋνδρο με βϊςη το κόςτοσ των ακμών 

(w,ui):

if cost(w,ui) < d(ui) then

d(ui) := cost(w,ui)

 Μεγϊλη ομοιότητα με Dijkstra (πού διαφϋρουν;)

 Πολυπλοκότητα: O(|V|2), O(|E|log|V|), O(|E|+|V|log|V|)
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Αιγόξηζκνο Kruskal: παξάδεηγκα
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Αιγόξηζκνο Kruskal

 Οι ακμϋσ ταξινομούνται ςε αύξουςα ςειρϊ κόςτουσ. Κϊθε 

φορϊ επιλϋγεται η ακμό ελαχύςτου κόςτουσ και αν δε 

δημιουργεύ κύκλο ςτο μϋχρι ςτιγμόσ δϊςοσ προςτύθεται 

ςε αυτό, αλλιώσ απορρύπτεται. 

 Για αποδοτικό υλοπούηςη, η ύπαρξη κύκλου ελϋγχεται με 

χρόςη πρϊξεων ςυνόλων (UNION-FIND: αρκεύ χρόςη Union 

by Size/Rank).

 Πολυπλοκότητα: O(|E|log|V|) (γιατύ;)
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Κνηλή ηδέα Prim-Kruskal

 ϋςτω ο αρχικόσ γρϊφοσ G=(V, E)

 ξεκινώντασ από τον γρϊφο G’=(V, Ø) που περιϋχει
όλουσ τουσ κόμβουσ του G αλλϊ καθόλου ακμϋσ και

 ενώνοντασ επαναληπτικϊ δύο οποιαδόποτε
ςυμπληρωματικϊ υποςύνολα κόμβων S και V\S που ακόμη
δεν ϋχουν ακμό μεταξύ τουσ με την ελαφρύτερη δυνατό
ακμό από το E

 καταλόγουμε ςε ελϊχιςτο ςυνδετικό δϋνδρο
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Γηαηί δνπιεύεη ε ηδέα; 

Απόδειξη. Θεωρούμε ϋνα MST T που εύναι υπερςύνολο του A
(υπάρχει πάντα;). Έςτω ότι η e δεν ανόκει ςτο T. Τότε το
μονοπϊτι p που ςυνδϋει u,v ςτο T περιϋχει ακμό e’ που
διαςχύζει τομό (Vi, V\Vi). Ιςχύει cost(e) <= cost(e’),
επομϋνωσ:

ανταλλαγό(e , e’) => ⱻ MST Τ’ που περιϋχει την e

Θεώρημα. Ένα ςύνολο ακμών A που εύναι υποσχόμενο (δηλαδό
υποςύνολο ενόσ MST) παραμϋνει υποςχόμενο αν του
προςθϋςουμε την ελαφρύτερη ακμό e=(u,v) που ςυνδϋει μια
ςυνεκτικό ςυνιςτώςα (connected component) Vi του
τρϋχοντοσ υπογρϊφου (που ορύζεται από τουσ κόμβουσ του V
και τισ ακμϋσ του A) με τον υπόλοιπο υπογρϊφο V\Vi.
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Bonus: αιγόξηζκνο Boruvka

 Λειτουργεύ ςε γύρουσ. Αρχικϊ κϊθε κόμβοσ εύναι 
ςυνιςτώςα μόνοσ του. 

 Σε κϊθε γύρο, κάθε ςυνεκτικό ςυνιςτώςα ςυνδϋεται με 
την ελαφρύτερη δυνατό ακμό με κϊποια από τισ 
υπόλοιπεσ ςυνιςτώςεσ. Χρειϊζεται τρόποσ επύλυςησ 
'ιςοπαλιών'. 

Πολυπλοκότητα: O(|E| log|V|) (ςε κϊθε γύρο το πλόθοσ 
ςυνιςτωςών μειώνεται ςτο μιςό). 

Προςφϋρεται για παρϊλληλη / κατανεμημϋνη υλοπούηςη. 
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Σεκαληηθέο ηερληθέο

 Άπληςτοι (greedy) αλγόριθμοι: «χτύςιμο» λύςησ 
ςταδιακϊ, από μικρότερα προσ μεγαλύτερα 
υποπροβλόματα. Σε κϊθε ςτϊδιο αμετϊκλητη επιλογό, 
δύνει βϋλτιςτη λύςη για αντύςτοιχο υποπρόβλημα.

 Dijkstra, Prim, Kruskal, Boruvka

 Δυναμικόσ προγραμματιςμόσ: «χτύςιμο» λύςησ ςταδιακϊ, 
ςυνδυϊζοντασ βϋλτιςτεσ λύςεισ μικρότερων 
υποπροβλημϊτων ώςτε να προκύψει βϋλτιςτη λύςη 
μεγαλύτερων (αρχό βελτιςτότητασ υπο-λύςεων). 

 Bellman-Ford

 Σύγκριςη με «διαίρει και κυρίευε»: ςτη ΔκΚ τα 
υποπροβλόματα εύναι ανεξϊρτητα, ςτον ΔΠ και ςτουσ 
ϊπληςτουσ τα υποπροβλόματα ϋχουν επικϊλυψη.
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Πξνβιήκαηα Γξάθσλ ζηελ Κιάζε P

 Κύκλοσ Euler

 Προςβαςιμότητα (reachability) + Διϊςχιςη

(traversal): DFS, BFS, ...

 Συνεκτικϋσ ςυνιςτώςεσ (connected components)

 Συντομότερα μονοπϊτια (shortest paths)

 Ελϊχιςτο ςυνδετικό δϋνδρο (minimum spanning 

tree)

 Μϋγιςτη ροό (maximum flow)  [7ο εξ.]

 Τϋλειο ταύριαςμα (perfect matching) [7ο εξ.]
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NP-πιήξε Πξνβιήκαηα Γξάθσλ

 VERTEX COVER (VC)

 CLIQUE

 HAMILTON CIRCUIT (HC)

 TRAVELING SALESMAN (TSP)

 3-COLORABILITY

 SUBGRAPH ISOMORPHISM

 3-DIMENSIONAL MATCHING (3DM)
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NP-πιήξε Πξνβιήκαηα Γξάθσλ

Απόδειξη NP-πληρότητασ: αναγωγέσ
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«Ελδηάκεζε» Πνιππινθόηεηα;

Ιςομορφιςμόσ γρϊφων: δεν εύναι NP-πλόρεσ 
πρόβλημα (κϊτω από γενικϊ παραδεκτϋσ 
υποθϋςεισ)
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Αλαθεθαιαίσζε

 Αρκετϊ προβλόματα γρϊφων λύνονται γρόγορα: 

διϊςχιςη (προςβαςιμότητα), ςυνεκτικϋσ 

ςυνιςτώςεσ, ελϊχιςτεσ διαδρομϋσ, ελϊχιςτο 

ςυνδετικό δϋνδρο, κύκλοσ Euler, τϋλειο 

ταύριαςμα, μϋγιςτη ροό, ...

 Πολλϊ προβλόματα φαύνεται να μην λύνονται 

γρόγορα: VERTEX COVER, CLIQUE, HAMILTON CIRCUIT, 

TRAVELING SALESMAN, 3-COLORABILITY, SUBGRAPH

ISOMORPHISM, 3-DIMENSIONAL MATCHING, ...

 Κϊποια από αυτϊ λύνονται γρόγορα ςε ειδικϋσ 

περιπτώςεισ, ό προςεγγιςτικϊ. Εντατικό ϋρευνα, 

πολλϊ ανοιχτϊ ερωτόματα.


