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ΘΕΜΑ 1: ΄Εστω X τοπολογικός γραμμικός χώρος.

(i) (1 μ.) Εάν f : X → R μη μηδενικό γραμμικό συναρτησιακό, να δείξετε ότι ∀ G ⊆ X ανοικτό,

το f(G) είναι ανοικτό στον R. [ Υπόδειξη: f(X) = R.]

(ii) (1,5 μ.) Υποθέτουμε ότι ο X είναι τοπικά κυρτός και F ⊆ X μη κενό, κλειστό κυρτό και
x0 ∈ X \ F . Να δείξετε ότι υπάρχει f ∈ X∗ \ {0}, ώστε

f(x0) < inf f(F ).

[Υπόδειξη: Να χρησιμοποιήσετε την 1η μορφή του Γεωμετρικού Θ.Hahn-Banach.]

(iii) (1,5 μ.) ΄Εστω (X, || · ||) χώρος με νόρμα και A ⊆ X κυρτό. Να δείξετε ότι A
||·||

= A
w
,

όπου w η ασθενής τοπολογία στον X.

ΘΕΜΑ 2 (1,5 μ.): ΄Εστω (X, || · ||) χώρος με νόρμα. Να δείξετε ότι κάθε w− συγκλίνουσα
ακολουθία στον X είναι || · ||− φραγμένη. [Υπόδειξη: Θ. Ομοιομόρφου Φράγματος.]

ΘΕΜΑ 3: (i) (1,5 μ.) ΄Εστω X γραμμικός χώρος, Φ κλάση γραμμικών συναρτησιακών που
διαχωρίζει σημεία στον X και TΦ η ασθενής τοπολογία που επάγεται από την Φ στον X.
Εάν f : (X, TΦ)→ R γραμμική συνεχής, να δείξετε ότι f ∈ 〈Φ〉.

[ Θεωρήστε γνωστό το παρακάτω:

Αν f, fj : X → R, 1 ≤ j ≤ n( n ≥ 1) γραμμικά και
n⋂

j=1

Kerfj ⊆ Kerf, τότε f ∈ 〈fj : 1 ≤ j ≤ n〉. ]

(ii) (1 μ.) ΄Εστω X χώρος με νόρμα. Να δείξετε ότι X ανακλαστικός ανν κάθε || · ||− κλειστός
γραμμικός υπόχωρος του X∗ είναι w∗− κλειστός.

ΘΕΜΑ 4: (i) (1 μ.) ΄Εστω (X, || · ||X), (Y, || · ||Y ) χώροι Banach και T : X → Y γραμμικός

τελεστής. Υποθέτουμε ότι το γράφημα

G(T ) = { (x, Tx) : x ∈ X }

είναι κλειστό στον X × Y ως προς τη νόρμα

||(x, y)|| = ||x||X + ||y||Y , (x, y) ∈ X × Y.

Να δείξετε ότι ο T είναι φραγμένος. (Θεωρήστε γνωστό το Θ. Ανοικτής Απεικόνισης.)

(ii) (1 μ.) ΄Εστω u : (0, 1)→ R μετρήσιμη και p ∈ (1,+∞). Υποθέτουμε ότι

u · w ∈ L1(0, 1), ∀ w ∈ Lp(0, 1).

Να δείξετε ότι υπάρχει M > 0 ώστε

||u · w||1 ≤ M ||w||p , ∀ w ∈ Lp(0, 1).


