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Οπξά Πξνηεξαηόηεηαο 
(Priority Queue)

 Οπξά όπνπ ζειπά διαγπαθήρ θαζνξίδεηαη από 

πποηεπαιόηηηα (μεγαλύηεπη – κηθξόηεξε).

 Σηνηρεία (πξνηεξαηόηεηα, πιεξνθνξία).

 Αθνινπζία από ιεηηνπξγίεο:

 insert(x): εηζαγσγή x. 

 deleteMax(): δηαγξαθή θαη επηζηξνθή ζηνηρείνπ κέγηζηεο 
πξνηεξαηόηεηαο.

 max(): επηζηξνθή ζηνηρείνπ κέγηζηεο πξνηεξαηόηεηαο 
(ρσξίο δηαγξαθή).

 changePriority(k): αιιαγή πξνηεξαηόηεηαο ζέζεο k.

 isEmpty(), size(): βνεζεηηθέο ιεηηνπξγίεο. 
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Δθαξκνγέο

 Άκεζεο εθαξκνγέο:

 Υινπνίεζε νπξώλ αλακνλήο κε πξνηεξαηόηεηεο.

 Γξνκνιόγεζε κε πξνηεξαηόηεηεο. 

 Largest (Smallest) Processing Time First. 

 Έκκεζεο εθαξκνγέο:

 Βαζηθό ζπζηαηηθό πολλών ΓΓ θαη αιγνξίζκσλ:

 HeapSort (γεληθά ηαμηλόκεζε κε επηινγή). 

 Αιγόξηζκνο Huffman. 

 Αιγόξηζκνη Prim θαη Dijkstra. 

 ...
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Σηνηρεία Οπξάο Πξνηεξαηόηεηαο

 Οπξέο Πξνηεξαηόηεηαο:

 Ολική διάηαξη ζηνηρείσλ κε βάζε πξνηεξαηόηεηα. 

 Σηνηρεία είλαη αξηζκνί (κε ζπλήζε δηάηαμε) πνπ δειώλνπλ 
πξνηεξαηόηεηα.

 Δθαξκνγή γηα ζηνηρεία θάζε ζπλόινπ κε ζρέζε 
νιηθήο δηάηαμεο (αξηζκνί, ιέμεηο, εηζνδήκαηα, ...).

 Οπξά Πξνηεξαηόηεηαο κε γξακκηθή ιίζηα:

 Γηαγξαθή κέγηζηνπ ή εηζαγσγή απαηηεί γξακκηθό ρξόλν. 

 Υινπνίεζε νπξάο πξνηεξαηόηεηαο κε ζυπό (heap).

 Γπαδηθό δέληξν κε δηάηαμε ζε θάζε κνλνπάηη ξίδα – θύιιν. 
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Ιεξαξρηθέο Γνκέο: Γέληξα

 Γξάθεκα ακςκλικό θαη 
ζςνεκηικό.

 Γέληξν κε n κοπςθέρ έρεη 
m = n – 1 ακμέρ.

 Γέληξν κε πίζα : Ιεπαπσία

 Ύτορ : κέγηζηε απόζηαζε 
θύιινπ από ξίδα.

 Δςαδικό δένηπο : έρεη πίζα
θαη θάζε θνξπθή  2 παιδιά :

 Αξηζηεξό θαη δεμηό.

 Κάζε ςποδένηπο είλαη 
δπαδηθό δέληξν. 
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Γπαδηθά Γέληξα

 #θνξπθώλ γηα ύςνο = h: 

h+1  #θνξπθώλ  2h+1 – 1

 h+1 επίπεδα,  1 θνξ. / επίπ.

  2i θνξπθέο ζην επίπεδν i .

1 + 2 +  … + 2h = 2h+1 – 1

 Ύςνο γηα #θνξπθώλ = n: 

log2(n+1) – 1  ύςνο  n – 1

 Γεμάηο (full):

 Κάζε θνξπθή είηε θύιιν είηε 2 παηδηά. 

 Πλήπερ (complete) : 

 Όια ηα επίπεδα ζπκπιεξσκέλα (εθηόο ίζσο ηειεπηαίν).

 Σέλειο (perfect) : n = 2h+1 – 1
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Πιήξεο

 Όια ηα επίπεδα ζπκπιεξσκέλα 

εθηόο ίζσο από ηειεπηαίν

πνπ γεκίδεη από αξηζηεξά 

πξνο ηα δεμηά. 

 n(h): #θνξπθώλ γηα ύςνο h: 

2h  n(h)  2h+1 – 1

 ηέιεην(h) : 2h+1 – 1 

 ηέιεην(h – 1) + 1 : (2h – 1) + 1 = 2h . 

 h(n): ύςνο γηα n θνξπθέο: 

log2(n+1) – 1  h(n)  log2 n

 Ύςνο : h(n) = log2 n

 #θύιισλ = n / 2
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Αλαπαξάζηαζε

 Δείκηερ ζε παηδηά, παηέξα (δπλακηθή). 

 Πλήπη δπαδηθά δέληξα : 

 Πίνακαρ (ζηαηηθή). 

 Αξίζκεζε αξηζηεξά → δεμηά

θαη πάλσ → θάησ.

 Ρίζα : Π[1]

 Π[i] : παηέξαο Π[i /2]

αξηζηεξό παηδί Π[2i]

δεμηό παηδί Π[2i+1]
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Σσξόο (heap)

 Γέληξν μέγιζηος (ειάρηζηνπ): 

Τηκέο ζηηο θνξπθέο θαη ηηκή κάθε

θνξπθήο  () ηηκέο παηδηώλ ηεο.

 ΢υπόρ : πιήξεο δπαδηθό 

δέληξν κέγηζηνπ (ειάρηζηνπ).

 Ύςνο Θ(log n) , #θύιισλ = n / 2

 Πίλαθαο Α[ ] ηδηόη. ζυπού :

i A[ i ]  A[2i], A[2i+1].

 Μέγιζηο : ξίδα

Ελάσιζηο : θάπνην θύιιν
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Σσξνί θαη Με-Σσξνί
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Σσξόο ζαλ Οπξά Πξνηεξαηόηεηαο

 int A[n], hs;

 max() : Ο(1)
int max() { return(A[1]); }

 deleteMax() :

int deleteMax() { 

if (isEmpty()) return(EMPTY);

max = A[1]; A[1] = A[hs--];

combine(1); 

return(max);  }
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Απνθαηάζηαζε Πξνο-ηα-Κάησ

 combine( i) : 

Δλόζσ όρη ζσξόο,

- Α[i]  max{A[2i], A[2i+1]}

- ζπλερίδσ ζην αληίζηνηρν ππνδέληξν.

combine(int i) {

l = 2*i; r = 2*i+1; mp = i;

if ((l <= hs) && (A[l] > A[mp]))

mp = l;

if ((r <= hs) && (A[r] > A[mp]))

mp = r;

if (mp != i) {

swap(A[i], A[mp]);

combine(mp); } }

 Φξόλνο γηα deleteMax() : Ο(ύςνο) = O(log n)
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Δηζαγσγή: 
Απνθαηάζηαζε Πξνο-ηα-Πάλσ

 insert( k ) :

 Δηζαγσγή ζην ηέινο.

 Δλόζσ όρη ζσξόο, A[i]  A[i / 2]

insert(int k) { 

A[++hs] = k; 

i = hs; p = i / 2; 

while ((i > 1) && (A[p] < A[i])) 

{ swap(A[p], A[i]);

i = p; p = i / 2; }  }

 Φξόλνο γηα insert() : Ο(ύςνο) = O(log n)

 Αύμεζε πξνηεξαηόηεηαο : εηζαγσγή (απνθαη. πξνο-ηα-πάλσ).
Μείσζε πξνηεξαηόηεηαο : δηαγξαθή (απνθαη. πξνο-ηα-θάησ).
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Γεκηνπξγία Σσξνύ

 Α[n] → ζσξόο κε n εηζαγσγέο
[3, 4, 6, 10, 8, 15, 16, 17, 12, 11, 20]

 Φξόλνο O(nlogn) .

 Ιεπαπσικά (bottom-up):

Υπνδέληξα-ζσξνί ελώλνληαη 

ζε δέληξν-ζσξό. 

constructHeap(int n) { 

hs = n;

for (i = n / 2; i > 0; i--)

combine(i);

}
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Φξόλνο Γεκηνπξγίαο

for (i = n / 2; i > 0; i--)

combine(i);

 Φξόλνο combine( i ) = Ο(ύςνο i).

n / 4 ζηνηρεία ρξόλνο 1c

n / 8 ζηνηρεία ρξόλνο 2c

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

n / 2k ζηνηρεία ρξόλνο (k–1)c, k  log2n



 Φξόλνο constructHeap( ) = Θ(n).
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Απόδνζε Σσξνύ

 Φώξνο : Θ(1) (in-place)

 Φξόλνη :

 createHeap : Θ(n)

 insert, deleteMax : O(log n)

 max, size, isEmpty : Θ(1)

 Δμαηξεηηθά εύθνιε πινπνίεζε!

 Σπκπέξαζκα:

 Γξήγνξε θαη επξύηαηα ρξεζηκνπνηνύκελε 
νπξά πξνηεξαηόηεηαο.
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Heap-Sort

 Απσικοποίηζη : δεκηνπξγία ζσξνύ κε n ζηνηρεία.
 constructHeap() : ρξόλνο Θ(n). 

 Εξαγυγή μέγιζηος θαη ηνπνζέηεζε ζην ηέινο 
(n – 1 θνξέο).
 deleteMax() : ρξόλνο Θ(log n).

 Χπόνορ : Θ(n) + n Θ(log n) = Θ(n log n).

hs = n;

constructHeap(n); 

for (i = n; i > 1; i--) {

swap(A[1], A[i]); hs--;

combine(1);  }  

 Φξνληθή Πνιππινθόηεηα Ταμηλόκεζεο: Ο(n log n).
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Heap-Sort : Παξάδεηγκα
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constructHeap(n); 

for (i = n; i > 1; i--) {

swap(A[1], A[i]); hs--;

combine(1);  }
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Σπγθξηηηθνί Αιγόξηζκνη

 Ταμηλόκεζε κόλν κε ζπγθξίζεηο θαη αληηκεηαζέζεηο

ζηνηρείσλ.

 Κακία άιιε ελέξγεηα ζηα ζηνηρεία (π.ρ. νκαδνπνίεζε κε 
βάζε δπαδηθή αλαπαξάζηαζε). 

 Κάζε ληεηεξκηληζηηθόο ζπγθξηηηθόο αιγ. ηαμηλόκεζεο 

ρξεηάδεηαη Ω(n log n) ζπγθξίζεηο κεηαμύ ζηνηρείσλ.

 Αληίζηνηρν θάησ θξάγκα γηα πηζαλνηηθνύο αιγόξηζκνπο.

 Φξνληθή Πνιππινθόηεηα Ταμηλόκεζεο: Θ(n log n) 

 Υπάξρνπλ αιγόξηζκνη κε γξακκηθό ρξόλν γηα 

ζπγθεθξηκέλνπο ηύπνπο δεδνκέλσλ (π.ρ. αξηζκνύο).
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Γέληξν Σπγθξίζεσλ

 Λεηηνπξγία ζπγθξηηηθώλ αιγνξίζκσλ αλαπαξίζηαηαη 

κε δέληξν ζπγθξίζεσλ (ή απνθάζεσλ).

 Αιγόξηζκνο  δέληξν ζπγθξίζεσλ.

 είζνδν: αιγ. αθνινπζεί 

κνλαδηθό κνλνπάηη

από ξίδα ζε θύιιν.

x1  x2

x1  x3x2  x3

Ναι

x2  x3x1  x3x1, x2, x3 

x1, x3, x2 x3, x1, x2 

x2, x1, x3 

x2, x3, x1 x3, x2, x1 

Ναι

Ναι

Ναι

Ναι

Όχι

Όχι

Όχι

Όχι

Όχι

Ταμηλόκεζε 
κε εηζαγσγή
γηα 3 ζηνηρεία
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Γέληξν Σπγθξίζεσλ

 Ύςνο δέληξνπ θαζνξίδεη #ζπγθξίζεσλ (ρ.π.) θαη 

απνηειεί θάησ θξάγκα ζην ρξόλν εθηέιεζεο. 

 Ταμηλόκεζε n ζηνηρείσλ: ηνπιάρηζηνλ n! θύιια 

(όιεο κεηαζέζεηο).

 Γπαδηθό δέληξν. x1  x2

x1  x3x2  x3

Ναι

x2  x3x1  x3x1, x2, x3 

x1, x3, x2 x3, x1, x2 

x2, x1, x3 

x2, x3, x1 x3, x2, x1 

Ναι

Ναι

Ναι

Ναι

Όχι

Όχι

Όχι

Όχι

Όχι
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Γέληξν Σπγθξίζεσλ

 Γπαδηθό δέληξν ύςνπο h έρεη  2h θύιια.

 Φξόλνο εθηέιεζεο = Ω(h). 

 Ταμηλόκεζε n ζηνηρείσλ: 2h  n!


