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Με Νηεηεξκηληζηηθέο 
Μεραλέο Turing

 Με ληεηεξκηληζηηθή Μερ. Turing (ΝTM) N  (Q, , Γ, q0, F)

 Q ζύλνιν θαηαζηάζεσλ. 

  αιθάβεην εηζόδνπ θαη                   αιθάβεην ηαηλίαο. 

 q0  Q αξρηθή θαηάζηαζε.

 F  Q ηειηθή θαηάζηαζε (εζηηάδνπκε ζε YES θαη NO).

 ζτέζη κεηάβαζεο.

(θαηάζηαζε q, δηαβάδεη α)  ζύνολο ελεξγεηώλ
(λέα θαηάζηαζε q’, γξάθεη α’, θεθαιή κεηαθηλείηαη L, R ή S). 

 (Αξρηθή, ηειηθή) δηακόξθσζε όπσο γηα DTM.

 Γηα θάζε ηξέρνπζα δηακόξθσζε, ππάξρνπλ θακία ή 

περιζζόηερες επηηξεπηέο επόκελεο δηακνξθώζεηο όπνπ 

κπνξεί DTM λα κεηαβεί!
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Με Νηεηεξκηληζηηθέο 
Μεραλέο Turing

 Τπνινγηζκόο NTM: ζτέζη |- θαη ζρέζε |-* .

 |- : δηακνξθώζεηο πνπ πξνθύπηνπλ από ηξέρνπζα ζε έλα βήκα.

 |-* : δηακνξθώζεηο πνπ πξνθύπηνπλ ζε θάπνην #βεκάησλ.

 Τπνινγηζκόο NTM αλαπαξίζηαηαη κε δένηρο:

 Ρίδα: αξρηθή δηακόξθσζε (q0, x). 

 Κόκβνη: όιεο νη δηακνξθώζεηο πνπ κπνξεί λα 
πξνθύςνπλ από αξρηθή δηακόξθσζε (q0, x). 

 Απόγνλνη θόκβνπ: όιεο νη δηακνξθώζεηο πνπ 
πξνθύπηνπλ κε βάζε ζρέζε κεηάβαζεο Γ. 

 Φύιια: όιεο νη ηειηθέο δηακνξθώζεηο πνπ 
πξνθύπηνπλ από αξρηθή. 

 Βαζκόο ζηαζεξόο! Υβηγ, δπαδηθό δέληξν.

 Τπνινγηζκόο DTM: μονοπάηι!
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Απνδνρή θαη Απόξξηςε

 NTM N έρεη πνιινύο θιάδνπο ππνινγηζκνύ («εθδνρέο»)

πνπ κπνξεί λα θαηαιήγνπλ ζε δηαθνξεηηθό απνηέιεζκα.

 Απνδέρεηαη αλ ηνπιάρηζηνλ ένας θιάδνο απνδέρεηαη: 
«δηθηαηνξία ηεο απνδνρήο»!

 Ν(x) = YES αλλ

 Γιώζζα L NTM-απνθξίζηκε αλλ ππάξρεη NTM N, x  *:

 όινη νη θιάδνη ηεο N(x) ηερμαηίζοσν,
θαη

 Γιώζζα L ΝΣΜ-απνδεθηή αλλ ππάξρεη ΝΣΜ Ν:

 Δλδέρεηαη θιάδνη N(x) λα κελ ηεξκαηίδνπλ. 

 Όηαλ x  L, ηνπι. έλαο ηεξκαηίδεη ζε YES.

 Όηαλ x  L, όζνη ηεξκαηίδνπλ δίλνπλ NO.
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Με Νηεηεξκηληζηηθή 
Υξνληθή Πνιππινθόηεηα

 Υξνληθή πνιππινθόηεηα NTM N:

 Αύμνπζα ζπλάξηεζε t : N  N ώζηε γηα θάζε x, |x| = n,
όινη νη θιάδνη ηεο Ν(x) έρνπλ κήθνο  t(n). 

 Μέγηζην ύςνο δέληξνπ ππνινγηζκνύ Ν κε είζνδν κήθνπο n.

 Με ληεηεξκηληζηηθή ρξνληθή πνιππινθόηεηα πξνβι. Π:

 Υξνληθή πνιππινθόηεηα «ηαρύηεξεο» ΝTM πνπ ιύλεη Π. 

 Κιάζε πνιππινθόηεηαο

 Όρη ξεαιηζηηθό κνληέιν,

αιιά ζεκειηώδεο γηα

Θεσξία Πνιππινθόηεηαο!

YY
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Χρονική Πολσπλ. 

= Ύυος Δένηροσ 
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Με Νηεηεξκηληζηηθόο Τπνινγηζκόο

 Ιζνδύλακνη ηξόπνη γηα κε ληεηεξκηληζηηθό ππνινγηζκό:

 N(x) «μανηεύει» (πάληα ζσζηά) θιάδν πνπ θαηαιήγεη ζε 
YES θαη αθνινπζεί κόλν απηόλ (επηβεβαηώλεη YES). 

 Αλαδήηεζε x ζε πίλαθα Α κε n ζηνηρεία:
«Μάληεςε» ζέζε k, θαη επηβεβαίσζε όηη A[k] = x.

 Hamilton Cycle: «Μάληεςε» κεηάζεζε 
θνξπθώλ θαη επηβεβαίσζε όηη δίλεη HC.

 k-SAT: «Μάληεςε» απνηίκεζε θαη 
επηβεβαίσζε όηη ηθαλνπνηεί φ. 

 ην βήκα k, Ν(x) «εθηειεί» / βξίζθεηαη ζε 
όιεο ηηο δηακνξθώζεηο ζε απόζηαζε k από 
αξρηθή ηασηότρονα.

 «Μεραληζηηθή» πξνζνκνίσζε λνεκνζύλεο.

 Υξόλνο = ύςνο δέληξνπ ππνινγηζκνύ.
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Νηεηεξκηληζηηθή Πξνζνκνίσζε

 Νηεηεξκηληζηηθή πξνζνκνίσζε NTM κε εθζεηηθή επηβάξπλζε. 

 Πξνζνκνίσζε δέληξνπ ππνινγηζκνύ κε BFS ινγηθή. 

 Γηα t = 1, 2, …, t(|x|), πξνζνκνίσζε όισλ ησλ θιάδσλ 
ππνινγηζκνύ N(x) κήθνπο  t.

 Σεξκαηηζκόο YES: πξώηνο θιάδνο πνπ θαηαιήγεη ζε YES.

 Σεξκαηηζκόο NO: πξώην t πνπ όινη νη θιάδνη ηεξκαηίδνπλ ζε NO.

 Με ηεξκαηηζκόο: θαλέλαο θιάδνο ζε YES

θαη θάπνηνο δελ ηεξκαηίδεη.

 ΝΣΜ-απνθξίζηκν αλλ DTM-απνθξίζηκν.
(Θέζε Church-Turing)

 NTM-απνδεθηό αλλ DTM-απνδεθηό.
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NTIME θαη DTIME

 Νηεηεξκηληζηηθή πξνζνκνίσζε NTM κε εθζεηηθή επηβάξπλζε. 

 Γηα t = 1, 2, …, t(|x|), πξνζνκνίσζε όισλ ησλ θιάδσλ 
ππνινγηζκνύ N(x) κήθνπο  t.

 Σεξκαηηζκόο YES: πξώηνο θιάδνο πνπ θαηαιήγεη ζε YES.

 Σεξκαηηζκόο NO: πξώην t πνπ όινη νη θιάδνη ηεξκαηίδνπλ ζε NO.

 Αλ NTM ρξόλνπ t(n) θαη κε βαζκό

κε ληεηεξκηληζκνύ d,

ρξόλνο πξνζνκνίσζεο:

 Καηά ζπλέπεηα: 
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Η Κιάζε NP

 Πξνβιήκαηα πνπ ιύλνληαη ζε πνιπσλπκηθό 

μη νηεηερμινιζηικό ρξόλν:

 «YES-ιύζε» κπνξεί λα «καληεπζεί» ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν 
(άξα πνιπσλπκηθνύ κήθνπο) θαη λα επηβεβαησζεί ζε 
πνιπσλπκηθό νηεηερμινιζηικό ρξόλν. 

 (k-)SAT, θύθινο Hamilton, TSP, Knapsack, MST, 
Shortest Paths, Max Flow, … αλήθνπλ ζηελ θιάζε NP. 

 Υξεηάδεηαη πξνζπάζεηα γηα λα ζθεθζείηε πξόβιεκα εθηόο ΝP!

 Κιάζε NP θιεηζηή σο πξνο έλσζε, ηνκή, θαη 

πνιπσλπκηθή αλαγσγή. 

 Πηζηεύνπκε όηη θιάζε NP δελ είλαη θιεηζηή σο 
πξνο ζπκπιήξσκα (αζπκκεηξία ππέξ απνδνρήο). 

 coNP: αληίζηνηρε θιάζε κε αζπκκεηξία ππέξ απόξξηςεο.
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NP θαη πλνπηηθά Πηζηνπνηεηηθά

 ρέζε R *  * είλαη:

 πνιπσλπκηθά ηζνξξνπεκέλε αλ 

 πνιπσλπκηθά απνθξίζηκε αλ (x, y)  R ειέγρεηαη
(ληεηεξκηληζηηθά) ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. 

 L  NP αλλ ππάξρεη πνιπσλπκηθά ηζνξξνπεκέλε θαη 

πνιπσλπκηθά απνθξίζηκε ζρέζε R *  * ώζηε 

 y απνηειεί «ζύληνκν» θαη «εύθνιν» λα ειεγρζεί 
πηζηνπνηεηηθό όηη x  L.

 Αλ ππάξρεη ηέηνηα ζρέζε R, ππάξρεη ΝΣΜ Ν:

 x  L, Ν(x) «καληεύεη» πηζηνπνηεηηθό y θαη επηβεβαηώλεη
όηη (x, y)  R ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. 
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NP θαη πλνπηηθά Πηζηνπνηεηηθά

 L  NP αλλ ππάξρεη πνιπσλπκηθά ηζνξξνπεκέλε θαη 

πνιπσλπκηθά απνθξίζηκε ζρέζε R *  * ώζηε 

 Αλ L  NP, ζεσξνύκε ΝΣΜ Ν πνπ απνθαζίδεη L. 

 Πηζηνπνηεηηθό y απνηειεί θσδηθνπνίεζε κε ληεηεξκηληζηηθώλ 
επηινγώλ N(x) πνπ νδεγνύλ ζε YES.

 |y|  poly(|x|) γηαηί Ν πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ. 

 (x, y)  R ειέγρεηαη πνιπσλπκηθά αθνινπζώληαο (κόλν) 
θιάδν ππνινγηζκνύ Ν(x) πνπ θσδηθνπνηείηαη από y.

 (x, y)  R αλλ ν y-θιάδνο N(x) θαηαιήγεη ζε YES.
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NP θαη πλνπηηθά Πηζηνπνηεηηθά

 Η θιάζε NP πεξηιακβάλεη πξνβιήκαηα απόθαζεο:

 Γηα θάζε YES-ζηηγκηόηππν, ππάξρεη «ζπλνπηηθό»
πηζηνπνηεηηθό πνπ ειέγρεηαη «εύθνια» (πνιπσλπκηθά). 

 Έλα ηέηνην πηζηνπνηεηηθό κπνξεί λα είλαη 
δύζκολο να σπολογιζθεί. 

 Γελ απαηηείηαη θάηη αληίζηνηρν γηα NO-ζηηγκηόηππα.

 Κιάζε coNP πεξηιακβάλεη πξνβιήκαηα απόθαζεο πνπ 

έρνπλ αληίζηνηρν πηζηνπνηεηηθό γηα ΝΟ-ζηηγκηόηππα. 

 Αλ πξόβιεκα Π  NP, πξόβιεκα coΠ = { x : x  Π}  coNP.

 Πξνβιήκαηα ζην Ρ αλήθνπλ ΝΡ

 Πξνβιήκαηα ζην Ρ αλήθνπλ coΝΡ
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ΝΡ-Πιεξόηεηα

 Πξόβιεκα Π είλαη NP-πιήξεο αλ Π  NP θαη θάζε

πξόβιεκα Π’  NP αλάγεηαη πνιπσλπκηθά ζην Π (Π’ P Π).

 Π είλαη από ηα δπζθνιόηεξα πξνβιήκαηα ζην NP

(όζνλ αθνξά ζηνλ ππνινγηζκό πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ). 

 Π θάπνην NP-πιήξεο πξόβιεκα: Π  P αλλ P = NP.

 Αλ P = NP, πνιιά ζεκαληηθά πξνβιήκαηα εσεπίλσηα!

 Αλ P  NP (όπσο όινη πηζηεύνπλ), ππάξρνπλ 

πξνβιήκαηα ζην ΝΡ πνπ δεν ιύλνληαη 

ζε πολσωνσμικό ρξόλν!

 Δμ’ νξηζκνύ, ηα ΝΡ-πιήξε 

αλήθνπλ ζε απηή ηελ θαηεγνξία. 
P
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ΝΡ-Πιεξόηεηα

 Αληίζηνηρα κε coNP θαη coNP-πιήξε πξνβιήκαηα.

 Έζησ πξνβιήκαηα Π1, Π2  NP ώζηε Π1 P Π2 .

Πνηεο από ηηο παξαθάησ δειώζεηο αιεζεύνπλ;

P

NPcoNP

P

NP-

Πλήρη 
coNP-

Πλήρη 



Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Υεηκώλαο 2023) NP-Πιεξόηεηα 15

SAT είλαη NP-Πιήξεο

 Ικανοποιηζιμόηηηα (SAT): 

 Γίλεηαη ινγηθή πξόηαζε φ ζε CNF. Δίλαη φ ηθαλνπνηήζηκε;

 SAT  NP.

 «Μαληεύνπκε» αλάζεζε ηηκώλ αιήζεηαο α ζε κεηαβιεηέο φ.

 Διέγρνπκε όηη αλάζεζε α ηθαλνπνηεί φ.

 Θεώρημα Cook (1971):

 SAT είλαη NP-πιήξεο. 

 Τπνινγηζκόο νπνηαζδήπνηε NTM πνιπσλπκηθνύ ρξόλνπ N κε 
είζνδν x θσδηθνπνηείηαη ζε CNF πξόηαζε φN,x:

 φN,x έρεη κήθνο πνιπσλπκηθό ζε |x| θαη |N|. 

 φN,x ππνινγίδεηαη ζε ρξόλν πνιπσλπκηθό ζε |x| θαη |N|.

 φN,x είλαη ηθαλνπνηήζηκε αλλ N(x) = YES.
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SAT είλαη NP-Πιήξεο

 Έζησ NTM Ν p(n)-ρξόλνπ θαη είζνδνο x, |x| = n.  

 Γηα θσδηθνπνίεζε N(x), εηζάγνπκε 3 είδε κεηαβιεηώλ:

 Q[k, t]: N(x) βξίζθεηαη ζηελ θαηάζηαζε qk ηελ ζηηγκή t.

 H[j, t]: θεθαιή βξίζθεηαη ζηε ζέζε j ηελ ζηηγκή t.

 S[j, i, t]: ζέζε j πεξηέρεη ζύκβνιν si ηελ ζηηγκή t.

 Γηα θσδηθνπνίεζε N(x), εηζάγνπκε 7 νκάδεο όξσλ:

 G1: N(x) βξίζθεηαη ζε κία κόλν θαηάζηαζε θάζε ζηηγκή.

 G2: θεθαιή ζε κία κόλν ζέζε θάζε ζηηγκή.

 G3: θάζε ζέζε ηαηλίαο πεξηέρεη έλα κόλν ζύκβνιν θάζε ζηηγκή.

 G4: N(x) μεθηλά από αξρηθή δηακόξθσζε (q0, x). 

 G5: Ν(x) βξίζθεηαη ζε θαηάζηαζε YES ηελ ζηηγκή p(n).
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SAT είλαη NP-Πιήξεο

 Γηα θσδηθνπνίεζε N(x), εηζάγνπκε 7 νκάδεο όξσλ:

 G6: γηα θάζε t, κόλν ην ζύκβνιν ζηε ζέζε όπνπ βξίζθεηαη

ε θεθαιή κπνξεί λα αιιάμεη ζηελ επόκελε ζηηγκή t+1. 

 G7: γηα θάζε t, ε δηακόξθσζε ζηελ επόκελε ζηηγκή t+1

πξνθύπηεη από ηελ ηξέρνπζα δηακόξθσζε κε εθαξκνγή

ηεο ζρέζεο κεηάβαζεο Γ.

 Σειηθά:

 φN,x έρεη κήθνο θαη θαηαζθεπάδεηαη ζε ρξόλν Ο(p3(n)).

από πεξηγξαθή Ν θαη είζνδν x.

 φN,x είλαη ηθαλνπνηήζηκε αλλ N(x) = YES.
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Απνδείμεηο NP-Πιεξόηεηαο

 Απόδεημε όηη πξόβιεκα (απόθαζεο) Π είλαη NP-πιήξεο:

 Απνδεηθλύνπκε όηη Π  NP (εύθνιν, αιιά απαξαίηεην!). 

 Δπηιέγνπκε (θαηάιιειν) γλσζηό NP-πιήξεο πξόβιεκα Π’.

 Αλάγνπκε πνιπσλπκηθά ην Π’ ζην Π (Π’ P Π):

 Πεξηγξάθνπκε θαηαζθεπή ζηηγκηόηππνπ R(x) ηνπ Π

από ζηηγκηόηππν x ηνπ Π’.

 Δμεγνύκε όηη R(x) ππνινγίδεηαη ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν.

 Απνδεηθλύνπκε όηη x  Π’  R(x)  Π. 

 Αλαγσγή κε γελίθεπζε.

 Π απνηειεί γελίθεπζε ηνπ Π’, θαη πξνθαλώο Π είλαη 

ηνπιάρηζηνλ ηόζν δύζθνιν όζν ην Π’.
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Αθνινπζία Αλαγσγώλ

Cook

Ακέραιος 

Γραμμικός 

Προγραμμαηιζμός

Set Cover

3-τρφμαηιζμός

Knapsack

Subset Sum

Partition

Subgraph 

Isomorphism

Bin Packing

Scheduling

Κύκλος

Hamilton
TSP

Οποιοδήποηε 

πρόβλημα ζηην 

κλάζη NP

SAT

MAX 

2-SAT

3-SAT

Min Vertex Cover

Max Independent Set

Max Clique

3DM
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3-SAT είλαη NP-Πιήξεο

 3-SAT: ινγηθή πξόηαζε φ ζε 3-CNF. Δίλαη φ ηθαλνπνηήζηκε;

 3-SAT  NP (όπσο θαη SAT). Θδν SAT P 3-SAT. 

 Έζησ πξόηαζε ψ = c1  …  cm ζε CNF. 

 Καηαζθεπάδνπκε φψ ζε 3-CNF αληηθαζηζηώληαο θάζε όξν 

 cj ηθαλνπνηήζηκνο αλλ c’j ηθαλνπνηήζηκνο. 

 Άξα φψ ηθαλνπνηήζηκε αλλ ψ ηθαλνπνηήζηκε.

 Καη βέβαηα, θαηαζθεπή φψ ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν. 
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3-SAT(3) είλαη NP-Πιήξεο

 3-SAT(3): ζηελ θ θάζε κεηαβιεηή εκθαλίδεηαη  3 θνξέο: 

 Δίηε  1 ρσξίο άξλεζε θαη  2 κε άξλεζε, 
είηε  2 ρσξίο άξλεζε θαη  1 κε άξλεζε. 

 Θδν 3-SAT P 3-SAT(3). 

 Έζησ πξόηαζε ψ = c1  …  cm ζε 3-CNF. 

  κεηαβιεηή x πνπ εκθαλίδεηαη k > 3 θνξέο, αληηθαζηζηνύκε 
θάζε εκθάληζε x κε δηαθνξεηηθή κεηαβιεηή x1, x2, …, xk.

 Πξνζζέηνπκε όξνπο πνπ ηθαλνπνηνύληαη αλλ νη x1, x2, …, xk

έρνπλ ίδηα ηηκή αιήζεηαο (εκθαλίζεηο ίδηαο κεη/ηήο x):

 Έηζη θαηαζθεπάδνπκε 3-SAT(3) ζηηγκηόηππν ψ’: 

 ψ’ ηθαλνπνηήζηκε αλλ ψ ηθαλνπνηήζηκε.
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ΜΑΥ 2-SAT είλαη NP-Πιήξεο

 ΜΑΥ 2-SAT: (κε ηθαλνπνηήζηκε) φ ζε 2-CNF θαη Κ < #όξσλ. 

Τπάξρεη αλάζεζε ηηκώλ αιήζεηαο πνπ ηθαλνπνηεί  Κ όξνπο;

 ΜΑΥ 2-SAT  NP. Θδν 3-SAT P MAX 2-SAT.

 Έζησ ci = x  y  z, wi κεη/ηή,

θαη νκάδα C’i 10 2-CNF όξσλ:

 Αλάζεζε ηθαλνπνηεί ci: επηιέγνπκε wi, ηθαλνπνηνύληαη 7 όξνη C’i.

 Αλάζεζε δελ ηθαλνπνηεί ci: ηθαλνπνηνύληαη κόλν 6 όξνη C’i.

 Έηζη από ψ = c1  …  cm ζε 3-CNF, θαηαζθεπάδνπκε 

φψ = C’1  …  C’m ζε 2-CNF ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν.

 ψ ηθαλνπνηήζηκε αλλ ππάξρεη αλάζεζε ηηκώλ αιήζεηαο 

πνπ ηθαλνπνηεί  7m όξνπο ηεο φψ .
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MIS είλαη NP-πιήξεο

 Max Independent Set (MIS): Γξάθεκα G(V, E) θαη k < |V|.

Έρεη G αλεμάξηεην ζύλνιν κε  k θνξπθέο;

 MIS  NP. Θδν 3-SAT P MIS.

 Έζησ ψ = c1  …  cm ζε 3-CNF. Καηαζθεπάδνπκε Gψ .

 Έλα «ηξίγσλν» tj γηα θάζε όξν

 Μηα αθκή (xi, xi) γηα θάζε δεπγάξη ζπκπιεξσκαηηθώλ 
εκθαλίζεσλ κεηαβιεηήο xi. 

x1 x1

x2 x2

x3

x1

x1

x2 x2

x3 x3
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MIS είλαη NP-πιήξεο

 3-SAT P MIS (ζπλέρεηα).

 Έζησ ψ = c1  …  cm ζε 3-CNF. Καηαζθεπάδνπκε Gψ .

 Έλα «ηξίγσλν» tj γηα θάζε όξν

 Μηα αθκή (xi, xi) γηα θάζε δεπγάξη ζπκπιεξσκαηηθώλ 

εκθαλίζεσλ κεηαβιεηήο xi. 

 Αλ ψ ηθαλνπνηήζηκε, από θάζε «ηξίγσλν» tj επηιέγνπκε κηα 

θνξπθή πνπ αληηζηνηρεί ζε (θάπνην) αιεζέο literal όξνπ cj . 

 Όρη ζπκπιεξσκαηηθά literals αλεμάξηεην ζύλ. m θνξπθώλ.

 Αλ Gψ έρεη αλεμάξηεην ζύλ. m θνξπθώλ, απηό έρεη κηα θνξπθή 

από θάζε «ηξίγσλν» tj θαη όρη «ζπκπιεξσκαηηθέο» θνξπθέο. 

 Θέηνπκε αληίζηνηρα literals αιεζή: ψ ηθαλνπνηήζηκε.

 ψ ηθαλνπνηήζηκε αλλ Gψ έρεη αλεμάξηεην ζπλ.  m θνξπθώλ.
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MIS(4) είλαη NP-πιήξεο

 Πξόηαζε ψ ζηηγκηόηππν 3-SAT(3):

 Κάζε κεη/ηή εκθαλίδεηαη  3 θνξέο. 

 Δίηε  1 ρσξίο άξλεζε θαη  2 κε άξλεζε, 
είηε  2 ρσξίο άξλεζε θαη  1 κε άξλεζε. 

 ην γξάθεκα Gψ, κέγηζηνο βαζκόο θνξπθήο = 4.

 MIS παξακέλεη NP-πιήξεο γηα γξαθήκαηα 

κε κέγηζην βαζκό 4! 
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Vertex Cover, 
Independent Set, θαη Clique

 Min Vertex Cover P Max Independent Set P Max Clique.

 Vertex cover C ζε γξάθεκα G(V, E) αλλ 
independent set V \ C ζε γξάθεκα G αλλ
clique V \ C ζε ζπκπιεξσκαηηθό γξάθεκα . 

 Έζησ κε θαηεπζπλόκελν γξάθεκα G(V, E), |V| = n.  

Σα παξαθάησ είλαη ηζνδύλακα:

 Σν G έρεη vertex cover  k. 

 Σν G έρεη independent set  n – k.

 To ζπκπιεξσκαηηθό έρεη clique  n – k.

 Min Vertex Cover 

απνηειεί (απιή) εηδηθή 

πεξίπησζε Αθέξαηνπ 

Γξακκηθνύ Πξνγξ. (ILP):
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Set Cover

 Κάιπκκα πλόινπ (Set Cover):

 ύλνιν S, ππνζύλνια X1, …, Xm ηνπ S, θπζηθόο k, 1 < k < m.   

 Τπάξρνπλ  k ππνζύλνια πνπ ε έλσζή ηνπο είλαη ην S.

 «Κάιπςε» ηνπ S κε  k ππνζύλνια (από ζπγθεθξηκέλα). 

 Παξάδεηγκα:

 S = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 }

 X1 = {1, 2, 3} 
X2 = {2, 3, 4, 8} 
X3 = {3, 4, 5}
X4 = {4, 5, 6} 
X5 = {2, 3, 5, 6, 7} 
X6 = {1, 4, 7, 8} 

 Βέιηηζηε ιύζε: X5 , X6

S

X1X2X3X4X5X6

S

X1X2X3X4X5X6



Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Υεηκώλαο 2023) NP-Πιεξόηεηα 28

Set Cover

 Κάιπκκα πλόινπ (Set Cover):

 ύλνιν S, ππνζύλνια X1, …, Xm ηνπ S, θπζηθόο k, 1 < k < m.   

 Τπάξρνπλ  k ππνζύλνια πνπ ε έλσζή ηνπο είλαη ην S.

 «Κάιπςε» ηνπ S κε  k ππνζύλνια (από ζπγθεθξηκέλα). 

 Set Cover απνηειεί γελίθεπζε ηνπ Vertex Cover:

 Vertex Cover πξνθύπηεη όηαλ θάζε ζηνηρείν e  S
αλήθεη ζε (αθξηβώο) δύν ππνζύλνια Xi θαη Xj. 

 S: αθκέο γξαθήκαηνο κε m θνξπθέο / ππνζύλνια.

 Αθκή e  S ζπλδέεη θνξπθέο / ππνζύλνια Xi θαη Xj.
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Subgraph Isomorphism

 Subgraph Isomorphism:

 Γξαθήκαηα G1(V1, E1) θαη G2(V2, E2), |V1| > |V2|.  

 Τπάξρεη ππνγξάθεκα ηνπ G1 ηζνκνξθηθό κε ην G2;

 Γει. είλαη ην G2 ππνγξάθεκα ηνπ G1;

 Subgraph Isomorphism απνηειεί γελίθεπζε MIS (Clique):

 MIS πξνθύπηεη γηα G2 αλεμάξηεην ζύλνιν k θνξπθώλ. 

 Clique πξνθύπηεη γηα G2 πιήξεο γξάθεκα k θνξπθώλ. 



Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Υεηκώλαο 2023) NP-Πιεξόηεηα 30

Αθνινπζία Αλαγσγώλ
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3-COL είλαη NP-πιήξεο

 3-ρξσκαηηζκόο (3-COL): Γξάθεκα G(V, E). ρ(G) = 3;

 3-COL  NP. Θδν 3-SAT P 3-COL.

 Έζησ ψ = c1  …  cm ζε 3-CNF. Καηαζθεπάδνπκε Gψ .

 Κνξπθή b θαη έλα «ηξίγσλν» [b, xi, xi] γηα θάζε κεη/ηή xi .

 Έλα gadget gj γηα θάζε όξν

 Αθκή κεηαμύ θάζε literal gj θαη ηεο αληίζηνηρεο 

θνξπθήο ζε b-ηξίγσλν.

 Κνξπθή α θαη «ηξίγσλν» [b, α, Cj] κε θάζε gj. 

Cj

sj1 sj2
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3-COL είλαη NP-πιήξεο

 3-SAT P 3-COL.

 Παξάδεηγκα θαηαζθεπήο: 

x1 x2 x3

x1
x2 x3

b

C1

s11
s12

x1

x2 x3

C2

s21 s22

x3

a

x2

x1

x1 x2 x3

x1
x2 x3

b

C1

s11
s12

x1

x2 x3

C2

s21 s22

x3x2

x1

x1 x2 x3

x1
x2 x3

b

C1

s11
s12

x1

x2 x3

C2

s21 s22

x3x2

x1

x1 x2 x3

x1
x2 x3

b



3-COL είλαη NP-πιήξεο

 Θδν ψ ηθαλνπνηήζηκε αλλ ρ(Gψ) = 3.

 Υβηγ, ππνζέηνπκε όηη ρξ(b) = 2, ρξ(α) = 1.

Έηζη ρ(Gψ) = 3 αλλ ρξ(Cj) = 0 γηα θάζε gadget gj (όξν cj ).

 Αλ ψ ηθαλνπνηήζηκε, ρξ(xi) = 1 θαη ρξ(xi) = 0 αλ xi αιεζήο,

θαη ρξ(xi) = 0 θαη ρξ(xi) = 1 αλ xi ςεπδήο (βι. b-ηξίγσλα). 

 Αλ όξνο cj ηθαλνπνηείηαη: ρξσκαηίδνπκε gj ώζηε ρξ(Cj) = 0.
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3-COL είλαη NP-πιήξεο

 Θδν ψ ηθαλνπνηήζηκε αλλ ρ(Gψ) = 3.

 Υβηγ, ππνζέηνπκε όηη ρξ(b) = 2, ρξ(α) = 1.

Έηζη ρ(Gψ) = 3 αλλ ρξ(Cj) = 0 γηα θάζε gadget gj (όξν cj ).

 Αλ ρξ(Cj) = 0 γηα θάζε gadget gj πξέπεη ηνπι. κία από 3

«εηζόδνπο» gj έρεη ρξώκα 1 (αληηζηνηρεί ζε αιεζέο literal). 

 Θέηνπκε xi αιεζέο αλ ρξ(xi) = 1 θαη ρξ(xi) = 0 θαη

xi ςεπδέο αλ ρξ(xi) = 0 θαη ρξ(xi) = 1.

 Έηζη ς ηθαλνπνηείηαη, αθνύ ππάξρεη ηνπι. έλα 

αιεζέο literal ζε θάζε όξν cj . 
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3DM είλαη NP-πιήξεο

 Σξηζδηάζηαην Σαίξηαζκα (3-Dimensional Matching, 3DM).

 Ξέλα κεηαμύ ηνπο ζύλνια Β, G, H, |B| = |G| = |H| = n, 
θαη ζύλνιν ηξηάδσλ Μ  Β  G  H.

 Τπάξρεη Μ’  Μ, |Μ’| = n, όπνπ θάζε ζηνηρείν ησλ B, G, H
εκθαλίδεηαη κία θνξά (δει. Μ’ θαιύπηεη όια ηα ζηνηρεία). 

 3DM  NP. Θδν 3-SAT(3) P 3DM.

 Έζησ ψ = c1  …  cm ζε 3-CNF(3). 
Καηαζθεπάδνπκε Βψ, Gψ, Hψ, θαη Mψ.

 Γηα θάζε κεη/ηή x, 2 «αγόξηα», 
2 «θνξίηζηα», 4 «ζπίηηα», 
θαη 4 ηξηάδεο. 

 Σξηάδεο κε hx0, hx2 γηα x (x αιεζήο).

 Σξηάδεο κε (hx1, hx3) γηα x (x ςεπδήο).

bx0

bx1

gx0

gx1

hx2hx0

hx3

hx1
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3DM είλαη NP-πιήξεο

 3-SAT(3) P 3DM.

 ψ = c1  …  cm ζε 3-CNF(3). Καηαζθ. Βψ, Gψ, Hψ, θαη Mψ.

 Γηα θάζε όξν, π.ρ. c = x  y  z, «δεπγάξη» όξνπ c
(«αγόξη» bc θαη «θνξίηζη» gc), θαη 3 ηξηάδεο:

 (bc, gc, hx1) (ή κε hx3): επηινγή αλ x αιεζέο.

 (bc, gc, hy0) (ή κε hy2): επηινγή αλ y ςεπδέο.

 (bc, gc, hz1) (ή κε hz3): επηινγή αλ z αιεζέο.

 Πεξηνξηζκόο ζηνλ #εκθαλίζεσλ:
«ζπίηηα» επαξθνύλ γηα ηξηάδεο όξσλ.

 4n «ζπίηηα» θαη 2n+m «δεπγάξηα». 

 2n – m «αδήηεηα ζπίηηα»!

 2n – m «εύθνια δεπγάξηα» πνπ 
ζπλδένληαη κε όια ηα «ζπίηηα».

bx0

bx1

gx0

gx1

hx2hx0

hx3

hx1



3DM είλαη NP-πιήξεο

 3-SAT(3) P 3DM.

 Αθόκε 4 «εύθνια δεπγάξηα» πνπ 
ζπλδένληαη κε όια ηα «ζπίηηα». 
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3DM είλαη NP-πιήξεο

 Θδν ψ ηθαλνπνηήζηκε αλλ ππάξρεη 3DM Μ’  Μψ, |Μ’| = 4n.

 Αλ ψ ηθαλνπνηήζηκε:

  αιεζή κεη/ηή x, επηιέγνπκε 2 x-ηξηάδεο.

  ςεπδή κεη/ηή x, επηιέγνπκε 2 x-ηξηάδεο (2n).

 Σνπι. έλα αιεζέο literal ζε θάζε όξν ηεο ψ: 
ηνπι. έλα «ειεύζεξν ζπίηη» γηα 
«δεπγάξη» θάζε όξνπ (m). 

 «Αδήηεηα ζπίηηα» θαιύπηνληαη από 
2n – m «εύθνια δεπγάξηα».

bx0

bx1

gx0

gx1

hx2hx0

hx3

hx1
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3DM είλαη NP-πιήξεο

 Θδν ψ ηθαλνπνηήζηκε αλλ ππάξρεη 3DM Μ’  Μψ, |Μ’| = 4n.

 Αλ ππάξρεη 3DM Μ’  Μψ, |Μ’| = 4n:

 Δζηηάδνπκε ζε 2n+m «δύζθνια δεπγάξηα».

 Δπηιέγνληαη 2n «δεπγάξηα» κεηαβιεηώλ:

  κεη/ηε x, είηε 2 x-ηξηάδεο, νπόηε x αιεζήο,
είηε 2 x-ηξηάδεο, νπόηε x ςεπδήο. 

 Δπηιέγνληαη m «δεπγάξηα» όξσλ:

 «Διεύζεξν ζπίηη» γηα θάζε όξν.

 Αλάζεζε ηηκώλ αιήζεηαο 
δεκηνπξγεί ηνπιάρηζηνλ έλα 
αιεζέο literal ζε θάζε όξν.

 Bipartite Matching (2DM)  P. 

bx0

bx1

gx0

gx1

hx2hx0

hx3

hx1
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Subset Sum θαη Knapsack

 Subset Sum:

 ύλνιν θπζηθώλ Α = {w1, …, wn} θαη W, 0 < W < w(A). 

 Τπάξρεη Α’  Α κε 

 Κnapsack απνηειεί γελίθεπζε Subset Sum.

 Subset sum πξνθύπηεη όηαλ γηα θάζε αληηθείκελν i, 
κέγεζνο(i) = αμία(i) (ζεσξνύκε κέγεζνο ζαθηδίνπ = W). 
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Subset Sum θαη Partition

 Partition:

 ύλνιν θπζηθώλ Α = {w1, …, wn} κε άξηην

 Τπάξρεη Α’  Α κε w(A’) = w(A \ A’);

 Subset Sum P Partition.

 Έζησ ζύλνιν Α = {w1, …, wn} θαη W, 0 < W < w(A).

 Υβηγ, ζεσξνύκε όηη W  w(A)/2. 

 ύλνιν Β = {w1, …, wn, 2W – w(A)} κε w(B) = 2W. 

 Τπάξρεη Α’  Α κε w(A’) = W αλλ 
ππάξρεη Β’  Β κε w(B’) = w(B \ B’) = W.

 Έλα από ηα Β’, Β \ Β’ είλαη ππνζύλνιν ηνπ Α. 

 Όκσο ην Subset Sum απνηειεί γελίθεπζε Partition.

 Σειηθά Subset Sum P Partition.
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Subset Sum είλαη NP-Πιήξεο

 Subset Sum  NP. Θδν 3DM P Subset Sum.

 Έζησ B = {b1, …, bn}, G = {g1, …, gn}, H = {h1, …, hn}, 

θαη Μ  B  G  H, |M| = m. 

 Σξηάδα ti  Μ  δπαδηθή ζπκβ/ξά bi κήθνπο 3n κε 3 «άζζνπο».

 1νο «άζζνο» ζε ζέζε 1 σο n δειώλεη ην «αγόξη».

 2νο «άζζνο» ζε ζέζε n+1 σο 2n δειώλεη ην «θνξίηζη».

 3νο «άζζνο» ζε ζέζε 2n+1 σο 3n δειώλεη ην «ζπίηη».

 Π.ρ. n = 4. (b2, g3, h1): 0001 0100 0010

 Τπάξρεη 3DM Μ’  Μ, |Μ’| = n, αλλ ππάξρεη                         

πνπ νη «άζζνη» ησλ θαιύπηνπλ όιεο ηηο 3n ζέζεηο.
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Subset Sum είλαη NP-Πιήξεο

 3DM P Subset Sum.

 Τπάξρεη 3DM Μ’  Μ, |Μ’| = n, αλλ ππάξρεη                         

πνπ νη «άζζνη» ησλ θαιύπηνπλ όιεο ηηο 3n ζέζεηο.

 ... αλλ ζύλνιν Α = {w1, …, wm} κε

έρεη ππνζύλνιν A’  Α κε w(A) = 23n – 1 (;).

 Μπορεί και ότι(!): π.ρ. A = { 0011, 0101, 0111 }

 «Δπηπινθή» ιόγσ θξαηνύκελνπ δπαδηθήο πξόζζεζεο. 

 Λύζε: εξκελεύνπκε αξηζκνύο ζε βάζε m+1 ώζηε 

πξόζζεζε m «άζζσλ» λα κελ εκθαλίδεη θξαηνύκελν. 

 ... αλλ ζύλνιν Α = {w1, …, wm} κε

έρεη ππνζύλνιν A’  Α κε w(A) = ((m+1)3n – 1)/m.
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