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Θεσξία Υπνινγηζκνύ

 Γηαηί θάπνηα πξνβιήκαηα δελ ιύλοληαη από ππνινγηζηέο; 

 Hilbert (1900): πιεξόηεηα θαη απηνκαηνπνίεζε ησλ καζεκαηηθώλ.

 10ν πξόβιεκα: Αιγόξηζκνο γηα Γηνθαληηθέο εμηζώζεηο. 

 Αιγόξηζκνο: δηαηύπσζε θαη απόδεημε νξζόηεηαο. 

 Γελ ππάξρεη αιγόξηζκνο;

 Οξηζκόο «αιγόξηζκνπ» κέζσ ππνινγηζηηθνύ κνληέινπ, θαη 
απόδεημε όηη ύπαξμε αιγόξηζκνπ νδεγεί ζε αληίθαζε.

 Gödel: καζεκαηηθά δελ είλαη πιήρε!

 Turing: καζεκαηηθά δελ ασηοκαηοποηούληαη! 

 Υπάξρνπλ πξνβιήκαηα πνπ δελ είλαη ππνινγίζηκα. 

 Μatijasevic (1970): Όρη αιγόξηζκνο γηα Γηνθαληηθέο εμηζώζεηο. 

 Γηα θάζε αιγ. Α, ππάξρεη εμίζσζε πνπ ν Α απαληά ιάζνο! 

Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Φεηκώλαο 2024)
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Υπνινγηζηηθό Πξόβιεκα 
θαη Αιγόξηζκνο

 (Υπνινγηζηηθό) πξόβιεκα: νξίδεη κεηαζρεκαηηζκό 

δεδνκέλσλ εηζόδνπ ζε δεδνκέλα εμόδνπ.

 Γηαηζζεηηθά: νξίδεηαη από ερώηεζε γηα ζηηγκηόηππα εηζόδνπ. 

 Σηηγκηόηππν: αληηθείκελν πνπ αληηζηνηρεί ζε 

δεδνκέλα εηζόδνπ. 

 Γηαηππώλνπκε εξώηεζε θαη πεξηκέλνπκε απάληεζε.

 Άπεηξν ζύλνιν ζηηγκηνηύπσλ. 

 Αιγόξηζκνο: ζαθώς νξηζκέλε δηαδηθαζία γηα ηελ επίισζε 

πξνβιήκαηνο ζε πεπεραζκέλο ρξόλν από ππνινγηζηηθή 

κεταλή (Turing).

 Υπνινγίδεη κεραληζηηθά ηελ ζωζηή απάληεζε ζε 

πεπεξαζκέλν ρξόλν. 

Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Φεηκώλαο 2024)
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Πξνβιήκαηα Βειηηζηνπνίεζεο

 Πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο Π:

 Σύλνιν ζηηγκηόηππσλ ΣΠ

 Σύλνιν απνδεθηώλ ιύζεσλ: 

 Αληηθεηκεληθή ζπλάξηεζε: 

 Γεδνκέλνπ ζηηγκηόηππνπ ζ, δεηείηαη

Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Φεηκώλαο 2024)
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Πξνβιήκαηα Απόθαζεο

 Πξόβιεκα απόθαζεο Π:

 Σύλνιν ζηηγκηόηππσλ ΣΠ

 Σύλνιν (απνδεθηώλ) ιύζεσλ: 

 Γεδνκέλνπ 

 Δπηδέρεηαη κόλν δύν απαληήζεσλ: ΝΑΙ ή ΌΦΙ. 

Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Φεηκώλαο 2024)
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Παξαδείγκαηα Πξνβιεκάησλ

 Πρόβιεκα Προζπειαζηκόηεηας:

 Σηηγκηόησπο: Καηεπζπλόκελν γξάθεκα G(V, E), 

θνξπθέο s, t  V.

 Ερώηεζε: Υπάξρεη s – t κνλνπάηη;

 Πρόβιεκα Σσληοκόηεροσ Μολοπαηηού:

 Σηηγκηόησπο: Καηεπζπλόκελν γξάθεκα G(V, E), 

κήθε ζηηο αθκέο w: E  R, θνξπθέο s, t  V.

 Ερώηεζε: Πνην είλαη ην ζπληνκόηεξν s – t κνλνπάηη;

Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Φεηκώλαο 2024)
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Παξαδείγκαηα Πξνβιεκάησλ

 Πρόβιεκα θύθιοσ Hamilton:

 Σηηγκηόησπο: Γξάθεκα G(V, E).

 Ερώηεζε: Υπάξρεη θύθινο Hamilton ζην G;

 Πρόβιεκα Πιαλόδηοσ Πωιεηή:

 Σηηγκηόησπο: Σύλνιν Ν = {1, ..., n} ζεκείσλ, 

απνζηάζεηο d : N  N  R+ .

 Ερώηεζε: Πνηα πεξηνδεία ειαρηζηνπνηεί ζπλνιηθό κήθνο ή 
ηζνδύλακα, πνηα κεηάζεζε π ηνπ Ν ειαρηζηνπνηεί ην:

Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Φεηκώλαο 2024)
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Πξνβιήκαηα θαη Τππηθέο Γιώζζεο

 Πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο  πξόβιεκα απόθαζεο κε θξάγκα Β.

 Διαρηζηνπνίεζε: εθηθηή ιύζε κε θόζηνο  Β;

 Μεγηζηνπνίεζε: εθηθηή ιύζε κε θέξδνο  Β;

 Πξόβιεκα βειηηζηνπνίεζεο ιύλεηαη ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν αλλ
αληίζηνηρν πξόβιεκα απόθαζεο ιύλεηαη ζε πνιπσλπκηθό ρξόλν.

 Πξόβιεκα απόθαζεο  ηππηθή γιώζζα κε θσδηθνπνίεζε.

 Σηηγκηόηππν: ζπκβνινζεηξά αιθαβήηνπ Σ.

 Πξόβιεκα: γιώζζα, ππνζύλνιν Σ*. 

 Δύινγε θσδηθνπνίεζε, π.ρ. δπαδηθή, ρσξίο «ζπαηάιε» ζπκβόισλ.

 Πξόβιεκα Π θαη θσδηθνπνίεζε e: γιώζζα L(Π, e) κε ζπκβ/ξέο

πνπ αληηζηνηρνύλ ζε ΝΑΙ-ζηηγκηόηππα ηνπ Π. 

Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Φεηκώλαο 2024)
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Νηεηεξκηληζηηθέο Μεραλέο Turing

 Νηεηεξκηληζηηθή Μεραλή Turing (DTM) M  (Q, Σ, δ, q0, F)

 Q ζύλνιν θαηαζηάζεσλ. 

 Σ αιθάβεην εηζόδνπ θαη                    αιθάβεην ηαηλίαο. 

 q0  Q αξρηθή θαηάζηαζε.

 F  Q ηειηθή θαηάζηαζε (ζπλήζσο YES, NO, HALT).

 ζπλάξηεζε κεηάβαζεο.

(θαηάζηαζε q, δηαβάδεη α) 
(λέα θαηάζηαζε q’, γξάθεη α’, θεθαιή κεηαθηλείηαη L, R ή S). 

 Απεξηόξηζηε ηαηλία αλάγλσζεο / εγγξαθήο θαη 

θεθαιή πνπ κεηαθηλείηαη ζηηο ζέζεηο ηηο ηαηλίαο. 

 Γηαβάδεη είζνδν από ηαηλία. 

 Έμνδνο: ηειηθή θαηάζηαζε θαη πεξηερόκελν ηαηλίαο. 

Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Φεηκώλαο 2024)
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Νηεηεξκηληζηηθέο Μεραλέο Turing

 Υπνινγηζκόο DTM κπνξεί λα κελ ηεξκαηίδεη!

 ... ζε αληίζεζε π.ρ. κε DFA.

 Σπλνιηθή θαηάζηαζε ή δηακόξθσζε (configuration):

 (ηξέρνπζα θαηάζηαζε q, ζπκβ/ξά αξηζηεξά θεθαιήο σl, 
ζύκβνιν ζε ζέζε θεθαιήο, ζπκβ/ξά δεμηά θεθαιήο σr). 

 Αξρηθή δηακόξθσζε κε είζνδν x = x1x2…xn:

 Τειηθή δηακόξθσζε κε έμνδν y = y1y2…ym:

 Υπνινγηζκόο DTM M : ζσλάρηεζε |- θαη ζρέζε |-* .

 |- : δηακόξθσζε πνπ πξνθύπηεη από ηξέρνπζα ζε έλα βήκα.

 |-* : δηακνξθώζεηο πνπ πξνθύπηνπλ ζε θάπνην #βεκάησλ.

Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Φεηκώλαο 2024)
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Παξάδεηγκα Μεραλήο Turing

 Σε DTM κε Σ = {0, 1} κπνξνύκε λα αληηζηνηρίζνπκε 

κεξηθή ζπλάξηεζε όπνπ είζνδνο θαη έμνδνο 

θσδηθνπνηνύληαη ζην δπαδηθό ζύζηεκα.

 «Αιγόξηζκνο» DΤΜ πνπ κε είζνδν x ππνινγίδεη x+1:

 Κάλε ηξέρνλ ην θύηηαξν κε ηειεπηαίν ζύκβνιν ηεο εηζόδνπ x;

 repeat

 Αλ ηξέρνλ θύηηαξν έρεη    , γξάςε 1 θαη ζηακάηα;

 Αλ ηξέρνλ θύηηαξν έρεη 1, γξάςε 0, θάλε ηξέρνλ ην ακέζσο

αξηζηεξόηεξν θύηηαξν, θαη θξαηνύκελν := 1;

 Αλ ηξέρνλ θύηηαξν έρεη 0, γξάςε 1, θάλε ηξέρνλ ην ακέζσο

αξηζηεξόηεξν θύηηαξν, θαη θξαηνύκελν := 0;

 until θξαηνύκελν = 0;

 Κάλε ηξέρνλ ην θύηηαξν κε πξώην ζύκβνιν ηνπ x+1 θαη ζηακάηα;

Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Φεηκώλαο 2024)
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Παξάδεηγκα Μεραλήο Turing

 Μεραλή Turing πνπ κε είζνδν x ππνινγίδεη x+1:

 Παξάδεηγκα ιεηηνπξγίαο κε είζνδν x = 1011:

Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Φεηκώλαο 2024)
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Νηεηεξκηληζηηθέο Μεραλέο Turing

 Νηεηερκηληζκός: ππνινγηζκόο M(x) εμειίζζεηαη κε 

πξνδηαγεγξακκέλν ηξόπν ( |- είλαη ζπλάξηεζε ). 

 M(x) ηεξκαηίδεη ζε ηειηθή θαηάζηαζε ή δελ ηεξκαηίδεη. 

 M(x) = YES : M απνδέρεηαη x. 

 M(x) = NO : M απνξξίπηεη x. 

 M(x) = y    : M ππνινγίδεη y = f(x). 

 Καζοιηθή Μεραλή Turing U: U(M; x) = M(x). 

 U πξνζνκνηώλεη θάζε άιιε DTM γηα νπνηαδήπνηε είζνδν.

 U δηαβάδεη σο είζνδν πεξηγξαθή DTM M θαη είζνδν x γηα Μ. 

 U πξνζνκνηώλεη ππνινγηζκό Μ(x) θαη θαηαιήγεη ζε 
ίδην απνηέιεζκα. 

Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Φεηκώλαο 2024)
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Υπνινγηζηκόηεηα

 Γιώζζα (πξόβιεκα) L απνθξίζηκε (decidable), 

 ή ππνινγίζηκε (computable), 
αλαδξνκηθή (recursive), 
επηιύζηκε (solvable):

 Γιώζζα (πξόβιεκα) L απνδεθηή (acceptable), 

 ή εκηαπνθξίζηκε (semidecidable), 
αλαδξνκηθά απαξηζκήζηκε 
(recursively enumerable),
θαηαγξάςηκε (listable):

 (Μεξηθή) ζπλάξηεζε f ππνινγίζηκε:

Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Φεηκώλαο 2024)
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Υπνινγηζηκόηεηα

 Να δείμεηε όηη:

 Κάζε απνθξίζηκε γιώζζα είλαη θαη εκηαπνθξίζηκε.

 Αλ γιώζζα L απνθξίζηκε, ηόηε ζπκπιεξσκαηηθή απνθξίζηκε.

 Γιώζζα L απνθξίζηκε αλλ 
L θαη ζπκπιεξσκαηηθή ηεο L εκηαπνθξίζηκεο.

Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Φεηκώλαο 2024)
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Θέζε Church – Turing

 DTM πνιύ ηζρπξό ππνινγηζηηθό κνληέιν!

 Πξνζπάζεηα ελίζρπζεο κε επηπιένλ δπλαηόηεηεο. Π.ρ.

 Πνιιαπιέο ηαηλίεο. 

 Ταηλία δύν (ή γεληθόηεξα d) δηαζηάζεσλ.

 Πνιιαπιέο θεθαιέο. 

 Με ληεηεξκηληζκόο (ζρέζε κεηάβαζεο). 

 Μπνξεί επθνιόηεξνο ζρεδηαζκόο θαη «κηθξή» επηηάρπλζε. 

 «Δληζρπκέλεο» (D, N)TM πξνζνκνηώλνληαη από ηππηθέο DTM. 

 Δελ εληζρύεηαη ην ππνινγηζηηθό κνληέιν!

 Ίδηα θιάζε απνθξίζηκσλ θαη εκηαπνθξίζηκσλ γισζζώλ.  

Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Φεηκώλαο 2024)
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Θέζε Church – Turing

 Γελ ππάξρεη ππνινγηζηηθό κνληέιν ηζρπξόηεξν ησλ DTM.

 Π.ρ. αλαδξνκηθέο ζπλαξηήζεηο, RAM, Church, Post, Markov, …  

 Θέζε ηωλ Church – Turing:

Υπνινγίζηκν αλλ DTM απνθξίζηκν!

 Γηαηζζεηηθά: αιγόρηζκος είλαη DTM πνπ ηεξκαηίδεη πάληα 
(κε ζσζηό απνηέιεζκα). 

 Θέζε Church – Turing δελ κπνξεί λα απνδεηρζεί.

 Δίλαη ζεσξεηηθά δπλαηόλ, αιιά πξαθηηθά απίζαλν λα 
δηαηππσζεί ζην κέιινλ ηζρπξόηεξν ππνινγηζηηθό κνληέιν. 

Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Φεηκώλαο 2024)
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Με-Υπνινγηζηκόηεηα

 Υπάξρνπλ κε επηιύζηκα πξνβιήκαηα (κε απνθξ. γιώζζεο). 

 Γιώζζεο κε αξηζκήζηκεο, DTM αξηζκήζηκεο!

 Πρόβιεκα ηερκαηηζκού (halting problem): 

 Γεδνκέλεο DTM M θαη ζπκβ/ξάο x, M(x) ηεξκαηίδεη;

 Υπάξρεη(;) DTM / πξόγξακκα Η πνπ δέρεηαη σο είζνδν 
(νπνηαδήπνηε) DTM / πξόγξακκα Μ θαη ηελ είζνδν x γηα M, θαη 
απαληά YES αλ M(x) ηεξκαηίδεη θαη NO αλ M(x) δελ ηεξκαηίδεη. 

 Πξόβιεκα ηεξκαηηζκνύ είλαη κε επηιύζηκο!

 Απόδεημε κε δηαγσληνπνίεζε.

Αιγόξηζκνη & Πνιππινθόηεηα (Φεηκώλαο 2024)
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Με-Υπνινγηζηκόηεηα

 Πξόβιεκα ηεξκαηηζκνύ είλαη κε επηιύζηκο!

 Έζησ όηη ππάξρεη DTM H πνπ γηα θάζε DTM Μ θαη είζνδν x, 
H(M; x) απνθαζίδεη αλ M(x) ηεξκαηίδεη ή όρη. 

 Με βάζε DTM Η, θαηαζθεπάδνπκε DTM D(M):

 Δθ θαηαζθεπήο, D(M) ηεξκαηίδεη αλλ Μ(Μ) δελ ηεξκαηίδεη!

 Γνθηκάδνπκε D κε είζνδν ηνλ εαπηό ηεο:

 D(D) ηεξκαηίδεη αλλ D(D) δελ ηεξκαηίδεη! Άηοπο!!!

 Υπάξρνπλ πνιιά άιια κε επηιύζηκα πξνβιήκαηα. 

 Π.ρ. επίιπζε Γηνθαληηθώλ εμηζώζεσλ, πξόβιεκα αληηζηνίρηζεο 
ηνπ Post, πξόβιεκα Πιαθόζηξσζεο (tiling). 


