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Γηαίξεη-θαη-Βαζίιεπε

 Γεληθή κέζνδνο ζρεδηαζκνύ (αλαδξνκηθώλ) αιγνξίζκσλ:

 Διαίπεζη ζε ( 2) ππνπξνβιήκαηα (ζεκαληηθά) 

κηθξόηεξνπ κεγέζνπο. 

 Ανεξάπηηηη επίλςζη ππν-πξνβιεκάησλ (αλαδξνκηθά) 

(γηα κηθξά ππνπξνβιήκαηα εθαξκόδνληαη ζηνηρεηώδεηο αιγόξηζκνη).

 Σύνθεζη ιύζεο αξρηθνύ πξνβιήκαηνο από ιύζεηο 

ππνπξνβιεκάησλ.

 Ιζρπξή κέζνδνο, κε πνιιέο ζεκαληηθέο εθαξκνγέο !

 Ταμηλόκεζε: MergeSort, QuickSort.

 Πνιιαπιαζηαζκόο αξηζκώλ, πηλάθσλ, FFT, closest pair of points. 

 «Δμεηδίθεπζε»: Γπαδηθή αλαδήηεζε, QuickSelect, ύςσζε ζε δύλακε.

 (Δύθνιε) αλάιπζε κε αναδπομικέρ ζσέζειρ. 

 Με γξακκηθέο, ζπγθεθξηκέλεο κνξθήο. 
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Πξόβιεκα Ταμηλόκεζεο

 Πξόβιεκα Ταμηλόκεζεο: 

 Είζοδορ : αθνινπζία n αξηζκώλ (α1, α2, ..., αn).

 Έξοδορ : αλαδηάηαμε (α’1, α’2, ..., α’n) κε αξηζκνύο

ζε αύξοςζα ζεηξά (i α’i  α’i+1).

 Σηαηηθή ζπιινγή δεδνκέλσλ (όρη εηζαγσγή θαη δηαγξαθή).

 Θεμελιώδερ αιγνξηζκηθό πξόβιεκα. 

 Πνιιέο εθαξκνγέο (πεξ. 20%-25% ππνινγηζηηθνύ ρξόλνπ).

 Ταρύηαηε αλαδήηεζε ζε ηαμηλνκεκέλα δεδνκέλα. 

 Σεκαληηθέο αιγνξηζκηθέο ηδέεο θαη ηερληθέο.
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Σπγθξηηηθέο Μέζνδνη Ταμηλόκεζεο

 Ανηιμεηάθεζη θάζε δεύγνπο ζηνηρείσλ εθηόο δηάηαμεο

(bubble sort).

 Ειζαγωγή ζηνηρείνπ ζε θαηάιιειε ζέζε ηαμηλνκεκέλνπ πίλαθα 

(insertion sort).

 Επιλογή κεγαιύηεξνπ ζηνηρείνπ θαη ηνπνζέηεζε 

ζην ηέινο (selection sort, heapsort).

 Σςγσώνεςζη ηαμηλνκεκέλσλ πηλάθσλ :

Γηαίξεζε ζηε κέζε, ηαμηλόκεζε, ζπγρώλεπζε (mergesort).

 Διαίπεζη ζε κηθξόηεξα θαη κεγαιύηεξα από 

ζηνηρείν-δηαρσξηζκνύ θαη ηαμηλόκεζε (quicksort).
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Σπγθξηηηθνί Αιγόξηζκνη

 Ταμηλόκεζε αποκλειζηικά κε ζπγθξίζεηο θαη

αληηκεηαζέζεηο ζηνηρείσλ.

 Γελ εθκεηαιιεύνληαη ηύπν δεδνκέλσλ 

(π.ρ. αξηζκνύο, ζπκβνινζεηξέο) : γεληθή εθαξκνγή. 

 Ανάλςζη : πιήζνο ζπγθξίζεσλ.

πιήζνο αληηκεηαζέζεσλ. 

 Κάησ θξάγκα #ζπγθξίζεσλ : Ω(n log n). 

 Ταμηλόκεζε (κε αιγόξηζκνπο πνπ δελ είλαη ζπγθξηηηθνί) 

ζε γξακκηθό ρξόλν γηα n θπζηθνύο αξηζκνύο

(π.ρ. counting sort, radix sort, bucket sort).
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MergeSort

 MergeSort (ηαμηλόκεζε κε ζπγρώλεπζε): 

 Διαίπεζη αθνινπζίαο εηζόδνπ (n ζηνηρεία) ζε δύν 

ππν-αθνινπζίεο ίδηνπ κήθνπο (n / 2 ζηνηρεία). 

 Ταξινόμηζη ππν-αθνινπζηώλ αναδπομικά. 

 Σςγσώνεςζη (merge) δύν ηαμηλνκεκέλσλ ππν-αθνινπζηώλ 

ζε κία ηαμηλνκεκέλε αθνινπζία. 

mergeSort(int A[], int left, int right) {

if (left >= right) return; 

mid = (left + right) / 2;

mergeSort(A, left, mid);

mergeSort(A, mid+1, right);

merge(A, left, mid, right); }
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MergeSort
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Σπγρώλεπζε

 Σςγσώνεςζη ηαμηλνκεκέλσλ Α[left...mid] θαη 

A[mid+1...right] ζε ηαμηλνκεκέλν A[left...right].
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Σπγρώλεπζε

 Σςγσώνεςζη ηαμηλνκεκέλσλ Α[low...mid] θαη 

A[mid+1...up] ζε ηαμηλνκεκέλν A[low...up].

 X[up–low+1]  A[low...up]; // πποζυπινή αποθήκεςζη

i : 0 <= i <= xmid  // δείκηηρ απιζηεπό ημήμα

j : xmid+1 <= j <= xup // δείκηηρ δεξιό ημήμα

k : low <= k <= up // δείκηηρ ζηο ζςγσυνεςμένο πίνακα

 Χ[i] : κηθξόηεξν δηαζέζηκν ζηνηρείν ζην αξηζηεξό ηκήκα. 

Χ[j] : κηθξόηεξν δηαζέζηκν ζηνηρείν ζην δεμηό ηκήκα. 

 while ((i <= xmid) && (j <= xup))  

if (X[i] <= X[j]) A[k++] = X[i++];

else A[k++] =X[j++];

 Όηαλ έλα ηκήκα εξανηληθεί, αληηγξάθνπκε 

όια ηα ζηνηρεία ηνπ άιινπ ζην Α[ ].
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Σπγρώλεπζε

merge(int A[], int low, int mid, int up) {

int xmid = mid-low, xup = up–low;

int i = 0,  // δείκηηρ ζηο απιζηεπό ημήμα

j = xmid+1, // δείκηηρ ζηο δεξιό ημήμα

k = low;   // δείκηηρ ζηο αποηέλεζμα

X[up–low+1]  A[low...up];  

// ζςγσώνεςζη μέσπι ένα ημήμα να εξανηληθεί

while ((i <= xmid) && (j <= xup))

if (X[i] <= X[j]) A[k++] = X[i++];

else A[k++] = X[j++];

// ανηέγπατε ςπόλοιπα ζηοισεία άλλος ημήμαηορ

if (i > xmid) 

for (int q = j; q <= xup; q++)

A[k++] = X[q];

else 

for (int q = i; q <= xmid; q++)

A[k++] = X[q];
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MergeSort: Οξζόηεηα

 Οξζόηεηα merge επεηδή ηα ηκήκαηα είλαη ηαμηλνκεκέλα. 

 Όηαλ έλα ζηνηρείν κεηαθέξεηαη ζηνλ Α[ ], δελ ππάξρεη 

κηθξόηεξν δηαζέζηκν ζηνηρείν ζηα δύν ηκήκαηα. 

 Οξζόηεηα mergeSort απνδεηθλύεηαη επαγσγηθά :

 Βάζε (έλα ζηνηρείν) ηεηξηκκέλε. 

 Γύν ηκήκαηα ζσζηά ηαμηλνκεκέλα (επαγσγηθή ππνζ.) θαη 

ζπγρσλεύνληαη ζσζηά (νξζόηεηα merge) 

Σσζηά ηαμηλνκεκέλνο πίλαθαο Α[ ]. 

mergeSort(int A[], int left, int right) {

if (left >= right) return; 

mid = (left + right) / 2;

mergeSort(A, left, mid);

mergeSort(A, mid+1, right);

merge(A, left, mid, right); }
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Φξόλνο Δθηέιεζεο

 Φξόλνο εθηέιεζεο merge (γηα n ζηνηρεία) : Θ(n) (γξακκηθόο) 

 Θ(1) ιεηηνπξγίεο γηα θάζε ζηνηρείν.

 Φξόλνο εθηέιεζεο αιγόξηζκσλ «δηαίξεη-θαη-βαζίιεπε» κε 

δηαηύπσζε θαη ιύζε αλαδξνκηθήο εμίζσζεο ιεηηνπξγίαο.  

 Τ(n) : ρξόλνο (ρ.π.) γηα ηαμηλόκεζε n ζηνηρείσλ.

 T(n / 2) : ηαμηλόκεζε αξηζηεξνύ ηκήκαηνο (n / 2 ζηνηρεία).

 T(n / 2) : ηαμηλόκεζε δεμηνύ ηκήκαηνο (n / 2 ζηνηρεία).

 Θ(n) : ζπγρώλεπζε ηαμηλνκεκέλσλ ηκεκάησλ. 

T(n) = 2 T(n / 2) + Θ(n), T(1) = Θ(1)

 Φξόλνο εθηέιεζεο ΜergeSort: T(n) = ???
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Γέληξν Αλαδξνκήο

T(n) = 2 T(n / 2) + Θ(n), 

Τ(1) = Θ(1)

Δένηπο αναδπομήρ :

Ύςνο : Θ(log n)

#θνξπθώλ : Θ(n)

Φξόλνο / επίπεδν : Θ(n)

Σςνολικόρ σπόνορ : Θ(n log n). 
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Master Theorem

 Αλάιπζε ρξόλνπ εθηέιεζεο αιγνξίζκσλ «δηαίξεη-θαη-βαζίιεπε»

κε αλαδξνκηθέο ζρέζεηο ηεο κνξθήο

όπνπ α, b ζηαζεξέο θαη f(n) ζεηηθή ζπλάξηεζε. 

 Δπίιπζε κε Θεώξεκα Κπξίαξρνπ Όξνπ (Master Theorem)

 Αζπκπησηηθά κεγαιύηεξνο από f(n) θαη θαζνξίδεη ιύζε.
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Master Theorem: Δηδηθέο Μνξθέο

 Όηαλ f(n) = Θ(n), δει. 

 Αλ

κε γ1 + γ2 < 1 – ε, ηόηε 

 Όηαλ f(n) = Θ(nd), δει.
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Παξαδείγκαηα

 Τ(n) = 9 T(n/3) + n. 

 Τ(n) = T(2n/3) + 1.

 Τ(n) = 3 T(n/4) + nlogn.

 Τ(n) = 2 T(n/2) + n.

 Τ(n) = 2 T(n/2) + nlogn.

 Γελ εκπίπηεη! Με δέληξν αλαδξνκήο βξίζθνπκε όηη T(n) = Θ(nlog2n).
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Πνιιαπιαζηαζκόο Αξηζκώλ

 Υπνινγηζκόο αζξνίζκαηνο x + y , x θαη y αξηζκνί n-bits. 

 Κιαζζηθόο αιγόξηζκνο πξόζζεζεο, ρξόλνο Θ(n). 

 Υπνινγηζκόο γηλνκέλνπ x  y , x θαη y αξηζκνί κε n-bits. 

 Κιαζζηθόο αιγόξηζκνο πνι/κνύ, ρξόλνο Θ(n2). 

 Καιύηεξνο αιγόξηζκνο;

 Γηαίξεη-θαη-Βαζίιεπε:

 Γηαίξεζε:

 4 πνιιαπιαζηαζκνί (n / 2)-bits, 2 νιηζζήζεηο, 3 πξνζζέζεηο.

 Φξόλνο: 
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Πνιιαπιαζηαζκόο Αξηζκώλ

 Όκσο zm ππνινγίδεηαη κε 1 κόλν πνι/κν (n/2+1)-bits.

 3 πνιιαπιαζηαζκνί (n / 2)-bits, 2 νιηζζήζεηο, 6 πξνζζέζεηο.

 Φξόλνο:

 Παξάδεηγκα: 2576  7935 = 20440560
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Πνιιαπιαζηαζκόο Πηλάθσλ

 Υπνινγηζκόο γηλνκέλνπ C = A  B.

A, B ηεηξαγσληθνί πίλαθεο n  n.

 Δθαξκνγή νξηζκνύ: 

 Φξόλνο Θ(n3) (n2 ζηνηρεία, ρξόλνο Θ(n) γηα θαζέλα). 

 Γηαίξεη-θαη-Βαζίιεπε:

 8 πνι/κνη θαη 4 πξνζζέζεηο πηλάθσλ

 Φξόλνο:  
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Αιγόξηζκνο Strassen (1969)

 7 πνι/κνη θαη 24 πξνζζέζεηο πηλάθσλ

 Φξόλνο:  
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Υπνινγηζκόο Γύλακεο (Diffie-Hellman)

 Σπκθσλία Αιίθεο θαη Βαζίιε ζε θξππηνγξαθηθό θιεηδί.

Δύα παξαθνινπζεί γηα λα «θιέςεη» ην θιεηδί. 

 Α, Β ζπκθσλνύλ δεκόζηα ζε πξώην p θαη αθέξαην q < p.

Δ γλσξίδεη p, q. 

 Δκπιεθόκελνη αξηζκνί είλαη πνιπςήθηνη (π.ρ. 512 ςεθία). 

 Α δηαιέγεη ηπραία θαη ππνινγίδεη

Β δηαιέγεη ηπραία θαη ππνινγίδεη

Α, Β αληαιιάζζνπλ qα , qb θαη ηα καζαίλεη Δ.

 Α, B ππνινγίδνπλ Κ (κόλνη ηνπο). Δ δελ μέξεη Κ.

 Γηα Κ, Δ ρξεηάδεηαη α, b (δελ κεηαδόζεθαλ).

Δπίιπζε δηαθξηηνύ ινγαξίζκνπ (πνιύ δύζθνιν).   
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Υπνινγηζκόο Γύλακεο

 Δθαξκνγή ππνζέηεη αποδοηικό αιγόξηζκν ππνινγηζκνύ

, x, n, p πνιπςήθηνη αθέξαηνη.

 Υπνινγηζκόο δπλάκεσλ κε ηε ζεηξά (1, 2, 3, …):

αλ κήθνο 512 bits, ρξεηάδεηαη πεξίπνπ 2512 πνι/κνπο!!!

 Γηαίξεη-θαη-Βαζίιεπε (έζησ n δύλακε ηνπ 2):

 Υπνινγίδνπκε αλαδξνκηθά

 … θαη

 #πνιιαπιαζηαζκώλ:

 p κε κήθνο 512 bits:

πεξίπνπ 210 πνι/κνπο.
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Πξνϋπνζέζεηο Δθαξκνγήο

 Γηαίξεζε ζεκαληηθά επθνιόηεξε από επίιπζε αξρηθνύ. 

 Σύλζεζε ζεκαληηθά επθνιόηεξε από επίιπζε αξρηθνύ. 

 Υπν-ζηηγκηόηππα ζεκαληηθά κηθξόηεξα από αξρηθό

(π.ρ. αξρηθό κέγεζνο n, ππν-ζηηγκ. κεγέζνπο n / c, c > 1).

 Αλεμάξηεηα ππν-ζηηγκηόηππα πνπ ιύλνληαη από 

αλεμάξηεηεο αλαδξνκηθέο θιήζεηο. 

 Ίδηα ή επηθαιππηόκελα ππν-ζηηγκηόηππα : 

ζεκαληηθή θαη αδηθαηνιόγεηε αύμεζε ρξόλνπ εθηέιεζεο. 

 Δπηθαιππηόκελα ππν-ζηηγκηόηππα : 

Δςναμικόρ Ππογπαμμαηιζμόρ
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(Αληη)παξάδεηγκα

 Υπνινγηζκόο n-νζηνύ όξνπ αθνινπζίαο Fibonacci. 

 Φξόλνο εθηέιεζεο:

 Λύζε: 

 Δπηθαιππηόκελα ζηηγκ.:

Δθζεηηθόο ρξόλνο!

 Αιγόξηζκνο «γξακκηθνύ» 

ρξόλνπ;

 Καιύηεξνο αιγόξηζκνο;

long fibRec(long n) {

if (n <= 1) return(n);

return(fibRec(n-1) + fibRec(n-2)); }

long fib(long n) {

long cur = 1, prev = 0;

for (i = 2; i <= n; i++) {

cur = cur + prev;

prev = cur – prev; }

return(cur);  }
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Αθνινπζία Fibonacci

 Αθνινπζία Fibonacci:

 Θεσξνύκε πίλαθα                     θαη  

 Παξαηεξνύκε όηη 

 Με επαγσγή απνδεηθλύνπκε όηη

 Γηαίξεη-θαη-Βαζίιεπε:

 Υπνινγηζκόο ζε ρξόλν Ο(log n) (όπσο κε αξηζκνύο).

 Υπνινγίδσ αλαδξνκηθά ην θαη

 Φξόλνο:  


