Ocewpia Métpou xouw ONoxAfpworns (2025-26)
Yrodeilelg yia Tig Aoxoeig — PUAANESLO 2

1. Botw X # @ xu ¢ : P(X) — [0, +00] elwtepnd pétpo. Amodeilte 6t ov {A,}02 elvon o oxohoudia
EEvov avd 800 p-UeTENo®Y oLVOAWY, ToTE Yia xdde £ C X woylel 6Tl

© <Eﬂ (D An>> = i(p(EﬂAn).
n=1 n=1

Trédeitn: Av A, B etvon Eéva p-petpriowa odvoha xau B C X, tdte

W(EN(AUB))=9o(EN(AUB)NA)+p(EN(AUB)N A9
=p(ENA)+¢(ENB).

gp(Eﬂ (U An>> :Z@(EOA,L)

yia E€var avd 800 p-uetprioa oOvoha Aq, A, ..., An xow xdde B C X.
‘Eotw {A,}52, wo axohoudio Eévev avd d0o p-petprfiotwy cuvérwy, xou éotw E C X. T xdde N € N

€YOUNE
N N [e%s)
Zso(EmAn)@(Em (U An>> <<p<Eﬂ (U An>>,

6ToU 1) AVLOOTNTA Loy Vel AdYw NS povotoviag tou eEmtepixol uétpou. Agrvovtac o N — 00 GUUTERUVOUUE

i@(EﬂAn) <<P<Em <G An))y
n=1 n=1

H avtiotpogn avicétnta npoxintel and Ty UnonpocVeTXOTNT ToU eEWTEPX0) UETEOU:

go(Em(gAn)):@@EM) <m0

2. (o) Eow ¢ : P(X) — [0, +00] éva e€mtepind pétpo oto un xevéd olvoho X, xou éotew A C X. Anodel&te
70 A elvon p-petpriowo av xon pévo av yio xdde B C A xou xdde C' C X\ A woylet 6t o(BUC) = ¢(B)+¢(C).

Me enoywyr éneton 4T

(B) Eotww @1, 92 : P(X) — [0, +00] e€wtepind pétpa 010 un xevéd obvoho X. Anodeilte 6t n ¢ = max{p1, 2}
elvow enlone e€wtepind pétpo.

Yrdédeitn: (o) (=) Ané g B C A xou C C A€ éneton 6TL
(BUC)NA=(BNA)U(CNA) =B, (BUC)NA°=(BNA9)U(CNA°) =C.
Egéoov 1o A elva p-petpriowo,
P(BUC) = p((BUC)NA) +9((BUC)NA%) = ¢(B) + ¢(C).

(<) Eotww E C X. Oé¢tovye B=ENACAxu C=FENA®C A°. Téte, E= BUC. Egapudlovtag tnv
unédeon yio oo B xan C' BAénoupe 6T

P(E) =p(BUC) =¢(B) +¢(C) =p(ENA)+ (LN A).



Aol 1o E C X ftav Tuyoyv, énetan 6Tt To A elvor @-yetproiuo.
(B) Oa ypnowonojooupe TNy Topathenon 6T av ar < by xou ag < be t6te max{aq, az} < max{bi,be}.
Apynd mopatnpolpe 6t (&) = max{p1(D), p2(2)} = 0, dotL p1(D) = p2(2) = 0.
It ™ povotovio, av A € B C X éyoupe 6t ¢1(A) < pa(B) xou p2(A) < ¢a(B), ondte n opyixd
TapaThENoT Uac divel

p(A) = max{p1(A), pa(A)} < max{p1(B), p2(B)} = ¢(B).

T v aprduion vronpoodetndtnra, av {4, }02 eivon pa axohouvdia vtoouvdbhwy tou X éyoupe 6T

©i <U An) < Zgﬁi(An) < Z@(An) i=1,2.

n=1 n=1

Téte, ndh and tnyv mopatAeno,

(50l () (1)) s Eron) o

3. Aépe 6u éva E C R éyel onpelo ouundxveone oto drepo av yio xdde gpaypévo ddotnua [a, b] to obvoho
E\ [a,b] etvon vrepaprdpriowo. Opilouue ¢ : P(R) — [0,00] pe ¢(E) = 0 av 10 E civon apripriowo, p(E) =1
av o E eivar unepapriufolo xou dev €yel onuelo ocupndxvwone oto dnepo, xou ¢(E) = +oo av 1o E éyel
onuelo cuunixvwong oto dneipo. Anodellte 6t 1 ¢ elvon e€wtepxd pétpo oto R xou 6L éva A C R ebvan
p-UeTERoWO av xou pévo ov 1o A 1 1o R\ A elvou oprduriowyo.

Yrédatn: Aciyvouue mpdta 6Tt 1 @ elvon eEwtepind Pétpo. Apyixd, o xevd clvolo & eivon aprdurowo, dpa
©(@) = 0 and tov opoud e ©.
‘Eow E C F CR. Awxplvoupe tpelc nepntdoels:

1. Av 1o F eivan aprduiowo, téte xou 10 E ebvan aprduriowo, dea o(E) =0 = p(F).
2. Av 1o F éyel onpelo ouundxvwone oto dnelpo, dpa ¢(F) = 400 = ¢(E) v onowdfnote E C R.

3. Av 1o F eivon unepoprduriowo xou dev éyel onueio ocupndxvwone oto dnetpo, tote p(F) = 1 xou umdpyet
peaypévo ddotnue [a,b] tétowo dote to F \ [a,b] va eivon apidpfiowo. Téte, 1o E\ [a,b] eivon enlone
aprdufowo, dpo 1o E dev €yel onuelo ouundnvenone oto dneipo, dnhadh ¢(E) =01 ¢(F) = 1. Xe xdde
nepintwon, ¢(E) < o(F).

‘Etot, éyouue anodeiel tn povotovia e ¢.
‘Eotw thpa {E,}52; axohoudio unocuvéhwy tou R. Ta va Sei€ouye ot

@(UEn> ngD(E )

pmopolue va utodécouue OTL To deLd Yhog etvan tenepaouévo. Tote, xavéva £, dev €xel onuelo oupndnvwong
070 dmewpo, xou enlone To olvoro M = {n € N: E,, : unepapriufiowo} elvon nencpoopévo. Xuplc teptopioud
NS YEVXOTNTUG Popolue va unodéoovpe 6Tt M # @ xau M = {1,...,k}. Ilpdypat, av 6ho to E,, eivou
apripiowa, tote To Bo wyvel v o |Joo B, xon 1 avioétnta tou 9éhoupe va delfoupe oy lel wg lobTnTaL

0 = 0. Mrnopolye enione va avadiatdéoupe ta cOvolo ote o umepaptiuioa va ebvar to By, ..., Eg vy
xdmowov k > 1. Téte, ta By, s > k elvon 6ha aprdunola.

N xdde s =1, ..., k undpyel didotnua [as, bs] Tétolo dote 1o Ey \ [as, bs] vo eivan aprduriowo. Av oplooupe
a = min{ay,...,ar} xou b = max{by,...,b;} t61€ 10

0o k
U B\ [a,0] € B\ [as b)) U (] Es
s=1

s=1 s=k+1



’ 7 ’ o0 ’ 7 ’, z ’ ’ ’
etvow opriprowo, deo to | J._; Es eivon unepapidufowo ocbvolo mou dev €yel onueio cuUTOXVOOTS 6T0 dmELpo.

"Encton 611
o0 o0
o(Un)-1<e-S e

s=1 s=1
Auté anodexdel TRy unonpocVeTXOTNTA TNG @, X0t £YOUUE OTL 1 ¢ elvon e€wTepnd Pétpo.
Acityvoupe topa 6Tt éva A C R elvon g-petpriowo av xo pévo av 1o A f 1o R\ A givon aprduroo.
(<) Trodétoupe 6Tt 10 A eivon aprdurowo. Eotw E CR. Oa deifoupe b1

©(E) =p(ENA)+ o(EnNA°).
To EN A eivar apidufiowo, deo p(E N A) = 0. Ilpénel howndv va delfoupe bt
p(E) = p(ENA%).
Alaxplvouye TPEIC TEPLTTWOELS:
1. Av 10 E elvou aprduriowo, téte t0 E N A° ebvan enione aprdprioo, dea ¢(E) =0 = ¢(E N A°).

2. Av 7o E eivou unepapriufiowo xou Sev €xel onueio cupndnvwone oto dnelpo, tote 10 ENA® = E\ A elvau
enione vnepaprdurowo (Bott to A eivon apripfiowo) o ws utosvvolo tou E dev éxet o0te autd onueio
ocuunixveong oto dnepo. Apa, p(F) =1 = p(E N E°).

3. Av 1o E elvan umepoptdufiolgo xou €xel onueio cUUTOXVKONE 6TO dnelpo, TOTE Yia xdde ppayuévo ddoTnue
[a,b] To E\ [a,b] eivon unepaprdunowto, doa to (E\ A)\ [a, b] eivor enione vrepaprduriowo (8i6tt to A elvou
aprdufowo). Apa, 0 E'\ A éyel ni autd onueio ouundxvwong oto dnetpo, xou énetan 6t p(E) = +oo =
o(E N AC).

‘Opoto doukevouue av to A€ eivon aprduriowo, deiyvovtoe 6t p(E) = (E N A) v xédde E C R.

(=) Aciyvoupe 6t av 10 A xou 0 A° elvon vrepaprdufiowo odvola t6te 10 A dev elvon p-peTprowo.
Ocwpdvrtag T toués A N [—n,n] xou A° N [—n,n| Brénovpe edxola 6t undpyer N € N tétolog dote 0
AN[=N,N] xu to A° N [=N, N] va givon urepoprdufoipa ovora. Agol to [—N, N xou ta 300 awtd chvola
elvon pporyuéva, dev Umopoly va €youv onueio cuuniXVwWoNe oTo dnelpo, dpa

@([=N,N]) =1#1+1=¢([=N,N|NA) + o([-N,N] N A%).
‘Eneton 61t 10 A Sev elvan p-petpriowo.

4. 'Eotww p éva nenepoouévo pétpo oty B(R). Yrodétoupe 6t yio xdde B C R pe A(E) = 0 woylel 6T
w(E) = 0. Anodeilte étu: yio xdde € > 0 undpyer § > 0 tétowo wote av E C R xou A(E) < 0 t61e u(E) < e.

Yrodeitn: Me anaywyn oe drono. YTrodétouye otL undpyet € > 0 pe v e€hg Widtnra: yia xdde § > 0 undpyel
E € B(R) této0 dote A(E) < § ol u(E) > e. Egopudélovtoac 1o mopandve ye §, = 1/2", n € N, Bpioxouye
oxohovdia {E, 122, oty B(R) pe

1
ANER) < o X w(Ep) 2 e vy xdden € N.

OplZoupe E = limsup E,,. Egéoov > > ANE,) < 1 < oo, ané 10 Mpua Borel-Cantelli cupnepatvouye 6t
AE) =0. Apa, u(E) = 0. Opox,

w(E) = p(limsup E,) = p (ﬂ Fn> ;



onou F,, = Ur—,, Bk, xou napatnpolpe ot p(Fy,) = u(E,) = ¢ vy xdde n € N, n {F,}52,; elvon @divouoa,
xou p1(F1) < p(R) < co. Emeton 611

%o €Y 0oupe xatohfiel oe droto.

5. Eotww A C R. Anodei&te ot 10 A elvar Lebesgue petpriowo av xau pévo av yio xdde € > 0 undpyouv
avouxtd oclvora U xan V tétowa dote ACU, U\NACV xau A(V) <e.

Yrébetn: Mnopolpe vo unodécouue 6Tt A*(A) < oo (enyhote yuatl).

(=) And tny ewtepuh) xavovixdtnta Tou uétpou Lebesgue, undpyet avoxtd chvoho U tétowo wote A C U
el

AU\ A) = AU) — MA) < /2.

To U \ A eivau enlone petpriowo, dpa, méh and v ewtepn) xavovixdtnto tou uétpou Lebesgue, undpyet
avowxté olvoro V tétoo dote UN A CV xou A(V) < MU\ A) +¢/2 < e.

(<) Eotw E C R pe A\*(E) < 400, xar € > 0. Enidéyoupe avowxtd cdvolo U xa V' tétowr dote A C U,
UNACV xa A(V) <e.
Ocwpolpe TGV § > 0 xou avowtd cvvoho G tétoo hote A(G) < A*(E) + 6. 'Eyoupe

N(E)+6 2 MG)=AGNU)+ AMGNU®) 2 X(ENU)+ A (ENU°),

xan apol To § > 0 Yty Tuydy,
A(E)Z AN (ENU)+ X (ENU°).

Ané v ENA°= (ENU)U(EN U\ A)) éxoupe
N(ENA)SA(ENT )+ A (ENUNA) S A(ENU)+AV) <A(ENUS) +¢,
xou omd y ENACENU éyovge A (ENA) <A (ENU). Zuvdudlovtae to napondvew, Brénovue 6Tt
A(E)Z AN (ENA) + X (ENA°) —e.
Agot 10 € > 0 ity TuYSY, éneTan OTL
MN(E)Z N (ENA)+ X (EnN A,

XL Ao YVWOTH TopatheNnon outé elva dpxeTo yia va cupunepdvoupe 6t to A eivon Lebesgue petproo.
6. Kataoxevdote éva avowtd cvvoho U C [0,1] pe tic e€hc Widtnree:

() To U eivou uxvd oo [0,1].

(B) AU) < L.

(v) T xdde avowxtd ddotnua (a,b) C [0,1] wydel 6t A(U N (a,b)) > 0.
Yrdébetn: Opiloupe D = QN(0,1) = {g, : n € N} pa aipldunon v pntdv tou (0, 1). T xdde n € N opilouvye

§n = 17272 yn I, = (gn — On, qn + 0n) N[0, 1]. Kéde I, ebvor avowxtd 7o [0,1] xou A(I,) < 25, = 1/27+1
yia xdde n € N. Oewpolyue 10 ohvoro



INo to yétpo tou U, and v umonpoc¥eTixdtnta Tou A €YOUUE

A(U)ng(I")<ZW:§<1'

n=1 n=1
Téhog, éotw (a,b) C [0, 1] avowtd ddotnua. YTrdpyet ¢, € D N (a,b). Tére,
(Qn —0,qn + 5) CI,n (a> b)a

6mov § = min{d,, qn — a,b — g} > 0. Apa, A(U N (a,b)) = AL, N (a,b)) = 26 > 0.

7. 'Eotww A C R? Lebesgue petpfioyo utoctvoro tou R2. AnodelEte ot

oo

Aa(A) = inf{Za(Bn) CAC G Bn}

i=1

6mou o infimum nadpveton Téve and dhec Tic apriufioes xahidelc Tou A and avoixtoie dioxouc { By, }ol xou
a(B) = mr? yu évay dloxo axtivac r. Suurepdvate T av T ebvan opoydviog petaoynuatiopdc tou R? téte

A2(A) = W (T'(4)).

Yndébatn: Mnopolpe va unodécouue 6t to A elvon ppayuévo, xa dpo A(A) < +oo. Eotww € > 0. And v
e€wTepn) xavovixdtnTa Tou pétpou Lebesgue, undpyel gpaypévo avowxté abhvoro G tétoo hote A C G xou

AMG) < A(A) + . Ou delfoupe bt
G=NU <U Dn>

n=1

6mou { D, 152 axorovda EEvewv avoxtav dloxwy xouw A(N) = 0. Autd unopei vo yiver ¢ e€hic. Tvwpllovye
6t 10 G ypdgeton wc apufown évwon G = Ui, Ik, 6mou %x8e I ebvon duadixd MuLavoxtd TETEdY®VO
(Afjppo 4.2.3). Oewpolpe Tov avoixté dioxo Ry mou eyypdygeton oto I, Av ay eivan o prixog e axunic tou
It t6te n axtiva tou Ry, ebvon ay /2, Snhodn

MRy = mai /4 = (n/4)NI).

Suvenag, N évwon Upe, Ri éxer pétpo (oo pe (m/4)A(G). Oewpolpe thpa 10 G\ Ure, Rk, t0 onolo ebvau
avouxté xou éyel uétpo < (1 — m/4)A(G), xon enavodauBdvoupe Ty Bl dwdixaoio. Xto devtepo Bhua, Yo
oplooupe o véa axohoudia avoxtedy dloxwy nou mepiéyovar 6to G xou 0 gbvoho mou Vo amoueivel Yo Exel
wétpo < (1—7/4)2A(G). Metd and dnetpa Bhuata Yo e€aviifoouye o G, ue v e€oipeomn evée GuVGAOL PéTpou
0 o TV TEPLPERELDY TwV Bioxwy Tou Yo £youpe emhégel, tou enlong Yo €youv cuvolnd uétpo 0. Malebovtag
6houg toug dloxoug (amd Gho ta Pgata) oe pior oxohoudion { Dy, }02 4, éxoupe TeENXd bTL

o-xo(0n)

n=1

6mouv A(N) = 0.
Yt ouvéyela propolpe vo xohOovue to N omd yiat SAAn axorovdia {Cp 152 avouxtdv dloxwy pe

i a(Cy) <e
n=1

(e€nyhote ywtl: Beelte npdta avowxtéd U D N pe MU) < €/2, ypddte 10 U e aprduriown éveon un emxaiu-
TTOUEVOY NPLAVOLXTMV TETEAYDOVWY Xal 0T cUVEYEeLa xohopte to U, dpa xou 10 N, UE TOUC TEPLYEYPUUUEVOUS



dloxoug autdY Twv TeTpaydvwy). Ptidyvovtac pla axohovda { By, }52  nou anotekelton and dbhoug Touc dloxouc
D, xou Cy, poli, éxovpe A C U~ By, xou

i a(By) = i a(Dy) + i a(Cy) < MG) + & < M(A) + 2,
n=1 n=1

n=1

xan ool To € > 0 rav Tuyoy, éncton To {nTodyevo.

8. 'Eow D nuxvéd uroclvoro tou R. Anodeite 61t av 10 A C R elvar Lebesgue petprioo cdvoho xou
AMAA(A+12)) =0 yia xdde x € D, t6te A(A) =0 H AR\ A) =0.

Ynébatn: Me anaywyy oe drono. YmoVétoupe bt A(A) > 0 xou A(A°) > 0. Tére, unopolue va Peodue
ovunayt) obvola E C A xoau F' C A° tétowa dote A(E) > 0 xou A(F) > 0. Aelyvoupe 6t 1 ouvdptnon
gx)=A(E+z)NF) = / Xe(t —z)xr(t) dA(t)
R

ebvan ouveyfc. Eniong (amh ouvénewa tou Yewpripatoc Fubini)

[ o) dx@) = x@E) >0

Apa, 0 clvoro {z € R : g(z) > 0} nepiéyel xdnowo un tetpippévo ddotnua I. Agod to D elvar muxvo,
unopolue vo emhé€oupe g € D N 1. Torte,

M(E+z9)NF)>0.
Opwe, E C Axu F C A°, b
(E+xz0)NF C (A4 x0)NA°C AN(A + x0),
Snhady
9(w0) = A(AA(A + 20)) > 0,

10 onolo elvou dtorno, dLoTL kg € D.

9. Anodeilte 61 undpyetl pdivouca axohoudio {4, }52L,; cuvérwv A, C [0,1] tétoi dote A*(Ay,) = 1 vy xéde

n € N xou ﬁAn:Q

n=1

Yrdéda€n: Yo [0, 1] Yewpolye 11 oyéon tooduvapioc & ~ y av xou pévo av z—y € Q, xau ot cuvéyeta opllovye
N C [0,1] mou mepiéyel axpi3ide éva otouyelo and xdde xhdon woduvopioc. Opilovue enione T = [0,1] \ N.
Mrnopolpe va deioupe dtt A*(T) = 1. Av 6y, t61e undpyer petpriowo A D T pe M(A) = M (T) < 1. Téte 1o
B =[0,1]\ A eivar petpriowo xou A(B) > 0. And to Muya tou Steinhaus, 1o B — B nepiéyel ddotnua. ‘Ounc
B C N, dpa B— B CN — N. Auté odnyel oe dromo, di6tt 1o N — N Bev neptéyet didotnua.

Topa, Yewpolue wa apldunon {¢, : n € N} tou QN[0, 1) xou yia xéde n € N oplloupe N, = N+¢, )mod 1).
Avté onpaiver 6Tt Ny, = (N 4+ ¢n) N[0, 1)) U (=1 + (N + ¢») \ [0,1])). Téte, N,, C [0,1], T N, elvon Eéva,
[0,1] = U, Ny, xou av écovye T, = [0,1] \ N, woyler 6t A*(T,) = 1 v xédde n € N. Opiloupe

oo
A, = U Ty
k=n

H {4, }5%, elva pdivouoa axohoudio unocuvéiwy tou [0, 1] xou éxouye

A(4,) = N (Ty) =1,



doa A*(Ay,) =1 vy x89e n € N. Opoq, o~ A, =@, 36t [0,1]\ N2, A, = U,—; N, =[0,1].

10. 'Eotw E Lebesgue petprioyo oivoro otov R¥ pe M\p(E) < 400, 10 onoio éyel v axdhoudn iétntos yio
xdde x € E undpyet p(x) > 0 tétoloc dote, yia xéde 0 < r < p(z),

M (ENB(x,r)) > %)\k(B(x,r)),

6mov B(z, ) elvon 1 avouxth) undhor ue x€vtpo = xon oxtiva . Atodeldte 6t yio xdde e > 0 undpyet petpioyo
ovoho ' C E tétoo dote A (E\ F) < € xou undpyet t > 0, aveldptntoc and 10 z, T€T0l0¢ MOTE, Yiot X8
x € F xou yio xdde 0 < r < ¢,

1
M(ENB(z,r)) > 5)\k(B(x,r)).
Ioyber  mponyoluevn tpbdtaon av Ag(E) = +00; Atlohoyhote Ty andvinet cog.
Trodeén: T xdde m > 1 Yewpolye to obvoro

E, = {m € E: \(ENB(z,t)) > %)\k(B(w,r)) yia xdde r < 12} .
m

Tére, 1 axohovdia {Eyy, }oo_; elvan abovoa xau E = (J°_, En. Eotw € > 0. Ané 1 ouvéyewr Tou uétpou,
urdpyet m € N tétoloc dote Ag(Enm) = A(E) — €, xou agol A(E) < oo éneton 6Tt

/\k(E \ Em) = )\k(E) — )\k(Em) < E.

Oétouye F = E,,. Téte, F C E, \(E \ F) < g, xou av Yéocovye t = 1/m? t6H1e and tov opopéd tou Ey,
Brémouye 6T, yio xdde z € F xon yioe xdde 0 < r < ¢,

Me(E N Bla, 1)) > %)\k(B(x, ).

H nopandve npétaon dev woylel amopoitnta av A (E) = +00. 1o R Yewpolpe to olvolo

o

E = U {k,kJrH,
k=3

vt To onoio A(E) = +oo. T xdde z € EN{x > k} éyovue

ANENB(z,2)) < %A (B(z,3))

xou A(EN{z > k}) = 400 v xdde k > 3.



