
ΣΗΜΜΥ

Μαθηματική Ανάλυση

10ο Φυλλάδιο Ασκήσεων

Ασκηση 1. ΄Εστω g : [α, β]→ R συνεχής συνάρτηση και

f(x) =

∫ x

α

(x− t)g(t)dt .

Αποδείξτε ότι η f ικανοποιεί τις
f ′′(x) = g(x) , f(α) = f ′(α) = 0 .

Ασκηση 2. ΄Εστω f : [α, β]→ R συνεχής συνάρτηση με f(x) ≥ 0, για κάθε x ∈ [α, β]. Αν∫ β

α

f(x)dx = 0 ,

αποδείξτε ότι f(x) = 0, για κάθε x ∈ [α, β].

Ασκηση 3. ΄Εστω f : [0,+∞)→ [0,+∞) γνησίως αύξουσα, συνεχώς παραγωγίσιμη συνάρτηση με f(0) = 0.
Αποδείξτε ότι, για κάθε x > 0, ∫ x

0

f(t) dt+

∫ f(x)

0

f−1(t) dt = xf(x).

Ασκηση 4. ΄Εστω f, g : [a, b]→ R ολοκληρώσιμες συναρτήσεις. Αποδείξτε την ανισότητα Cauchy-Schwarz:(∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

≤

(∫ b

a

f2(x)dx

)
·

(∫ b

a

g2(x)dx

)
.

[Υπόδειξη: Θεωρήστε τη συνάρτηση Q(t) =
∫ b
a
(tf(x) + g(x))2dx, t ∈ R. Παρατηρήστε ότι είναι πολυώνυμο

δευτέρου βαθμού με μη αρνητικές τιμές.]

Ασκηση 5. (α) ΄Εστω f : [0, 1] → R φραγμένη συνάρτηση με την ιδιότητα: για κάθε 0 < b ≤ 1 η f είναι
ολοκληρώσιμη στο διάστημα [b, 1]. Αποδείξτε ότι η f είναι ολοκληρώσιμη στο [0, 1].
[Υπόδειξη: Για δοθέν ε > 0 επιλέξτε κατάλληλο 0 < b ≤ 1 και κατάλληλη διαμέριση Q του [b, 1] ώστε για

την διαμέριση P = {0} ∪Q του [0, 1] να ισχύει ότι U(f, P )− L(f, P ) < ε.]

(β) Αποδείξτε ότι η συνάρτηση f : [−1, 1]→ R με f(x) = sin 1
x αν x 6= 0 και f(0) = 2 είναι ολοκληρώσιμη.

Ασκηση 6. ΄Εστω a, b ∈ R με a < b και f : [a, b] → R συνεχώς παραγωγίσιμη συνάρτηση. Αν P = {a =
x0 < x1 < · · · < xn = b} είναι διαμέριση του [a, b], αποδείξτε ότι

n−1∑
k=0

|f(xk+1)− f(xk)| ≤
∫ b

a

|f ′(x)| dx.

[Υπόδειξη: Εφαρμόστε το θεμελιώδες θεώρημα του Απειροστικού Λογισμού για τη συνεχή συνάρτηση f ′ σε
κάθε υποδιάστημα [xk, xk+1]. ]

Ασκηση 7. ΄Εστω f : [0, 1] → R με f(0) = 0. Υποθέτουμε ότι η f έχει συνεχή παράγωγο και ότι 0 <
f ′(x) ≤ 1 για κάθε x ∈ [0, 1]. Αποδείξτε ότι∫ 1

0

[f(x)]3dx ≤
(∫ 1

0

f(x) dx

)2

.

[Υπόδειξη: Μελετήστε τη συνάρτηση

G(t) =

(∫ t

0

f(x) dx

)2

−
∫ t

0

[f(x)]3dx

στο [0, 1], εξετάζοντας το πρόσημο της G′.]
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Ασκηση 8. Να υπολογίσετε το όριο

lim
n→+∞

(
1√

n2 + 12
+

1√
n2 + 22

+ ...+
1√

n2 + n2

)
.
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