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‘Aocxnon 1. () Acilte dT1 x&de nenepaouévo pun xevd uTocHvoro tou R éxel péyloTo xan eENdyLoTo.
( Trmdbeitn: ue eraywyn ws mpos to ntARdog twy otoeiwy Tou VTooUYEAov)

(B) Xenowonowbdvag to (o) ddote yior dhAn anddelln e Widtntog e Kohfie Awdtang tou N xdde un
xevé unocUvolo tou N €yel ehdyloto otouyelo.

(Ynddetn: Av A C N un kevd, Jewpeiore tny didoraon A={nc A:n<nofU{n € A:n>ng} dnov
ng éva Tuxdy otoiyeio tov A.)

AvVor. (o) BEotww p(n) n npdtoon:
Av F CR e |F| =n téte 10 F €yetl eNdyoto xou péytsto otolyelo

(pe |F| ovuBoriloupe to mhidoc twv ototyeiny tou F).

‘Otav n = 1 10 F eivou povootvoro, F = {z} xaw dpa max F' = min F = z. 'Eotw 61 n p(n) woydet vy
xdmoo n € Nxawéotw FCRpe |[Fl=n+1. Av F={z1,...,2p41}, 9€tovpe F' = {x1,...,2,}. Agol 7
p(n) wyvel xu |F'| =n, 1o F éyel ehdytoto xau péyioto. Hopatnpodue 6t max F' = max(max F', z,41) xou
min F = min(min F’, 2,,11). ‘Apa toydet  p(n+1). And v Apyd tne Madnpatxic Enayoyic n p(n) woydet
yio xdde n € N.

(B) Eotww A C N un xevéd xau éotw ng € A. Eotww A,, ={n € A:n <ng}. To A,, elvu nenepacuévo
ool €xel to mOND my oTouela, un xevd (ng € Ap,) xou dpa and to (o) €xel ehdyioto otoiyelo. Eotw
ap = min A,,. Ioyveldpacte 61l ag = min A. Ipdyuatt, éotw a € A. Tote elte a <ng fa > ng. Ava <ng
t6te @ € Ap, xou dpa ag < a (ool ag = min Ay,). Av a > ng téte TN @ > ag, apod ng > ag. Apo a > ag
yio xdde a € A.

"Aoxnon 2. Anodeite ot yia xdde n € N xdde alvolo ue n atouyeio Exel 2™ uTocUVOAA.

AVor. Avn =16t A= {a1} povochvoro xou dpa to A éyel dVo urtocivora To B xou o Bo To A. Apa
n npbtao woyvel Yo n = 1. Eotw 6u n p(n) wyldel yo xdnowo n € N. 'Eotw A = {a1,...,an1+1} éva cdvolo
ue n + 1 otoyelo. Oétovye A" = {a1,...,a,}. To A’ éyer n-otoyela xou dpo and emoywyixr vnédeon €xel
2™ vnooUvoha. Ilapoatneolue éti ta utoctvola tou A ywellovtar oe 0o Eéva uépn: Xe autd to utochvoha
TIOU BEV TEPLEYOUV TO Ap41 XU OE EXEIVA TTOU TO TERIEYOLY. AUTA TOU BEV TEPLEYOUV TO Apq Elvan oxptBog Tal
urocUvora tou A’ xou dpa elvor 2™ to TARloc. And tnv SN pepld, éva unocivoho F C A mou mepLéyEl To
ant1 YPdgeTaw oty wopyh F' = F' U{ap41} pe F' C A’ Topatnpoiye enione 6t auth 1 ovuotoryla F — F
vyt B C A ye apqq € F ebvan 1-1. "Apo téh tat untochvora Tou A ToU TEPLEYOUY TO Gy elvol xan outd 2
1o mAfloc. Luvenog 6ha to utoolvoha tou A elvon 2" + 2" =2-2" = ntl 1o mdoc.

‘Aoxnon 3. Eow A, B yn xevd nencpacpéva oOvola. Amnodeilte 61t 1o mhilog ohwv twv arnewovicewy
f+A—= Belvaum” émov m to mifdog twv otolyelwy tou B xou n 1o tAflog twv oTolyelwy tou A.

(Trdbeitn: Xwabeporoieiote éva menepaoévo un kevd B kai arodeiéte tny npdraon ue enaywyn oto mArjdog
Ty oTolyeiwy tou A.)

AvVom. Eotw m € N xou é0tw B = {by,...,bn} un xevé ovvoro pe thijdoc otoyelwy m. Eotw p(n) n
TpoTUoT:

[ xdde aOvoro A pe mifdog otoiyeinwv n 1o TARdoc dAwv Twv ancixovicewy f: A — B elvar m”

T n =1, n p(1) wyder. Ipdyuat oty neplntwon auth 10 A = {a} elvar povosivoho xau ot anexovioels
fiA—= Beivaol fi,..., fm 01ou fi(a) =b;, 1 <i<m.

‘Eoto 61 n p(n) woydet yio xdrowo n € N xou éotw A = {aq,...,ant1} éva cOvoho pe n + 1 onueio. Eotw
F 16 cUvoho 6hwv Twv ameixovicewy and 10 A oto B. T xdde 1 < ¢ < m Yétovye

Fi=A{f€F: flant1) = bi}



ITépvovtag Tov neploplopd xdde f: A — B oto A’ mopatnpolye 1 1o F; eivan oe 1-1 xou eni avuiotoryla ye to
o0vVoLo GAwY Ttwv anewxovicewy and n-clvoho A’ = {a1,...,a,} 010 B. Apa, and tnyv enaywyw o unddeo
1o tA\fdog tou F; elvan m™. Ta F; anoteholv yia dlapéplon tou F,

F=FU---UF,xuFNF;=0yoi#j

€)Y OUNE
N————

m—qpopéc

Ané Modnuotix Enoywyn n p(n) woydet yio xdde n € N.

‘Aocxnon 4. 'Eotw A, B un xevd cOvoha xat éotw f : A = B. H f xokelton 1 — 1 av yia x&de a1,a2 € A
ME a1 # ag woyVel 6t f(ar) # f(az). Enione n f xodelton enf av yioa xéde b € B undpyet a € A pe b = f(a).
Anodeigte 6t v xdde n € N xou yioo xdde Ledyoc ouvohwy A, B pe mifdoc otoyelov |A] = |B] = n 1o
idoc 6hwv Ty 1 — 1 xou eni anexovicewy f: A — B ebvaw nl. (6noun!=1-2-3...n).

AVor. H anddeln eivan nopdpowa pe oauthv tne Aoxnone 3. T n = 1 eivon npogovée (Wi povodixh
anewoévion). Eotw 6t n npdtao woydet yia xdnow n € N xawéotw A = {a1,...,any1} xou B ={b1,..., b1}
0vo olvoha pe n + 1 otoyeia. ‘Eotw F 1o cUvoho 6hwv twv twv 1 — 1 xou enl anewxovicewy f: A — B. Ta
xqe 1 < i <n+1détoupue

Fi=A{f € F: flant1) = ai}
Tapatnpolpe 6t av f € F; tote o nepopiopds e f oto A = {ay,...,an} eivon pa 1-1 xou eni anewdvion
ond 10 A’ oto B = {b; € B : j #i}. Enedr |A'| = |B]| = n and tnv enoyoyixt poc vnédeon éneton 6L yiol
xdde 1 < i <n+1 10 nhidoc tou xdde F; wooltan ye nl. ‘Apa to mAfdog tou F elvou

nl+---+nl=Mnm+1)-nl=(n+1)!
—_——

(n+1)-popéc

"Aoxnon 5. 'Eotww A C R un xevé xaw éotw My € R. Av xé0e M > My elvon dve @pdrypa tov A deléte 6Tt
10 My ebvan dves ppdrypo tou A.

AVor. 'Eotw npoc anaywyr oe dtono 61l 1o My dev elvan dve gpdypa tou A. Tote Yo unrpye a € A ye
My < a. 'Eotw

M:M0+a
2
Téte
My< M <a

xon dpat To M eved elvon yviolo peyalitepo tou My dev elvon dve pdyua tou A, dtomo.

"Aocxnon 6. 'Ectw A C R xu éotw s = sup A. Elvon 6001 1) oyt 611 Yo xdde € > 0 undpyet a € A €100
wotes—e<a<s;

Aom. Oy dev eivon owotd. T mopdderypa A = (0,1) U {2}. Téte s = supA = max A = 2 xou yio
e =1/28ev undpyet a € A ye s —e < a. Ioylel BéPona 6L undpyet a € Apye s —e < a < s (10 a = s).

"Aoxnon 7. 'Eotww A C B C R un xevd pe 10 B gpayuévo. Aei€te 6Tt xou 10 A elvan @paypévo xan 6t
inf B<infA<supA<supB

AVor. Enedni xdde otoyeio tou A eivan xou ototyeio tou B éneton oL wdde dver ( xdtew ) @pdypo tou
B etvon xou dve (ovt. xdte ) gedypa tov A (av m < b < M vy xéde b € B 161 xou m < a < M vy x&de
a € A). Edwxbtepa, ened] 1o sup B we dve @pdyua tou B elvon xan dve @pdypo tou A xou dpa

sup A < sup B



016l to sup A ebvor to wxpdtepo dvw @edyuoa tou A. ‘Opola to inf B w¢ xdtw ¢edyuo tov B elvar xot xdtw
pedyuo tou A xou doo
inf B<infA

016t to inf A elvan to peyohltepo xdtw pedypo tou A. Téhog inf A < a < sup A vy 6ot T @ € a xou dipot
inf A < sup A.

‘Aoxnomn 8. Eotww A C R un xevo xan gparyuévo xa éotw s = sup A xou 7 = inf A. Av I = [z,y] xhewo16
ddotnua tou R pe A C I Sei€te 61 A C [1, 5] C I, Snhad¥| To [7, 5] elvon 10 puxpdtepo xhetotd ddotnua tou R
Tou TEPLEYEL TO A.

AVom. Agod A C [z,y] éxoupe 6tz < a < y v xée a € A, Apa = xdtw @pdypa touv A xou y dve
pedrypa Tou A. Onéte x <inf A =7xu s =sup A <y. Apaz <7< s <y ondte [1,s] C 1.

"Aoxnon 9. 'Eotw A C R un xevéd xa gporypévo xau éotw s = sup A xou 7 = inf A. Opilouye tnv Siduetpo
Tou A va ebvon o aprdude diam(A) = sup{a —a' : a,a’ € A}. Aci&te 6t diam(A) =s— 7.

AVor. Eow a,a’ € A. Ened) 7 < a,a’ < s éyouge 6nia—a’ < s— 7. Apa 10 s — 7 elvon Gvw @pdypo
tou ouvéhov {a —a’ : a,a’ € A} ondte
diam(A) =sup{a—a' :a,d’ € A} <s—7
Aclyvoupe topa 6TL dev pnopel vo oy del ot diam(A) < s — 7 xou dpa diam(A) = s — 7.
Mpdrypott, éotw diam(A) < s — 7 xou €0t
e =s—71—diam(A)
7 Stopopd Toug. Ao TNV Yapax TNELo TIX WBLOTHTA ToL supremum ot infimum vndpyouv aq, a2 € A pe
<T+ c c <
a <T+ - xu s—=<a
1 5 2 2
onote
ag —a; > s — 1 —e = diam(A)
dromo agol diam(A) = sup{a — a' : a,a’ € A}.

‘Aocxmnon 10. Ectww A, B un xevd gpoyuéva utochvoha tou R tétowa wote sup A = inf B. Aelgte 61 v
x&e € > 0 vndpyovva € Axaube Bpe 0<b—a<e

AVom. 'Eotww s =sup A = inf B. Ané v yopoxtneio Ty WiétnTo Tou supremum xoi infimum yio xdde
€ > 0 urndpyouv a € A xau b € B tétoia (HOTE

€ €
s—=—<a<s<b<s+ -,
2 2
onoTE
0<b—a<e

‘Aoxnon 11. Eow A, B € R tétow dote v xdde a € A xou xdde b € B woydel 6 a < b. Aceilte ot
sup A < inf B.

AVom. And my unddeon éneton otL xdde b € B elvon dve @pdrypo tou A, ondte sup A < b yio onolodnrote
b € B, apol to sup A elvat 10 uixpdtepo dve @pdypa tou A. Autd pe Ty oelpd tou onuaivel 6Tl to sup A elvou
%x4Tw Qedyuo tou B xa dpa sup A < inf B agol to inf B elvan to yeyohltepo xdtw gpdyua tou B.
m  4n

‘Aoxnon 12. Eoww A = {— +—:m,n € N}. Beelte to inf A xou del€te 61 10 A Bev elvan v pporyuévo.
nom



Avon. Xenowonowdvtac tny aviobtnta 22 + y2 > 2xy éyoupe

2 2
T+4£:m +4n Z4mn:4

n m nm mn

HE TNV tooTNTa va Loy Vel 6tay m = 2n. ‘Apo inf A = min A = 4.
Ano tnv dAAN uepid, av m = 1 té1¢
4 1
m+—n:7+4n24n2n
n m n

v x&de n € N. Yuvenddg yia xdde n € N undpyet @ € A ye a > n. Enedn 1o N dev elvon dve @paypévo
éyoupe 6Tt xan t0 A Bev elvon dvw Qporyuévo.

"Aoxnon 13. Eotww A, B C R un xevd ttow dote yo xdde a € A undpyet b € B pe b > a.
() Av 1o A Bev elvan dved gpaypévo dellte 6t xou to B Bev elvon dvw pparyUévo.
(B) Av 10 B eivan dve gpaypévo deilte ot xou to A elvan dved gpoypévo o sup A < sup B.

AVom. (o) Oa deifoupe dT xdde nporypatixde apdude dev etvon dve gpdyua touv A. Ipdyuat, éotw = € R.
Agol 1o A Bev elvon dvw ppaypévo undpyel a € A pe a > x. Anb tnv unddeon pac undpyer b € B pe b > a xau
G b > .

(B) Oo delZoupe 6Tt xdde dve pedyua Tou B elvan xou dve @pdyua tou A. Autd eldixdtepa onuoiver 6tL 10
sup B elvar dve @pdrypa tou A xau dpa sup A < sup B ool to sup A elvon o uixpdtepo dve gpdyuo tou A.
‘Eotw M dve @pdypa tou B xaw éotw a € A tuyalo ototyelo tou. And tnyv unddeon pag undpyel b € B pe
b>axwudpaa<b<M=a< M. Erdi1oafrav éva onotodrinote ctoiyelo tou A éyoupe 6Tl 10 M elvou
Gve @pdryua Tou A.

"Aoxnorn 14. Eotww a € R. Xpnoylonotdvtog Ty muxvetnta v pntdyv aptduoy deilte 6t
sup{€Q:q<a}=inf{geQ:q>a}=a

AvVor. Eow A={q€Q:q<a}. Toacivu dve ppdyua tou A xou dpa sup A < a (1o sup A elvan t0
wxpbTEED dves pedyue). Eotw npog anaywyn oe drono bt supA < a. Adyw nuxvétntag pntédyv oto R undpyel
geQuesupA <g<a AN tote g€ A= qg<supA (apod q € Q xou ¢ < a). Atono apol TawTdyPOVYL
q > sup A.

Opoiwc éoww B = {g € Q : ¢ > a}. To a eivar xdtw @pdypa tov B xa dpa a < inf B (to inf B eivou
T0 PEYOAUTEPO XdTw Ppdypa). Eotw mpog anaywy? ot dtono 6t a < inf B. Abdyw nuxvétnroc pntédv oto
R undpyet ¢ € Q pe a < g < inf B. AMN\G t61€ ¢ € B = inf B < ¢ (agol ¢ € Q o a < q). "Atorno, agod
tautoypova inf B < g.

"Aocxnomn 15. Eotw A C R un xevé xaw gpaypévo. Oétoupe —A = {—a:a € A}. Aclte b
sup(—A) = —inf A xou inf(—A4) = —sup A
AVom. Actyvouye mpdta 6Tl yia xdde € R 1oy det 1 looduvapio
To x elvan xdtw @edypa Tov A & To — x elvan dve @pdypa Tov — A (1)

Ipdrypott, & xdtw @pdyuo tov A < x <aVae€ A —x > —a, Ya € A & —x dvw @pdyua o — A.
H (1) Sotumddveton xan Llood0vopo Ue apVAoELS w¢ eEHC

To x dev elvan xdtw pedypa tou A & To — x Sev elvan dve ppdypa tou — A (2)
Ané v (1) xou (2) unopodue va dolue bt
To z € R eivow 10 peyohdtepo xdtw gedyua tov A < To — z elvon To UixpoTERD dved Ppdypa Tou — A

Me &a Aoy ¢ = inf A & —inf A = sup(—A) < sup(—A) = —inf A ©étovtac —A oty ¥éon tou A
nofpvoupe sup(—(—A4)) = —inf(—A) = sup A = —inf(—A) = inf(—A) = —sup A.



‘Aoxmnorn 16. 'Eotww A, B C R un xevd xou dve gpaypéva. Aeléte 61t to AU B elvon dve qpayuévo xou
sup(A U B) = max{sup A,sup B}.

AVon. H évwon AU B elvon dvw gpayuévo unoctvoro tou R. Tlpdypatt éotw My €va dve @pdypo Tou
A xou My éva dver @pdypa tou B. Av M = max{M;, Mz} tétc a < My < M xou b < My < M yio 6ot ot
ac€ Axube B. Apac <My bha o ¢c € AU B. Ewdwédtepa v My = sup A xaw My = sup B téte 10
max{sup A, sup B} elvau dve gpdypo tou AU B. "Apa

sup(A U B) < max{sup A, sup B} (3)

86Tt to sup(A U B) elvan 1o pnpdtepo dvw @pdyua tou AU B). And v d\n peptd, A € AU B xou dpo
sup A < sup(A U B). Opolewc B C AU B xa dpo sup B < sup(A U B) (8eite Aoxnon 7». Tuvenaog,

max{sup 4, sup B} < sup(AU B) (4)
Ané tc (3) xou (4) madpvoupe sup(A U B) = max{sup A,sup B}.
"Aocxnon 17. Eotww A, B C R pn xevd o xdtw geayuéve. Aeilte 6t inf(A U B) = min{inf A, inf B}.

AVon. H évwon AU B elvon xdtw gpayuévo unocivoro tou R. Tpdypatt €0tw my éva xdte gedyuo Tou
A xou mg éva xdtw @pdyua tov B. Av m = min{m,ma} té6te m < my < a xaw m < mg < by 6ho o
a€ Axube B Apgpm < cyabhatac € AU B. Edudtepa av my = inf A xou mg = inf B t61e 10
min{inf A, inf B} efvon xdte @edypo tou AU B. "Apa

min{inf A, inf B} <inf(A U B) (5)

86Tt to inf(A U B) elvon 10 peyahitepo xdtw @pdypa tov AU B). And v dhn uepd, A € AU B xau dpo
inf(AU B) <inf A. Opoiwc B C AU B xou dpa inf(AU B) < inf B (Scite Aoxnon 7». Tuvenag,

inf(A U B) < min{inf A, inf B} (6)
Ané uc (5) xou (6) madpvoupe inf(A U B) = min{inf A, inf B}.
"Aoxnon 18. Eoctw A xoauw B 800 yn xevd utocUVolo TeVv Teay oty aptdudy. Oétouue
A+B={a+b:ac Abe B}
Ag{&te 6Tt av ta A xou B eivan dvey gporypéva, t61e sup(A + B) = sup A + sup B.
AVom. Enedr) a < sup A yia xdide a € A xou opolwg b < sup B yio xdde b € B €youpe 6Tt
a+b<supA+supB
yia xdde a € A xou xdde b € B xou dpa to sup A + sup B elvow dve gpdyuo tou A + B, ondte
sup(A+ B) < sup A + sup B

Mével va Seuydel 6T 1 nepintwon sup(A + B) < sup A + sup B 8ev unogei vor cuufe.
Ipdrypott é0tw npoc anaywyn ot dtono 6t sup(A + B) < sup A + sup B. ©étouye € = sup A + sup B —

sup(A + B). Eneldf sup A — % < sup A undpyet a € A ye sup A — % < a. Opolwc undpyer b € B pe
sup B — % < b. Apa

a+b> (supA—%) + (supB— %) =sup A+ sup B — e =sup(4 + B)

§tono. ‘Apa sup(A + B) = sup A + sup B.



"Aoxnon 19. Ectw A xa B 800 un xevd uvnoctvolo Jetikdy mporylatixdy aplduoy. ©étouvue
AB ={ab:a <€ A,be B}
Ag{&te 6Tt av ta A xou B eivan dved gporypéva, t61e sup(AB) = sup A - sup B.

AVom. Ened 0 < a < sup A vy xdde a € A xou opolwg 0 < b < sup B yw xdde b € B éyoupe 6t
0 <ab<supA-supB vy xde a € A xou x&9e b € B xou dpa 1o sup A - sup B elvan dve @pdrypa tou AB,
onote

sup(AB) < sup A -sup B
Mével tdpa vo anoxhetoVel 1 tepintwon sup(AB) < sup A-sup B. Ipdypat, éotw 6t sup(AB) < sup A-sup B.
O¢Toupe
sup A - sup B — sup(AB)
sup A +sup B

Téte sup A,sup B > € > 0 (yutl;) Apo undpyouv a € A xau b € B pe
a>supA—e>0 xub>supB—€>0

AXNG ot
ab > (sup A — €)(sup B — €) = sup A - sup B — e(sup A + sup B) + €2 = sup(AB) + €2 > sup(AB)

dromo, apol ab € AB xou dpo Yo mpénel ab < sup(AB).



