
Μεταπτυχιακή ΄Αλγεβρα - Ασκήσεις (Εαρινό 2024-2025)

1. ΄Εστω (M ,+) αβελιανή οµάδα. Εφοδιάζουµε το σύνολο των ενδοµορφισµών της

End(M) = { f : M → M | f οµοµορφισµός οµάδων}

µε µία διµελή πράξη

⊕ : End(M)× End(M)→ End(M) : ( f , g) 7→ f ⊕ g

όπου ( f ⊕g)(m) := f (m)+g(m) ∀m ∈ M . Η πράξη αυτή είναι καλά ορισµένη µε ουδέτερο
στοιχείο την µηδενική απεικόνιση

e : M → M : m 7→ 0M ∀m ∈ M .

Να δείξετε ότι το (End(M),⊕) αποτελεί αβελιανή οµάδα (δηλαδή ότι η ⊕ είναι προσεταιρι-
τική, µεταθετική και ότι υπάρχουν αντίστροφα).

2. Εφοδιάζουµε το End(M) µε µία ακόµα διµελή πράξη

◦ : End(M)× End(M)→ End(M) : ( f , g) 7→ f ◦ g

όπου ( f ◦ g)(m) := f (g(m)) ∀m ∈ m. Να δείξετε ότι η πράξη είναι καλά ορισµένη και το
(End(M),◦) είναι µονοειδές (δηλαδή η ◦ είναι προσεταιριστική και έχει ουδέτερο στοιχείο).

3. Επιπλέον έχουµε δείξει ότι f ◦ (g⊕h) = f ◦ g⊕ f ◦h για κάθε f , g, h ∈ End(M). Να δείξετε
ότι

( f ⊕ g) ◦ h= f ◦ h⊕ g ◦ h

οπότε και ο (End(M),⊕,◦) είναι δακτύλιος.

4. ΄Εστω R δακτύλιος. Υπάρχουν δύο ισοδύναµοι τρόποι να ορίσουµε πρότυπα υπέρ του R.

(α) ΄Ενα R-πρότυπο είναι µία αβελιανή οµάδα (M ,+) εφοδιασµένη µε έναν οµοµορφισµό
δακτυλίων R→ End(M).

(ϐ) ΄Ενα R-πρότυπο είναι µία αβελιανή οµάδα (M ,+) εφοδιασµένη µε έναν εξωτερικό
πολλαπλασιασµό

× : R×M → M : (r, m) 7→ r ×m

έτσι ώστε
(i) r × (m+m′) = r ×m+ r ×m′ για κάθε r ∈ R, m, m′ ∈ M ,
(ii) (r + r ′)×m= r ×m+ r ′ ×m για κάθε r, r ′ ∈ R, m ∈ M ,
(iii) (r · r ′)×m= r × (r ′ ×m) για κάθε r, r ′ ∈ R, m ∈ M και
(iv) 1R ×m= m για κάθε m ∈ M .

Να δείξετε τα (iii), (iv) στην κατεύθυνση (α)=⇒ (ϐ). Επιπλέον, να δείξετε ότι (ϐ)=⇒ (α).

5. ΄Εστω (M ,+) αβελιανή οµάδα. Ορίζουµε απεικόνιση

End(M)×M → M : ( f , m) 7→ f (m)

για κάθε f ∈ End(M) και m ∈ M . Να δείξετε ότι η παραπάνω απεικόνιση ορίζει End(M)-
δράση επί του M , δηλαδή ότι η M αποκτά τη δοµή End(M)-προτύπου.

6. ΄Εστω R ένας δακτύλιος, M ένα R-πρότυπο και N ⩽ M ένα R-υποπρότυπο του M . Να
δείξετε ότι η καλά ορισµένη απεικόνιση

R×M/N → M/N : (r, m+ N) 7→ (rm) + N ,

ορίζει δοµή R-προτύπου στο M/N .
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7. Εάν R δακτύλιος, M , N , K τρία R-πρότυπα και f : M → N , g : N → K είναι R-οµοµορφισµοί,
τότε η σύνθεσή τους g ◦ f : M → K είναι R-οµοµορφισµός.

8. ΄Εστω R δακτύλιος και M , N δύο R-πρότυπα. Να δείξετε ότι ένας R-οµοµορφισµός είναι
1-1 αν και µόνο αν ker f = {0}.

9. Να διατυπώσετε και να αποδείξετε την καθολική ιδιότητα του ευθέως γινοµένου προτύπων.
(Αντιστρέψτε τα ϐέλη στην καθολική ιδιότητα του ευθέως αθροίσµατος προτύπων).

10. Να αποδείξετε ότι η απεικόνιση
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11. ΄Εστω 0 → A
i
→ B

π
→ C → 0 ϐραχεία ακριβής ακολουθία. Να δείξετε ότι εάν υπάρχει

ισοµορφισµός B ∼= A⊕ C τέτοιος ώστε

0 A B C 0

0 A A⊕ C C 0

i π

f ∼=

τότε ο i διασπάται.

12. ΄Εστω ένα µεταθετικό διάγραµµα µε ακριβείς οριζόντιες γραµµές

A B C D E

A′ B′ C ′ D′ E′

κ

f

λ

g

µ

h

ν

u k

κ′ λ′ µ′ ν′

Να δείξετε ότι αν οι u, g είναι επί και η κ είναι 1-1 τότε η h είναι επί.

13. ΄Εστω M ένα ελεύθερο R-πρότυπο και {ei}i∈I µια ϐάση αυτού. Να δείξετε ότι η απεικόνιση

M →
⊕

i∈I

R : m=
∑

i∈I

riei 7→ (ri)i∈I

είναι R-ισοµορφισµός.

14. ΄Εστωσαν M , N δύο R-πρότυπα. Να δείξετε ότι η απεικόνιση

η : M × N → M ⊗R N : (m, n) 7→ m⊗ n

είναι R-αµφιπροσθετική.

15. Να δείξετε ότι αν D διαιρετή αβελιανή οµάδα και T αβελιανή οµάδα στρέψης τότε D⊗T ∼= 0.

16. ΄Εστω R δακτύλιος, f : MR → M ′R οµοµορφισµός δεξιών R-προτύπων, g : RN → RN ′

οµοµορφισµός αριστερών R-προτύπων. Να δείξετε ότι η απεικόνιση

k : M × N → M ′ ⊗R N ′ : (m, n) 7→ f (m)⊗ g(n)

είναι R-αµφιπροσθετική.

2



17. Θεωρούµε δύο δακτυλίους R και S, M ένα αριστερό R-πρότυπο και N ένα δεξί R-πρότυπο.
Να δείξετε ότι η απεικόνιση

homS(M , N)× R→ homS(M , N) : ( f : M → N , r) 7→ f · r

όπου ( f · r)(m) := f (rm) για κάθε m ∈ M , ορίζει R-δράση επί του homS(M , N).

18. ΄Εστωσαν δύο δακτύλιοι R, S, L ένα δεξί R-πρότυπο και M ένα (R, S)-αµφιπρότυπο. Να
δείξετε ότι η αβελιανή οµάδα L ⊗R M αποκτά τη δοµή δεξιού S-προτύπου ως

(L ⊗M)× S→ L ⊗M : (ℓ⊗m)× s := ℓ⊗ (m× s).

19. Να αποδείξετε ότι στην κατηγορία Set των συνόλων, ένας µορφισµός είναι µονοµορφισµός
αν και µόνο αν είναι 1-1.

20. Να αποδείξετε ότι στην κατηγορία Set των συνόλων, ένας µορφισµός είναι επιµορφισµός
αν και µόνο αν είναι επί.

21. Να δείξετε ότι υπάρχει συναρτητής P : Set→ Set που στέλνει ένα σύνολο X στο δυναµο-
σύνολό του P(X ).

22. Αν A είναι ένα αριστερό R-πρότυπο, να δείξετε ότι υπάρχει συναρτητής

−⊗R A : ModR
︸ ︷︷ ︸

δεξιά R-πρότυπα

→ AbGrp.

Επιπλέον, αν A είναι και δεξί S-πρότυπο τότε υπάρχει συναρτητής

−⊗R A : ModR→ModS.

23. ΄Εστω κατηγορία C και ϐέλος g : A′→ A µέσα στη C . Να δείξετε ότι ο µετασχηµατισµός

C ⇓ φ Set

C (A,−)

C (A′,−)

µε συνιστώσες φB :C (A, B)→C (A′, B) : f 7→ φ( f ) := f ◦ g είναι ϕυσικός.

24. Να αποδείξετε ότι ο D : Vectop
k → Vectk που στέλνει ένα διανυσµατικό χώρο V στον δυϊκό

του D(V ) := V ∗ = homk(V, k) και µια γραµµική απεικόνιση f : V →W στην

f ∗ : W ∗→ V ∗ : f ∗(h) = h ◦ f

είναι ανταλλοίωτος συναρτητής.

25. ΄Εχει δεξια προσαρτηµένο ο συναρτητής

∆ : Set→ Set× Set

που ορίζεται ως X 7→ (X , X ) στα αντικείµενα και f 7→ ( f , f ) στις συναρτήσεις ;

26. (Προαιρετικά) Στο Λήµµα του Yoneda, πήραµε ισοµορφισµούς

ϑc,F : Nat(C (−, c), F)
∼=→ F
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οι οποίοι είναι ϕυσικοί στα c και F . Να δείξετε τη ϕυσικότητα στο F , δηλαδή την αντιµετα-
ϑετικότητα του διαγράµµατος

Nat(C (−, c), F) Fc

Nat(C (−, c), F ′) F ′c

ϑc,F

α ◦ − αC

ϑc,F ′

για κάθε δύο συναρτητές F, F ′ και ϕυσικό µετασχηµατισµό α : F → F ′.

27. (Προαιρετικά) Να δείξετε ότι κάθε συναρτητής στέλνει ισοµορφισµούς σε ισοµορφισµούς.
∆ηλαδή, αν C ,D κατηγορίες, F : C → D συναρτητής και f ισοµορφισµός αντικειµένων
της C τότε ο F f είναι ισοµορφισµός στη D.
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