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Κεφάλαιο 1

Χώροι Hilbert

Στα προηγούμενα κεφάλαια, έχουμε αναφερθεί σε τοπολογικούς χώρους, σε
μετρικούς χώρους και σε 𝐿𝑝 χώρους και έχουμε ασχοληθεί με κάποιους από αυ-
τούς τους χώρους επιδερμικά και με άλλους βαθύτερα, ανάλογα με το πόσο εμπί-
πτει στα ενδιαφέροντά μας ο κάθε ένας από αυτούς τους χώρους. Υπενθυμίζουμε
ότι οι χώροι Banach είναι πλήρεις μετρικοί χώροι, δηλαδή μετρικοί χώροι όπου
κάθε Cauchy ακολουθία τους συγκλίνει. Υπενθυμίζουμε, επίσης, ότι η έννοια του
στοιχείου ενός αφηρημένου διανυσματικού χώρου γενικεύει την έννοια του δια-
νύσματος του Ευκλείδειου χώρου και ότι η norm γενικεύει την έννοια του μήκους
του. Ωστόσο, αυτό που λείπει από ένα γενικό χώρο με norm είναι ένα εσωτερικό
γινόμενο που να γενικεύει την έννοια του εσωτερικού γινομένου στον Ευκλείδειο
χώρο. Και τούτο γιατί αφενός μεν θα μας δώσει τη δυνατότητα να ορίσουμε μέσω
αυτού τη norm αφετέρου θα μας δώσει μια συνθήκη ορθογωνιότητας που είναι
ιδιαίτερα σημαντική σε πολλές εφαρμογές. Επομένως, η ερώτηση που τίθεται εί-
ναι: Πότε το εσωτερικό γινόμενο και η ορθογωνιότητα μπορούν να γενικευτούν
σε τυχόντες γραμμικούς χώρους; Στο κεφάλαιο αυτό θα ασχοληθούμε με τους χώ-
ρους όπου η norm που προέρχεται από ένα εσωτερικό γινόμενο οι οποίοι λέγονται
χώροι με εσωτερικό γινόμενο (ή προ-Hilbert χώροι) και στη συνέχεια με τους χώ-
ρους Hilbert που είναι πλήρεις προ-Hilbert χώροι, δηλαδή είναι χώροι Banach. Οι
χώροι με εσωτερικό γινόμενο είναι χώροι με norm αποτελούν γενίκευση των Ευ-
κλείδειων χώρων και παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον. Η θεωρία τους είναι η
πλουσιότερη από όλες τις θεωρίες που έχουν αναπτυχθεί σε αφηρημένους χώρους
και διατηρεί πολλά χαρακτηριστικά των Ευκλείδειων χώρων, μεταξύ των οποίων
εξέχουσα θέση έχει η ορθογωνιότητα. Επανερχόμενοι στους χώρους Hilbert, ση-
μειώνουμε ότι το εσωτερικό γινόμενο αποτελεί ένα επιπλέον χαρακτηριστικό σε
σύγκριση με τους υπόλοιπους αφηρημένους χώρους Banach, γεγονός που τους κα-
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6 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΧΩΡΟΙ Hilbert

θιστά ακόμα πιο ξεχωριστούς και ιδιαίτερα ενδιαφέροντες. Ωστόσο, ο κυριότερος
ίσως λόγος για τον οποίο ένας χώρος Hilbert παίζει εξέχοντα ρόλο είναι η ύπαρξη
μιας φυσικής αντιστοιχίας μεταξύ αυτού και του δυϊκού του 𝐻∗. Στο κεφάλαιο
αυτό, όπως και σε ολόκληρο το βιβλίο, οι βασικές έννοιες της Μαθηματικής Ανά-
λυσης θεωρούνται γνωστές, έχουμε δε ασχοληθεί σε προηγούμενα κεφάλαια με
όλους τους χώρους που είναι χρήσιμοι προκειμένου να μελετήσουμε τους χώρους
Hilbert. Ωστόσο, πρίν ασχοληθούμε με τους χώρους Hilbert θα κάνουμε μια πε-
ριήγηση στους προ-Hilbert χώρους. Στη συνέχεια θα χρησιμοποιήσουμε το εσω-
τερικό γινόμενο για να εισαγάγουμε την έννοια της ορθογωνιότητας σε ένα χώρο
Hilbert καθώς η γεωμετρία των χώρων Hilbert συμφωνεί σχεδόν πλήρως με τη
διαισθητική προσέγγιση των χώρων με πεπερασμένη διάσταση. Αντίθετα, η γεω-
μετρία των χώρων Banach με άπειρη διάσταση, που δεν είναι χώροι Hilbert, είναι
ιδιαίτερα περίπλοκη και αρκετά διαφορετική από μια αφελή ίσως γενίκευση της
περίπτωσης των χώρων πεπερασμένης διάστασης.

1.1 Χώροι με Εσωτερικό Γινόμενο
Θα δώσουμε τώρα τις βασικές έννοιες που αφορούν τους προ-Hilbert χώρους

και στη συνέχεια θα μελετήσουμε τους χώρους Hilbert, που, όπως αναφέραμε πα-
ραπάνω, δεν είναι τίποτα άλλο παρά πλήρεις προ-Hilbert χώροι.
Ένα εσωτερικό γινόμενο δίνει την έννοια της γωνίας δύο <διανυσμάτων> καθώς
και της ορθογωνιότητας με τον ίδιο τρόπο όπως το εσωτερικό γινόμενο ⟨𝑥, 𝑦⟩ =
|𝑥||𝑦| cos 𝜃 δύο διανυσμάτων 𝑥, 𝑦 του Ευκλείδειου χώρου δίνει τη γωνία 𝜃 των 𝑥
και 𝑦. Υπάρχουν πολλοί τρόποι να ορισθεί ένα εσωτερικό γινόμενο ανάλογα με
τις εφαρμογές, ωστόσο θα εστιάσουμε το ενδιαφέρον μας σε κάποια βασικά εσω-
τερικά γινόμενα και σε κάποια γενικά αποτελέσματα που ισχύουν και για όλα τα
εσωτερικά γινόμενα.

Σημείωση 1.1.1. Στο εξής τις περισσότερες φορές θα αναφερόμαστε σε μιγαδι-
κούς χώρους με εσωτερικό γινόμενο και σε χώρους Hilbert γιατί αυτή η θεώρηση
κάνει πιο άνετη και πλήρη την μελέτη τους καθώς και εκείνη των γραμμικών τελε-
στών. Στην περίπτωση που έχουμε πραγματικούς χώρους με εσωτερικό γινόμενο
μπορούμε να προσαρμόζουμε τους ορισμούς αντικαθιστώντας το συζυγή ̄𝑧 ενός
μιγαδικού (όπου εμφανίζεται) με τον ίδιο το μιγαδικό 𝑧.

Ορισμός 1.1.1. Ένας μιγαδικός χώρος𝑋 λέγεται χώρος με εσωτερικό γινόμενο ή
προ-Hilbert χώρος τότε και μόνο τότε όταν έχει ορισθεί μια μιγαδική συνάρτηση
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δύο μεταβλητών
⟨𝑥, 𝑦⟩ ∶ 𝑋 × 𝑋 → ℂ

με τις ακόλουθες ιδιότητες.
Για κάθε 𝑥1, 𝑥2, 𝑦 ∈ 𝑋 και για όλα τα βαθμωτό 𝑎, 𝑏 έχουμε:

(i) ⟨𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2, 𝑦⟩ = 𝑎⟨𝑥1, 𝑦⟩ + 𝑏⟨𝑥2, 𝑦⟩

(ii) ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑦, 𝑥⟩,

(iii) ⟨𝑥, 𝑥⟩ ≥ 0,

(iv) ⟨𝑥, 𝑥⟩ = 0 ⇔ 𝑥 = 0.

Ο μιγαδικός ⟨𝑦, 𝑥⟩ είναι ο συζυγής του ⟨𝑦, 𝑥⟩ και ισχύει

⟨𝑥, 𝑎𝑦1 + 𝑏𝑦2⟩ = ̄𝑎⟨𝑥, 𝑦1⟩ + 𝑏̄⟨𝑥, 𝑦2⟩.

Αν ο 𝑋 είναι ένας πραγματικός χώρος, τότε ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑦, 𝑥⟩.
Ένα εσωτερικό γινόμενο στον 𝑋 ορίζει μια norm στον 𝑋 (βλ. Ορισμός 1.1.3 και
Πρόταση 1.1.3) που δίδεται από τη σχέση

‖𝑥‖ = √⟨𝑥, 𝑥⟩

και μια μετρική στον στον 𝑋 (βλ. Παρατήρηση 1.1.2) που δίδεται από τη σχέση

𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖ = √⟨𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑦⟩.

Επομένως:
Οι χώροι με εσωτερικό γινόμενο είναι χώροι με norm. □

Σημείωση 1.1.2. Η ονομασία προ-Hilbert οφείλεται στο ότι από ένα τέτοιο χώρο
μπορούμε να μεταβούμε σε ένα χώρο Hilbert με τη διαδικασία της πλήρωσης.
Υπενθυμίζουμε ότι με αυτή τη διαδικασία δημιουργούμε ένα πλήρη χώρο από ένα
μη πλήρη "προσθέτοντας" κατά κάποια έννοια τα όρια όλων των συγκλινουσών
ακολουθιών του τα οποία δεν ήταν στοιχεία του αρχικού μη πλήρους μετρικού
χώρου.

Ορισμός 1.1.2. Ένας υπόχωρος 𝑊 ενός χώρου με εσωτερικό γινόμενο (𝑋, ⟨⋅, ⋅⟩)
ορίζεται ως ο διανυσματικός υπόχωρος του 𝑋 με εσωτερικό γινόμενο τον περιο-
ρισμό του ⟨⋅, ⋅⟩ στο 𝑊 × 𝑊 . □
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Παράδειγμα 1.1.1. Η συνάρτηση ⟨⋅, ⋅⟩ ∶ ℝ2 × ℝ2 → ℝ, όπου

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 𝑥1𝑦1 + 𝑥2𝑦2, ∀ 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2), 𝑦 = (𝑦1, 𝑦2) ∈ ℝ2,

είναι το γνωστό εσωτερικό γινόμενο στον ℝ2.
Γενικότερα:

Η συνάρτηση ⟨⋅, ⋅⟩ ∶ ℝ𝑛 × ℝ𝑛 → ℝ, όπου

⟨𝑥, 𝑦⟩ =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖, ∀ 𝑥 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑛) ∈ ℝ𝑛,

είναι εσωτερικό γινόμενο στον ℝ𝑛.
Από αυτό τo εσωτερικό γινόμενο προκύπτει η αντίστοιχη norm

‖𝑥‖ = √⟨𝑥, 𝑥⟩ = √𝑥2
1 + ⋅ ⋅ ⋅ + 𝑥2𝑛

και από αυτή η Ευκλείδεια μετρική που ορίζεται από τη σχέση

𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖ = √⟨𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑦⟩ = √(𝑥1 − 𝑦1)2 + ⋅ ⋅ ⋅ + (𝑥𝑛 − 𝑦𝑛)2.

Το εσωτερικό γινόμενο που ορίσαμε παραπάνω για 𝑛 = 2 και 𝑛 = 3 είναι το
γνωστό μας εσωτερικό γινόμενο στον ℝ2 είτε στον ℝ3, αντίστοιχα.

Παράδειγμα 1.1.2. Η συνάρτηση ⟨⋅, ⋅⟩ ∶ ℂ𝑛 × ℂ𝑛 → ℂ, όπου

⟨𝑥, 𝑦⟩ =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖, ∀ 𝑥 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑛) ∈ ℂ𝑛,

είναι εσωτερικό γινόμενο στον ℂ𝑛.

Παράδειγμα 1.1.3. Η συνάρτηση ⟨⋅, ⋅⟩ ∶ ℓ2 × ℓ2 → ℂ, όπου

⟨𝑥, 𝑦⟩ =
∞

∑
𝑛=1

𝑥𝑛𝑦𝑛, ∀ 𝑥 = {𝑥𝑛}∞
𝑛=1, 𝑦 = {𝑦𝑛}∞

𝑛=1 ∈ ℓ2,

είναι εσωτερικό γινόμενο στον ℓ2.
Αν ο χώρος είναι πραγματικός τότε

⟨𝑥, 𝑦⟩ =
∞

∑
𝑛=1

𝑥𝑛𝑦𝑛, ∀ 𝑥 = {𝑥𝑛}∞
𝑛=1, 𝑦 = {𝑦𝑛}∞

𝑛=1 ∈ ℓ2,



1.1. ΧΩΡΟΙ ΜΕ ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ 9

Από την ανισότητα του Hölder έχουμε

∣
∞

∑
𝑛=1

𝑥𝑛𝑦𝑛)∣ ≤ (
∞

∑
𝑛=1

|𝑥𝑛|2)
1/2

(
∞

∑
𝑛=1

|𝑦𝑛|2)
1/2

,

οπότε η συνάρτηση ⟨⋅, ⋅⟩ είναι καλά ορισμένη στον ℓ2 × ℓ2.

Παράδειγμα 1.1.4. Η συνάρτηση ⟨⋅, ⋅⟩ ∶ 𝑋 × 𝑋 → ℂ, όπου 𝑋 = 𝐶[𝑎, 𝑏] και

⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡, ∀ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]

Όμοια:
H συνάρτηση ⟨⋅, ⋅⟩ ∶ 𝑋 × 𝑋 → ℝ, όπου 𝑋 = 𝐶[𝑎, 𝑏] και

⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑡)𝑔(𝑡)𝑑𝑡, ∀ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶[𝑎, 𝑏]

είναι ένα εσωτερικό γινόμενο στον 𝑋.
Πάλι, από την ανισότητα του Hölder προκύπτει ότι

|⟨𝑓, 𝑔⟩| ≤ ‖𝑓‖𝐿2‖𝑔‖𝐿2 ,

οπότε, η συνάρτηση ⟨⋅, ⋅⟩ είναι καλά ορισμένη στον 𝐶[𝑎, 𝑏] × 𝐶[𝑎, 𝑏].

Παράδειγμα 1.1.5. Η συνάρτηση ⟨⋅, ⋅⟩ ∶ 𝐿2(Ω) × 𝐿2(Ω) → ℝ, όπου Ω ⊂ ℝ𝑛 και

⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫
Ω

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥, ∀ 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(Ω)

είναι ένα εσωτερικό γινόμενο στον 𝐿2(Ω).

Πρόταση 1.1.1. Έστω𝑋 ένας χώρος με εσωτερικό γινόμενο. Τότε, για κάθε𝑥, 𝑦, 𝑥1, 𝑥2, 𝑦1, 𝑦2 ∈
𝑋 και 𝜆 ∈ ℂ έχουμε τις ακόλουθες ιδιότητες:

(i) ⟨𝑥1 ± 𝑥2, 𝑦⟩ = ⟨𝑥1, 𝑦⟩ ± ⟨𝑥2, 𝑦⟩,

(ii) ⟨𝑥, 𝑦1 ± 𝑦2⟩ = ⟨𝑥, 𝑦1⟩ ± ⟨𝑥, 𝑦2⟩,

(iii) ⟨𝑥, 𝜆𝑦⟩ = 𝜆⟨𝑥, 𝑦⟩,

(iv) ⟨0, 𝑦⟩ = ⟨𝑥, 0⟩ = 0,
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(v) ⟨𝑥, 𝑧⟩ = ⟨𝑦, 𝑧⟩ ∀𝑧 ∈ 𝑋 ⇒ 𝑥 = 𝑦.

Απόδειξη.

(i) Προκύπτει από τον Ορισμό 1.1.1(i) για 𝜆1 = 𝜆2 = 1 και για 𝜆1 = −𝜆2 = 1,
αντίστοιχα.

(ii) Είναι

⟨𝑥, 𝑦1 ± 𝑦2⟩ = ⟨𝑦1 ± 𝑦2, 𝑥⟩ (𝑖)= ⟨𝑦1, 𝑥⟩ ± ⟨𝑦2, 𝑥⟩ = ⟨𝑦1, 𝑥⟩ ± ⟨𝑦2, 𝑥⟩
= ⟨𝑥, 𝑦1⟩ ± ⟨𝑥, 𝑦2⟩.

(iii) Είναι

⟨𝑥, 𝜆𝑦⟩ = ⟨𝜆𝑦, 𝑥⟩ = 𝜆⟨𝑦, 𝑥⟩ = 𝜆 ⟨𝑦, 𝑥⟩ = 𝜆⟨𝑥, 𝑦⟩.

(iv) Είναι
⟨0, 𝑦⟩ = ⟨0 + 0, 𝑦⟩ = ⟨0, 𝑦⟩ + ⟨0, 𝑦⟩,

οπότε ⟨0, 𝑦⟩ = 0.
Όμοια και ⟨𝑥, 0⟩ = 0.

(iv) Έστω ότι ⟨𝑥, 𝑧⟩ = ⟨𝑦, 𝑧⟩, γιά κάθε 𝑧 ∈ 𝑋. Τότε θα είναι

⟨𝑥 − 𝑦, 𝑧⟩ = ⟨𝑥, 𝑧⟩ − ⟨𝑦, 𝑧⟩ = 0,

οπότε από την (iv) προκύπτει ότι 𝑥 − 𝑦 = 0, από όπου 𝑥 = 𝑦.

□

Ορισμός 1.1.3. Έστω 𝑋 ένας γραμμικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο. Η συνάρ-
τηση ‖ ⋅ ‖ ∶ 𝑋 → [0, +∞) που ορίζεται από τη σχέση ‖𝑥‖ = √⟨𝑥, 𝑥⟩ ορίζει μια
norm στον 𝑋 (βλ. Πρόταση 1.1.3). □

Παρατήρηση 1.1.1. Αν σε ένα γραμμικό χώρο 𝑋 με εσωτερικό γινόμενο ορί-
σουμε μια norm σύμφωνα με τον Ορισμό 1.1.3 τότε ο χώρος γίνεται διανυσματι-
κός χώρος με norm και λέμε ότι η norm παράγεται από το εσωτερικό γινόμενο.
Ωστόσο, υπάρχουν norms που δεν παράγονται από κάποιο εσωτερικό γινόμενο.
Αποδεικνύεται ότι οι norms για τις οποίες δεν ισχύει ο κανόνας του παραλληλο-
γράμμου δεν παράγονται από εσωτερικό γινόμενο (βλ. Θεώρημα 1.1.1).

Eπομένως:
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Δεν είναι όλοι οι χώροι με norm χώροι με εσωτερικό γινόμενο.

Στηv Πρόταση 1.1.3 παρακάτω αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση ‖ ⋅ ‖ που ορί-
στηκε από το εσωτερικό γινόμενο (βλ. Ορισμός 1.1.2) είναι όντως μια norm. Θα
χρειαστεί να αποδείξουμε πρώτα την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 1.1.2. (Ανισότητα Cauchy-Schwartz) Έστω ένας χώρος με εσωτερικό
γινόμενο (𝑋, ⟨, ⟩). Τότε

|⟨𝑥, 𝑦⟩| ≤ ‖𝑥‖‖𝑦‖, ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,

όπου η ισότητα ισχύει όταν τα 𝑥, 𝑦 είναι γραμμικά εξαρτημένα.
Απόδειξη. Η ανισότητα ‖𝑥 + 𝑎𝑦‖2 ≥ 0, όπου 𝑥, 𝑦 είναι δύο τυχόντα στοιχεία του
𝑋 και 𝑎 ∈ ℂ, γράφεται ισοδύναμα

‖𝑥 + 𝑎𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 + 𝑎⟨𝑥, 𝑦⟩ + 𝑎⟨𝑦, 𝑥⟩ + |𝑎|2‖𝑦‖2 ≥ 0,

και για 𝑎 = −⟨𝑥, 𝑦⟩/‖𝑦‖2 προκύπτει η ανισότητα

0 ≤ ‖𝑥 + 𝑎𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 − ⟨𝑥, 𝑦⟩
‖𝑦‖2 ⟨𝑥, 𝑦⟩ − ⟨𝑥, 𝑦⟩

‖𝑦‖2 ⟨𝑦, 𝑥⟩ + (|⟨𝑥, 𝑦⟩|
‖𝑦‖2 )

2
‖𝑦‖2

= ‖𝑥‖2 − ⟨𝑥, 𝑦⟩
‖𝑦‖2 ⟨𝑥, 𝑦⟩ − ⟨𝑥, 𝑦⟩

‖𝑦‖2 ⟨𝑥, 𝑦⟩ + |⟨𝑥, 𝑦⟩|2
‖𝑦‖2

= ‖𝑥‖2 − |⟨𝑥, 𝑦⟩|2
‖𝑦‖2 ,

οπότε
|⟨𝑥, 𝑦⟩|2 ≤ ‖𝑥‖2‖𝑦‖2.

Αν τα 𝑥, 𝑦 είναι γραμμικά εξαρτημένα, τότε 𝑥 = 𝑘𝑦, 𝑘 ∈ ℂ, η τελευταία ισχύει ως
ισότητα.
Αντίστροφα, αν |⟨𝑥, 𝑦⟩| = ±‖𝑥‖‖𝑦‖ και 𝑦 ≠ 0, τότε η τελευταία ανισότητα συνε-
πάγεται ότι τα 𝑥, 𝑦 είναι γραμμικά εξαρτημένα. □

Πρόταση 1.1.3. Έστω 𝑋 ένας χώρος με εσωτερικό γινόμενο. Η συνάρτηση ‖ ⋅ ‖ ∶
𝑋 → [0, +∞) έχει τις ιδιότητες:

(i) ‖𝑥‖ = 0 ⇔ 𝑥 = 0.

(ii) ‖𝜆𝑥‖ = |𝜆|‖𝑥‖, για κάθε 𝜆 ∈ ℂ, 𝑥 ∈ 𝑋.
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(iii) ‖𝑥 + 𝑦‖ ≤ ‖𝑥‖ + ‖𝑦‖, για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 (Τριγωνική ανισότητα).

Απόδειξη. (i) Προκύπτει άμεσα από τους Ορισμούς 1.1.1 και 1.1.3.
(ii) Από τον Ορισμό 1.1.1, την Πρόταση 1.1.1 και τον Ορισμό 1.1.3 έχουμε:

‖𝜆𝑥‖2 = (𝜆𝑥, 𝜆𝑥) = 𝜆𝜆(𝑥, 𝑥) = |𝜆|2‖𝑥‖2.

(iii)Χρησιμοποιώντας την ανισότητα των Cauchy-Schwartz παίρνουμε διαδοχικά

‖𝑥 + 𝑦‖2 = ⟨𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦⟩
= ⟨𝑥, 𝑥⟩ + ⟨𝑥, 𝑦⟩ + ⟨𝑦, 𝑥⟩ + ⟨𝑦, 𝑦⟩
≤ ‖𝑥‖2 + ‖𝑥‖‖𝑦‖ + ‖𝑦‖‖𝑥‖ + ‖𝑦‖2

= (‖𝑥‖ + ‖𝑦‖)2.

□

Παρατήρηση 1.1.2. Είναι εύκολο να αποδειχτεί ότι σε ένα χώρο 𝑋 με εσωτερικό
γινόμενο η συνάρτηση 𝑑 ∶ 𝑋 × 𝑋 → ℝ, με 𝑑(𝑥, 𝑦) = ‖𝑥 − 𝑦‖ γιά κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋,
είναι μια μετρική.

Παράδειγμα 1.1.6. Οι norms που παράγονται από τα εσωτερικά γινόμενα στους
διανυσματικούς χώρους ℝ2, ℝ𝑛 και ℂ𝑛 των Παραδειγμάτων 1.1.1 και 1.1.2 είναι

οι ‖𝑥‖2 = √𝑥2
1 + 𝑥2

2, ‖𝑥‖2 = (
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 )

1/2
και ‖𝑥‖2 = (

𝑛
∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑥𝑖)
1/2

, αντίστοιχα,

και είναι οι συνήθεις norms αυτών των χώρων.

Παράδειγμα 1.1.7. Η norm που παράγεται από το εσωτερικό γινόμενο στον δια-

νυσματικό χώρο ℓ2 του Παραδείγματος 1.4.3 είναι η ‖𝑥‖ = (
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 )

1/2
ή η

‖𝑥‖ = (
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑥𝑖)
1/2

και είναι η συνήθης norm αυτού του χώρου.

Παράδειγμα 1.1.8. Η norm που παράγεται από το εσωτερικό γινόμενο στον χώρο

𝐶[𝑎, 𝑏] τουΠαραδείγματος 1.1.4 είναι η ‖𝑥‖ = (∫𝑏
𝑎 𝑥2(𝑡)𝑑𝑥)

1/2
ή η ‖𝑥‖ = (∫𝑏

𝑎 𝑥(𝑡)𝑥(𝑡)𝑑𝑡)
1/2

,
αντίστοιχα, ανάλογα με το αν η συνάρτηση 𝑥 παίρνει πραγματικές ή μιγαδικές τι-
μές, και είναι η συνήθης norm αυτού του χώρου.

Παράδειγμα 1.1.9. Η norm που παράγεται από το εσωτερικό γινόμενο στον δια-
νυσματικό χώρο 𝐿2(Ω), Ω ⊂ ℝ𝑛 του Παραδείγματος 1.1.5 είναι η ‖𝑓‖𝐿2(Ω) =
(∫Ω 𝑓2(𝑥)𝑑𝑥)1/2

και είναι η συνήθης norm αυτού του χώρου.
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Πρόταση 1.1.4. Έστω (𝑋, ⟨⋅, ⋅⟩) ένας χώρος με εσωτερικό γινόμενο.

(i) Αν ο 𝑋 είναι πραγματικός, τότε

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 1
4 (‖𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦‖2) .

(ii) Αν ο 𝑋 είναι μιγαδικός, τότε

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 1
4 (‖𝑥 + 𝑦‖2 + 𝑖‖𝑥 + 𝑖𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦‖2 − 𝑖‖𝑥 − 𝑖𝑦‖2) .

Απόδειξη.
(i) Είναι

‖𝑥 + 𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 + 2⟨𝑥, 𝑦⟩ + ‖𝑦‖2 − ‖𝑥‖2 + 2⟨𝑥, 𝑦⟩ − ‖𝑦‖2 = 4⟨𝑥, 𝑦⟩.

(ii) Έστω

𝐴 = ‖𝑥 + 𝑦‖2 + 𝑖 ‖𝑥 + 𝑖𝑦‖2 − ‖𝑥 − 𝑦‖2 − 𝑖 ‖𝑥 − 𝑖𝑦‖2 .

Τότε θα έχουμε

𝐴 = ⟨𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦⟩ + 𝑖⟨𝑥 + 𝑖𝑦, 𝑥 + 𝑖𝑦⟩ − ⟨𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑦⟩ − 𝑖⟨𝑥 − 𝑖𝑦, 𝑥 − 𝑖𝑦⟩
= ‖𝑥‖2 + ⟨𝑥, 𝑦⟩ + ⟨𝑦, 𝑥⟩ + ‖𝑦‖2 + 𝑖 ‖𝑥‖2

+𝑖⟨𝑥, 𝑖𝑦⟩ + 𝑖⟨𝑖𝑦, 𝑥⟩ + 𝑖 ‖𝑦‖2 − ‖𝑥‖2

+⟨𝑦, 𝑥⟩ + ⟨𝑥, 𝑦⟩ − ‖𝑦‖2 − 𝑖 ‖𝑥‖2

−𝑖⟨−𝑖𝑦, 𝑥⟩ − 𝑖⟨𝑥, −𝑖𝑦⟩ − 𝑖 ‖𝑦‖2 2⟨𝑥, 𝑦⟩
= +2⟨𝑦, 𝑥⟩ + ⟨𝑥, 𝑦⟩ − ⟨𝑦, 𝑥⟩ − ⟨𝑦, 𝑥⟩ + ⟨𝑥, 𝑦⟩
= 4⟨𝑥, 𝑦⟩.

□

Θεώρημα 1.1.1. (Κανόνας του παραλληλογράμμου) Ένας χώρος 𝑋 με norm
είναι ένας χώρος με εσωτερικό γινόμενο αν και μόνο αν η norm ικανοποιεί τον
κανόνα του παραλληλογράμμου:

‖𝑥 + 𝑦‖2 + ‖𝑥 − 𝑦‖2 = 2 ‖𝑥‖2 + 2 ‖𝑦‖2 .
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Απόδειξη. Έστω ότι ο (𝑋, ‖ ⋅ ‖) είναι πραγματικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο,
δηλαδή υπάρχει εσωτερικό γινόμενο ⟨⋅, ⋅⟩ στον 𝑋 που παράγει τη δοθείσα norm,
οπότε θα είναι ‖𝑥‖ = √⟨𝑥, 𝑥⟩. Τότε θα έχουμε

‖𝑥 + 𝑦‖2 = ⟨𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦⟩ = ‖𝑥‖2 + ⟨𝑥, 𝑦⟩ + ⟨𝑦, 𝑥⟩ + ‖𝑦‖2

‖𝑥 − 𝑦‖2 = ⟨𝑥 − 𝑦, 𝑥 − 𝑦⟩ = ‖𝑥‖2 − ⟨𝑥, 𝑦⟩ − ⟨𝑦, 𝑥⟩ + ‖𝑦‖2 ,

οπότε με πρόσθεση κατά μέλη προκύπτει η ζητούμενη σχέση.
Πρέπει να αποδείξουμε και το αντίστροφο. Δηλαδή, αν η norm ικανοποιεί την ανι-
σότητα του παραλληλογράμμου τότε η norm αυτή παράγεται από ένα εσωτερικό
γινόμενο στον 𝑋.
Aπόδειξη. (Άσκηση). □

Παρατήρηση 1.1.3. Το Θεώρημα 1.1.1 αποτελεί γενίκευση του θεωρήματος της
Ευκλείδειας γεωμετρίας το οποίο επίσης ονομάζεται <κανόνας του παραλληλο-
γράμμου> και μας λέει ότι:
Το άθροισμα των τετραγώνων των διαγωνίων ενός παραλληλογράμμου είναι ίσο με
το άθροισμα των τετραγώνων και των τεσσάρων πλευρών του.

Παράδειγμα 1.1.10. Η norm ‖𝑥‖ = |𝑥1| + |𝑥2|, όπου 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2) ∈ ℝ2 δεν
ικανοποιεί τον κανόνα του παραλληλογράμμου (αποδείξτε το) και επομένως δεν
παράγεται από κάποιο εσωτερικό γινόμενο.

Παράδειγμα 1.1.11. Θεωρούμε το διανυσματικό χώρο 𝐶[0, 1] εφοδιασμένο με τη
norm ‖𝑓‖1 = ∫1

0 |𝑓(𝑥)𝑑𝑥. H ‖ ⋅ ‖1 δεν παράγεται από κάποιο εσωτερικό γινόμενο.

Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι η norm ‖ ⋅ ‖1 δεν ικανοποιεί τον κανόνα του παραλλη-
λογράμμου. Έστω 𝑓(𝑥) = 1 και 𝑔(𝑥) = 2𝑥. Τότε,

‖𝑓‖1 = ∫
1

0
1𝑑𝑥 = 1, ‖𝑔‖1 = ∫

1

0
|2𝑥|𝑑𝑥 = 1,

‖𝑓 + 𝑔‖1 = ∫
1

0
|1 + 2𝑥|𝑑𝑥 = 2, ‖𝑓 − 𝑔‖1 = ∫

1

0
|1 − 2𝑥|𝑑𝑥 = 1

2.

Άρα,
‖𝑓 + 𝑔‖2

1 + ‖𝑓 − 𝑔‖2
1 = 17

4 ≠ 2(‖𝑓‖2
1 + ‖𝑔‖2

1).

Παράδειγμα 1.1.12. Θεωρούμε το γραμμικό χώρο 𝐶[0, 1] εφοδιασμένο με τη
norm ‖𝑓‖ = max𝑥∈[0,1] |𝑓(𝑥)|. H ‖ ⋅ ‖ δεν παράγεται από κάποιο εσωτερικό γι-
νόμενο.
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Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι για τη norm ‖ ⋅ ‖ δεν ισχύει ο κανόνας του παραλληλο-
γράμμου.
Έστω 𝑓(𝑥) = 𝑥 και 𝑔(𝑥) = 1 − 𝑥. Τότε, 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐶[0, 1] και

‖𝑓‖ = max
𝑥∈[0,1]

𝑥 = 1, ‖𝑔‖ = max
𝑥∈[0,1]

(1 − 𝑥) = 1,

‖𝑓 + 𝑔‖ = max
𝑥∈[0,1]

1 = 1, ‖𝑓 − 𝑔‖ = max
𝑥∈[0,1]

| − 1 + 2𝑥| = 1.

Άρα,
‖𝑓 + 𝑔‖2 + ‖𝑓 − 𝑔‖2 = 2 ≠ 4 = 2(‖𝑓‖2 + ‖𝑔‖2).

Παρατήρηση 1.1.4. Γενικά, ο χώρος 𝐶[𝑎, 𝑏] εφοδιασμένος με τη norm ‖𝑓‖ =
max𝑥∈[𝑎,𝑏] |𝑓(𝑥)| δεν είναι ένας χώρος με εσωτερικό γινόμενο. Πραγματικά, αν
πάρουμε 𝑓(𝑥) = 1 και 𝑔(𝑥) = 𝑥−𝑎

𝑏−𝑎 , τότε εύκολα βρίσκουμε ότι ‖𝑓‖ = 1, ‖𝑔‖ = 1,
‖𝑓 + 𝑔‖ = 2 και ‖𝑓 − 𝑔‖ = 1, οπότε δεν ισχύει ο κανόνας του παραλληλογράμμου
για τη norm.
Παράδειγμα 1.1.13. Οχώρος ℓ𝑝 με 𝑝 ≥ 1 είναι ένας χώρος με εσωτερικό γινόμενο
μόνο για 𝑝 = 2.
Απόδειξη. Θα δείξουμε ότι για τη norm ‖ ⋅ ‖ του ℓ𝑝 με 𝑝 ≠ 2 δεν ισχύει ο κανόνας
του παραλληλογράμμου.
Έστω 𝑥 = (1, 1, 0, 0, ⋅ ⋅ ⋅) ∈ ℓ𝑝 και 𝑦 = (1, −1, 0, 0, ⋅ ⋅ ⋅) ∈ ℓ𝑝. Τότε,

‖𝑥‖ = ‖𝑦‖ = 21/𝑝, ‖𝑥 + 𝑦‖ = ‖𝑥 − 𝑦‖ = 2.
Άρα,

‖𝑥 + 𝑦‖2 + ‖𝑥 − 𝑦‖2 = 8, 2(‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2) = 4 ⋅ 22/𝑝,
οπότε αν 𝑝 = 2 ισχύει ο κανόνας του παραλληλογράμμου, ενώ αν 𝑝 ≠ 2 δεν
ισχύει.
Θεώρημα 1.1.2. Κάθε εσωτερικό γινόμενο ⟨⋅, ⋅⟩ σε ένα χώρο 𝑋 είναι μια συνεχής
συνάρτηση.
Απόδειξη. Έστω {𝑥𝑛}∞

𝑛=1, {𝑦𝑛}∞
𝑛=1 δύο ακολουθίες του 𝑋 τέτοιες ώστε 𝑥𝑛 → 𝑥

και 𝑦𝑛 → 𝑦. Τότε, χρησιμοποιώντας την ανισότητα των Cauchy-Schwartz παίρ-
νουμε

|⟨𝑥𝑛, 𝑦𝑛⟩ − ⟨𝑥, 𝑦⟩| = |⟨𝑥𝑛, 𝑦𝑛⟩ − ⟨𝑥, 𝑦𝑛⟩ + ⟨𝑥, 𝑦𝑛⟩ − ⟨𝑥, 𝑦⟩|
= |⟨𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦𝑛⟩ + ⟨𝑥, 𝑦𝑛 − 𝑦⟩|
⩽ |⟨𝑥𝑛 − 𝑥, 𝑦𝑛⟩| + |⟨𝑥, 𝑦𝑛 − 𝑦⟩|
⩽ ‖𝑥𝑛 − 𝑥‖ ‖𝑦𝑛‖ + ‖𝑥‖ ‖𝑦𝑛 − 𝑦‖ ,

και επειδή για 𝑛 → ∞ το β’ μέλος τείνει στο 0, έχουμε το αποτέλεσμα. □



16 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΧΩΡΟΙ Hilbert

Θεώρημα 1.1.3. Έστω𝑋 ένας χώρος με εσωτερικό γινόμενο και {𝑥𝑛}∞
𝑛=1, {𝑦𝑛}∞

𝑛=1
δύο ακολουθίες του. Αν {𝑥𝑛} και {𝑦𝑛} είναι ακολουθίες Cauchy στον 𝑋 τότε και
η {⟨𝑥𝑛, 𝑦𝑛⟩} είναι επίσης ακολουθία Cauchy.
Απόδειξη. Αφού η {𝑥𝑛} είναι ακολουθία Cauchy στον 𝑋 από την ανισότητα

‖𝑥𝑛‖ ≤ ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚|| + ‖𝑥𝑚‖

έπεται ότι η ακολουθία {‖𝑥𝑛‖} είναι φραγμένη.
Όμοια και η ακολουθία {‖𝑦𝑛‖} είναι επίσης φραγμένη. Άρα θα έχουμε

|⟨𝑥𝑛, 𝑦𝑛⟩ − ⟨𝑥𝑚, 𝑦𝑚⟩| ⩽ ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ ‖𝑦𝑛 − 𝑦𝑚‖ + ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ ‖𝑦𝑚‖
+ ‖𝑥𝑚‖ ‖𝑦𝑛 − 𝑦𝑚‖

για κάθε 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ και το δεξιό μέλος τείνει στο 0 όταν τα 𝑚, 𝑛 τείνουν στο ∞.
□

Από τα δυο παραπάνω θεωρήματα έχουμε το πόρισμα.

Πόρισμα 1.1.1. Έστω 𝑋 ένας χώρος με εσωτερικό γινόμενο και {𝑥𝑛}∞
𝑛=1 μία

ακολουθία του.

(i) Αν 𝑥𝑛 → 𝑥 τότε ‖𝑥𝑛‖ → ‖𝑥‖.

(ii) Αν {𝑥𝑛} είναι ακολουθία Cauchy στον 𝑋 τότε και η {‖𝑥𝑛‖} είναι επίσης ακο-
λουθία Cauchy.

1.2 Χώροι Hilbert
Ορισμός 1.2.1. ΧώροςHilbert λέγεται κάθε χώρος με εσωτερικό γινόμενο (𝑋, ⟨, ⟩)
ο οποίος ως μετρικός χώρος είναι πλήρης ως προς τη μετρική που ορίζει η norm
‖𝑥‖ = √⟨𝑥, 𝑥⟩, 𝑥 ∈ 𝑋.

Επομένως:
Οι χώροι Hilbert είναι χώροι Banach.

Στη συνέχεια θα συμβολίζουμε έν χώρο Hilbert με το γράμμα Η.
Παράδειγμα 1.2.1. Ο χώρος ℂ𝑛 (ℝ𝑛) όλων των μιγαδικών (πραγματικών) αριθ-
μών του Παραδείγματος 1.1.2 (1.1.1) είναι είναι χώρος Hilbert, γιατί γνωρίζουμε

ότι είναι χώροςBanach και ότι η norm του ‖𝑥‖ = (
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑥𝑖)
1/2

(‖𝑥‖ = (
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 )

1/2
)

παράγεται από εσωτερικό γινόμενο.
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Παράδειγμα 1.2.2. O χώρος ℓ2 όλων των ακολουθιών {𝑥𝑖}∞
𝑛=1 μιγαδικών (πραγ-

ματικών) αριθμών με την ιδιότητα∑∞
𝑛=1 |𝑥𝑖|2 < +∞ και norm την ‖𝑥‖ = (

𝑛
∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑥𝑖)
1/2

(‖𝑥‖ = (
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥2
𝑖 ))

1/2
του Παραδείγματος 1.4.3 είναι χώρος Hilbert, γιατί γνωρί-

ζουμε ότι είναι χώρος Banach και η norm του παράγεται από εσωτερικό γινόμενο,
ενώ ο ℓ𝑝 με 𝑝 ≠ 2 δεν είναι χώρος Hilbert, γιατί η norm του δεν παράγεται από
κάποιο εσωτερικό γινόμενο (βλ. Παράδειγμα 1.1.13).

Παράδειγμα 1.2.3. O διανυσματικός χώρος 𝐶[𝑎, 𝑏] εφοδιασμένος με τη norm

‖𝑥‖ = (∫𝑏
𝑎 |𝑥(𝑡)|2𝑑𝑡)

1/2
είναι χώρος με norm που παράγεται από εσωτερικό γινό-

μενο (βλ. Παραδείγματα 1.1.4 και 1.1.8), ωστόσο, δεν είναι χώρος 𝐻𝑖𝑙𝑏𝑒𝑟𝑡 γιατί
δεν είναι πλήρης. Αποδεικνύεται εύκολα (η απόδειξη είναι όμοια με την απόδειξη
του Παραδείγματος ??) ότι η ακολουθία {𝑓𝑛}∞

𝑛=1 του παραδείγματος αυτού είναι
και στον παρόντα χώρο Cauchy, ωστόσο δεν συγκλίνει. Ο χώρος αυτός, όπως εί-
ναι γνωστό, μπορεί να γίνει πλήρης (βλ. Θεώρημα ??) (βλ. Θεωρ 1.6-2 και 2.3-2).
Η πλήρωση του 𝐶[𝑎, 𝑏] είναι ο χώρος 𝐿2[𝑎, 𝑏].

Γενικά:
O χώρος 𝐿𝑝[𝑎, 𝑏], 𝑝 ≥ 1, είναι η πλήρωση του χώρου 𝐶[𝑎, 𝑏] με norm που ορίζεται
από τη σχέση

‖𝑥‖𝑝 = (∫
𝑏

𝑎
|𝑥(𝑡)|𝑝𝑑𝑡)

1/𝑝

,

ωστόσο, είναι χώρος Hilbert μόνο αν το 𝑝 = 2.

Παράδειγμα 1.2.4. Oδιανυσματικός χώρος𝐿2(Ω) εφοδιασμένος με το εσωτερικό
γινόμενο του Παραδείγματος 1.1.5 είναι ένας χώρος 𝐻𝑖𝑙𝑏𝑒𝑟𝑡.

1.3 Ορθογωνιότητα
Αν θεωρήσουμε ένα πραγματικό γραμμικό χώρο με εσωτερικό γινόμενο (𝑋, ⟨⋅, ⋅⟩).

Έστω, επίσης, δυο στοιχεία 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 τέτοια ώστε 𝑥 ≠ 0, 𝑦 ≠ 0. Τότε, λόγω της
ανισότητας Cauchy-Schwartz, ισχύει

−1 ≤ ⟨𝑥, 𝑦⟩
‖𝑥‖‖𝑦‖ ≤ 1,
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οπότε υπάρχει 𝜃 ∈ [0, 𝜋] τέτοιο ώστε

cos 𝜃 = ⟨𝑥, 𝑦⟩
‖𝑥‖‖𝑦‖.

Η 𝜃 λέγεται γωνία των διανυσμάτων 𝑥 και 𝑦.
Παρατήρηση 1.3.1. Όταν ο χώρος 𝑋 είναι μιγαδικός η έννοια της γωνίας δύο
διανυσμάτων δεν έχει νόημα αφού ⟨𝑥, 𝑦⟩ ∈ ℂ, ωστόσο, αν ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0, τότε 𝜃 =
𝜋/2, οπότε σε αυτή την περίπτωση έχει έννοια.

Γενικότερα, σε ένα χώρο με εσωτερικό γινόμενο έχουμε τον ακόλουθο ορισμό
για την ορθογωνιότητα, η οποία είναι βασική στους χώρους με εσωτερικό γινόμενο
και κατ’ επέκταση και στους χώρους Hilbert.

Ορισμός 1.3.1. Ένα στοιχείο 𝑥 ενός χώρου με εσωτερικό γινόμενο 𝑋 λέγεται
ορθογώνιο (ή κάθετο) σε ένα στοιχείο 𝑦 ∈ 𝑋 αν

⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0
και γράφουμε 𝑥 ⟂ 𝑦. Τότε, τα στοιχεία 𝑥 και 𝑦 λέγονται ορθογώνια (ή κάθετα).
Το σύνολο όλων των διανυσμάτων 𝑦 ∈ 𝑋 που είναι κάθετα στο 𝑥 το συμβολίζουμε
με 𝑥⟂.
Στο εσωτερικό γινόμενο ⟨⋅, ⋅⟩ ∶ ℝ𝑛 × ℝ𝑛 → ℝ με

⟨𝑥, 𝑦⟩ =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑦𝑖, ∀ 𝑥 = (𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑛) ∈ ℝ𝑛,

η ορθογωνιότητα ορίζεται ακριβώς όπως η καθετότητα σε αυτούς τους χώρους,
δηλαδή,

𝑥 ⟂ 𝑦 ⇔ ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 𝑥 ⋅ 𝑦 = 0.
□

Πρόταση 1.3.1. Το σύνολο 𝑥⟂ = {𝑦 ∈ 𝑋 ∶ 𝑦 ⟂ 𝑥} είναι υπόχωρος του 𝑋.

Απόδειξη. Aν 𝑦, 𝑧 ∈ 𝑥⟂, τότε

⟨𝑥, 𝑦 + 𝑧⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩ + ⟨𝑥, 𝑧⟩ = 0,
άρα (𝑦 + 𝑧) ∈ 𝑥⟂.
Αν 𝑐 ∈ ℂ κάποια σταθερά και 𝑥 ∈ 𝑋, τότε

⟨𝑥, 𝑎𝑦⟩ = 𝑎⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0,
άρα (𝑎𝑦) ∈ 𝑥⟂. □
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Ορισμός 1.3.2. Έστω ένας γραμμικός χώρος με εσωτερικό γινόμενο (𝑋, ⟨⋅, ⋅⟩) και
Α, 𝐵 ⊂ 𝑋.

• Το στοιχείο 𝑥 ∈ 𝑋 λέγεται ορθογώνιο στο σύνολο Α όταν είναι ορθογώνιο
σε κάθε στοιχείο 𝑦 ∈ 𝐴 και γράφουμε 𝑥 ⟂ 𝐴.

• Το σύνολο όλων των στοιχείων του 𝑋 τα οποία είναι ορθογώνια στο σύ-
νολο Α λέγεται ορθογώνιο συμπλήρωμα του Α και συμβολίζεται με Α⟂,
δηλαδή,

𝐴⟂ = {𝑥 ∈ 𝑋 ∶ 𝑥 ⟂ 𝑦, ∀ 𝑦 ∈ 𝐴}.

• Τα σύνολα Α, Β ⊂ 𝑋 λέγονται ορθογώνια (μεταξύ τους) αν 𝑥 ⟂ 𝑦 για κάθε
𝑥 ∈ 𝐴 και κάθε 𝑦 ∈ 𝐵.

Από τα παραπάνω προκύπτουν άμεσα τα εξής:
(i) 𝑥 ⟂ 0, για όλα τα 𝑥 ∈ 𝑋. (ii) {0}⟂ = 𝑋 και 𝑋⟂ = {0}. □

Θεώρημα 1.3.1. (Πυθαγόρειο Θεώρημα) Έστω (𝑋, ⟨, ⟩) ένας γραμμικός χώρος
με εσωτερικό γινόμενο και 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋. Αν 𝑥 ⟂ 𝑦 τότε

‖𝑥 + 𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2.

Γενικότερα:
Αν 𝑥1, 𝑥, ⋯ , 𝑥𝑛 είναι διανύσματα του 𝑋 ανά δύο κάθετα μεταξύ τους τότε

∥
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖∥
2

=
𝑛

∑
𝑖=1

‖𝑥𝑖‖2.

Απόδειξη. Επειδή, 𝑥 ⟂ 𝑦, θα έχουμε

‖𝑥 + 𝑦‖2 = ⟨𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦⟩ = ‖𝑥‖2 + 2Re⟨𝑥, 𝑦⟩ + ‖𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2.

Στη γενική περίπτωση, αν 𝑥1, 𝑥,..., 𝑥𝑛 είναι διανύσματα του 𝑋 ανά δύο κάθετα
μεταξύ τους, τότε θα έχουμε

∥
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖∥
2

=
𝑛

∑
𝑖=1

‖𝑥𝑖‖2 + 2
𝑛

∑
𝑖=1

Re⟨𝑥𝑖, 𝑥𝑗⟩ =
𝑛

∑
𝑖=1

‖𝑥𝑖‖2.

□
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Παρατήρηση 1.3.2. Είναι γνωστό ότι στην Ευκλείδεια γεωμετρία ισχύει και το
αντίστροφο του Πυθαγόρειου θεωρήματος. Αυτό όμως δεν συμβαίνει σε κάθε
χώρο με εσωτερικό γινόμενο. Αν ο χώρος είναι πραγματικός ισχύει και το αντί-
στροφο ενώ αν ο χώρος είναι μιγαδικός δεν ισχύει. Πραγματικά, επειδή σε κάθε
πραγματικό χώρο με εσωτερικό γινόμενο ισχύει η ισότητα ⟨𝑥, 𝑦⟩ = ⟨𝑦, 𝑥⟩, έχουμε

‖𝑥 + 𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2 ⇔ ‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2 + 2⟨𝑥, 𝑦⟩ = ‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2 ⇔ ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 0.

Θεωρούμε τώρα το σύνολο των μιγαδικών αριθμών ℂ και ορίζουμε τη συνάρτηση
⟨⋅, ⋅⟩ ∶ ℂ × ℂ → ℂ με ⟨𝑥, 𝑦⟩ = 𝑥𝑦, γιά κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ ℂ. Τότε το ⟨⋅, ⋅⟩ είναι εσωτερικό
γινόμενο στονℂ, ωστόσο, δεν υπάρχουν διανύσματα 𝑥, 𝑦 τέτοια ώστε 𝑥 ≠ 0, 𝑦 ≠ 0
και 𝑥 ⟂ 𝑦 (αποδείξτε το), ενώ υπάρχουν διανύσματα 𝑥, 𝑦 ∈ ℂ τα οποία δεν είναι
κάθετα και για τα οποία ισχύει

‖𝑥 + 𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 + ‖𝑦‖2.

Τέτοια διανύσματα για παράδειγμα είναι τα 𝑥 = 1 + 𝑖 και 𝑦 = 1 − 𝑖.

1.4 Ορθοκανονικά Συστήματα - Βάσεις
Η ορθογωνιότητα στοιχείων ενός συνόλου παίζει σημαντικό ρόλο στους χώ-

ρους με εσωτερικό γινόμενο και στους χώρους Hilbert και ιδιαίτερα εκείνων των
συνόλων που τα στοιχεία τους είναι ορθογώνια κατά ζεύγη. Αν επιστρέψουμε για
λίγο στον Ευκλείδειο χώρο ℝ3 ένα τέτοιο σύνολο είναι ένα σύνολο που αποτε-
λείται από τα τρία μοναδιαία διανύσματα στις διευθύνσεις των θετικών ημιαξό-
νων ενός ορθογώνιου συστήματος αξόνων τα οποία αποτελούν μια ορθοκανονική
βάση του ℝ3. Από πρακτικής πλευράς ένα μεγάλο πλεονέκτημα της ορθογωνιότη-
τας είναι η δυνατότητα υπολογισμού των συντεταγμένων δοθέντος διανύσματος 𝑥
ως προς μια ορθοκανονική βάση με ιδιαίτερα απλό και σύντομο τρόπο, δεδομένου
ότι υπάρχει μοναδική αναπαράσταση του στοιχείου αυτού ως προς τη συγκεκρι-
μένη βάση. Για παράδειγμα αν {𝑒1, 𝑒2, 𝑒3} είναι μια ορθοκανονική βάση του ℝ3

και 𝑥 ένα στοιχείο του, τότε

𝑥 = 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3,

όπου οι αριθμοί 𝑎𝑖 είναι μοναδικοί και δίνονται από τις σχέσεις

𝑎𝑖 = ⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩, 𝑖 = 1, 2, 3.
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Το ερώτημα που τίθεται είναι το αν υπάρχουν παρόμοιες δυνατότητες χρήσης των
ορθογωνίων συνόλων σε γενικότερους χώρους με εσωτερικό γινόμενο και σε χώ-
ρους Hilbert. Η απάντηση είναι καταφατική και η μελέτη και η εφαρμογή των
ιδιοτήτων τέτοιων συνόλων αποτελεί ουσιαστικό μέρος ολόκληρης της θεωρίας
των χώρων αυτών. Θα εισάγουμε πρώτα κάποιες βασικές έννοιες και θα δώσουμε
μερικά βασικά παραδείγματα.

Ορισμός 1.4.1. Ένα υποσύνολο Α ενός χώρου (𝑋, ⟨, ⟩) με εσωτερικό γινόμενο
λέγεται ορθοκανονικό σύνολο ή ορθοκανονικό σύστημα, αν είναι ορθογώνιο,
δηλαδή, 𝑥 ⟂ 𝑦, για όλα τα 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 και ‖𝑥‖ = 1, για κάθε 𝑥 ∈ 𝐴.
Αν το Α είναι ένα ορθογώνιο σύνολο μη μηδενικών στοιχείων, τότε το σύνολο
Β = {𝑥/‖𝑥‖ ∶ 𝑥 ∈ 𝐴} είναι ορθοκανονικό. □

Παράδειγμα 1.4.1. Το σύνολο 𝐴 = {𝑒1, 𝑒2, ⋯ , 𝑒𝑛}, όπου για κάθε 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑛,
𝑒𝑖 = (0, ⋯ , 0, 1, 0, ⋯ , 0), δηλαδή όλες οι συνιστώσες του 𝑒𝑖 είναι 0 εκτός από
την 𝑖-συνιστώσα που είναι 1, είναι ορθοκανονικό στον (ℝ𝑛, ⟨⋅, ⋅⟩) ((ℂ𝑛, ⟨⋅, ⋅⟩)) του
Παραδείγματος 1.1.1 ( 1.1.2).

Παράδειγμα 1.4.2. Το σύνολο 𝐴 = {𝜀1, 𝜀2, ⋯ , 𝜀𝑛, ⋅ ⋅ ⋅}, όπου για κάθε 𝑛 ∈ ℕ,
𝜀𝑛 = (0, ⋯ , 0, 1, 0, ⋅ ⋅ ⋅), δηλαδή όλοι οι όροι της ακολουθίας 𝜀𝑛 είναι 0 εκτός από
τον 𝑛-στό όρο που είναι 1, είναι ορθοκανονικό στον (ℓ2, ⟨⋅, ⋅⟩) του Παραδείγματος
1.4.3.

Παράδειγμα 1.4.3. Θεωρούμε τον χώρο 𝐶[−𝜋, 𝜋], των συνεχών συναρτήσεων
𝑓 ∶ [−𝜋, 𝜋] → ℝ, εφοδιασμένο με το εσωτερικό γινόμενο

⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫
𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥.

Τότε, το υποσύνολo του

𝐴 = {1
2} ∪ {cos(𝑛𝑥) ∶ 𝑛 = 1, 2, ⋯} ∪ {sin(𝑛𝑥) ∶ 𝑛 = 1, 2, ⋯}

είναι ορθογώνιο και το υποσύνολό του𝐵 = {𝑥/ ‖𝑥‖ ∶ 𝑥 ∈ 𝐴} είναι ορθοκανονικό.

Απόδειξη. Αποδεικνύεται εύκολα ότι

∫
𝜋

−𝜋

1
2 cos(𝑛𝑥)𝑑𝑥 = ∫

𝜋

−𝜋

1
2 sin(𝑛𝑥)𝑑𝑥 = ∫

𝜋

−𝜋
cos(𝑛𝑥) sin(𝑛𝑥)𝑑𝑥 = 0, ∀ 𝑛 ∈ ℕ,
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και

∫
𝜋

−𝜋
cos(𝑚𝑥) cos(𝑛𝑥)𝑑𝑡 = ∫

𝜋

−𝜋
sin(𝑚𝑥) sin(𝑛𝑥)𝑑𝑥 = 0, ∀ 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 𝑚 ≠ 𝑛.

Άρα, το σύνολο Α είναι ορθογώνιο.
Εξάλλου, επειδή είναι

∥1
2∥

𝐿2[−𝜋,𝜋]
= (∫

𝜋

−𝜋

1
4𝑑𝑥)

1/2
= √𝜋

2 ,

‖cos (𝑛𝑥)‖𝐿2[−𝜋,𝜋] = (∫
𝜋

−𝜋
cos2 (𝑛𝑥) 𝑑𝑥)

1/2
= √𝜋, 𝑛 = 1, 2, ...

και

‖sin (𝑛𝑥)‖𝐿2[−𝜋,𝜋] = (∫
𝜋

−𝜋
sin2 (𝑛𝑥) 𝑑𝑥)

1/2
= √𝜋, 𝑛 = 1, 2, ⋯

έπεται ότι το σύνολο

𝐵 = { 𝑥
‖𝑥‖ ∶ 𝑥 ∈ 𝐴}

= { 1√
2𝜋} ∪ {cos𝑥√𝜋 ∶ 𝑛 = 1, 2, ⋯} ∪ {sin𝑥√𝜋 ∶ 𝑛 = 1, 2, ⋯}

είναι ορθοκανονικό.

Παράδειγμα 1.4.4. Στο χώρο𝐶[−𝜋, 𝜋], των συνεχών συναρτήσεων 𝑓 ∶ [−𝜋, 𝜋] →
ℂ, εφοδιασμένο με το εσωτερικό γινόμενο

⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫
𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥

το σύνολo {(1/
√

2𝜋)𝑒𝑖𝑛𝑥}𝑛=∞
𝑛=−∞ είναι ορθοκανονικό.

Απόδειξη. (Άσκηση).

Ορισμός 1.4.2. Ένα υποσύνολο 𝑆 ενός χώρου 𝑋 λέγεται γραμμικά ανεξάρτητο
αν κάθε μη κενό πεπερασμένο υποσύνολό του είναι γραμμικά ανεξάρτητο. Το 𝑆
λέγεται γραμμικά εξαρτημένο αν δεν είναι γραμμικά ανεξάρτητο. □
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Ορισμός 1.4.3. Αν {𝑥𝑖}∞
𝑖=1 ένα γραμμικώς ανεξάρτητο σύστημα, συμβολίζουμε

με span{𝑥𝑖}𝑛
𝑖=1, 𝑛 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅ το σύνολο όλων των πεπερασμένων γραμμικών

συνδυασμών με στοιχεία του {𝑥𝑖}∞
𝑖=1. □

Η ακόλουθη επαγωγική διαδικασία λέγεται ορθοκανονικοποίηση Gram −
Schmidt και μετασχηματίζει ένα γραμμικώς ανεξάρτητο σύστημα σε ένα ορθο-
κανονικό.

Θεώρημα 1.4.1. Έστω {𝑥𝑖}∞
𝑖=1 ένα γραμμικώς ανεξάρτητο σύστημα σε ένα χώρο

Hilbert. Θέτουμε 𝑒1 = 𝑥1/‖𝑥1‖ και ορίζουμε επαγωγικά

𝑒𝑛 = 𝑥𝑛 − 𝑦𝑛
‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖ , ∀ 𝑦𝑛 =

𝑛−1
∑
𝑖=1

⟨𝑥𝑛, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖.

Τότε, το σύνολο {𝑒𝑖}∞
𝑖=1 είναι ορθοκανονικό και ισχύει

span{𝑒𝑖}𝑛
𝑖=1 = span{𝑥𝑖}𝑛

𝑖=1, ∀ 𝑛 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅.

Απόδειξη. Τα 𝑒𝑛 ορίζονται για όλα τα 𝑛, γιατί ισχύει ‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖ ≠ 0 για όλα τα 𝑛.
Για παράδειγμα αν 𝑛 = 2 και 𝑥2 = 𝑦2, τότε τα 𝑥1, 𝑥2 θα ήταν γραμμικά εξαρτη-
μένα που είναι άτοπο. Επαγωγικά μπορούμε να αποδείξουμε ότι ‖𝑥𝑛 − 𝑦𝑛‖ ≠ 0
και για κάθε 𝑛 > 2.
Το {𝑒𝑖}∞

𝑖=1 είναι ένα ορθοκανονικό σύστημα γιατί για κάθε𝑚 > 𝑛 ισχύει ⟨𝑥𝑚, 𝑒𝑛⟩ =
⟨𝑦𝑚, 𝑒𝑛⟩ το οποίο συνεπάγεται ότι ⟨𝑒𝑚, 𝑒𝑛⟩ = 0 (αποδείξτε το).
Στη συνέχεια θα εργαστούμε με επαγωγή. Έστω ότι ισχύει για 𝑛 − 1. Τότε το
𝑦𝑛 ∈ span{𝑥𝑖}𝑛−1

𝑖=1 και 𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 ≠ 0 αφού τα 𝑥𝑖 είναι γραμμικώς ανεξάρτητα.
Προφανώς, {𝑒𝑖}𝑛

𝑖=1 ⊆ span{𝑥𝑖}𝑛
𝑖=1. Επιπλέον, 𝑥𝑛 ∈ span{𝑒𝑖}𝑛

𝑖=1, που σημαίνει
ότι {𝑥𝑖}𝑛

𝑖=1 ⊆ span{𝑒𝑖}𝑛
𝑖=1. □

Παρατήρηση 1.4.1. Η διαδικασία της ορθοκανονικοποίησης σχεδιάστηκε από
τους Gram (1883) και Schmidt (1907). Με απλά λόγια αυτό που κάνουμε σε
κάθε βήμα είναι να αφαιρούμε από το 𝑥𝑛 τις συνιστώσες του στις κατευθύν-
σεις των ορθογωνίων διανυσμάτων που έχουν ορισθεί προηγουμένως, δηλαδή το
𝑦𝑛 = ∑𝑛−1

𝑛=1⟨𝑥𝑛, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖. Μια γεωμετρική ερμηνεία στον ℝ3 θα ήταν ιδιαίτερα κατα-
τοπιστική.

Θεώρημα 1.4.2. Κάθε ορθοκανονικό σύνολο ενός χώρου 𝑋 με εσωτερικό γινό-
μενο ⟨⋅, ⋅⟩ είναι γραμμικώς ανεξάρτητο.
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Απόδειξη. Έστω 𝑒1, 𝑒2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑒𝑛 ένα ορθοκανονικό υποσύνολο του χώρου 𝑋 και
έστω 𝑎𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅., 𝑛 τέτοια ώστε ∑𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖𝑒𝑖 = 0. Θα αποδείξουμε ότι
𝑎𝑖 = 0. Για το τυχόν στοιχείο 𝑒𝑖 έχουμε:

⟨
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑒𝑖, 𝑒𝑖⟩ = 0

ή
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝑎𝑖𝑒𝑖, 𝑒𝑖⟩ = 0 ⇔
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑖⟩ = 0,

οπότε 𝑎𝑖⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑖⟩ = 0, από όπου προκύπτει ότι 𝑎𝑖 = 0. Αυτό αποδεικνύει την γραμ-
μική ανεξαρτησία για κάθε πεπερασμένο ορθοκανονικό σύνολο και συνεπάγεται
την γραμμική ανεξαρτησία του ορθοκανονικού συνόλου αν αυτό είναι απειροσύ-
νολο (βλ. Ορισμός 1.4.2). □

Ορισμός 1.4.4. Ένας διανυσματικός χώρος 𝑋 είναι πεπερασμένης διάστασης
αν υπάρχει ένας θετικός ακέραιος 𝑛 τέτοιος ώστε ο 𝑋 να περιέχει ένα γραμμικώς
ανεξάρτητο σύνολο 𝑛 διανυσμάτων ενώ κάθε σύνολο αποτελούμενο από 𝑛+1 δια-
νύσματα ή και περισσότερα είναι γραμμικώς εξαρτημένο. Το 𝑛 λέγεται διάσταση
του χώρου και συμβολίζεται με 𝑛 = dimX.

Αν 𝑋 = {0}, τότε dimX = 0.
Αν ο 𝑋 δεν είναι χώρος πεπερασμένης διάστασης, τότε λέμε ότι είναι άπειρης

διάστασης (ή απειροδιάστατος). □

Ας θεωρήσουμε τώρα την περίπτωση διανυσματικών χώρων πεπερασμένης
διάστασης.

Ορισμός 1.4.5. Αν o διανυσματικός χώρος 𝑋 είναι πεπερασμένης διάστασης 𝑛,
ένα σύνολο 𝑛 γραμμικώς ανεξάρτητων διανυσμάτων 𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑥𝑛 είναι μια βάση
για τον χώρο 𝑋 (ή μια βάση στον 𝑋).

Αν 𝑥𝑖 ⟂ 𝑥𝑗 για κάθε 𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑛} με 𝑖 ≠ 𝑗, τότε η βάση λέγεται ορ-
θογώνια, και αν επιπλέον ‖𝑥𝑖‖ = 1 για κάθε 𝑖 ∈ {1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑛}, η βάση λέγεται
ορθοκανονική.

Σε κάθε περίπτωση, κάθε 𝑥 ∈ 𝑋 μπορεί να γραφεί κατά μοναδικό τρόπο σαν
γραμμικός συνδυασμός των στοιχείων της βάσης, δηλαδή υπάρχουν μοναδικοί
πραγματικοί αριθμοί 𝑎1, 𝑎2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑎𝑛, τέτοιοι ώστε

𝑥 = 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + ⋅ ⋅ ⋅ + 𝑎𝑛𝑥𝑛.

□
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Θεώρημα 1.4.3. Αν 𝑋 είναι ένας χώρος με εσωτερικό γινόμενο ⟨, ⟩ διάστασης 𝑛
και 𝐵 = {𝑒1, ..., 𝑒𝑛} μια ορθοκανονική βάση του 𝑋, τότε

𝑥 =
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖, ∀ 𝑥 ∈ 𝑋.

Απόδειξη. Αφού το σύνολο Β είναι ορθοκανονική βάση του 𝑋, για κάθε 𝑥 ∈ 𝑋
θα υπάρχουν 𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑛 ∈ ℝ τέτοιοι ώστε 𝑥 =

𝑛
∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑒𝑖.

Εξάλλου είναι

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩ = ⟨
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑒𝑖, 𝑒𝑖⟩ = 𝑥1⟨𝑒1, 𝑒𝑖⟩ + ⋯ + 𝑥𝑛⟨𝑒𝑛, 𝑒𝑖⟩ = 𝑥𝑖.

□
Πρόταση 1.4.1. Αν {𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑛} είναι ένα ορθοκανονικό σύστημα σε ένα χώρο με
εσωτερικό γινόμενο (𝑋, ⟨, ⟩) διάστασης 𝑛, tότε για κάθε 𝑥 ∈ 𝑋 ισχύει η ισότητα

∥𝑥 −
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖∥
2

= ‖𝑥‖2 − ∣
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩∣
2

.

Απόδειξη. Έστω 𝑎1, 𝑎2, ⋯ , 𝑎𝑛 τυχόντες πραγματικοί (ή μιγαδικοί) αριθμοί. Από το
Πυθαγόρειο Θεώρημα (βλ. Θεώρημα 1.3.1) έχουμε

∥
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑒𝑖∥
2

=
𝑛

∑
𝑖=1

‖𝑎𝑖𝑒𝑖‖2 =
𝑛

∑
𝑖=1

|𝑎𝑖|2.

Επίσης, είναι

∥𝑥 −
𝑛

∑
𝑖=1

𝛼𝑖𝑒𝑖∥
2

= ⟨𝑥 −
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑒𝑖, 𝑥 −
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑒𝑖⟩

= ‖𝑥‖2 −
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩ −
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑎𝑖 +
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑎𝑖. (1)

Αν θέσουμε 𝑎𝑖 = ⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩ παίρνουμε

∥𝑥 −
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑒𝑖∥
2

= ‖𝑥‖2 −
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩ = ‖𝑥‖2 −
𝑛

∑
𝑖=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩|2.

□
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Θεώρημα 1.4.4. (Ανισότητα του Bessel) Αν {𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑛} είναι ένα ορθοκανονικό
σύστημα σε ένα χώρο με με εσωτερικό γινόμενο (𝑋, ⟨, ⟩) διάστασης 𝑛, τότε για
κάθε 𝑥 ∈ 𝑋 ισχύει η ανισότητα

𝑛
∑
𝑖=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩|2 ≤ ‖𝑥‖2.

Απόδειξη. Προκύπτει άμεσα από την Πρόταση 1.4.1.

Παρατήρηση 1.4.2. Στην ανισότητα του Bessel μπορεί να δοθεί η εξής γεωμε-
τρική ερμηνεία:
Το άθροισμα των τετραγώνων των μηκών των συνιστωσών ενός διανύσματος κατά
τη διεύθυνση οποιοδήποτε πλήθους διευθύνσεων, καθέτων μεταξύ τους, δεν υπερ-
βαίνει το τετράγωνο του μήκους του διανύσματος.
Μια διαισθητική ερμηνεία μπορεί να δοθεί στον τρισδιάστατο Ευκλείδειο χώρο.

Παρατήρηση 1.4.3. Παρατηρούμε ότι η ισότητα (1) γράφεται διαδοχικά

∥𝑥 −
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑒𝑖∥
2

= ‖𝑥‖2 −
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩ −
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩ ̄𝑎𝑖 +
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖 ̄𝑎𝑖

= ‖𝑥‖2 −
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩

+
𝑛

∑
𝑖=1

[⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩ ⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩ − 𝑎𝑖⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩ − ⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩ ̄𝑎 + 𝑎𝑖 ̄𝑎]

= ‖𝑥‖2 −
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩ +
𝑛

∑
𝑖=1

⟨⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩ − 𝑎𝑖, ⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩ − 𝑎𝑖⟩

= ‖𝑥‖2 −
𝑛

∑
𝑖=1

| ⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩|2 +
𝑛

∑
𝑖=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩ − 𝑎𝑖|
2.

Επομένως, η επιλογή του 𝑎𝑖 = ⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩ ελαχιστοποιεί τη norm ∥𝑥 −
𝑛

∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑒𝑖∥, το
οποίο σημαίνει ότι παρέχει την καλύτερη δυνατή προσέγγιση του 𝑥 με ένα γραμ-
μικό συνδυασμό των διανυσμάτων {𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑛}.
Αν ∥𝑥 −

𝑛
∑
𝑖=1

𝑎𝑖𝑒𝑖∥ = 0, τότε τα διανύσματα {𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑛} αποτελούν βάση του χώ-
ρου.
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Θεώρημα 1.4.5. Αν {𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑛} είναι ένα ορθοκανονικό σύστημα σε ένα χώρο με
με εσωτερικό γινόμενο (𝑋, ⟨⋅, ⋅⟩) διάστασης 𝑛, και 𝑥 ∈ 𝑋 τέτοιο ώστε

‖𝑥‖2 =
𝑛

∑
𝑖=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩|
2,

τότε
𝑥 =

𝑛
∑
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖.

Απόδειξη. Θέτουμε 𝑦 = 𝑥−
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖, οπότε από την υπόθεση και την Πρόταση

1.4.1 προκύπτει ότι

‖𝑦‖2 = ‖𝑥‖2 −
𝑛

∑
𝑖=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩|
2 = 0,

οπότε για 𝑦 = 0 παίρνουμε

𝑥 =
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖.

□
Θεώρημα 1.4.6. (Ταυτότητα του Parseval) Αν𝑋 είναι ένας χώρος με εσωτερικό
γινόμενο ⟨⋅, ⋅⟩ διάστασης 𝑛 και Β = {𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑛} ένα πεπερασμένο ορθοκανονικό
σύστημα του 𝑋, τότε το Β είναι ορθοκανονική βάση του 𝑋, αν και μόνο αν

‖𝑥‖2 =
𝑛

∑
𝑖=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩|
2.

Απόδειξη. Αν το σύνολο Β = {𝑒1, ⋯ , 𝑒𝑛} είναι ορθοκανονική βάση του 𝑋, από
την Πρόταση 1.4.1 είναι γνωστό ότι

𝑥 =
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖, ∀ 𝑥 ∈ 𝑋,

και επειδή το σύνολο {⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖, 𝑖 = 1, 2, ⋯ , 𝑛} είναι ορθογώνιο από το Πυθαγό-
ρειο θεώρημα προκύπτει ότι για κάθε 𝑥 ∈ 𝑋,

‖𝑥‖2 = ∥
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖∥
2

=
𝑛

∑
𝑖=1

‖⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖‖2 =
𝑛

∑
𝑖=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩|2.

Το αντίστροφο προκύπτει άμεσα από το Θεώρημα 1.4.5. □
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Στη συνέχεια θα ασχοληθούμε με την γενίκευση των παραπάνω αποτελεσμά-
των σε χώρους με άπειρη διάσταση. Όμως, υπάρχουν μερικά πολύ δύσκολα προ-
βλήματα όταν η διάσταση του χώρου είναι άπειρη. Γνωρίζουμε, για παράδειγμα,
ότι όταν η διάσταση του χώρου είναι πεπερασμένη κάθε στοιχείο του χώρου γρά-
φεται σαν γραμμικός συνδυασμός πεπερασμένου πλήθους γραμμικά ανεξάρτητων
στοιχείων του, τα οποία αποτελούν μια βάση του. Σε ένα απειροδιάστατο χώρο
πως θα μπορούσε να οριστεί μια <βάση> του και πως θα μπορούσε να αναπα-
ρασταθεί ένα στοιχείο του μέσω των στοιχείων αυτής της βάσης; Ένα άλλο πρό-
βλημα είναι ότι στην πεπερασμένη διάσταση το πλήθος των στοιχείων μιας βάσης
είναι πεπερασμένο, οπότε τίθεται το ερώτημα τι ισχύει στην άπειρη διάσταση. Εί-
ναι επίσης γνωστό ότι σε ένα χώρο με πεπερασμένη διάσταση όλες οι norms είναι
ισοδύναμες ενώ σε ένα χώρο με άπειρη διάσταση αυτό δεν συμβαίνει, οπότε δια-
φορετικές norms σε ένα χώρο παράγουν διαφορετικές τοπολογίες στον ίδιο χώρο
και αυτό το γεγονός δημιουργεί νέα σειρά προβλημάτων. Επομένως, στους απει-
ροδιάστατους χώρους υπάρχουν πάρα πολλά προβλήματα και η αναζήτηση ενός
αριθμήσιμου υποσυνόλου ενός χώρου 𝑋 το οποίο είναι πυκνό στον 𝑋 είναι χρή-
σιμη, οπότε, θα εστιάσουμε το ενδιαφέρον μας στους διαχωρίσιμους χώρους με
εσωτερικό γινόμενο. Όπως θα αποδείξουμε παρακάτω (βλ. Θεώρημα 1.4.7) κάθε
ορθοκανονικό σύνολο σε ένα διαχωρίσιμο χώρο με εσωτερικό γινόμενο είναι αριθ-
μήσιμο, το οποίο, ωστόσο, όπως θα δούμε (βλ. Πρόταση ??) δεν μπορεί να είναι
βάση για το χώρο.

Μπορούμε σε αυτό το σημείο να γενικεύσουμε την έννοια της γραμμικής ανε-
ξαρτησίας και σε απειροσύνολα. Γνωρίζουμε ότι ένα ορθογώνιο σύνολο σε ένα
χώρο (𝑋, ⟨⋅, ⋅⟩) με εσωτερικό γινόμενο είναι ένα υποσύνολο 𝑆 του 𝑋 με πεπερα-
σμένο ή άπειρο πλήθος στοιχείων του οποίου τα στοιχεία είναι ανά δυο κάθετα
μεταξύ τους και ορθοκανονικό αν είναι ορθογώνιο και όλα του τα στοιχεία έχουν
norm ίση με 1.
Αν ένα σύνολο 𝑆 ⊂ 𝑋 είναι ορθοκανονικό, τότε για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑆 έχουμε

⟨𝑥, 𝑦⟩ = { 0, 𝑥 ≠ 𝑦
1, 𝑥 = 𝑦 .

Ένα ορθογώνιο σύνολο ή ένα ορθοκανονικό σύνολο λέγεται και ορθογώνιο
σύστημα ή ορθοκανονικό σύστημα, αντίστοιχα.

Αν ένα ορθογώνιο ή ορθοκανονικό σύνολο 𝑆 είναι αριθμήσιμο, μπορούμε να
το διατάξουμε σε μια ακολουθία {𝑥𝑛}∞

𝑛=1 την οποία ονομάζουμε ορθογώνια ή
ορθοκανονική ακολουθία.

Γενικότερα, μια οικογένεια {𝑥𝑎}𝑎∈Λ, όπου το σύνολο Λ μπορεί να είναι και
μη αριθμήσιμο λέγεται ορθοκανονική αν είναι ορθογώνια και όλα τα στοιχεία
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της 𝑥𝑎, 𝑎 ∈ Λ έχουν norm ίση με 1, δηλαδή είναι

⟨𝑥𝑎, 𝑥𝑏⟩ = 𝛿𝑎𝑏,

όπου 𝛿𝑎𝑏 = { 0, 𝑎 ≠ 𝑏
1, 𝑎 = 𝑏 είναι το δέλτα του Kronecker.

Αν ένας χώρος 𝑋 αποτελείται μόνο από το μηδενικό διάνυσμα τότε δεν περιλαμ-
βάνει κανένα ορθοκανονικό σύστημα.

Στο σημείο αυτό θα ασχοληθούμε με τα ορθοκανονικά σύνολα στους διαχω-
ρίσιμους χώρους με εσωτερικό γινόμενο γιατί όπως θα διαπιστώσουμε παίζουν
σημαντικό ρόλο στους απειροδιάστατους χώρους. Θα αποδείξουμε πρώτα το ακό-
λουθο πολύ σημαντικό θεώρημα.

Θεώρημα 1.4.7. Κάθε ορθοκανονικό σύνολο𝐴 = {𝑥𝑖 ∶ 𝑖 ∈ 𝐼} ενός διαχωρίσιμου
χώρου με εσωτερικό γινόμενο (𝑋, ⟨⋅, ⋅⟩) είναι αριθμήσιμο.

Απόδειξη. Επειδή, για κάθε 𝑖, 𝑗 ∈ 𝐼 με 𝑖 ≠ 𝑗, είναι

‖𝑥𝑖 − 𝑥𝑗‖ = √⟨𝑥𝑖 − 𝑥𝑗, 𝑥𝑖 − 𝑥𝑗⟩ = √‖𝑥𝑖‖2 + ‖𝑥𝑗‖2 =
√

2,

αν θεωρήσουμε την οικογένεια των σφαιρικών περιοχών ℬ = {𝐵 (𝑥𝑖, 1
2) , 𝑖 ∈ 𝐼} ,

αυτές είναι ξένες ανά δύο μεταξύ τους.
Εξάλλου, επειδή ο 𝑋 είναι διαχωρίσιμος, υπάρχει αριθμήσιμο σύνολο 𝐷 ⊂ 𝑋
τέτοιο ώστε 𝐷 = 𝑋, και επομένως για κάθε 𝑖 ∈ 𝐼 υπάρχει 𝑎𝑖 ∈ 𝐷 με 𝑎𝑖 ∈
𝐵 (𝑥𝑖, 1

2), που σημαίνει ότι το σύνολο Β είναι αριθμήσιμο, άρα και το σύνολο Α
είναι αριθμήσιμο. □

Ορισμός 1.4.6. Έστω 𝑋 ένας διαχωρίσιμος χώρος με εσωτερικό γινόμενο και
Β = {𝑒𝑖, 𝑖 ∈ ℕ} ένα ορθοκανονικό σύνολο. Το σύνολο Β λέγεται ορθοκανονική
βάση του 𝑋, αν για κάθε 𝑥 ∈ 𝑋 υπάρχουν πραγματικοί (ή μιγαδικοί) αριθμοί
𝑥𝑖, 𝑖 ∈ ℕ τέτοιοι ώστε 𝑥 = ∑∞

𝑖=1 𝑥𝑖𝑒𝑖. □

Παρατήρηση 1.4.4. Σημειώνουμε ότι η έννοια της βάσης στην περίπτωση των
απειροδιάστατων χώρων δεν είναι η συνήθης αλγεβρική έννοια, αλλά μας επι-
τρέπει να θεωρούμε απειραριθμήσιμους γραμμικούς συνδυασμούς στοιχείων ενός
απειροδιάστατου χώρου με τον ίδιο τρόπο με τον οποίο θεωρούμε πεπερασμένους
γραμμικούς συνδυασμούς στοιχείων σε χώρους με πεπερασμένη διάσταση. Προ-
φανώς, αν η διάσταση του χώρου είναι πεπερασμένη, τότε μια ορθοκανονική βάση
του (𝑋, ⟨⋅, ⋅⟩) είναι μια βάση Hamel (βλ. Ορισμός ?? ή ??).
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Το θεώρημα που ακολουθεί αποτελεί γενίκευση του Θεωρήματος 1.4.3 στους
απειροδιάστατους χώρους.

Θεώρημα 1.4.8. Αν (𝑋, ⟨⋅, ⋅⟩) είναι ένας χώρος με εσωτερικό γινόμενο και 𝐵 =
{𝑒𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} μια ορθοκανονική βάση του 𝑋, τότε

𝑥 =
∞

∑
𝑛=1

⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛, ∀ 𝑥 ∈ 𝑋.

Απόδειξη. Αφού το σύνολο Β είναι ορθοκανονική βάση του 𝑋, για κάθε 𝑥 ∈ 𝑋,
υπάρχουν 𝑥𝑛, 𝑛 = 1, 2, ⋯, τέτοιοι ώστε 𝑥 =

∞
∑
𝑛=1

𝑥𝑛𝑒𝑛.

Εξάλλου, για κάθε 𝑘, 𝑛 ∈ ℕ με 𝑘 ≤ 𝑛 είναι ⟨
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑒𝑖, 𝑒𝑘⟩ =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖⟨𝑒𝑖, 𝑒𝑘⟩ = 𝑥𝑘,
οπότε λόγω της συνέχειας του ⟨⋅, ⋅⟩, για 𝑛 → ∞ προκύπτει ότι για κάθε 𝑘 ∈ ℕ
είναι ⟨𝑥, 𝑒𝑘⟩ = ⟨

𝑛
∑
𝑖=1

𝑥𝑛𝑒𝑛, 𝑒𝑘⟩ =
∞
∑
𝑛=1

𝑥𝑛⟨𝑒𝑛, 𝑒𝑘⟩ = 𝑥𝑘.
Για κάθε 𝑥 ∈ 𝑋, οι πραγματικοί (ή μιγαδικοί) αριθμοί 𝑥𝑛 = ⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩, 𝑛 ∈ ℕ

λέγονται συντελεστές Fourier του 𝑥 ως προς το ορθοκανονικό σύνολο 𝐵 = {𝑒𝑛 ∶
𝑛 ∈ ℕ} και η σειρά ∑∞

𝑛=1 𝑥𝑛𝑒𝑛 λέγεται σειρά Fourier του 𝑥 ως προς το Β.
Παράδειγμα 1.4.5. Θεωρούμε το χώρο 𝐿2[0, 2𝜋], δηλαδή το χώρο που αποτε-
λείται από όλες τις Lebesgue μετρήσιμες συναρτήσεις 𝑓 που είναι ορισμένες στο
κλειστό διάστημα [0, 2𝜋] για τις οποίες ισχύει ∫2𝜋

0 |𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥 < +∞ και ορίζουμε
το εσωτερικό γινόμενο με τη σχέση

⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫
2𝜋

0
𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥.

Τότε, το σύνολο𝐵 = {𝑒𝑖𝑛𝑥/
√

2𝜋, 𝑛 ∈ ℕ} είναι ορθοκανονικό και οι συντελεστές
Fourier της 𝑓 δίδονται από τη σχέση

𝑐𝑛 = ⟨𝑓, 𝑒𝑛⟩ = ∫
2𝜋

0
𝑓(𝑥)𝑒−𝑖𝑛𝑥𝑑𝑥.

Απόδειξη. Έχουμε

⟨𝑒𝑖𝑛𝑥, 𝑒𝑖𝑚𝑥⟩ = ∫
2𝜋

0
𝑒𝑖𝑛𝑥𝑒𝑖𝑚𝑥𝑑𝑥 = ∫

2𝜋

0
𝑒𝑖(𝑛−𝑚)𝑥𝑑𝑥

= 1
𝑖(𝑛 − 𝑚)[𝑒𝑖(𝑛−𝑚)𝑥]2𝜋

0 = 1
𝑖(𝑛 − 𝑚)[𝑒𝑖(𝑛−𝑚)2𝜋 − 1] = 0.
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Άρα το Β είναι ορθογώνιο.
Εξάλλου, είναι

‖𝑒𝑖𝑛𝑥‖𝐿2 = (∫
2𝜋

0
|𝑒𝑖𝑛𝑥|2𝑑𝑥)

1/2

= (∫
2𝜋

0
𝑑𝑥)

1/2

=
√

2𝜋,

οπότε,

∥ 𝑒𝑖𝑛𝑥
√

2𝜋∥
𝐿2

= 1, ∀ 𝑛 ∈ ℕ}.

Επομένως, το σύνολο 𝐵 = {𝑒𝑖𝑛𝑥/
√

2𝜋, 𝑛 ∈ ℕ} είναι ορθοκανονικό.
Τέλος, λόγω του Θεωρήματος 1.4.8, είναι 𝑐𝑛 = ⟨𝑓, 𝑒𝑛⟩.

Αναφορικά με τη σειρά Fourier ενός στοιχείου 𝑥 ενός χώρου με εσωτερικό
γινόμενο τίθενται τα εξής δυο ερωτήματα:

(i) Πότε η σειρά Fourier ∑∞
𝑛=1 𝑥𝑛𝑒𝑛 του 𝑥 ως προς ένα ορθοκανονικό σύνολο Β

συγκλίνει;

(ii) Αν η σειρά συγκλίνει, πότε το άθροισμά της ισούται με το 𝑥;
Απάντηση στα ερωτήματα αυτά δίνουν τα παρακάτω θεωρήματα:

Θεώρημα 1.4.9. (Γενικευμένη Ανισότητα του Bessel) Αν Α = {𝑒𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} εί-
ναι ένα ορθοκανονικό σύνολο του χώρου (𝑋, ⟨⋅, ⋅⟩) και𝑥 ∈ 𝑋, τότε∑∞

𝑛=1 |⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩|2 <
∞ και μάλιστα

∞
∑
𝑛=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩|2 ≤ ‖𝑥‖2. (1)

Απόδειξη. Το σύνολο Α𝑛 = {𝑒1, 𝑒2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑒𝑛} είναι ορθοκανονικό για κάθε 𝑛 ∈ ℕ,
οπότε από το Θεώρημα 1.4.4 έχουμε ότι

𝑛
∑
𝑖=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩|2 ≤ ‖𝑥‖2, ∀ 𝑛 ∈ ℕ (2)

και συνεπώς η σειρά ∑∞
𝑛=1 |⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩|2 συγκλίνει.

Αν πάρουμε στην (2) τα όρια όταν το 𝑛 → ∞ προκύπτει η (1). □
Θεώρημα 1.4.10. Αν Α = {𝑒𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ} είναι ένα ορθοκανονικό σύνολο του
χώρου (𝑋, ⟨⋅, ⋅⟩) και 𝑥 ένα στοιχείο του 𝑋 τέτοιο ώστε

∞
∑
𝑛=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩|2 = ‖𝑥‖2, (3)
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τότε η σειρά Fourier ∑∞
𝑛=1⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛 του 𝑥 ως προς το Α συγκλίνει και μάλιστα

𝑥 =
∞

∑
𝑛=1

⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛.

Απόδειξη. Επειδή το σύνολο Α𝑛 = {𝑒1, 𝑒2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑒𝑛} είναι ορθοκανονικό για κάθε
𝑛 ∈ ℕ, οπότε από το Θεώρημα 1.4.4 έχουμε

∥𝑥 −
𝑛

∑
𝑛=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖‖2 = ‖𝑥∥
2

−
𝑛

∑
𝑛=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩|2 ≤ ‖𝑥‖2.

Αν πάρουμε τα όρια όταν το 𝑛 → ∞ από την συνέχεια της normς προκύπτει ότι η
∞
∑
𝑛=1

⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛 συγκλίνει και μάλιστα

∥𝑥 −
∞

∑
𝑛=1

⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛∥
2

= 0,

οπότε
𝑥 =

∞
∑
𝑛=1

⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩𝑒𝑛.

□
Το θεώρημα που ακολουθεί είναι πολύ σημαντικό γιατί μας δίνει ικανή και

αναγκαία συνθήκη ώστε ένα ορθοκανονικό σύνολο να είναι ορθοκανονική βάση.

Θεώρημα 1.4.11. (Γενικευμένη Ταυτότητα του Parseval)ΑνΑ = {𝑒𝑛 ∶ 𝑛 ∈ ℕ}
είναι ένα ορθοκανονικό σύνολο του χώρου (𝑋, ⟨⋅, ⋅⟩), τότε το Α είναι ορθοκανο-
νική βάση του 𝑋 τότε και μόνο τότε όταν για κάθε στοιχείο 𝑥 του 𝑋 ισχύει η
ταυτότητα

‖𝑥‖2 =
∞

∑
𝑛=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩|2. (4)

Απόδειξη. Αν το σύνολο Α = {𝑒𝑛; 𝑛 ∈ 𝑁} είναι ορθοκανονική βάση του 𝑋, τότε
για κάθε 𝑛 ∈ 𝑁} το σύνολο Α𝑛 = {𝑒1, 𝑒2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑒𝑛} είναι ορθοκανονικό, οπότε από
το Πυθαγόρειο θεώρημα έχουμε

∥
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖∥
2

=
𝑛

∑
𝑖=1

‖⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖‖2 =
𝑛

∑
𝑖=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩|2, ∀ 𝑛 ∈ ℕ.
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Αν πάρουμε τα όρια όταν το 𝑛 → ∞ και λάβουμε υπόψη μας ότι

𝑥 =
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖, ∀ 𝑛 ∈ ℕ

προκύπτει ότι

‖𝑥‖2 =
∞

∑
𝑛=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩|2, ∀ 𝑥 ∈ 𝑋.

Το αντίστροφο του θεωρήματος είναι άμεση συνέπεια του Θεωρήματος 1.4.10.
□

Παρατήρηση 1.4.5. Ένας απειροδιάστατος χώρος με εσωτερικό γινόμενο δεν έχει
πάντοτε αριθμήσιμη ορθοκανονική βάση. Θα δούμε όμως στη συνέχεια ότι όταν
ο χώρος είναι διαχωρίσιμος υπάρχει μια αριθμήσιμη ορθοκανονική βάση. Δεδο-
μένου ότι κάθε χώρος με πεπερασμένη διάσταση είναι διαχωρίσιμος, κάθε τέτοιος
χώρος έχει πάντοτε ορθοκανονική βάση (με τη γνωστή αλγεβρική έννοια).

Παράδειγμα 1.4.6. Το σύνολο 𝐴 = {𝑒1, 𝑒2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑒𝑛}, όπου για κάθε 𝑖 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑛,
𝑒𝑖 = (0, ⋅ ⋅ ⋅, 0, 1, 0, ⋅ ⋅ ⋅, 0), είναι ορθοκανονική βάση στον (ℝ𝑛, ⟨⋅, ⋅⟩).
Απόδειξη. Το σύνολο 𝐴 είναι ορθοκανονικό (βλ. Παράδειγμα 1.4.1) και επί πλέον
κάθε στοιχείο 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑥𝑛) του ℝ𝑛 γράφεται 𝑥 = ∑𝑛

𝑖=1 𝑥𝑖𝑒𝑖, οπότε το 𝐴
είναι και βάση.

Παράδειγμα 1.4.7. Το σύνολο 𝐴 = {𝜀1, 𝜀2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝜀𝑛, ⋅ ⋅ ⋅}, όπου για κάθε 𝑛 ∈ ℕ,
𝜀𝑛 = (0, ⋅⋅⋅, 0, 1, 0, ⋅⋅⋅) είναι ορθοκανονική βάση στον (ℓ2, ⟨, ⟩) τουΠαραδείγματος
1.4.2.

Απόδειξη. Η ορθοκανονικότητα είναι προφανής, οπότε θα αποδείξουμε ότι το 𝐴
είναι βάση.
Έστω 𝑥 = {𝑥𝑛}∞

𝑛=1 ∈ ℓ2 και {𝑥(𝑛)}∞
𝑛=1 είναι μια ακολουθία στοιχείων του ℓ2 με

𝑥(𝑛) = (𝑥1, 𝑥2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑥𝑛, 0, 0, ⋅ ⋅ ⋅), ∀ 𝑛 ∈ ℕ.

Τότε,

𝑥(𝑛) =
𝑛

∑
𝑖=1

𝑥𝑖𝑒𝑖, ∀ 𝑛 ∈ ℕ. (1)

Επίσης, είναι

‖𝑥(𝑛) − 𝑥‖ℓ2 = (
∞

∑
𝑖=𝑛+1

|𝑥𝑖|2)
1/2

, ∀ 𝑛 ∈ ℕ,
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οπότε
lim

𝑛→∞
‖𝑥(𝑛) − 𝑥‖ℓ2 = 0

και επομένως
lim

𝑛→∞
𝑥(𝑛) = 𝑥.

Αν τώρα στην (1) πάρουμε τα όρια όταν το 𝑛 → ∞, προκύπτει ότι

𝑥 =
∞

∑
𝑛=1

𝑥𝑛𝑒𝑛.

1.5 Πλήρη Ορθοκανονικά Σύνολα
Τα ορθοκανονικά σύνολα σε χώρους με εσωτερικό γινόμενο και σε χώρους

Hilbert τα οποία παρουσιάζουν ιδιαίτερο ενδιαφέρον είναι εκείνα τα οποία έχουν
επαρκώς πολλά στοιχεία έτσι ώστε κάθε στοιχείο του χώρου να μπορεί να πα-
ρασταθεί ή να προσεγγισθεί με ικανοποιητική ακρίβεια με τη χρήση αυτών των
ορθοκανονικών συνόλων. Σε χώρους πεπερασμένης διάστασης η κατάσταση εί-
ναι απλή αφού το μόνο που χρειαζόμαστε είναι ένα ορθογώνιο σύνολο με πλήθος
στοιχείων ίσο με τη διάσταση του χώρου. Το ερώτημα που τίθεται είναι το τι συμ-
βαίνει στους απειροδιάστατους χώρους.

Ορισμός 1.5.1. Ένα ορθοκανονικό σύστημα 𝑆 σε ένα χώρο 𝑋 με εσωτερικό γι-
νόμενο λέγεται πλήρες τότε και μόνο τότε όταν το span𝑆 είναι πυκνό στον 𝑋,
δηλαδή

span𝑆 = 𝑋.
Αν συμβολίσουμε με {𝑥𝑖}𝑖≥1 ένα γραμμικά ανεξάρτητο σύστημα το οποίο εί-

ναι της μορφής {𝑥𝑖}𝑛
𝑖=1 αν η διάσταση του χώρου είναι πεπερασμένη είτε της

μορφής {𝑥𝑖}∞
𝑖=1 αν η διάσταση του χώρου είναι άπειρη, εναλλακτικά, έχουμε τον

ακόλουθο ορισμό:
Ένα ορθοκανονικό σύστημα {𝑥𝑖}𝑖≥1 σε ένα χώρο 𝑋 με εσωτερικό γινόμενο λέγε-
ται πλήρες αν το σύνολο των γραμμικών συνδυασμών ∑𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖𝑥𝑖, για κάθε 𝑛 ∈ ℕ
και για όλα τα βαθμωτά 𝑎𝑖 είναι πυκνό σύνολο στον 𝑋.

Αν ένα ορθοκανονικό σύστημα 𝑆 σε ένα χώρο 𝑋 με εσωτερικό γινόμενο είναι
πλήρες, τότε δεν υπάρχει ορθοκανονικό σύστημα του οποίου το 𝑆 να είναι γνήσιο
υποσύνολο ή ισοδύναμα όταν η συνθήκη 𝑥⊥𝑆, 𝑥 ∈ 𝑋 συνεπάγεται 𝑥 = 0. □

Ένα πλήρες ορθοκανονικό σύστημα 𝑆 σε ένα χώρο 𝑋 κάποιες φορές λέγεται
ορθοκανονική βάση για τον𝑋, ωστόσο, είναι σημαντικό να σημειώσουμε ότι δεν
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είναι μια βάση με την έννοια της βάσης για τον 𝑋 σαν διανυσματικό χώρο εκτός
και αν ο 𝑋 έχει πεπερασμένη διάσταση.
Σε κάθε χώρο Hilbert Η ≠ {0} υπάρχει ένα πλήρες ορθοκανονικό σύνολο.
Για ένα πεπερασμένης διάστασης χώρο αυτό είναι προφανές. Αν ο χώρος είναι
απειροδιάστατος και διαχωρίσιμος τότε αυτό προκύπτει από την διαδικασίαGram-
Schmidt με επαγωγή. Για ένα μη διαχωρίσιμο χώρο μια μη (κατασκευαστική) από-
δειξη προκύπτει από το λήμμα του Zorn (βλ.𝑆𝑒𝑐4.1𝐾𝑟𝑒𝑦𝑠𝑖𝑔)

Όλα τα πλήρη ορθοκανονικά συστήματα σε ένα χώρο Hilbert Η ≠ {0} έχουν
τον ίδιο πληθάριθμο που λέγεται διάσταση (ή διάσταση Hilbert) του χώρου Η.
(Αν Η = {0}, τότε η διάστασή του είναι 0). Για χώρους Hilbert με πεπερασμένη
διάσταση η κατάσταση είναι απλή αφού η διάσταση του χώρου είναι η διάστασή
του με την ίδια έννοια όπως και στην άλγεβρα. Για τους διαχωρίσιμους χώρους
ισχύει το Πόρισμα 1.5.1. Για πιο γενικούς χώρους η κατάσταση είναι πολύ πιό
δύσκολη (βλ. E. Hewitt and Stromberg (1969), p.246).[Krayszig]

Παράδειγμα 1.5.1. Το σύστημα των πολυωνύμων {𝑡𝑛}𝑛≥0 είναι πλήρες στον
𝐶[0, 1] καθώς και στον 𝐿2[0, 1].

Απόδειξη. Πραγματικά, σύμφωνα με το Προσεγγιστικό Θεώρημα του Weierstrass
τα πολυώνυμα αυτά είναι πυκνά στον 𝐶[0, 1], οπότε το σύστημα {𝑡𝑛}𝑛≥0 είναι
πλήρες στον 𝐶[0, 1].
Εξάλλου, εξ ορισμού ο 𝐶[0, 1] είναι πυκνός στον 𝐿2[0, 1] και η σύγκλιση 𝑓𝑛 → 𝑓
στον 𝐶[0, 1] συνεπάγεται 𝑓𝑛 → 𝑓 στον 𝐿2[0, 1]. Ο ισχυρισμός αυτός προκύπτει
την ανισότητα

‖𝑓‖𝐿2[0,1] ≤ ‖𝑓‖𝐶[0,1], ∀𝑓 ∈ 𝐶[0, 1],
δηλαδή, από το γεγονός ότι η norm στον 𝐶[0, 1] είναι ισχυρότερη από τη norm
στον 𝐿2[0, 1].
Επομένως, τα πολυώνυμα {𝑡𝑛}𝑛≥0 ειναι πυκνά στον 𝐿2[0, 1].

Παράδειγμα 1.5.2. Το σύστημα {1, cos𝑛𝑥, sin𝑛𝑥}∞
𝑛=1 των τριγωνομετρικών πο-

λυωνύμων είναι πλήρες στον 𝐿2[−𝜋, 𝜋].

Απόδειξη. Πραγματικά, πάλι σύμφωνα με τοΠροσεγγιστικόΘεώρημα τουWeierstrass
τα τριγωνομετρικά πολυώνυμα είναι πυκνά στο χώρο των συνεχών 2𝜋-περιοδικών
συναρτήσεων στο [−𝜋, 𝜋], ως προς την𝐶[−𝜋, 𝜋]-norm, οπότε το σύστημα {1, cos𝑛𝑥, sin𝑛𝑥}∞

𝑛=1
είναι πλήρες στον 𝐿2[−𝜋, 𝜋].

Παράδειγμα 1.5.3. Το σύνολο {𝑒𝑖𝑛𝑡}∞
𝑛=−∞ είναι πλήρες σύστημα στον𝐿2[−𝜋, 𝜋],

για τον ίδιο λόγο με τα προηγούμενα παραδείγματα.
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Θα αποδείξουμε την ακόλουθη πρόταση.

Πρόταση 1.5.1. Ένα ορθοκανονικό σύστημα 𝑆 σε ένα χώρο 𝑋 με εσωτερικό γι-
νόμενο είναι πλήρες τότε και μόνο τότε όταν για κάθε 𝑥 ∈ 𝑋 − 𝑆 με 𝑥⊥𝑆 έπεται
ότι 𝑥 = 0.

Απόδειξη. Αν υποθέσουμε ότι το 𝑆 είναι πλήρες και ότι υπάρχει 𝑥 ∈ 𝑋 − 𝑆 τέτοιο
ώστε 𝑥⊥𝑆. Αν 𝑥 ≠ 0, τότε το 𝑆 ∪ {𝑥/‖𝑥‖} θα ήταν ένα ορθοκανονικό σύστημα
του οποίου το 𝑆 θα ήταν γνήσιο υποσύνολο, το οποίο είναι άτοπο γιατί το 𝑆 έχει
υποτεθεί πλήρες. Άρα, 𝑥 = 0.
Αντίστροφα, αν η υπόθεση 𝑥⊥𝑆 έπεται ότι 𝑥 = 0, τότε το 𝑆 θα ήταν πλήρες, γιατί
αν δεν ήταν θα υπήρχε ένα ορθοκανονικό σύστημα Α του οποίου το 𝑆 θα ήταν
γνήσιο υποσύνολο. Τότε, για 𝑥 ∈ Α − 𝑆 θα ήταν 𝑥⊥𝑆 και ‖𝑥‖ = 1, το οποίο είναι
άτοπο γιατί, λόγω της υπόθεσης, είναι 𝑥 = 0. □

Παρατήρηση 1.5.1. Από την Πρόταση 1.5.1 προκύπτει ότι σε ένα χώρο 𝑋 με
εσωτερικό γινόμενο μπορούμε να διευρύνουμε ένα ορθοκανονικό σύστημα 𝑆 έτσι
ώστε να συμπεριλάβει όλα τα σημεία του 𝑥 ≠ 0 που είναι κάθετα στο 𝑆 και
μάλιστα μέχρι να γίνει πλήρες (βλ. Πρόταση 16, Κεφ. 9, [Αρτεμιάδης]).

Επομένως:
Ένας χώρος με εσωτερικό γινόμενο περιλαμβάνει ένα πλήρες ορθοκανονικό σύ-
στημα.

Θεώρημα 1.5.1. Ένας χώρος Hilbert 𝐻 είναι διαχωρίσιμος αν και μόνο αν υπάρ-
χει ένα πλήρες ορθοκανονικό σύστημα {𝑒𝑖}𝑖≥1.

Μπορούμε να δώσουμε ακόμα ένα πολύ χρήσιμο ορισμό της βάσης ενός χώ-
ρου με norm.

Ορισμός 1.5.2. Μια ακολουθία {𝑥𝑖}∞
𝑖=1 λέγεται βάση ενός χώρου 𝑋 με norm αν

για κάθε 𝑥 ∈ 𝑋 υπάρχει μοναδική σειρά ∑𝑖≥1 𝑎𝑖𝑥𝑖 η οποία συγκλίνει στο 𝑥. □

Θεώρημα 1.5.2. Ένα πλήρες ορθοκανονικό σύστημα {𝑥𝑖}∞
𝑖=1 ενός χώρου Hilbert

𝐻 είναι μια βάση στον 𝐻 .

Απόδειξη. Από την ανισότητα τουBessel έχουμε ότι για κάθε𝑥 ∈ Η το∑∞
𝑖=1 |⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩|2 <

∞. Εξάλλου, για κάθε 𝑥 ∈ Η υπάρχει ένα στοιχείο 𝑦 = ∑ ∞
𝑖=1⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖 ∈ 𝐻

(βλ. Πόρισμα 2.1.3 Μιλμαν). Αυτό συνεπάγεται ότι (𝑦 − 𝑥)⊥𝑒𝑖 για όλα τα 𝑖.
Από το Λήμμα 2.1.6, έπεται ότι 𝑦 = 𝑥, οπότε, 𝑥 = ∑∞

𝑖=1⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖. Τέλος, αν
𝑥 = ∑∞

𝑖=1 𝑎𝑖𝑒𝑖, τότε ⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩ = 𝑎𝑖, οπότε η μοναδικότητα είναι προφανής. □
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Πόρισμα 1.5.1. Κάθε διαχωρίσιμος χώρος Hilbert έχει μια ορθοκανονική βάση.

Θεώρημα 1.5.3. (Ανισότητα του Parseval) Έστω {𝑒𝑖}𝑖≥1 ένα ορθοκανονικό σύ-
στημα σε ένα χώρο Hilbert 𝐻 . Τότε, το {𝑒𝑖}𝑖≥1 είναι μια βάση στον Η αν και μόνο
αν για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 ,

‖𝑥‖2 =
∞

∑
𝑖=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩|2.

Απόδειξη. Αν 𝑥 = ∑∞
𝑖=1⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖, τότε

‖𝑥‖2 =
∞

∑
𝑖=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩|2.

Για το αντίστροφο, έχουμε

‖𝑥 −
𝑛

∑
𝑖=1

⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖‖2 = ‖𝑥‖2 −
𝑛

∑
𝑖=1

|⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩|2 → 0,

καθώς το 𝑛 → ∞, οπότε 𝑥 = ∑∞
𝑖=1⟨𝑥, 𝑒𝑖⟩𝑒𝑖.

Ας επιτρέψουμε στους διαχωρίσιμους χώρουςHilbert. Υπενθυμίζουμε ότι ένας
τέτοιος χώρος περιέχει ένα αριθμήσιμο υποσύνολο το οποίο είναι πυκνό στο χώρο.
Οι διαχωρίσιμοι χώροι Hilbert εκτός του ότι είναι απλούστεροι από τους μη διαχω-
ρίσιμους, αφού δεν περιέχουν μη αριθμήσιμα ορθογώνια σύνολα, είναι και ιδιαί-
τερα ενδιαφέροντες αφού όπως θα δούμε στη συνέχεια υπάρχουν δύο μόνο τύποι
διαχωρίσιμων χώρων Hilbert ένας πεπερασμένης διάστασης ο οποίος είναι ισό-
μορφος με τον ℂ𝑛 και ένας άπειρης διάστασης ο οποίος είναι ισόμορφος με τον ℓ2

(βλ. Θεώρημα 1.6.3).

Θεώρημα 1.5.4. Έστω Η ένας χώρος Hilbert. Τότε:

(i) Αν ο Η είναι διαχωρίσιμος, κάθε ορθοκανονικό σύνολο στον Η είναι αριθμή-
σιμο.

(ii) Αν ο Η περιέχει μια ορθοκανονική ακολουθία η οποία είναι πλήρες σύνολο,
τότε ο Η είναι διαχωρίσιμος.

Απόδειξη. (βλ. Θεώρημα 3.6-4 Kreyszing)
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1.6 Ισόμορφοι Χώροι Hilbert
Για μα χρησιμοποιήσουμε τους χώρους Hilbert σε εφαρμογές πρέπει να γνωρί-

ζουμε πιο από τα πλήρη ορθοκανονικά σύνολα του χώρου πρέπει να επιλέξουμε σε
μια συγκεκριμένη περίπτωση και ποιες ιδιότητες έχουν τα στοιχεία του. Προς αυτή
την κατεύθυνση χρειάζεται λεπτομερής μελέτη και σε ορισμένες περιπτώσεις συ-
ναρτησιακών χώρων με ιδιαίτερο ενδιαφέρον το πρόβλημα αυτό έχει επιλυθεί (βλ.
Παραδείγματα ....𝐿𝑒𝑔𝑒𝑛𝑑𝑟𝑒, 𝐻𝑒𝑟𝑚𝑖𝑡𝑒, 𝐿𝑎𝑔𝑢𝑒𝑟𝑟𝑒) Ωστόσο, είναι μεγάλης σημα-
σίας και έχει μεγάλο πρακτικό ενδιαφέρον η αναζήτηση μιας βάσης πάνω στην
οποία θα μπορούσε να στηριχθεί μια ταξινόμηση των χώρωνHilbert. Γενικά μιλώ-
ντας τίθενται πάλι τα ερωτήματα, που παραπάνω θέσαμε για τους διαχωρίσιμους
χώρους, δηλαδή, πόσοι είναι οι χώροι Hilbert και αν μπορούν να ταξινομηθούν με
κάποιο κριτήριο.

Θα χρειαστεί να μελετήσουμε πρώτα τους ισομορφισμούς των χώρων Hilbert.
Εδώ, ο ορισμός του ισομορφισμού μπορεί να διατυπωθεί ως εξής:

Ορισμός 1.6.1. Ένας ισομορφισμός ενός χώρου Hilbert Η επί ενός άλλου χώρου
Hilbert 𝐻̃ , πάνω στο ίδιο σώμα βαθμωτών, είναι μια 1-1 και επί γραμμική απεικό-
νιση 𝑇 ∶ Η → 𝐻̃ (δηλαδή ένας 1-1 και επί γραμμικός τελεστής, βλ. Ορισμός ??)
η οποία διατηρεί το εσωτερικό γινόμενο, δηλαδή

⟨𝑇 (𝑥), 𝑇 (𝑦)⟩ = ⟨𝑥, 𝑦⟩, (1)

για όλα τα 𝑥, 𝑦 ∈ Η.
Τότε, ο 𝐻̃ λέγεται ισομορφικός (ή ισόμορφος) με τον 𝐻 , και οι Η, 𝐻̃ λέγονται
ισομορφικοί χώροι.
Επιπλέον, η Τ είναι μια ισομετρία, γιατί οι αποστάσεις στους Η και 𝐻̃ ορίζονται
από τις αντίστοιχες norms και αυτές από τα εσωτερικά γινόμενα των 𝐻 και 𝐻̃ .

Έχουμε συμβολίσει τα εσωτερικά γινόμενα στους χώρους Η και Η̃ με το ίδιο
σύμβολο όχι μόνο για λόγους απλότητας αλλά για ουσιαστικότερους λόγους αφού
θα δούμε στη συνέχεια ότι όταν αναφερόμαστε σε ισομορφικούς χώρους στην
πραγματικότητα μιλάμε για τον ίδιο χώρο. Ωστόσο, στη συνέχεια θα συμβολί-
ζουμε το εσωτερικό γινόμενο δυο στοιχείων 𝑥, 𝑦 ενός χώρου Hilbert με ⟨𝑥, 𝑦⟩𝐻 .
□

Παρατήρηση 1.6.1. Το γεγονός ότι η απεικόνιση Τ είναι 1-1 και επί εξασφαλί-
ζει ότι η Τ είναι ένας ισομορφισμός μεταξύ των διανυσματικών χώρων 𝑋 και 𝑋̃
με εσωτερικό γινόμενο, που σημαίνει ότι διατηρεί ολόκληρη τη δομή ενός χώ-
ρου. Επίσης, επειδή η Τ είναι ισομετρία, δυο ισομετρικά ισόμορφοι χώροι Hilbert
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έχουν ταυτόχρονα κάθε ιδιότητα που ορίζεται μέσω της norms, οπότε αλγεβρικά
και μετρικά οι χώροι αυτοί δεν είναι διακριτοί. Είναι δηλαδή ίδιοι εκτός από τη
φύση των στοιχείων τους, οπότε μπορούμε να λέμε ότι είναι δυο αντίγραφα του
ίδιου χώρου. Γιαυτό πολλές φορές λέμε ότι ταυτίζονται ή ακόμα και ότι είναι
ίσοι. Για παράδειγμα αν ένας χώρος είναι ισομορφικός με τον Ευκλείδειο χώρο
μπορούμε να φανταζόμαστε ότι είναι ο ίδιος ο Ευκλείδειος χώρος με στοιχεία
ίσως μιας άλλης φύσης αλλά συμπεριφερόμενα σαν διανύσματα. Το πιο συναρ-
παστικό στη συζήτηση αυτή και σε συνδυασμό με τα ερωτήματα που θέσαμε πα-
ραπάνω, δηλαδή την αναζήτηση κριτηρίων με βάση τα οποία θα μπορούσαμε να
ταξινομήσουμε τους χώρους Hilbert, τα κριτήρια είναι μόνο δυο, η διάσταση του
χώρου και το αν ο χώρος είναι πραγματικός ή μιγαδικός. Συγκεκριμένα, για κάθε
διάσταση Hilbert υπάρχει ακριβώς ένας αφηρημένος πραγματικός και ένας αφη-
ρημένος μιγαδικός χώρος ή με άλλα λόγια δυο αφηρημένοι χώροι Hilbert πάνω
στο ίδιο σώμα διακρίνονται μόνο από την διάστασή τους. Συγκεκριμένα, έχουμε
το ακόλουθο θεώρημα.

Θεώρημα 1.6.1. Δύο χώροι Hilbert 𝐻 και 𝐻̃ είναι ισομορφικοί αν και μόνο αν
υπάρχει ένας ισομορφισμός 𝑇 ∶ 𝐻 → 𝐻̃ ο οποίος διατηρεί τις norms, δηλαδή
τέτοιος ώστε

‖Τ(𝑥)‖𝐻̃ = ‖𝑥‖𝐻, ∀ 𝑥 ∈ 𝐻.
Απόδειξη. Αν ο Τ είναι ισομορφισμός, τότε είναι ισομετρία, οπότε, για κάθε 𝑥 ∈
𝐻 , έχουμε

‖Τ(𝑥)‖𝐻̃ = ‖Τ(𝑥) − 𝑇 (0)‖𝐻̃ = ‖𝑥 − 0‖𝐻 = ‖𝑥‖𝐻.
Αντίστροφα, αν 𝑇 ∶ 𝐻 → 𝐻̃ είναι ένας ισομορφισμός που διατηρεί τις norms,
λόγω της γραμμικότητας, για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 , έχουμε

‖Τ(𝑥) − 𝑇 (𝑦)‖𝐻̃ = ‖Τ(𝑥 − 𝑦)‖𝐻̃ = ‖𝑥 − 𝑦‖𝐻,

δηλαδή ο Τ είναι ισομετρία. □

Παρατήρηση 1.6.2. Δεν είναι απαραίτητο δυο χώροι με εσωτερικό γινόμενο να
είναι πλήρεις για να είναι ισομορφικοί.

Το θεώρημα που ακολουθεί μας λέει ότι, ουσιαστικά, υπάρχει ένας μόνο τύπος
απειροδιάστατων διαχωρίσιμων χώρων Hilbert.

Θεώρημα 1.6.2. Δύο οποιοιδήποτε απειροδιάστατοι διαχωρίσιμοι χώροι Hilbert
Η και 𝐻̃ και οι δυο πραγματικοί (ή και οι δυο μιγαδικοί), είναι ισομετρικά ισό-
μορφοι.
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Απόδειξη. Είναι γνωστό ότι κάθε διαχωρίσιμος χώρος με εσωτερικό γινόμενο έχει
αριθμήσιμη ορθοκανονική βάση. Ας υποθέσουμε ότι Β = {𝑒𝑛, 𝑛 ∈ ℕ} και 𝐵̃ =
{ ̃𝑒𝑛, 𝑛 ∈ ℕ} είναι ορθοκανονικές βάσεις των απειροδιάστατων διαχωρίσιμων
χώρων Hilbert Η και 𝐻̃ οι οποίοι είναι ταυτόχρονα και οι δύο πραγματικοί (ή και
οι δύο μιγαδικοί). Τότε, για το τυχόν 𝑥 ∈ 𝐻 υπάρχουν 𝑐𝑛 ∈ ℝ(ℂ) τέτοιοι ώστε
𝑥 = ∑∞

𝑛=1 𝑐𝑛𝑒𝑛, όπου 𝑐𝑛 = ⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩𝐻 , για κάθε 𝑛 ∈ ℕ. Από το Θεώρημα 1.5.3
είναι επίσης γνωστό ότι

∞
∑
𝑛=1

|𝑐𝑛|2 = ‖𝑥‖2 < ∞,

οπότε αν εφαρμόσουμε το Θεωρ. 1 παρ. 3 Καρυοφ. στον 𝐻̃ έχουμε ̃𝑥 =
∞
∑
𝑛=1

̃𝑐𝑛 ̃𝑒𝑛.

Ορίζουμε τη συνάρτηση 𝑓 ∶ 𝐻 → 𝐻̃ , όπου σε κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 αντιστοιχεί το ̃𝑥 ∈ 𝐻̃
για το οποίο ισχύει

⟨ ̃𝑥, ̃𝑒𝑛⟩𝐻̃ = ⟨𝑥, 𝑒𝑛⟩𝐻, ∀ 𝑛 ∈ ℕ,

δηλαδή σε κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 αντιστοιχεί το ̃𝑥 ∈ 𝐻̃ το οποίο έχει τους ίδιους συντελεστές
Fourier με το 𝑥.
Φαίνεται εύκολα ότι η 𝑓 είναι 1-1. Επίσης, για κάθε 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐻 και κάθε 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ
(ή ℂ έχουμε

𝑓(𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2) =
∞

∑
𝑛=1

⟨𝑎𝑥1 + 𝑏𝑥2, 𝑒𝑛⟩𝐻 ̃𝑒𝑛

= 𝑎
∞

∑
𝑛=1

⟨𝑥1, 𝑒𝑛⟩𝐻 ̃𝑒𝑛 + 𝑏
∞

∑
𝑛=1

⟨𝑥2, 𝑒𝑛⟩𝐻 ̃𝑒𝑛

= 𝑎𝑓(𝑥1) + 𝑏𝑓(𝑥2),

οπότε η 𝑓 είναι ισομορφισμός.
Το γεγονός ότι ‖𝑥‖𝐻 = ‖𝑓(𝑥)‖𝐻̃ , προκύπτει άμεσα και από το Θεώρημα 1.6.1.

Το θεώρημα που ακολουθεί μας λέει ότι, ουσιαστικά, υπάρχουν δύο μόνο τύποι
διαχωρίσιμων χώρων Hilbert.

Θεώρημα 1.6.3. Έστω Η ένας διαχωρίσμος χώρος Hilbert. Τότε:

(i) Αν ο Η είναι πεπερασμένης διάστασης είναι ισομορφικός με τον χώρο 𝐶𝑛.

(ii) Αν ο Η είναι απειροδιάστατος είναι ισομορφικός με τον χώρο ℓ2.
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Απόδειξη.(i) προκύπτει άμεσα από το Θεώρημα 1.6.2 αν επαναλάβουμε την από-
δειξη αντικαθιστώντας τις εμφανιζόμενες άπειρες σειρές με πεπερασμένα αθροί-
σματα.
(ii) Γνωρίζουμε ότι ο χώρος ℓ2 είναι ένας απειροδιάστατος διαχωρίσιμος χώρος
Hilbert, οπότε το αποτέλεσμα προκύπτει άμεσα από το Θεώρημα 1.5.1. □

Θεώρημα 1.6.4. Δύο χώροι Hilbert Η και 𝐻̃ , και οι δυο πραγματικοί ή και οι δυο
μιγαδικοί, είναι ισομορφικοί αν και μόνο αν έχουν την ίδια διάσταση.
Απόδειξη. (βλ. Θεώρ. Kreyszig 3.6-5)

Μια πρώτη εφαρμογή του Θεωρήματος 1.6.3 είναι να αποδείξουμε ότι κάθε
χώρος με εσωτερικό γινόμενο μπορεί να γίνει πλήρης, δηλαδή χώρος Hilbert, κατά
μοναδικό τρόπο εκτός από τους ισομορφισμούς. Σχετικά με την πλήρωση ενός
χώρου με εσωτερικό γινόμενο έχουμε το ακόλουθο θεώρημα:

Θεώρημα 1.6.5. Για κάθε χώρο με εσωτερικό γινόμενο 𝑋 υπάρχει ένας χώρος
Hilbert Η και ένας ισομορφισμός Α από τον 𝑋 σε ένα πυκνό υπόχωρο 𝑊 ⊂ Η. Ο
χώρος Η είναι μοναδικός εκτός από τις ισομετρίες.
Απόδειξη. (βλ. Θεώρημα 3.2-3 Kreyszig).

Ορισμός 1.6.2. Ένας υπόχωρος 𝑌 ενός χώρου Hilbert 𝐻 είναι ένας διανυσματι-
κός υπόχωρος του 𝐻 θεωρούμενος ως ένας χώρος με εσωτερικό γινόμενο.
Δεν είναι απαραίτητο ο 𝑌 να είναι χώροςHilbert γιατί μπορεί να μην είναι πλήρης.
□

Σχετικά με τους υπόχωρους χώρων Hilbert ισχύει το ακόλουθο θεώρημα:

Θεώρημα 1.6.6. Έστω 𝑌 ένας υπόχωρος ενός χώρου Hilbert 𝐻 . Τότε:

(i) Ο 𝑌 είναι πλήρης αν και μόνο αν το 𝑌 είναι κλειστό στο Η.

(ii) Αν το 𝑌 είναι πεπερασμένης διάστασης τότε ο 𝑌 είναι πλήρης.

(iii) Αν ο Η είναι διαχωρίσιμος, τότε είναι και ο 𝑌 . Γενικότερα, κάθε υποσύνολο
ενός διαχωρίσιμου χώρου με εσωτερικό γινόμενο είναι διαχωρίσιμο.

Απόδειξη. Για τα (i) και (ii) βλ. Θεωρήματα ?? και ??. To (iii) αφήνεται ως άσκηση.
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1.7 Κυρτότητα - Προβολές σε Χώρους Hilbert
Ορισμός 1.7.1. Σε ένα μετρικό χώρο 𝑋 η απόσταση ενός στοιχείου 𝑥 ∈ 𝑋 από
ένα μη κενό υποσύνολο 𝑉 ⊂ 𝑋 συμβολίζεται με 𝑑(𝑥, 𝑉 ) και ορίζεται να είναι

𝑑(𝑥, 𝑉 ) = inf
𝑦∈𝑉

𝑑(𝑥, 𝑦).

Σε ένα χώρο με norm η σχέση αυτή γράφεται

𝑑(𝑥, 𝑉 ) = inf
𝑦∈𝑉

‖𝑥 − 𝑦‖.

Αν το 𝑥 ∈ 𝑉 , τότε 𝑑(𝑥, 𝑉 ) = 0, ωστόσο αν το 𝑥 ∉ 𝑉 , τότε 𝑑(𝑥, 𝑉 ) > 0. □

Ένα πολύ ενδιαφέρον ερώτημα που τίθεται είναι το αν υπάρχει και πότε ένα
𝑦0 ∈ 𝑉 τέτοιο ώστε

𝑑(𝑥, 𝑉 ) = inf
𝑦∈𝑉

𝑑(𝑥, 𝑦0),

δηλαδή, διαισθητικά μιλώντας, ενδιαφερόμαστε για το αν και πότε υπάρχει ένα
σημείο 𝑦0 του 𝑉 το οποίο βρίσκεται πλησιέστερα σε ένα δοσμένο 𝑥 από όλα τα
σημεία του και αν είναι μοναδικό. Τίθεται, δηλαδή, ένα πρόβλημα ύπαρξης και μο-
ναδικότητας το οποίο είναι θεμελιώδους σημασίας τόσο από θεωρητικής πλευράς
όσο από την πλευρά των εφαρμογών. Ωστόσο, το πρόβλημα αυτό δεν είναι εύκολο
ακόμα και σε πολύ απλές περιπτώσεις, αλλά και σε κάποιες άλλες που είναι εύ-
κολο δεν μπορεί να εξασφαλιστεί η μοναδικότητα. Το παράδειγμα που ακολουθεί
αποτελεί μια επιβεβαίωση των παραπάνω.

Παράδειγμα 1.7.1. Έστω 𝑉 ⊂ ℝ2 και δοθέν 𝑥 ∈ ℝ2.

(i) Αν το 𝑉 είναι ένα ανοικτό διάστημα (𝑎, 𝑏) και η κάθετος από το 𝑥 στο (𝑎, 𝑏)
τέμνει το (𝑎, 𝑏), τότε το σημείο αυτό της τομής είναι το μοναδικό σημείο
𝑦0 ∈ (𝑎, 𝑏) το οποίο βρίσκεται πλησιέστερα στο 𝑥. Αν η κάθετος από το 𝑥
στο (𝑎, 𝑏) δεν τέμνει το (𝑎, 𝑏) τότε δεν υπάρχει 𝑦0.

(ii) Αν το 𝑉 είναι ένα τόξο κάποιου κύκλου και το δοθέν 𝑥 ∈ ℝ2 είναι το κέντρο
του κύκλου, τότε υπάρχουν άπειρα σημεία 𝑦0, ενώ αν το 𝑥 είναι εξωτερικό
σημείο του κύκλου μπορεί να υπάρχει μοναδικό 𝑦0 μπορεί και να μην υπάρ-
χει.

Από το παραπάνω παράδειγμα δημιουργείται η εντύπωση ότι σε άλλους χώ-
ρους πιο γενικούς, ιδιαίτερα σε χώρους άπειρης διάστασης, η κατάσταση γίνεται
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πιο περίπλοκη και το πρόβλημα προφανώς πιο δύσκολο και αυτή είναι η πραγμα-
τικότητα. Ωστόσο, οι χώροι Hilbert μας εκπλήσσουν ευχάριστα και σε αυτή την
περίπτωση όπως θα δούμε στη συνέχεια η κατάσταση παραμένει σχετικά απλή.
Θα χρειαστούμε τους ακόλουθους ορισμούς.

Ορισμός 1.7.2. Έστω𝑋 γραμμικός χώρος. Ένα υποσύνολοΕ ⊂ 𝑋 λέγεται κυρτό
τότε και μόνο τότε όταν για κάθε 𝑥, 𝑦 ∈ Ε και 𝑡 ∈ [0, 1] το 𝑧 = 𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦 ∈ 𝐸.

• Αν 𝑋 είναι ένας διανυσματικός χώρος, τότε κάθε γραμμικός υπόχωρός του
είναι ένα κυρτό σύνολο.

• Η τομή μιας οποιασδήποτε συλλογής κυρτών συνόλων είναι κυρτό σύνολο.

• Αν 𝐻 είναι ένας χώρος Hilbert, τότε κάθε ανοικτή μπάλα και κάθε κλειστή
μπάλα του είναι κυρτό σύνολο (βλ. Παράδειγμα 1.7.2). □

Παράδειγμα 1.7.2. Οι μπάλες ενός χώρου 𝑋 με norm είναι κυρτά σύνολα.
Απόδειξη. Έστω 𝐵(𝑥0, 𝑟) μία μπάλα κέντρου 𝑥0 ∈ 𝑋 και ακτίνας 𝑟, και 𝑥, 𝑦 ∈
𝐵(𝑥0, 𝑟). Τότε

‖𝑥 − 𝑥0‖ < 𝑟, ‖𝑦 − 𝑦0‖ < 𝑟.
Για κάθε 𝑎 ∈ [0, 1] έχουμε

‖𝑎𝑥 + (1 − 𝑎) 𝑦 − 𝑥0‖ = ‖(𝑥 − 𝑥0) 𝑎 + (1 − 𝑎) (𝑦 − 𝑥0)‖
⩽ 𝑎 ‖𝑥 − 𝑥0‖ + (1 − 𝑎) ‖𝑦 − 𝑥0‖
⩽ 𝑎𝑟 + (1 − 𝑎) 𝑟 = 𝑟.

Άρα, 𝑎𝑥 + (1 − 𝑎)𝑦 ∈ 𝐵(𝑥0, 𝑟).
Ορισμός 1.7.3. Ένας υπόχωρος 𝑉 ενός γραμμικού χώρου 𝑋 λέγεται κυρτός τότε
και μόνο τότε όταν το σύνολο 𝑉 είναι κυρτό. □

Τα δύο θεωρήματα που ακολουθούν επιβεβαιώνουν με μια γεωμετρική ερ-
μηνεία ότι οι χώροι Hilbert συμπεριφέρονται σαν Ευκλείδειοι χώροι. Το γεγονός
αυτό δεν είναι τυχαίο αφού αποτελούν άμεση γενίκευση των Ευκλείδειων χώρων
και βρίσκονται πολύ πιό κοντά σε αυτούς από τους χώρους Banach των οποίων οι
norms δεν παράγονται από εσωτερικό γινόμενο.

Θεώρημα 1.7.1. Έστω Η ένας χώρος Hilbert και 𝐶 ένα μη κενό, κλειστό, κυρτό
υποσύνολο του Η. Τότε, υπάρχει μοναδικό στοιχείο 𝑧0 ∈ 𝐶 τέτοιο ώστε

‖𝑧0‖ ≤ ‖𝑧‖, ∀ 𝑧 ∈ 𝐶.
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Απόδειξη. Θέτουμε 𝜆 = {inf ‖𝑧‖ ∶ 𝑧 ∈ 𝐶‖. Τότε, υπάρχει ακολουθία {𝑧𝑛}∞
𝑛=1

στο 𝐶, τέτοια ώστε lim
𝑛→∞

‖𝑧𝑛‖ = 𝜆. Από τον κανόνα του παραλληλογράμμου (βλ.
Θεώρημα 1.1.1) προκύπτει

‖𝑧𝑛 − 𝑧𝑚‖2 = 2‖𝑧𝑛‖2 + 2‖𝑧𝑚‖2 − ‖𝑧𝑛 + 𝑧𝑚‖2

= 2‖𝑧𝑛‖2 + 2‖𝑧𝑚‖2 − 4‖𝑧𝑛 + 𝑧𝑚
4 ‖2.

Αφού το 𝐶 είναι κυρτό, το (𝑧𝑛 + 𝑧𝑚)/2 ανήκει στο 𝐶, οπότε ‖(𝑧𝑛 + 𝑧𝑚)/2‖ ≥ 𝜆.
Άρα,

‖𝑧𝑛 − 𝑧𝑚‖2 ≤ 2‖𝑧𝑛‖2 + 2‖𝑧𝑚‖2 − 4𝜆2.
Αφού το δεξιό μέλος της ανισότητας αυτής τείνει στο 0 όταν τα 𝑛, 𝑚 → ∞ έπεται
ότι η {𝑧𝑛} είναι ακολουθία Cauchy, οπότε υπάρχει 𝑧0 τέτοιο ώστε lim

𝑛→∞
𝑧𝑛 = 𝑧0,

οπότε lim
𝑛→∞

‖𝑧𝑛‖ = 𝜆 = ‖𝑧0‖ και επειδή το 𝐶 είναι κλειστό το 𝑧0 ∈ 𝐶.
Για να αποδείξουμε ότι το 𝑧0 είναι το μοναδικό στοιχείο του 𝐶 που έχει αυτή την
ιδιότητα, έστω 𝑧 ∈ 𝐶 τέτοιο ώστε ‖𝑧0‖ = ‖𝑧‖ = 𝜆. Τότε από τον κανόνα του
παραλληλογράμμου θα έχουμε

‖𝑧0 − 𝑧‖2 ≤ 2‖𝑧0‖2 + ‖𝑧‖2 − 4𝜆2 = 0,

που σημαίνει ότο 𝑧 = 𝑧0. □

Ορισμός 1.7.4. Έστω 𝐶 ένα μη κενό, κλειστό και κυρτό υποσύνολο ενός χώρου
Hilbert Η και ένα σημείο 𝑥 ∈ Η. H απεικόνιση P𝐶 ∶ 𝐻 → 𝐶, που ορίζεται από
την P𝐶(𝑥) = 𝑥0, όπου 𝑥0 είναι η μοναδική λύση του προβλήματος inf𝑧∈𝐶 ‖𝑥 − 𝑧‖,
λέγεται προβολικός τελεστής (βλ. Ορισμός ??) στον 𝐶.
H λύση 𝑥0 του προβλήματος inf𝑧∈𝐶 ‖𝑥 − 𝑧‖ (αν υπάρχει, δηλαδή αν το infimum
λαμβάνεται) λέγεται προβολή του 𝑥 πάνω στον 𝐶.
Είναι προφανές ότι P𝐶(𝑥) = 𝑥, για κάθε 𝑥 ∈ 𝐶. □

Θεώρημα 1.7.2. Έστω Η ένας χώρος Hilbert και 𝐶 ένα μη κενό, κλειστό, κυρτό
υποσύνολο του Η. Τότε, για κάθε 𝑥 ∈ Η υπάρχει μοναδικό στοιχείο 𝑥0 ∈ 𝐶 τέτοιο
ώστε

‖𝑥 − 𝑥0‖ = min
𝑧∈𝐶

‖𝑥 − 𝑧‖. (1)

Επί πλέον, το 𝑥0 καθορίζεται ως η μοναδική λύση της ανισότητας

⟨𝑥 − 𝑥0, 𝑧 − 𝑥0⟩ ⩽ 0, ∀ 𝑧 ∈ 𝐶. (2)

στο 𝐶.
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Απόδειξη. Σύμφωνα με το Θεώρημα 1.6.6 o υπόχωρος 𝐶 είναι πλήρης. Έστω
{𝑥𝑛}∞

𝑛=1 μια ελαχιστοποιητική ακολουθία για την (1), δηλαδή, 𝑥𝑛 ∈ 𝐶 και

𝑑𝑛 = ‖𝑥 − 𝑥𝑛‖ → 𝑑 = inf
𝑧∈𝐶

‖𝑥 − 𝑧‖.

Θα αποδείξουμε ότι η {𝑥𝑛} είναι ακολουθία Cauchy. Εφαρμόζοντας τον κανόνα
του παραλληλογράμμου, παίρνουμε

2(‖𝑥 − 𝑥𝑛‖2 + ‖𝑥 − 𝑥𝑚‖2) = ‖2𝑥 − (𝑥𝑛 + 𝑦𝑚)‖2 + ‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖2.
Επειδή, 𝑥𝑛+𝑥𝑚

2 ∈ 𝐶 (λόγω της κυρτότητας του 𝐶), ισχύει

‖2𝑥 − (𝑥𝑛 + 𝑥𝑚)‖ ≥ 2𝑑,
οπότε από την τελευταία ισότητα παίρνουμε

‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖2 ≤ 2(𝑑2
𝑛 + 𝑑2

𝑚) − 4𝑑2.
και

lim
𝑚,𝑛→∞

‖𝑥𝑛 − 𝑥𝑚‖ = 0.

Συνεπώς, υπάρχει 𝑥0 = lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 ∈ 𝐶 (επειδή το 𝐶 είναι κλειστό) και 𝑑 = ‖𝑥 − 𝑧‖.
Το 𝑥0 είναι μοναδικό γιατί αν υπήρχαν δυο σημεία 𝑥0 και 𝑥′

0 τέτοια ώστε

‖𝑥 − 𝑥0‖ = ‖𝑥 − 𝑥′
0‖ = min

𝑧∈𝐶
‖𝑥 − 𝑧‖,

μπορούμε να επιλέξουμε 𝑥2𝑛 = 𝑦 και 𝑥2𝑛+1 = 𝑦 και τότε η {𝑥𝑛} δεν θα είναι
ακολουθία Cauchy, το οποίο είναι άτοπο.
Θα αποδείξουμε την ισοδυναμία των (1) και (2). Έστω 𝑥0 ∈ 𝐶 που ικανοποιεί την
(1) και τυχόν 𝑤 ∈ 𝐶. Τότε, το 𝑧 = (1 − 𝑡)𝑥0 + 𝑡𝑤 ∈ 𝐶, για κάθε 𝑡 ∈ (0, 1] (λόγω
της κυρτότητας του 𝐶) και άρα

‖𝑥 − 𝑥0‖ ≤ ‖𝑥 − [(1 − 𝑡)𝑥0 + 𝑡𝑤]‖ = ‖(𝑥 − 𝑥0) − 𝑡(𝑤 − 𝑥0)‖.
Επομένως,

‖𝑥 − 𝑥0‖2 ≤ ‖𝑥 − 𝑥0‖2 − 2𝑡⟨𝑥 − 𝑥0, 𝑤 − 𝑥0⟩ + 𝑡2‖𝑤 − 𝑥0)‖2,
οπότε

2⟨𝑥 − 𝑥0, 𝑤 − 𝑥0⟩ ≤ 𝑡‖𝑤 − 𝑥0‖2.
Από την τελευταία, για 𝑡 → 0, παίρνουμε την (2).
Αντίστροφα, αν το 𝑥0 ικανοποιεί την (2) τότε

‖𝑥 − 𝑥0‖2 − ‖𝑥 − 𝑧‖2 = 2⟨𝑥 − 𝑥0, 𝑧 − 𝑥0⟩ − ‖𝑥 − 𝑧‖2 ≤ 0,
οπότε ‖𝑥 − 𝑥0‖ ≤ ‖𝑥 − 𝑧‖ και επειδή το 𝑧 είναι τυχόν ισχύει η (1). □
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Παρατήρηση 1.7.1. Η μοναδικότητα του 𝑥0 στο Θεώρημα 1.7.2 προκύπτει και
από τη (2) ως εξής:
Έστω ότι υπήρχαν δυο σημεία 𝑥0 και 𝑥′

0 που ικανοποιούν την (2). Τότε θα έχουμε

⟨𝑥 − 𝑥0, 𝑧 − 𝑥0⟩ ⩽ 0, ∀ 𝑧 ∈ 𝐶. (3)
⟨𝑥 − 𝑥′

0, 𝑧 − 𝑥′
0⟩ ⩽ 0, ∀ 𝑧 ∈ 𝐶. (4)

Αντικαθιστώντας 𝑧 = 𝑥′
0 στην (3) και 𝑧 = 𝑥0 στην (4), παίρνουμε με πρόσθεση

κατά μέλη ‖𝑥0 − 𝑥′
0‖2 ≤ 0, οπότε 𝑥0 = 𝑥′

0.

Αποδείξαμε (βλ. Θεώρημα 1.7.2) ότι αν 𝐶 είναι ένα μη κενό, κλειστό, κυρτό
υποσύνολο ενός χώρου Hilbert Η τότε η προβολή 𝑥0 = P𝐶(𝑥) του τυχόντος ση-
μείου 𝑥 ∈ 𝐻 στον 𝐶 υπάρχει και είναι μοναδική. Επομένως, ορίζεται μια απει-
κόνιση P𝐶 ∶ Η → 𝐶, η οποία σε κάθε 𝑥 ∈ 𝑋 αντιστοιχίζει την προβολή του
𝑥0 ∈ 𝐶.

Πρόταση 1.7.1. ΈστωΗ ένας χώρος Hilbert και𝐶 ένα μη κενό, κλειστό και κυρτό
υποσύνολό του. Τότε, ο προβολικός τελεστής P𝐶 ∶ 𝐻 → 𝐶 έχει την ιδιότητα

‖P𝐶(𝑥1) − P𝐶(𝑥2)‖ ≤ ‖𝑥1 − 𝑥2‖, ∀ 𝑥1, 𝑥2 ∈ 𝐻.
Απόδειξη. Από το θεώρημα 1.7.2 έχουμε

⟨𝑥1 − P𝐶(𝑥1), 𝑧 − P𝐶(𝑥1)⟩ ≤ 0, ∀𝑧 ∈ 𝐶,
οπότε για 𝑧 = P𝐶(𝑥2) παίρνουμε

⟨𝑥1 − P𝐶(𝑥1), P𝐶(𝑥2) − P𝐶(𝑥1)⟩ ≤ 0. (∗)
Όμοια

⟨𝑥2 − P𝐶(𝑥2), 𝑧 − P𝐶(𝑥2)⟩ ≤ 0, ∀𝑧 ∈ 𝐶,
οπότε για 𝑧 = P𝐶(𝑥1) παίρνουμε

⟨𝑥2 − P𝐶(𝑥2), P𝐶(𝑥1) − P𝐶(𝑥2)⟩ ≤ 0. (∗∗)
Προσθέτοντας κατά μέλη τις (*) και (**) παίρνουμε

⟨𝑥1 − 𝑥2 − (P𝐶(𝑥1) − P𝐶(𝑥2)),P𝐶(𝑥1) − P𝐶(𝑥2)⟩ ≤ 0
η οποία δίνει την

⟨𝑥1 − 𝑥2,P𝐶(𝑥1) − P𝐶(𝑥2)⟩ ≥ ‖P𝐶(𝑥1) − P𝐶(𝑥2‖2.
Εφαρμόζοντας την ανισότητα Cauchy-Schwarz στην τελευταία παίρνουμε την ζη-
τούμενη ανισότητα. □
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Παρατήρηση 1.7.2. Από την Πρόταση 1.7.1 προκύπτει άμεσα ότι

‖P𝐿(𝑥)‖ ≤ ‖𝑥‖, ∀ 𝑥 ∈ 𝐻,

το οποίο αποτελεί γενίκευση της γνωστής ανισότητας:
Το μήκος της προβολής ενός ευθυγράμμου τμήματος πάνω σε ένα επίπεδο του τρισ-
διάστατου Ευκλείδειου χώρου είναι μικρότερο ή ίσο του μήκους του.

Στη συνέχεια θα αναφερθούμε σε μερικές βασικές ιδιότητες στην ειδική περί-
πτωση ενός κλειστού γραμμικού υπόχωρου 𝐿 του 𝑋.

Ορισμός 1.7.5. Έστω 𝐿 ένας κλειστός γραμμικός υπόχωρος ενός χώρου Hilbert
Η. Το σύνολο

𝐿⟂ = {𝑥 ∈ 𝐻 ∶ 𝑥 ⟂ 𝐿},
λέγεται ορθογώνιο συμπλήρωμα του 𝐿. □

Θεώρημα 1.7.3. Έστω 𝐿 ένας γραμμικός κλειστός υπόχωρος ενός χώρου Hilbert
και 𝑥 ∈ 𝑋. Τότε το 𝑥0 = P𝐿(𝑥) καθορίζεται ως η μοναδική λύση της εξίσωσης

⟨𝑥 − 𝑥0, 𝑧⟩ = 0, ∀ 𝑧 ∈ 𝐿

στο 𝐿.
Δηλαδή, το σημείο 𝑥0 = PL(x) είναι το μοναδικό σημείο του 𝐿 για το οποίο το

𝑥 − 𝑥0 ⊥ 𝑧, ∀ 𝑧 ∈ 𝐿.

Επί πλέον, ο P𝐿 είναι ένας γραμμικός τελεστής.

Απόδειξη. Αποδείξαμε ότι η προβολή 𝑥0 του 𝑥 στον 𝐿 ικανοποιεί την ανισότητα
(βλ. Θεώρημα 1.7.2)

⟨𝑥 − 𝑥0, 𝑧′ − 𝑥0⟩ ⩽ 0, ∀𝑧′ ∈ 𝐿. (3)

Έστω τυχόν 𝑧 ∈ 𝐿. Αν επιλέξουμε το 𝑧′ = 𝑥0 + 𝑧, lόγω της γραμμικότητας του 𝐿,
το 𝑧′ ∈ 𝐿, οπότε από την (3) παίρνουμε

⟨𝑥 − 𝑥0, 𝑧⟩ ⩽ 0. (4)

Αν επιλέξουμε το 𝑧′ = 𝑥0 − 𝑧 πάλι λόγω της γραμμικότητας του 𝐿, το 𝑧′ ∈ 𝐿,
οπότε από την (3) παίρνουμε

⟨𝑥 − 𝑥0, 𝑧⟩ ≥ 0. (5)
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Από τις (4) και (5) παίρνουμε ότι ⟨𝑥 − 𝑥0, 𝑧⟩ = 0, για όλα τα 𝑧 ∈ 𝐿.
Θεωρούμε το γραμμικό συνδυασμό 𝑥 = 𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2 ∈ 𝐻 και την προβολή

𝑥0 = P𝐿(𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2). Αφού ο 𝐿 είναι κλειστός γραμμικός υπόχωρος του Η, η
προβολή P𝐿(𝑥) είναι το μοναδικό στοιχείο του 𝐿 που ικανοποιεί την ανισότητα

⟨𝑥 − 𝑥0, 𝑧⟩ = 0, ∀ 𝑧 ∈ 𝐶. (6)

Εξάλλου έχουμε

⟨𝑥 − (𝜆1P𝐿(𝑥1) + 𝜆2P𝐿(𝑥2)), 𝑧⟩ = ⟨𝜆1𝑥1 + 𝜆2𝑥2 − (𝜆1P𝐿(𝑥1) + 𝜆2P𝐿(𝑥2)), 𝑧⟩
= 𝜆1⟨𝑥1 − P𝐿(𝑥1)⟩ + 𝜆2⟨𝑥2 − P𝐿(𝑥2)⟩ = 0.

Από την κλειστότητα του 𝐿 έπεται ότι, 𝜆1P𝐿(𝑥1) + 𝜆2P𝐿(𝑥2) ∈ 𝐿 και αφού η
τελευταία ανισότητα ισχύει για όλα τα 𝑧 ∈ 𝐿 λόγω της μοναδικότητας της προ-
βολής έχουμε ότι P𝐿(𝑥) = 𝜆1P𝐿(𝑥1) + 𝜆2P𝐿(𝑥2), οπότε ο P𝐿(𝑥) είναι γραμμικός
τελεστής.

Πρόταση 1.7.2. Έστω 𝐿 ένας γραμμικός κλειστός υπόχωρος ενός χώρου Hilbert
και 𝑥 ∈ 𝑋. Τότε υπάρχει μοναδικό 𝑥0 ∈ 𝐶 τέτοιο ώστε

‖𝑥‖2 = ‖𝑥 − 𝑥0‖2 + ‖𝑥0‖2.

Απόδειξη. Υπάρχει μοναδικό 𝑥0 ∈ 𝐿 τέτοιο ώστε 𝑥 − 𝑥0 ⟂ 𝑧, για κάθε 𝑧 ∈ 𝐿 (βλ.
Θεώρημα 1.7.3), οπότε 𝑥 − 𝑥0 ⟂ 𝑥0 και επειδή 𝑥 = (𝑥 − 𝑥0) + 𝑥0, το αποτέλεσμα
προκύπτει από το Πυθαγόρειο Θεώρημα.

Θεώρημα 1.7.4. Για κάθε γραμμικό κλειστό υπόχωρο 𝐿 ενός χώρου Hilbert Η,
ισχύει

𝐿 ⊕ 𝐿⟂ = 𝐻.
Επομένως, κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 γράφεται κατά μοναδικό τρόπο ως αθροισμα δυο στοι-
χείων 𝑥0 ∈ 𝐿 και 𝑧0 ∈ 𝐿⟂, όπου 𝑥0 = P𝐿(𝑥) και 𝑧0 = P𝐿⟂(𝑥).

Απόδειξη. Για κάθε 𝑥 ∈ 𝐻 και κάθε κλειστό υπόχωρο 𝐿 του Η η προβολή 𝑥0 =
P𝐿(𝑥) ικανοποιεί την

⟨𝑥 − 𝑥0, 𝑧⟩ = 0, ∀ 𝑧 ∈ 𝐿,
οπότε το 𝑧0 = 𝑥 − 𝑥0 ∈ 𝐿⟂.
Προφανώς, είναι

𝑥 = 𝑥0 + 𝑧0,
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οπότε αρκεί να αποδείξουμε ότι το 𝑧0 = P𝐿⟂(𝑥).
Γράφουμε το 𝑥0 στη μορφή 𝑥0 = −(𝑧0 − 𝑥) ∈ 𝐿, οπότε

⟨𝑥0, 𝑧⟩ = 0, ∀ 𝑧 ∈ 𝐿⟂.

Άρα
⟨𝑧0 − 𝑥, 𝑧⟩ = 0, ∀ 𝑧 ∈ 𝐿⟂,

το οποίο συνεπάγεται ότι 𝑧0 = P𝐿⟂(𝑥).
Επίσης, είναι 𝐿 ∩ 𝐿⟂ = 0, οπότε αν 𝑥 = 𝑥′

0 + 𝑧′
0, 𝑥′

0 ∈ 𝐿 και 𝑧′
0 ∈ 𝐿⟂, τότε

𝑥′
0 = 𝑥0 (λόγω της μοναδικότητας της προβολής) και επομένως, 𝑧′

0 = 𝑧0.

Πόρισμα 1.7.1. Αν 𝐿 ένας γραμμικός κλειστός υπόχωρος ενός χώρου Hilbert Η,
τότε

(𝐿⟂)⟂ = 𝐿.

Πόρισμα 1.7.2. Αν 𝐿 ένας γραμμικός κλειστός υπόχωρος ενός χώρου Hilbert Η,
τότε

P𝐿 ∘ P𝐿 = P𝐿.


