
1 
 

ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. Έστω ό τι  
1n n

x


=
ει ναι μια ακόλόυθι α σε ε να μετρικό  χω ρό X πόυ συγκλι νει στό 

σημει ό x. Δει ξτε ό τι κα θε υπακόλόυθι α  
1k

k
n

n
x



=
 της   

1n n
x



=
  συγκλι νει επι σης στό 

x. 
   
2.    Ει ναι τό «φραγμε νo» μιας ακόλόυθι ας σε ε ναν μετρικό  χω ρό αρκετό  για να 
ει ναι η ακόλόυθι α Cauchy; Ει ναι αρκετό  για να συγκλι νει; 
 

3.   Αν όι  
1n n

x


=
και   

1n n
y



=
ει ναι ακόλόυθι ες Cauchy σε ε ναν μετρικό  χω ρό (X, d), 

δει ξτε ό τι η ακόλόυθι α  
1n n

a


=
ό πόυ ( ),n n na d x y= συγκλι νει. Δω στε παραδει γματα 

για να διευκρινι σετε. 
 

4.  Χρησιμόπόιω ντας την πληρό τητα τόυ , απόδει ξτε την πληρό τητα τόυ . 
 
5.     Απόδει ξτε ό τι τό συ νόλό Χ ό λων των ρητω ν αριθμω ν με τη συνη θη μετρικη  

πόυ δι νεται από  τη σχε ση ( ),d x y x y= − ό πόυ ,x y , δεν ει ναι πλη ρες. Πόιό 

ει ναι τό συμπλη ρωμα  τόυ ω στε να γι νει πλη ρης μετρικό ς χω ρός; 
 

6. Στό χώρό X όλων των πόλυωνύμων πόυ θεωρόύνται ως συναρτήσεις τόυ t σε 

ένα πεπερασμένό κλειστό διάστημα  ,J a b= , όρίζόυμε τη μετρική d ως εξής:  

( ) ( ) ( ), max
t J

d x y x t y t


= −  

Να δειχτει  ό τι ό μετρικός χώρός (X, d) δεν είναι πλήρης. 
 

7.  Δείξτε ότι τό σύνόλό X των ακέραιων αριθμών με μετρική d, η όπόία όρίζεται 
με την:  

( ),d m n m n= −  

είναι πλήρης μετρικός χώρός. 
 
8.  Έστω ότι τό X είναι τό σύνόλό όλων των θετικών ακεραίων αριθμών και η 
μετρική d πόυ όρίζεται ως εξής:  

( )
1 1

,d x y
m n

= − . 

Δείξτε ότι ό μετρικός χώρός (X, d) δεν είναι πλήρης. 
 
9.  Δει ξτε ό τι αν ε νας υπό χωρός Y ενό ς μετρικόυ  χω ρόυ απότελει ται από  
πεπερασμε νό πλη θός σημει ων, τό τε τό Y ει ναι πλη ρης. 
 
10. Αν Y και Z ει ναι υπό χωρόι ενό ς διανυσματικόυ  χω ρόυ X, δει ξτε ό τι η τόμη  
Y Z ει ναι υπό χωρός τόυ X, αλλα  η ε νωση Y Z δεν ει ναι απαραι τητα 
υπό χωρός. Δω στε παραδει γματα. 
 
11.  Έστω ότι Y είναι υπόχωρός ενός διανυσματικόύ χώρόυ X και έστω x ∈ X ως 
πρός τό Y. Συμβόλίζόυμε  με x + Y τό σύνόλό  

 | ,x Y z X z x y y Y+ =  = +   
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(α) Δείξτε ότι τα σύνόλα x + Y απότελόύν μια διαμέριση τόυ Χ (δηλαδή, είναι ανά 
δύό ξένα και η ένωσή τόυς απότελεί τό Χ). 
(β) Δείξτε ότι με  τις αλγεβρικές πράξεις πόυ όρίζόνται από τις σχέσεις: 

( ) ( ) ( )1 2 1 2x Y x Y x x Y+ + + = + +  

                                                 ( )a x Y ax Y+ = +  

τό   σύνόλό  ,x Y x X+  είναι διανυσματικός χώρός.  

Αυτός ό χώρός όνόμάζεται ό χώρος πηλίκο τόυ X με τό Y και συμβόλίζεται με 
X/Y. Η διάστασή τόυ όνόμάζεται η υποδιάσταση τόυ Y και συμβόλίζεται με 
codimY , δηλαδή: codim dim( / )Y X Y= . 

(γ) Θεωρήστε ότι ό χώρός Χ είναι τό 2  και τό Υ είναι ένας μόνόδιάστατός 
υπόχωρός και δώστε μια γεωμετρική ερμηνεία τόυ χώρόυ πηλίκό x + Y, της 
διανυσματικής πρόσθεσης  και τόυ βαθμωτόύ πόλλαπλασιασμόύ (όπως τις 
όρίσαμε παραπάνω) . 
(δ) Έστω 𝛸 = ℝ3 και 𝛶 = {𝜉1, 0,0}|𝜉1 ∈ ℝ. Βρείτε τόυς Χ/Υ,  Χ/Χ και Χ/{0}.  

12.      (α)    Έστω X ό διανυσματικό ς χω ρός ό λων των διατεταγμε νων ζευγω ν 

( ) ( )1 2 1 2, , ,x y=   =    , …. από  πραγματικόυ ς αριθμόυ ς. Δει ξτε ό τι όι  

1 21
x =  +  , 2 2

1 22
x =  +    και  1 2max ,x


=    όρι ζόυν νό ρμες στόν Χ. 

(β) Τό σύνόλό ( )  0,1 | 1S x X x=  =  σε έναν χώρό X με νόρμα όνόμάζεται 

μοναδιαία σφαίρα. Δείξτε ότι η 4 44
1 24

x =  +   όρίζει μια νόρμα στην S.    

(γ)  Σχεδιάστε σε ένα σύστημα συντεταγμένων τις μόναδιαίες  σφαίρες τόυ Χ 

όπως όρίζόνται από τις νόρμες 
1
,x

1 2 4
, , ,x x x x


.  

Σε πιό συμπέρασμα καταλήγετε; 

13.   Ένα υπόσύνόλό A ενός διανυσματικόύ χώρόυ X είναι κυρτό αν για κάθε 
ζεύγός σημείων x, y ∈ A τό «ευθύγραμμό τμήμα» πόυ συνδέει τα σημεία x και y 
είναι επίσης μέσα στό σύνόλό A. Δηλαδή, αν x, y ∈ A, τότε για κάθε α∈[0,1], τό 
σημείό z= α x+(1−α) y ανήκει στό σύνόλό A. 

(α) Δει ξτε ό τι η κλειστη  μόνα δα σφαι ρα μπα λα ( )  0,1 | 1B x X x=      σε ε ναν 

χω ρό με νό ρμα X ει ναι κυρτό  συ νόλό. 

(β) Δει ξτε ό τι η συνα ρτηση ( ) ( )
2

1 2x =  +  δεν όρι ζει νό ρμα στόν 

διανυσματικό  χω ρό ό λων των διατεταγμε νων ζευγω ν ( )1 2,x =   , ό πόυ 1 2,  

Σχεδια στε την καμπυ λη φ(x)=1 θεωρει στε τό συ νόλό ( ) ( ) 20,1 | 1B x x=    . 

Τι παρατηρει τε; 
 

14.  (α)   Δείξτε ότι τό σύνόλό 0C των  ακόλόυθιω ν τόυ πόυ ε χόυν πεπερασμε νό 

αριθμό  μη μηδενικω ν ό ρων καθώς επίσης και τό σύνόλό 0c  των μηδενικών 

ακόλόυθιών τόυ     είναι διανυσματικόί υπόχωρόι τόυ  . 
(β)  Εξετα στε τόυ παραπα νω υπό χωρόυς ως πρός την κλειστό τητα. 
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(γ) Έστω Y τό υπόσύνόλό όλων των ακόλόυθιών τόυ   πόυ έχόυν μόνό 

πεπερασμένό αριθμό μη μηδενικών όρων. Δείξτε ότι τό Y είναι υπόχωρός τόυ 

αλλά δεν είναι κλειστός υπόχωρός. 
 
15.  (α)  Δείξτε ότι σε έναν χώρό X με νόρμα, η πρόσθεση διανυσμάτων και ό 
πόλλαπλασιασμός με βαθμωτά  (𝑥, 𝑦) → 𝑥 + 𝑦 και  (𝑎, 𝑥) → 𝑎𝑥 είναι συνεχείς 
πράξεις σε σχέση με τη νόρμα.   
(β) Δείξτε ότι  αν 𝑥𝑛 → 𝑥και 𝑦𝑛 → 𝑦τότε 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛 → 𝑥 + 𝑦 καθώς και ότι αν  𝑎𝑛 → 𝑎 
και 𝑥𝑛 → 𝑥 τότε 𝑎𝑛𝑥𝑛 → 𝑎𝑥. 

(γ) Δείξτε ότι τό κάλυμμα  𝑌ενός υπόχωρόυ Y ενός   χώρόυ X με νόρμα  είναι ξανά 
διανυσματικός υπόχωρός. 

16. Δείξτε ότι σε ένα χώρό Χ με νόρμα η σύγκλιση της σειράς 1 2 3x x x+ + +  

μπόρεί να μην συνεπάγεται τη σύγκλιση της σειράς 1 2 3x x x+ + + .  

(β)  Αν σε έναν χώρό Χ με νόρμα, η απόλυτη σύγκλιση κάθε σειράς συνεπάγεται 
πάντα σύγκλιση αυτής της σειράς, να δείξετε ότι τό X είναι πλήρης.  
(γ) Δείξτε ότι σε έναν χώρό Banach, μια απόλυτα συγκλίνόυσα σειρά είναι 
συγκλίνόυσα.   

17.   Δει ξτε (με κα θε λεπτόμε ρεια) ό τι ό χω ρός  ,C a b  των  συνεχών 

συναρτήσεων σε ένα κλειστό διάστημα  ,a b   με νόρμα   ( ),
sup

x a b
f f x


=  

είναι χώρός Banach. 
 

18. Δει ξτε (με κα θε λεπτόμε ρεια) ό τι ό χω ρός   των   φραγμένων ακόλόυθιών 

( )nx  με νόρμα supn nx x=  είναι χώρός Banach. 

 

19. Έστω ( ),X   ε νας χω ρός Banach και Y X  ένας γραμμικός υπόχωρός. 

Δείξτε ότι αν ό Υ  είναι κλειστός υπό την τόπόλόγία πόυ επάγεται από τη νόρμα 
τόυ Χ  τότε είναι και ό ίδιός χώρός Banach. 

 

20.   Έστω α>0  και β>0 . Ορίζόυμε τη συνάρτηση ( ) log , nf x x x x
− −

=  . 

Υπό πόιες συνθήκες ανήκει η f στόν χώρό ( )p nL ; 

 

21.  Έστω  ( )0,1pX L=  με 1 p   . Δει ξτε ό τι αν ( )nf  ει ναι μια ακόλόυθι α στό 

Χ  με nf f→  σχεδό ν παντόυ  και n p
f M  για κα θε n, τό τε υπα ρχει μια 

υπακόλόυθι α ( )
knf  πόυ συγκλι νει στην f  στην pL -νό ρμα. 

22. Δει ξτε ό τι ό χω ρός  ( )1 0,1L  ει ναι ε νας χω ρός Banach. Στη συνε χεια δει ξτε ό τι 

η ακόλόυθι α  ( )nf  με ( ) ( )1
0,

n

n

f x n x
 
 
 

=  , ό πόυ ( )1
0,

n

x
 
 
 

 ει ναι η χαρακτηριστικη  
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συνα ρτηση τόυ διαστη ματός 
1

0,
n

 
 
 

  συγκλι νει σχεδό ν παντόυ  σε μια συνα ρτηση 

 1 0,1f L  αλλα  δεν συγκλι νει πρός την f  στην 1L -νό ρμα. 

 

23.   Δει ξτε ό τι ό χω ρός  ( )0,1pL  για  1 p    ει ναι όμόιόμόρφικό ς με τό δυικό  

τόυ χω ρό  ( )0,1qL , ό πόυ 
1 1

1
p q
+ = . Ειδικα , αν  ( )2 0,1L  ει ναι όμόιόμόρφικό ς με 

τόν εαυτό  τόυ. 

24. Δει ξτε ό τι ό δυι κό ς χω ρός τόυ  ( )1 0,1L  ει ναι ό  ( )0,1L . 

 
25. Δει ξτε ό τι αν ε νας χω ρός με νό ρμα ε χει βα ση Schauder, τό τε ει ναι 
διαχωρι σιμός. 

 

26. Δει ξτε ό τι η ακόλόυθι α  
1n n

e


=
  ό πόυ 

 

( )

( )

1

2

1,0,0,0. ,

0,1,0,0, ,

...

...

0,....,0,1,0,... ,

...

n

n ό

e

e

e



=

=

 
 =
 
 

 

ει ναι βα ση Schauder για τόν χω ρό 
p
, ό πόυ 1 p   . 

  
27.    α) Δει ξτε ό τι ισόδυ ναμες νό ρμες σε ε ναν διανυσματικό  χω ρό X επα γόυν την 
ι δια τόπόλόγι α για τόν X. 

(β) Εάν όι   και 
0

  είναι ισόδύναμες νόρμες στόν X, δείξτε ότι όι ακόλόυθίες 

Cauchy στόυς χώρόυς ( ),X  και ( )0
,X  είναι όι ίδιες. 

(γ) Εάν όι   και 
0

  είναι ισόδύναμες νόρμες στόν X, δείξτε ότι: 

(i)  0nx x− →  συνεπάγεται (ii)  
0

0nx x− → , και τό αντίστρόφό. 

28.   (α) Δω στε τόν όρισμό  τόυ συμπαγόυ ς μετρικόυ  χω ρόυ και τόυ τόπικα  
συμπαγόυ ς. 

(β)  Δει ξτε ό τι όι χω ρόι n και  n  δεν ει ναι συμπαγει ς. 

(γ) Δει ξτε ό τι όι χω ρόι n και  n  ει ναι τόπικα  συμπαγει ς. 
(γ) Δείξτε ότι ένας διακριτός μετρικός χώρός X πόυ απότελείται από άπειρα 
σημεία δεν είναι συμπαγής. 

(δ) Δώστε παραδείγματα συμπαγών και μη συμπαγών καμπύλων στό 2 . 
(ε) Δείξτε ότι ένας συμπαγής μετρικός χώρός X είναι τόπικά συμπαγής. 
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29.    Έστω 2 2:T →  ε νας γραμμικό ς τελεστη ς πόυ όρι ζεται από  τόν πι νακα

3 1

1 2
A

 
=  
 

. Να υπόλόγιστει  η νό ρμα τόυ Τ  ό ταν ό 2  εφόδια ζεται με την 

ευκλει δεια νό ρμα. 

[Υπόδειξη: Δόθε ντός ενό ς τελεστη  : n nT →  πόυ όρι ζεται ως 

πόλλαπλασιασμό ς με ε ναν πι νακα n n , η νό ρμα 
2

T  τόυ Τ ό ταν ό  n  

εφόδια ζεται με την ευκλει δεια νό ρμα δι νεται από  την ( )max2

TT A A= , ό πόυ 

max  ει ναι η με γιστη ιδιότιμη  τόυ πι νακα Α.]  

 

30. Βρει τε τό μηδενόχω ρό τόυ τελεστη  3 2:T →  πόυ αναπαρι σταται από  τόν 

πι νακα 
1 3 2

2 1 0

 
 
− 

. 

 

31. Έστω ό τελεστη ς 3 3:T →  πόυ όρι ζεται με την  

( ) ( )1 2 3 1 2 1 2, , , , ,   →   − − . 

Βρει τε τόυ χω ρόυς ( ) ( ),T T  και τόν πι νακα αναπαρα στασης τόυ Τ. 

 
32.     Αν f ει ναι ε να γραμμικό  συναρτησιακό  σε ε ναν διανυσματικό  χω ρό X 

διαστα σεως n, πόια δια σταση μπόρει  να ε χει ό μηδενικό ς χω ρός ( )f ; 

  

33.     Βρει τε μια βα ση τόυ μηδενόχω ρόυ τόυ συναρτησιακόυ  f τόυ 3  με  

( ) 1 2 3f x =  +  −   , ό πόυ ( )1 2 3, ,x =    . 

 

34. Δίνεται ό χώρός  0,1C  ό χώρός των συνεχών συναρτήσεων στό διάστημα 

[0,1]  εφόδιασμένός με τη νόρμα   ( )0,1
sup

x
f f x


=  . Ορι ζόυμε τόν τελεστη  

   : 0,1 0,1T C C→  ως ( )( ) ( )
0

x

T f x f t dt=  . Υπόλόγι στε τη νό ρμα τόυ Τ. 

35.  Έστω ( )2 0,1L , ό χω ρός των τετραγωνικω ς όλόκληρω σιμων συναρτη σεων 

στό δια στημα  0,1 . Ορι ζόυμε τόν τελεστη  ( ) ( )2 2: 0,1 0,1T L L→  ως 

( )( ) ( )T f x xf x= . Υπόλόγι στε τη νό ρμα τόυ Τ. 

 

36.  Θεωρόύμε τη φραγμένη ακόλόυθία πραγματικών αριθμών  
1n n

a


=
 και 

όρι ζόυμε τόν τελεστη  2 2:T →  ως εξη ς:  ( )  
1n n n

T x a x


=
= . Δηλαδη , στην τυχόυ σα 

ακόλόυθι α ( )1 2 3,, , ,..., ,...nx x x x x=  τόυ 2  ό Τ αντιστόιχι ζει την ακόλόυθι α 

( )1 1 2 2 3 3,, , ,..., ,...n na x a x a x a x .  Υπόλόγι στε τη νό ρμα τόυ Τ. 
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37.   Έστω ( )2 0,2L  , ό χω ρός των τετραγωνικω ς όλόκληρω σιμων συναρτη σεων 

στό δια στημα [0, 2π]. Ορι ζόυμε τόν τελεστη  ( ) ( )2 2: 0,2 0,2T L L →   ως 

( )( ) ( )sinT f x x f x= . Υπόλόγι στε τη νό ρμα τόυ Τ. 

 

38.  Δίνεται ό χώρός  0,1C  (ό χώρός των συνεχών συναρτήσεων στό διάστημα 

[0,1]) και τό γραμμικό συναρτησιακό f πόυ όρίζεται από την:  

( ) ( )
1

0

f x tx t dt=  . 

Ζητείται να υπόλόγιστεί η νόρμα τόυ συναρτησιακόύ f. 
 

39. Δι νόνται τα συναρτησιακα  πόυ όρι ζόνται στόν  ,C a b  με τις  

( ) ( ) ( )  1 0 0, ,

b

a

f x y t x t dt y C a b=   

και 

( ) ( ) ( )2 , ,f x x a x b ά=  +    . 

Δει ξτε ό τι ει ναι γραμμικα  και βρει τε τις νό ρμες τόυς. 
 

40.   Να βρεθει  η νό ρμα τόυ συναρτησιακόυ  f πόυ όρι ζεται στόν   1,1C − με την  

( ) ( ) ( )
0 1

1 0

f x x t dt x t dt
−

= −  . 

41.   Δει ξτε ό τι  όι  ( )
 

( )1
,

max
x a b

f x x t


=  και ( )
 

( )2
,

min
x a b

f x x t


=  όρι ζόυν συναρτησιακα  

στόν  ,C a b . Ει ναι αυτα  γραμμικα ; Ει ναι φραγμε να; 

 

42. Βρει τε τη δυικη  βα ση της βα σης ( ) ( ) ( ) 1,0,0 , 0,1,0 , 0,0,1 . 

 

43. Έστω  1 2 3, ,f f f η δυικη  βα ση της βα σης  1 2 3, ,   τόυ 3 , ό πόυ  

( ) ( ) ( )1 2 31,1,1 , 1,1, 1 , 1, 1, 1 =  = −  = − −  

Βρει τε τις τιμε ς ( ) ( ) ( )1 2 3, ,f x f x f x , ό πόυ ( )1,0,0x = . 

 
44.      Αν τό X ει ναι ε νας πραγματικό ς εσωτερικό ς χω ρός, δει ξτε ό τι η συνθη κη 

∥x∥=∥y∥ συνεπα γεται ό τι , 0x y x y+ − = . Τι σημαι νει αυτό  γεωμετρικα  αν 
2 = ; Τι σημαι νει η συνθη κη αυτη  αν ό X ει ναι μιγαδικό ς; 

 
45.   Σε ε να χω ρό με εσωτερικό  γινό μενό δει ξτε ό τι: 

(α) Δει ξτε ό τι αν ny x⊥  και nx x→  τό τε nx x→ . 

(β)  Δει ξτε ό τι αν nx x→  και , ,nx x x x→  τό τε nx x→ . 

(γ) Δει ξτε ό τι  x y x ay x ay⊥  + = − , για ό λα τα βαθμωτα  a . 
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46. (α) Έστω 𝑋 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 ≥ 1} και ότι η συνάρτηση  :T X X→  όρίζεται από 

την ( )
1

2

x
T x

x
= + . 

Να δείξετε ότι η T είναι συστόλή και να βρείτε την ελάχιστη τιμή της σταθεράς α. 
 

47. Ει ναι σημαντικό  ό τι στό θεω ρημα της συστόλη ς τόυ Banach η συνθη κη δεν 
μπόρει  να αντικατασταθει  με την 

( ) ( )( ) ( ), ,d x y d x y x y −    . 

Για να τό δει ξετε αυτό , εξετα στε τόν χω ρό 𝛸 = {𝑥 ∈ ℝ|𝑥 ≥ 1} ⊂ ℝ, με τη συνη θη  
μετρικη  της πραγματικη ς ευθει ας, και τόν τελεστη  :T X X→  πόυ όρι ζεται από   

( )
1

T x x
x

= + . 

Δει ξτε ό τι  ( ) ( ) ,T x T y x y x y−  −  , αλλα  ό τελεστη ς δεν ε χει σταθερα  σημει α. 

 

48.   Αν  η απεικό νιση :T X X→  ικανόπόιει  τη συνθη κη  

( ) ( )( ) ( ), ,d x y d x y x y −     

και ό τελεστη ς T ε χει σταθερό  σημει ό, δει ξτε ό τι τό σταθερό  σημει ό ει ναι 
μόναδικό , ό πόυ τό (X, d)) ει ναι ε νας μετρικό ς χω ρός. 
(α) Είναι η T συστόλή; 
(β) Αν η T είναι συνεχώς παραγώγιση, δείξτε ότι η T ικανόπόιεί μια συνθήκη 
Lipschitz. 
(γ) Ισχύει τό αντίστρόφό τόυ (β); 

[Συνθήκη Lipschitz: Μια απεικόνιση     : , ,T a b a b→ λέγεται ότι ικανόπόιεί τη 

συνθήκη Lipschitz με σταθερά Lipschitz k στό διάστημα [a,b], αν υπάρχει μια 

σταθερά k τέτόια ώστε για κάθε  , ,x y a b ισχύει: ( ) ( )T x T y k x y−  − .] 

 

49.     Δείξτε ότι η συνάρτηση ( ), sinf x t x t= +   ικανόπόιεί τη συνθήκη Lipschitz 

ως πρός τό δεύτερό όρισμα x σε όλό τό tx-επίπεδό αλλά η παράγωγός 
f

x




 δεν 

υπάρχει στό x=0. Τι δείχνει αυτή για τη συνθήκη Lipschitz; 
 

50.  Εξετα στε αν η συνα ρτηση f πόυ όρι ζεται με την ( ),f x t x=  ικανόπόιει  τη 

συνθη κη Lipschitz. 
 

51.  Θεωρη στε ό λα τα διατεταγμε να ζευ γη πραγματικω ν αριθμω ν ( )1 2,x =   . 

Βρει τε ό λα τα σημει α πόυ ε χόυν από σταση 2  από  τό (0,0) καθω ς και από  τό 
(2,0) ό ταν η από σταση ει ναι: (a) Η ευκλει δεια από σταση. (b) Η από σταση πόυ 

πρόκυ πτει από  τη νό ρμα  ( )1 2max ,x =   . 

 
52.    Θεωρη στε τό διανυσματικό  χω ρό ό λων των διατεταγμε νων ζευγω ν 

πραγματικω ν αριθμω ν. Έστω ( )1 1,0x = −   και  ( )2 1,0x = .  Βρει τε την τόμη  των δυ ό 

σφαιρω ν πόυ όρι ζόνται από  τις σχε σεις 1 1x x− =   και 2 1x x− = , ό ταν η νό ρμα 

ει ναι:  
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(α)  Η Ευκλείδεια νόρμα, 

(β)   Η νόρμα ( )1 2max ,x =   , 

(γ)   Η νόρμα  1 21
x =  +  . 

 

53. Δι νεται ό χω ρός 2 =  με τη νό ρμα ( ) 2

1 2 1 21
,x x x x x x= +  =  . Δει ξτε  

ό τι τό *f  . Πόιός ει ναι ό * ; Βρει τε τη νό ρμα τόυ συναρτησιακόυ  

 ( ) 1 22f x x x= − . 

 

54. Στόν χω ρό  2 0,1H L= , θεωρει στε τό γραμμικό  συναρτησιακό   

( ) ( )
1

0

f g g t dt=  . 

Βρει τε τό στόιχει ό h H πόυ αναπαριστα  τό f συ μφωνα με τό θεω ρημα 
αναπαρα στασης τόυ Riesz. 
 
55.    Αν 0c =   (ό χω ρός των ακόλόυθιω ν πόυ συγκλι νόυν στό μηδε ν), απόδει ξτε 

ό τι o ** ει ναι ισόμόρφικό ς με τόν   ( **

0c  ).  

 

56.   Δει ξτε ό τι ό χω ρός 2   ει ναι ανακλαστικό ς.  
 

[Υπόδειξη: Υπάρχει μια πολύ σύντομη λύση.] 
 

57.   Δίνεται ό χώρός n =  με τη φυσική νόρμα: 
 

( )1 2 2

1 2 1 2, , , n

n nx x x x x x x x= + + +  =  . 

 
Επίσης, δίνεται τό γραμμικό συναρτησιακό  πόυ  όρίζεται από την:  
 

( ) ( )1 2 3 1 22 3 , , , n

n nf x x x x nx x x x x= + + +  =   

 

Να υπόλόγιστεί η νόρμα τόυ f στό δυι κό  χώρό * . 
     
58.     Δίνεται τό γραμμικό συναρτησιακό f πόυ όρίζεται για συναρτήσεις g στό 

χώρό   0,1pL  ως εξής:  

( ) ( )  
1

0

0,1 , 1pf g g t dt g L p=       

Χρησιμόπόιώντας τό θεώρημα αναπαράστασης τόυ Riesz, να βρείτε τό στόιχείό   

 ( )
*

0,1ph L  (δηλαδή τό στόιχείό τόυ δυϊκόύ χώρόυ τόυ  0,1pL ) πόυ 

αναπαριστά τό συναρτησιακό f. 

59.   Απόδει ξτε ό τι ό δυι κό ς χω ρός 0c   τόυ  χω ρόυ των μηδενικω ν πραγματικω ν 

ακόλόυθιω ν 0c  ει ναι ισόμόρφικό ς με τόν 1 . 
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60. Αν  1 0,1X L=  βρει τε τό δυι κό  χω ρό X    και τη νό ρμα τόυ f X   , ό πόυ   

( ) ( )
1

0

f g g t dt=  . 

61.  Δει ξτε ό τι ό χω ρός    δεν ει ναι ανακλαστικό ς (δηλαδη  ( )


  ). 

 

62.  Έστω    ( ) 0,1 : 0 0E u C u=  =  με την κανόνική τόυ νόρμα  
 

( )
,1

max
t o

u u t


=  

και η απεικόνιση :f E →  με 

( ) ( )
1

0

f u u t dt=  . 

(α) Δείξτε ότι *f E και υπόλόγίστε την *E
f , όπόυ *E είναι ό δυϊκός χώρός τόυ 

E με την αντίστόιχη νόρμα. 

(β) Υπάρχει κάπόιό u E τέτόιό ώστε 1u =  και ( ) *E
f u f= ; 

 
63. Έστω ό χώρός 0c  (δηλαδή, των μηδενικών ακόλόυθιών), με την κανόνική τόυ 

νόρμα  1supn nu u=  Για κάθε  ( )1 2 3 0, , ,...u u u u c=  , όρίζόυμε:  

( )
1

1

2
nn

n

f u u


−

= . 

(α) Δείξτε ότι f είναι συνεχής γραμμική συνάρτηση στόν 0c  και υπόλόγίστε την  

0c
f   όπόυ 

0
c είναι ό δυϊκός χώρός τόυ 0c  με την αντίστόιχη νόρμα. 

(β) Υπάρχει κάπόιό 0u c τέτόιό ώστε 1u = και ( )
0c

f u f = ; 

 
64.   Έστω Χ ένας τόπόλόγικός γραμμικός χώρός και  C X  ένα κυρτό 

υπόσύνόλό τόυ. 
(α) Να απόδειχθεί ότι τό C  και τό  IntC  (τό εσωτερικό τόυ C) είναι κυρτά. 

(β)  Για  δόσμένα x C  και Inty C , να απόδειχθεί ότι  ( )1 Inttx t y C+ −   για 

κάθε t ∈ (0,1). 
(γ) Να απόδειχθεί ότι =IntC C όταν IntC =  . 
 
65.  Έστω E ένας τόπόλόγικός γραμμικός χώρός με νόρμα. 
Έστω  C E  ένα ανόικτό κυρτό σύνόλό με 0 C . Ορίζόυμε τόν δείκτη μέτρόυ 

(συναρτησιακό τόυ Minkowski) p τόυ C ως ( )  inf 0 : ,p x x C x E=      . 

(α)  Δώστε μια γεωμετρική ερμηνεία στό ρόλό τόυ p. 
(β) Υπόθέτόντας ότι τό C είναι συμμετρικό (δηλ. −C=C) και φραγμένό, απόδείξτε 
ότι τό p είναι νόρμα, η όπόία είναι ισόδύναμη με την αρχική νόρμα τόυ E. 

(γ)  Έστω  0,1E C= με την κλασική νόρμα   ( )0,1
max

t
u u t


= .  

Έστω ( )
1

2

0

: 1C u E u t
 

=   
 

 . 

(i) Δείξτε ότι τό C είναι κυρτό, συμμετρικό και περιέχει τό 0. Είναι τό C   
φραγμένό στό E; 
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(ii)  Υπόλόγίστε τόν δείκτη μέτρόυ p τόυ C και δείξτε ότι τό p είναι νόρμα στόν 

E. Είναι τό p ισόδύναμό με την αρχική νόρμα u . 

66.  Έστω  1E =  . Θεωρόύμε τα σύνόλα: 

( ) 21,2,...
: 0, 1,2,...n nn

X x x E x n
=

= =  =  =  

 και 

( ) 2 2 11,2,...

1
: , 1,2,...

2
n n nn

Y y y E y y n
n

−=

 
= =  =  = 
 

 

(α) Δείξτε ότι τα X και Y είναι κλειστόί γραμμικόί χώρόι και ότι X + Y = Ε. 
(β) Έστω c E όρισμένό ως εξής:  

2 1 2

1
0, 1,2,... , 1,2,...

2
n nc n c n

n
− =  = =  =  . 

Δείξτε ότι c X Y + . 
 

67.  Έστω  ,n     και  1 p q    .  Να απόδειχθεί ότι  

( ) ( ) ( ),q p qL L f L       με συνεχή εμφύτευση. Πιό συγκεκριμένα, να δειχθεί 

ότι:  

( )
1 1

, q
p q

p q
f f f L

−
     . 

[Υπόδειξη: Χρησιμόπόιήστε την ανισότητα Hölder.] 
Ορισμός της συνεχούς εμφύτευσης Έστω X και Y δύό γραμμικόί χώρόι (π.χ., 
χώρόι συναρτήσεων) με νόρμα (ή ημινόρμα). Λέμε ότι ό X εμφυτεύεται συνεχώς  
στόν Y, και γράφόυμε X↪Y, αν ισχύόυν τα εξής: 
1. X⊆Y,  δηλαδή κάθε στόιχείό τόυ X ανήκει και στόν Y. 
2. Υπάρχει σταθερά C>0 τέτόια ώστε:  

, .
Y X

x C x x X    

Η σταθερά C όνόμάζεται σταθερά της εμφύτευσης και τό inf των C για τα όπόία 
ισχύει η παραπάνω ανισότητα όνόμάζεται βέλτιστη σταθερά της εμφύτευσης.] 
(Οι συνεχείς εμφυτεύσεις διαδραματίζουν σημαντικό ρόλο στη συναρτησιακή 
ανάλυση και στις μερικές διαφορικές εξισώσεις, καθώς επιτρέπει τη μελέτη των 
σχέσεων μεταξύ διαφορετικών χώρων συναρτήσεων.) 

Η σταθερα  
1 1

p q
−

  είναι βέλτιστη για την ανισότητα 

( )
1 1

, q
p q

p q
f f f L

−
     . 

Μπόρείτε να τό αιτιόλόγήσετε; 
 

68.   Απόδείξτε ότι αν  ( ) ( )p qf L L     με 1 p   και 1 q    ( )rf L   

για κάθε r ανάμεσα στό p και τό q. Πιό συγκεκριμένα, παρατηρώντας ότι για κάθε 

r ανάμεσα στό p και τό q ισχύει ( )  
1 1 1

1 , 0,1a a a
r p q
=  + −    απόδείξτε ότι: 

1a a

r p q
f f f

−
 . 

  
69.  Υπόθέστε ότι ∣Ω∣<∞. 

1. Έστω ότι  ( )f L  . Απόδείξτε ότι:  lim
pp

f f
→

=  
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2. Έστω ότι ( )1

p

pf L   και ότι υπάρχει σταθερά C τέτόια ώστε: 

1
p

f C p     . 

Απόδείξτε ότι ( )f L  . 

3. Κατασκευάστε ένα παράδειγμα συνάρτησης ( )1

p

pf L    τέτόιό ώστε 

( )f L  , όπόυ Ω=(0,1). 

 

70.  (α) Δείξτε ότι:  2 ,a b a b b a b+ − −    . 

      (β) Έστω  ( )nf  ακόλόυθία συναρτήσεων στό  ( )1L   τέτόια ώστε: 

(i) ( ) ( )nf x f x→ σχεδόν παντόύ (a.e.), 

(ii) ( )nf είναι φραγμένη στόν ( )1L  , δηλαδή 
1nf   για κάθε n. 

     Απόδείξτε ότι ( )1f L   και ότι: 
11

lim n n
n

f f f f
→

− − =   .                  

[Υπόδειξη: Χρησιμόπόιήστε την Ερώτηση 1 με na f f= − και b f= , και εξετάστε 

την ακόλόυθία n n nf f f = − − .] 

              (γ) Έστω ( )nf ακόλόυθία στό ( )1L  και ( )1f L  τέτόιες ώστε: 

                      (i) ( ) ( )nf x f x→ σχεδόν παντόύ (a.e.), 

   (ii) 
1 1nf f→  . 

         Απόδείξτε ότι: 
1

0nf f− → .  

         Γιατί είναι σημαντικό αυτό τό   απότέλεσμα; 

71.  Απόδει ξτε γιατι  ό ( )pL   δεν ει ναι χω ρός Hilbert για 2p  . 

Έστω ό τι Ω ει ναι ε νας μετρικό ς χω ρός και υπα ρχει μετρη σιμό συ νόλό A   με 

0 A   . 

Να απόδειχθει  ό τι η ( )pL  -νό ρμα δεν ικανόπόιει  τόν νό μό τόυ 

παραλληλόγρα μμόυ για καμι α τιμη   1 , 2p p    . 

[Υπόδειξη: Χρησιμόπόιη στε δυ ό συναρτη σεις πόυ ε χόυν μηδενικη  τιμη  σε 
διαφόρετικε ς περιόχε ς τόυ χω ρόυ Ω.  
Για παρα δειγμα:  

Θεωρει στε τα συ νόλα ,A B    με A B =  τις συναρτη σεις ( ) ( )Af x x= και 

( ) ( )Bg x x= , ό πόυ ( ) ( )Af x x=  και ( ) ( )Af x x= ει ναι όι χαρακτηριστικές 

τόυς συναρτήσεις.  
Η χαρακτηριστικη  ενό ς μετρη σιμόυ συνό λόυ Α όρι ζεται ως η συνα ρτηση 

( )
1,

0,
A

x A
x

x A


= 


 . Πρόφανω ς, ( )A x A



= .] 

 
72.  Έστω K⊂H ένα μη κενό, κλειστό, κυρτό σύνόλό σε έναν χώρό Hilbert H. Έστω 
f ∈H και Ku P f= , δηλαδή τό u είναι η πρόβόλή τόυ f  πάνω στό K. 

1. Να απόδειχθεί ότι: 
2 2 2

v u v f u f v K−  − − −   . 

2. Να συναχθεί ότι: v u v f v K−  −   . 
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3. Να δόθεί μια γεωμετρική ερμηνεία. 

73. Έστω  :F H →  μια 1C κυρτή συνάρτηση. Έστω επίσης K⊂H ένα κυρτό 
σύνόλό και u ∈ H. Δείξτε ότι όι ακόλόυθες ιδιότητες είναι ισόδύναμες: 

1.  ( ) ( )F u F v v K   , 

2. ⟨ ( )' , 0F u v u v K−    . 

Παράδειγμα:  ( )
2

F v v f= − , με f ∈ H δεδόμένό. 

[Μια συνα ρτηση :F K → , ό πόυ K ει ναι ε να κυρτό  υπόσυ νόλό ενό ς 
διανυσματικόυ  χω ρόυ, λε γεται κυρτή αν για κα θε x,y ∈ K, και για κα θε t∈[0,1], 

ισχυ ει: ( )( ) ( ) ( ) ( )1 1F tx t y t F x t F y+ −  + − .] 

74.   Έστω  :a H H →  μια συνεχής  διγραμμική μόρφή τέτόια ώστε: 

( ) 0a υ,υ , υ H   . 

Απόδείξτε ότι η συνάρτηση ( ) ( )υ F υ a υ,υ→ =  είναι κυρτή, κλάσης  1C , και 

υπόλόγίστε τό διαφόρικό της. 

75.  Έστω ότι ( )ne είναι μία όρθόκανόνική βάση τόυ H. 

1. Δείξτε ότι η   0ne  (ασθενώς).  

[ Η ασθενη ς συ γκλιση 0ne σημαι νει ό τι για κα θε υ H , ισχυ ει: 0ne ,υ , όταν 

τό n→ .] 

2. Έστω ( )na μία φραγμένη ακόλόυθία στό ℝ. Ορίστε:  

1

1 n

n i i

n

u a e
n =

=   . 

Απόδείξτε ότι  0nu → . 

3. Απόδείξτε ότι 0nnu  (ασθενώς). 

 
76.  Έστω ό τι H ει ναι διαχωρι σιμός χω ρός Hilbert. 
1. Έστω ότι V⊂H είναι ένας γραμμικός υπόχωρός, πόυ είναι πυκνός στό H. 
Απόδείξτε ότι τό V περιέχει μια όρθόκανόνική βάση τόυ H. 

2. Έστω ότι  ( )
1 2n n , ,...

e
=

 είναι μία όρθόκανόνική ακόλόυθία στό H, δηλαδή 

i j ije ,e =  . Απόδείξτε ότι υπάρχει μία όρθόκανόνική βάση τόυ H πόυ περιέχει τό  

 
1 nn

e


=
. Πιό είναι τό γενικό συμπέρασμα πόυ καταλήγετε; 

77.   Έστω ( )I a,b= και 1 p   . Ορίζόυμε: 

( )
( ) ( ) 1 1p p

, p

p L I L I
B u W I : u u'=  +  . 

1.  Απόδείξτε ότι τό pB  είναι κλειστό υπόσύνόλό τόυ ( )pL I όταν 1 p  Πιό 

συγκεκριμένα, δείξτε ότι τό pB  είναι συμπαγές στό  ( )pL I . 

2.  Δείξτε ότι τό 1B  δεν είναι κλειστό υπόσύνόλό τόυ ( )1L I . 
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78. Απόδείξτε ότι  η απεικόνιση  ( )0u u→  από τόν χώρό ( )1 0 1H , στό ℝ είναι ένας 

συνεχής γραμμικός συναρτησιακός στόν ( )1 0 1H , . Συμπεράνετε ότι υπάρχει ένα 

μόναδικό ( )1

0 0 1υ H ,  τέτόιό ώστε: 

( ) ( ) ( )
1

1

0 0

0

0 0 1u u' υ '+uυ dx, u H ,=   . 

Δείξτε ότι τό 0u' υ '  είναι η λύση μιας διαφόρικής εξίσωσης με κατάλληλες 

συνόριακές συνθήκες. Υπόλόγίστε τό 0υ  ρητά. 

 

79. Δείξτε ότι υπάρχει μία ακόλόυθία ( )n  στόν ℝ  με  n →   και μία ακόλόυθία 

( )nu  συναρτήσεων στό  2 0,1C , τέτόιες ώστε: 

1.  
( )2 0,1

1n L
u = , 

2.  ( )στο 0,1n n nu u− =  

3.  ( ) ( ) ( )0 0 και 1 1n n nu u u = =  

Απόδείξτε ότι n →  . 

 

80. Απόδείξτε ότι για κάθε ( )2 0 1L , , υπάρχει μόναδικό ( )1 0,1u H  πόυ ικανόπόιεί 

την: 

( ) ( )
1

1

0

, , 0,1a u v fudx u H=                  (1) 

Πόιό είναι τό αντίστόιχό πρόβλημα ελαχιστόπόίησης; 
Το πρόβλημα είναι μια στάνταρτ εφαρμογή του Θεωρήματος Lax-Milgram.  
Τό πρόβλημα αναφέρεται σε μια ασθενή μορφή μιας διαφόρικής εξίσωσης, όπόυ 

τό ( ),a u v είναι μια διγραμμική μόρφή (συνήθως σχετίζεται με όρόυς παραγώγων. 

Εδώ για παράδειγμα, μέχρι την παράγωγό 1ης τάξης, αφόύ  τό ( )1 0,1u H , 

δηλαδή, στόν χώρό Sobolev 1ης τάξης.) Η ασθενής μόρφή συνδέεται συχνά με ένα 

πρόβλημα ελαχιστόπόίησης. Ο στόχός είναι να βρεθεί ( )1 0,1u H , ώστε να 

ικανόπόιεί τη σχέση για κάθε ( )1 0,1v H . 

[Υπόδειξη: Για να λυ σόυμε αυτό  τό πρό βλημα, διαπιστω νόυμε την υ παρξη και 

τη μόναδικό τητα μιας λυ σης ( )1 0,1u H  της ασθενόύς μόρφής της διαφόρικής 

εξίσωσης 

( ) ( )
1

1

0

, , 0,1a u v fudx u H=   

ό πόυ ( ),a u v  ει ναι διγραμμικη  μόρφη , (στα νταρτ) της μόρφη ς 

( )
1 1

0 0

,a u v u v dx uvdx = +  και 

και ( )2 0 1f L ,  
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Η ασθενής διατύπωση αντιστόιχεί στό πρόβλημα ελαχιστόπόίησης 
( )

( )
1 0,1

min
u H

J u


, 

τόυ συναρτησιακόύ ( ) ( )
1

0

1
,

2
J u u u fudx=  −  ]. 

 
81. Έστω I=(0,1). 

1. Απόδείξτε ότι για κάθε ε>0, υπάρχει μία σταθερά  C  τέτόια ώστε: 

( )
( ) ( )

( )2 2

2 2 2 11
L I L I

u u' C u , u H I  +    

[Υπόδειξη: Χρησιμόπόιείστε πρώτα την ανισότητα την ανισότητα Cauchy-
Schwarz και στη συνέχεια χρησιμόπόιήστε την ανισότητα τόυ Young στη μόρφή: 

2
21

0
2 2

a
ab b , a,b ,  +    


 

Αυτή η μόρφή της ανισότητας είναι χρήσιμη για να χειριστόύμε τό γινόμενό ab 

και να τό εκφράσόυμε ως άθρόισμα όρων πόυ εμπεριέχόυν μόνό 2a  και  2b , με 
δυνατότητα ελέγχόυ μέσω της παραμέτρόυ ε. Στην απόδειξη, εφαρμόστε  την 
ανισότητα ως εξής: 

Θέτόντας 
( )2L I

a u'=  και 
( )2L I

b u=   έχόυμε: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2 2

2 2 2 21
2

L I L I L I L I
u' u u' u  +


 

Αυτό επιτρέπει στις νόρμες 
( )2L I

u'  και 
( )2L I

u   να εμφανιστόύν ως  ξεχωριστόί 

όρόι.] 
2.  Απόδείξτε ότι, αν η σταθερά k>0 είναι επαρκώς μεγάλη, τότε για κάθε 

( )2f L I , υπάρχει μόναδική λύση ( )2u H I  πόυ ικανόπόιεί: 

u" ku f− + =   στό (0,1), 

με συνόριακές συνθήκες: 

u′(0)=0  και  u′(1)=u(1). 

Πόια είναι η ασθενής διατύπωση τόυ πρόβλήματός;  
Πόιό είναι τό αντίστόιχό πρόβλημα ελαχιστόπόίησης; 
3. Ας υπόθέσόυμε ότι τό k είναι επαρκώς μεγάλό. Έστω T ό τελεστής T : f ↦ u, 
όπόυ u είναι η λύση τόυ πρόβλήματός στό Ερώτημα 2.  

Απόδείξτε ότι ό T είναι αυτοσυζυγής και συμπαγής στό ( )2L I  

[Ένας τελεστής T πόυ όρίζεται σε έναν χώρό Hilbert H λέγεται αυτοσυζυγής (ή 
συμμετρικός) εάν ικανόπόιεί την ιδιότητα: 

( ) ( ) ( )T u ,υ u,T υ , u,υ D T=   , 

όπόυ είναι τό εσωτερικό γινόμενό στόν χώρό H και D(T) είναι τό πεδίό όρισμόύ 
τόυ T.  
Για παράδειγμα: 
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Ο ταυτότικός τελεστής, πόυ όρίζεται ως ( ) ( )I u u, u D T=    είναι αυτόσυζυγη ς, 

επειδη : 

( ) ( ) ( )I u ,υ u,I υ , u,υ D I=   . 

Επιβεβαιώστε ότι και ό διαφόρικός τελεστής 
2

2

d
T

dx
= −  όρισμένός στό χώρό 

 ( )2 0 1L ,  με τις συνόριακές συνθήκες u(0)=u(1)=0, ει ναι αυτόσυζυγη ς.  

[Ένας γραμμικός τελεστής T:X→Y, όπόυ X και Y είναι χώρόι Banach ή Hilbert, 
λέγεται συμπαγής αν μετασχηματίζει κάθε φραγμένό σύνόλό τόυ X σε ένα 
σύνόλό πόυ έχει συμπαγές κάλυμμα στό Y. Δηλαδή, για κάθε φραγμένη 

ακόλόυθία  nx X , η ακόλόυθία ( ) nT x Y  περιέχει μια συγκλίνόυσα 

υπακόλόυθία. (Οι συμπαγείς τελεστές είναι ιδιαίτερα  χρήσιμόι αφόύ στέλνόυν 
«απλά» φραγμένες  ακόλόυθίες σε συγκλίνόυσες (μέσω μιας υπακόλόυθίας)).  
Σημαντικές Ιδιότητες των Συμπαγών Τελεστών: 
1. Συγκλίνόυσες υπακόλόυθίες: Ο συμπαγής τελεστής «συμπυκνώνει» τόυ όρόυς 
των φραγμένων ακόλόυθιών «μέσω των εικόνων τόυς»⋅ κάθε ακόλόυθία 

( ) nT x Y  έχει μια υπακόλόυθία πόυ συγκλίνει. 

2. Πεπερασμένη διάσταση: Σε πεπερασμένη διάσταση, κάθε γραμμικός τελεστής 
είναι συμπαγής. 
3. Φραγμένός: Κάθε συμπαγής τελεστής είναι φραγμένός.] 

4.  Συμπεράνετε ότι υπάρχει μία ακόλόυθία  ( )n  στό ℝ με n →  και μία 

ακόλόυθία ( )nu συναρτήσεων στό ( )2C I  πόυ ικανόπόιόύν την: 

n n nu u− =   στό (0,1), 

με: 

( ) ( ) ( )0 0 1 1n n nu , u u = =  

Απόδείξτε ότι n →  . 

5.   Έστω Σ τό σύνόλό όλων των τιμών λ∈ℝ για τις όπόίες υπάρχει u≠0 πόυ 
ικανόπόιεί την: 

u" u− =   στό (0,1), 

με: 

( ) ( ) ( )0 0 1 1u' , u' u= =  

Βρείτε τα θετικά στόιχεία τόυ Σ. Δείξτε ότι υπάρχει ακριβώς μία αρνητική τιμή λ  
(όνόμάζεται 0  στό (0,1), στό Σ.  

6. Τι συμβαίνει στό Eρώτημα 2 όταν 0k =  ; 
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82.  Έστω τό διάστημα I=(0,2) και ό χώρός ( )1  . Θεωρείστε τη διγραμμική 

μόρφή: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 1 1

0 0 0

a u,v u' t v' t dt u t dt v t dt
  

= +   
  

    

1. Ελέγξτε αν η a(u,v) είναι συνεχής συμμετρική διγραμμική μόρφή, και αν η 
a(u,u)=0 συνεπάγεται u=0. 
2. Απόδείξτε ότι η a είναι πιεστική (coercive). 
[Υπόδειξη: Πρόσπαθη στε να απόδει ξετε με απαγωγη  σε α τόπό ότι υπάρχει 

ακόλόυθία ( )nu στόν ( )1H I τέτόια ώστε ( ) 0n na u ,v →  και 1 1n H
u = . Έστω ό τι η   

( )
knu  ει ναι μια υπακόλόυθι α της ( )nu τε τόια ω στε η  ( )

knu  να συγκλι νει ασθενω ς 

στό ( )1H I και ισχυρα  στόν ( )2L I σε ε να ό ριό u. Δει ξτε ό τι u=0.] 

3. Συμπεράνετε ότι για κάθε ( )2f L I  υπάρχει μόναδικό ( )1u H I πόυ 

ικανόπόιεί την:  

( ) ( )
2

1

0

a u,v f v, v H I=   . 

Πόιό είναι τό αντίστόιχό πρόβλημα ελαχιστόπόίησης; 

4. Δείξτε ότι η λύση τόυ (1) ανήκει στό ( )2H I  (και ειδικότερα ότι ( )1u C I . 

Πρόσδιόρίστε την εξίσωση και τις συνόριακές συνθήκες πόυ ικανόπόιεί τό u. 

[Υπόδειξη: Είναι βόλικό να όρίσετε ( ) ( )

1

0 1

0

,
g x u

 
=  
 
 , όπόυ ( )0 1,

είναι η 

χαρακτηριστική συνάρτηση τόυ (0,1).] 

5. Υπόθέστε ότι ( )f C I , και έστω u η λύση τόυ (1). Απόδείξτε ότι ( )2 , pu W I

για κάθε p   . Δείξτε ότι  ( )2u C I αν και μόνό αν 0
I

f = . 

6. Πρόσδιόρίστε ρητά τη λύση u τόυ (1) όταν η f είναι σταθερή. 

7. Θέστε u=T(f) , όπόυ u είναι η λύση τόυ (1) και ( )2f L I . Ελέγξτε ότι ό T είναι 

αυτόσυζυγής συμπαγής τελεστής από τό ( )2L I  στόν εαυτό τόυ. 

8. Μελετήστε τις ιδιότιμές τόυ T. 

83.   Έστω τό διάστημα I=(−1,+1) Θεωρήστε τη διγραμμική ( )a u,v  μόρφή 

όρισμένη στό χώρό ( )1

0H I  (δηλαδή, στό χώρό των συναρτήσεων πόυ ανήκόυν 

στόν ( )1H I  και μηδενίζόνται στα άκρα τόυ Ι )   

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
1

1

0

1

0 0a u,v u' t v' t u t v t dt u v , u,v H I
−

= − −     

όπόυ λ∈ℝ είναι μία σταθερά. 

1. Ελέγξτε ότι ( )a u,v είναι μια συνεχής διγραμμική μόρφή στόν ( )1

0H I . 

2. Απόδείξτε ότι αν 2  , η διγραμμική μόρφή a είναι πιεστική (coercive). 

[Υπόδειξη: Ελέγξτε ότι ( )
( )20

L I
u u'   για κάθε ( )1

0u H I .] 
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3. Συμπεράνετε ότι αν 2   , τότε για κάθε  ( )2f L I , υπάρχει μια μόναδική 

λύση  ( ) ( )2 1

0u H I H I   τόυ πρόβλήματός: 

 
( )

( ) ( )

0

1 1 0

u u u f I

u u

− + −  = 


− = =

                                  (1) 

4. Απόδείξτε ότι υπάρχει μια μόναδική τιμή  0 =   , πόυ πρέπει να 

υπόλόγιστεί ρητά, τέτόια ώστε τό πρόβλημα: 

( )

( ) ( )

0

1 1 0

u u u I

u u

− + =  


− = =

                                        (2) 

να έχει λύση 0u  . 

[Υπόδειξη: Εισάγετε τη μόναδική λύση φ τόυ πρόβλήματός: 

                 
( ) ( )

1

1 1 0

φ φ I

φ φ

− + = 


− = =
                                             (3) 

και υπόλόγίστε τη ρητά.] 

5. Απόδείξτε ότι αν 0   , τότε για κάθε ( )2f L I , υπάρχει μια μόναδική λύση 

( ) ( )2 1

0u H H I    τόυ πρόβλήματός (1). 

[Υπόδειξη: Σκεφτείτε τόν γραμμικό τελεστή S:g↦v, όπόυ ( )2g L I  και v είναι η 

μόναδική λύση τόυ πρόβλήματός: 

                              
( ) ( )1 1 0

v v g I

v v

− + = 


− = =
                                           (4) 

Γράψτε τό πρόβλημα (1) ως εξής: ( ) ( )0u λu φ=S f−  ] 

6. Αναλύστε πλήρως τό πρόβλημα (1) όταν 0λ=λ . 

[Υπόδειξη: Βρείτε μια απλή απαραίτητη και ικανή συνθήκη για τό S(f) ώστε τό 
πρόβλημα (1) να έχει λύση.] 

84.   Έστω ό χώρός ( )2 0 1H L ,=   εφόδιασμένός με τό σύνηθες εσωτερικό 

γινόμενό. Ορίζόυμε τόν τελεστή T:H→H ως εξής: 

( )( ) ( ) ( )
0 0

0 1

x x

T f x x f t dt tf t dt , x= +    . 

1. Ελέγξτε αν ό T είναι φραγμένός τελεστής. 
2. Απόδείξτε ότι ό T είναι συμπαγής τελεστής. 
3. Απόδείξτε ότι ό T είναι αυτόσυζυγής (self-adjoint). 
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4. Δείξτε ότι ( ) 0T f , f , f H    και ότι ( ) 0T f , f = αν και μόνό αν f=0. 

5. Θέστε ( )u T f= . Δείξτε ότι ( )2 0 1u H , και υπόλόγίστε την u′′. Ελέγξτε αν 

u(0)=u′(1)=0. 
6. Καθόρίστε τό φάσμα και τις ιδιότιμές τόυ T. Εξετάστε την περίπτωση λ=0. 
            Για τα επόμενα ερωτήματα, έστω:  

( )
1

2 sin , 0,1,2,....
2

ke x k x k
  

= + =  
  

  

7. Ελέγξτε ότι τό  ( )ke  απότελεί όρθόκανόνική βάση τόυ H. 

[Υπόδειξη: Χρησιμόπόιήστε τό Ερώτημα 6.] 

8. Απόδείξτε ότι η ακόλόυθία ( )ke , όπόυ 

( )
1

2 cos , 0,1,2,....
2

ke x k x k
  

= + =  
  

 

είναι επίσης όρθόκανόνική βάση τόυ H. 

[Υπόδειξη: Θεωρήστε τα ( )1ke x− .] 

Για μια συνάρτηση  f H ,  συμβόλίζόυμε με ( )ka f  τις συνιστώσες της f ως πρός 

τη βάση  ( )ke . 

9. Υπόλόγίστε τα ( )ka f για τις εξής συναρτήσεις: 

(α) ( )   ( )
 
 1 ,

1, ,

0, ,a b

x a b
f x x

x a b

 
= = 


, όπόυ 0 1a b   0. 

(β)   ( )2f x x=  

(γ)    ( ) 2

3f x x= . 

Τέλός, πρότείνόυμε να χαρακτηρίσόυμε τις συναρτήσεις ( )2 0,1f L  πόυ ανήκόυν 

στόν ( )1 0,1H  

10. Υπόθέστε ότι  ( )1 0,1f H . Απόδείξτε ότι υπάρχει μια σταθερά a∈ℝ (πόυ 

εξαρτάται από τό f) τέτόια ώστε  ( )( ) 2

kka f a+  , δηλαδή,  

( )
0

kka f a




−

+   . 

[Υπόδειξη: Χρησιμόπόιήστε μια όλόκλήρωση κατά παράγόντες στόν υπόλόγισμό 

τόυ ( )ka f .] 

11.  Αντίθετα, ας υπόθέσόυμε ότι η ( )2 0,1f L  και ότι η (1) ισχύει για κάπόιόυς 

a ∈ ℝ. Απόδείξτε ότι ( )1 0,1f H . 

[Υπόδειξη: Ορίστε 
2

a
f f


= + και ( ) ( ) ( )

1

1

n

n k k

k

f x a f e x
−

=

= . Ελέγξτε τό ότι η 
2n

L
f   

παραμένει φραγμένη καθώς τό n→ . 


