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4 ΠΕΡΙΕΧΟΜΕΝΑ



Κεφάλαιο 1

Χώροι 𝐿𝑝 - Χώροι ℓ𝑝

Είναι γνωστό ότι ένας μεγάλος αριθμός συναρτήσεων που χρησιμοποιούμε σε
διάφορους κλάδους τον μαθηματικών δεν είναι λείες (δηλαδή, 𝐶𝑘, 𝑘 ≥ 1), πολλές
φορές δεν είναι ούτε καν συνεχείς. Το γεγονός αυτό επιβάλει την ανάπτυξη της
θεωρίας των 𝐿𝑝 χώρων. Σε αυτό το κεφάλαιο θα θεωρήσουμε τους 𝐿𝑝 χώρους,
δηλαδή τους χώρους συναρτήσεων των οποίων οι 𝑝 (𝑝 ≥ 1) δυνάμεις των απο-
λύτων τιμών τους είναι Lebesgue ολοκληρώσιμες, ωστόσο κάποια στοιχειώδης
εξοικείωση με τη βασική θεωρία μέτρου και ολοκλήρωσης είναι απαραίτητη. Οι
πιό συμαντικοί είναι ίσως οι𝐿1 και𝐿2 οι οποίοι είναι απαραίτητοι sτον ορισμό και
sτις ιδιότητες των σειρών Fourier, αλλά και οι υπόλοιποι είναι πολύ σημαντικοί
χώροι. Οι 𝐿𝑝 χώροι είναι πλούσιοι σε καλές ιδιότητες και αυτό είναι ένας σημα-
ντικός λόγος που αναδεικνύει τη σπουδαιότητά τους αλλά και εκείνη του ολοκλη-
ρώματος του Lebesgue. Η πυκνότητα, η ανακλαστικότητα, η διαχωρισιμότητα,
η δυϊκότητα καθώς και η πληρότητα είναι οι ιδιότητες που κάνουν αυτούς τους
χώρους ιδιαίτερα χρήσιμους. Σε αυτό το κεφάλαιο θα παρουσιάσουμε τη βασική
θεωρία αυτών των χώρων καθώς και κάποιες από τις ιδιότητες που σχετίζονται με
τη θεωρία ολοκλήρωσης.

1.1 Χώροι 𝐿𝑝

Ορισμός και Ιδιότητες των Χώρων 𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞
Συμβολίζουμε με Ω ένα ανοικτό υποσύνολο του ℝ𝑛 εφοδιασμένο με το μέτρο

Lebesgue 𝑑𝑥 και με 𝐿1(Ω) το χώρο των ολοκληρώσιμων συναρτήσεων πάνω στο
Ω με τιμές στο ℝ.
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Αν 𝑓 ∶ Ω → ℝ είναι μια μετρήσιμη συνάρτηση θέτουμε

‖𝑓‖𝐿1(Ω) = ∫
Ω

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥.

Αν δεν υπάρχει ενδεχόμενο σύγχισης συχνά γραφουμε αντί𝐿1 αντί𝐿1(Ω) και ∫Ω 𝑓
(ή και ∫ 𝑓) αντί ∫Ω 𝑓(𝑥)𝑑𝑥.

Παρόλο που στο εξής σε πολλές περιπτώσεις θα εργαζόμαστε με 𝐿𝑝 συναρ-
τήσεις ορισμένες σε ένα ανοικτό υποσύνολο Ω του ℝ𝑛, θα ορίσουμε τους 𝐿𝑝 χώ-
ρους και θα μελετήσουμε τις βασικές τους ιδιότητες σε ένα ευρύτερο θεωρητικό
πλαίσιο, δηλαδή σε ένα γενικό χώρο μέτρου (𝑋, 𝒜, 𝜇) και στη συνέχεια θα παρα-
μείνουμε σε ένα Ω ⊂ ℝ𝑛.

Ορισμός 1.1.1. Έστω (𝑋, 𝒜, 𝜇) ένας χώρος μέτρου, 𝑝 ∈ ℝ με 0 ≤ 𝑝 < ∞ και
𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ μια μετρήσιμη συνάρτηση. Τότε, θέτουμε

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑋) = (∫
𝑋

|𝑓|𝑝𝑑𝑥)
1/𝑝

.

• Η συνάρτηση 𝑓 λέγεται 𝐿𝑝 ολοκληρώσιμη (ή λέμε ότι είναι μια 𝐿𝑝 συνάρ-
τηση ή απλά ότι είναι 𝐿𝑝) αν ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑋) < +∞.

• Ο χώρος 𝐿𝑝(𝑋) ορίζεται ως ο χώρος των μετρήσιμων συναρτήσεων 𝑓 ∶
𝑋 → ℝ για τις οποίες ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑋) < ∞ ή ισοδύναμα, |𝑓|𝑝 ∈ 𝐿1(𝑋).

Αν 𝑓 ∶ Ω ⊆ ℝ𝑛 → ℝ τότε τότε

‖𝑓‖𝐿2(Ω) = √∫
Ω

|𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥

και αν ‖𝑓‖𝐿2(Ω) < ∞, η συνάρτηση 𝑓 λέγεται τετραγωνικώς ολοκληρώσιμη στο
Ω και ο 𝐿2(Ω) λέγεται χώρος των τετραγωνικώς ολοκληρώσιμων συναρτήσεων.
Ο 𝐿2 είναι ο μόνος από τους 𝐿𝑝 χώρους στον οποίο ορίζεται εσωτερικό γινόμενο.
Αν 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(Ω), τότε το εσωτερικό τους γινόμενo ορίζεται με την

⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫
Ω

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥.

Αν 𝑓 ∶ 𝑈 ⊆ ℂ𝑛 → ℂ, τότε

‖𝑓‖𝐿2(𝑈) = √∫
𝑈

𝑓(𝑥)𝑓(𝑥)𝑑𝑥
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και αν ‖𝑓‖𝐿2(𝑈) < ∞, η συνάρτηση 𝑓 λέγεται τετραγωνικώς ολοκληρώσιμη στο
𝑈 .
Αν 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2(𝑈), τότε το εσωτερικό τους γινόμενο ορίζεται με την

⟨𝑓, 𝑔⟩ = ∫
Ω

𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)𝑑𝑥.

□

Παρατήρηση 1.1.1. Η ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑋) είναι μια norm για κάθε 𝑝 ∈ ℝ με 1 ≤ 𝑝 < ∞
(βλ. Θεώρημα 1.1.4), ενώ δεν είναι norm αν 0 < 𝑝 < 1 (βλ. Παράδειγμα 1.1.1).

Παρατήρηση 1.1.2. Σύμφωνα με τον Ορισμό 1.1.1, o 𝐿𝑝(𝑋) χώρος, 1 ≤ 𝑝 < ∞,
περιέχει όλες τις μετρήσιμες συναρτήσεις 𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ για τις οποίες οι |𝑓|𝑝 είναι
ολοκληρώσιμες, δηλαδή, ∫𝑋 |𝑓|𝑝 < ∞. Αν για δύο συναρτήσεις 𝑓, 𝑔 ∶ 𝑋 → ℝ
έχουμε ‖𝑓 − 𝑔‖𝐿𝑝(𝑋) = 0 ή ισοδύναμα ∫𝑋 |𝑓 − 𝑔|𝑝 = 0, τότε αυτές παριστάνουν
το ίδιο στοιχείο του χώρου 𝐿𝑝(𝑋) και γράφουμε 𝑓 = 𝑔 𝜎.𝜋. (ή 𝑓 ∼ 𝑔). Για παρά-
δειγμα, η χαρακτηριστική συνάρτηση 𝒳ℚ των ρητών αριθμών ταυτίζεται με την
μηδενική συνάρτηση στον 𝐿𝑝(ℝ), αφού ∫ℝ |𝒳ℚ − 0|𝑝 = 0. Επομένως, τα στοιχεία
του 𝐿𝑝(𝑋) είναι στην πραγματικότητα κλάσεις ισοδυναμίας (είναι προφανές ότι
η ∼ είναι σχέση ισοδυναμίας) όπου οι συναρτήσεις που ανήκουν στην ίδια κλάση
διαφέρουν σε ένα σύνολο μέτρου 0.

Σημείωση 1.1.1. Στο εξής θα θεωρούμε μόνο τους 𝐿𝑝 χώρους όπου 𝑝 ≥ 1. Όπως
θα διαπιστώσουμε στη συνέχεια οι 𝐿𝑝 χώροι, όπου 𝑝 ≥ 1, εφοδιασμένοι με την
𝐿𝑝 νόρμα είναι διανυσματικοί χώροι κάτι που δεν συμβαίνει αν 0 < 𝑝 < 1 (βλ.
Θεώρημα 1.1.4 και Παράδειγμα 1.1.1, αντίστοιχα). Θα μελετήσουμε επίσης και
την περίπτωση 𝑝 = ∞.

Σημείωση 1.1.2. Στο εξής, αν δεν υπάρχει προβλημα σύγχυσης, θα συμβολίζουμε
για λόγους απλότητας την ‖ ⋅ ‖𝐿𝑝(𝑋) με ‖ ⋅ ‖𝐿𝑝 ή και ‖ ⋅ ‖𝑝.

Παρατήρηση 1.1.3. Όπως αναφέραμε παραπάνω οι πιό σημαντικοί ίσως 𝐿𝑝 χώ-
ροι είναι οι 𝐿1 και 𝐿2, επειδή είναι ιδιαίτερα χρήσιμοι στις σειρές Fourier. Ειδικά,
ο 𝐿2 έίναι ένας χώρος με εσωτερικό γινόμενο και μάλιστα πλήρης (δηλαδή, χώ-
ρος Hilbert) είναι δε ο μόνος 𝐿𝑝 χώρος με εσωτερικό γινόμενο και αυτός είναι
ένας ακόμα λόγος που τον κάνει πολύ σημαντικό χώρο. Στην μονοδιάσταη περί-
πτωση όπου συνήθως χρησιμποποιούμε τον ακόλουθο ορισμό για τους𝐿𝑝 χώρους,
ο οποίος είναι προσαρμοσμένος στη θεωρία των σειρών Fourier.
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Ορισμός 1.1.2. Έστω 1 ≤ 𝜋 < ∞. Μια συνάρτηση 𝑓 ∶ [−𝜋, 𝜋] → ℝ (ή ℂ) ανήκει
στον 𝐿𝑃 [−𝜋, 𝜋], αν

‖𝑓‖𝐿𝑝[−𝜋,𝜋] = ( 1
2𝜋 ∫

𝜋

−𝜋
|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥)

1/𝑝
< ∞.

□

Σημείωση 1.1.3. Επειδή, αν 𝑓 ∈ 𝐿𝑝[−𝜋, 𝜋] τότε ‖𝑓‖𝐿𝑝[−𝜋,𝜋] < ∞ και αντίστροφα,
ο παράγοντας 1/2𝜋 καθώς και η δύναμη 1/𝑝 δεν είναι τίποτα περισσότερο από δυο
παράμετροι κανοπνικοποίησης. Για παράδειγμα, αν 𝑓 ∶ [−𝜋, 𝜋] → ℝ με 𝑓(𝑥) = 1,
τότε ‖𝑓‖𝐿𝑝[−𝜋,𝜋] = 1 και ‖𝜆𝑓‖𝐿𝑝[−𝜋,𝜋] = |𝜆|, 𝜆 ∈ ℝ.

Παρατήρηση 1.1.4. Ισχύουν οι ακόλουθες ισοδυναμίες:
‖𝑓‖𝐿𝑝 = 0 ⇔ 𝑓 ≡ 0 𝜎.𝜋. και ‖𝑓 − 𝑔‖𝐿𝑝 = 0 ⇔ 𝑓 ≡ 𝑔 𝜎.𝜋.

Θεώρημα 1.1.1. Ο χώρος 𝐿𝑝(𝑋) με 1 ≤ 𝑝 < ∞ είναι ένας γραμμικός χώρος,
δηλαδή, ισχύουν οι ιδιότητες:

(i) Για κάθε 𝑎 ∈ ℝ αν 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑋) τότε 𝑎𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑋).

(ii) Αν 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝑋) τότε (𝑓 + 𝑔) ∈ 𝐿𝑝(𝑋).

Απόδειξη. Το (i) είναι προφανές, οπότε θα αποδείξουμε το (ii). Είναι

|𝑓 (𝑥) + 𝑔 (𝑥)|𝑝 ⩽ (|𝑓 (𝑥)| + |𝑔 (𝑥)|)𝑝

⩽ [2max {|𝑓 (𝑥)| , |𝑔 (𝑥)|}]𝑝

⩽ 2𝑝 max{|𝑓 (𝑥)|𝑝 , |𝑔 (𝑥)|𝑝}
⩽ 2𝑝 [|𝑓 (𝑥)|𝑝 + |𝑔 (𝑥)|𝑝] ,

οπότε με ολοκλήρωση κατά μέλη στον 𝑋 παίρνουμε το αποτέλεσμα.

Πρόταση 1.1.1. (Ανισότητα του Hölder) Έστω 𝑝, 𝑞 πραγματικοί αριθμοί τέτοια
ώστε 1 < 𝑝 < +∞ και 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1. Έστω, επίσης, ότι 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑋) και
𝑔 ∈ 𝐿𝑞(𝑋). Τότε (𝑓𝑔) ∈ 𝐿1(𝑋) και ισχύει η ανισότητα

‖𝑓𝑔‖𝐿1 ⩽ ‖𝑓‖𝐿𝑝 ‖𝑔‖𝐿𝑞 .

Οι θετικοί εκθέτες 𝑝 και 𝑞 ονομάζονται συζυγείς εκθέτες αν 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1 ή
ισοδύναμα 𝑝 + 𝑞 = 𝑝𝑞.

Από την ανισότητα του Hölder προκύπτει άμεσα το ακόλουθο συμπέρασμα:
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Πόρισμα 1.1.1. Αν 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿2 τότε η (𝑓𝑔) ∈ 𝐿1.

Για την απόδειξη της ανισότητα του Hölder θα χρειαστούμε την ακόλουθη
πρόταση:

Πρόταση 1.1.2. Έστω 𝑝, 𝑞 τέτοια ώστε 1 < 𝑝 < +∞ και 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1. Τότε
για κάθε 𝑥, 𝑦 ⩾ 0 ισχύει

𝑥𝑦 ⩽ 𝑥𝑝

𝑝 + 𝑦𝑞

𝑞 .

Απόδειξη. Παρατηρούμε ότι αν 𝑥 = 0 ή 𝑦 = 0 η ανισότητα ισχύει, οπότε υποθέ-
τουμε ότι 𝑥 > 0 και 𝑦 > 0.
Διαιρώντας την ανισότητα κατά μέλη με 𝑦𝑞 παίρνουμε

𝑥
𝑦𝑞−1 ⩽ 𝑥𝑝

𝑝𝑦𝑞 + 1
𝑞

και αν θέσουμε στην τελευταία 𝑡 = 𝑥𝑝/𝑦𝑞, λόγω της 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1 παίρνουμε
𝑝𝑞 − 𝑝 = 𝑞, οπότε προκύπτει ότι

𝑥
𝑦𝑞−1 = ( 𝑥𝑝

𝑦(𝑞−1)𝑝 )
1/𝑝

= ( 𝑥𝑝

𝑦𝑝𝑞−𝑝 )
1/𝑝

= (𝑥𝑝

𝑦𝑞 )
1/𝑝

= 𝑡1/𝑝

και παίρνουμε την ανισότητα

𝑡1/𝑝 ⩽ 1
𝑝𝑡 + 1

𝑞 , 𝑡 > 0.

Η συνάρτηση 𝑓 (𝑡) = 𝑡1/𝑝 − 1
𝑝𝑡 − 1

𝑞 , 𝑡 > 0 είναι διαφορίσιμη με

𝑓 ′ (𝑡) = 1
𝑝 (𝑡−1/𝑞 − 1) , 𝑡 > 0.

Παρατηρούμε ότι 𝑓 ′ (1) = 0 , 𝑓 ′ (𝑡) < 0 ∀ 𝑡 > 1 και 𝑓 ′ (𝑡) > 0 ∀ 𝑡 ∈ (0, 1)
οπότε

𝑓 (𝑡) ⩽ 𝑓(1) = 0 ∀ 𝑡 > 0
και επομένως

𝑡1/𝑝 − 1
𝑝𝑡 − 1

𝑞 ⩽ 0, ∀ 𝑡 > 0,

όπου η ισότητα ισχύει μόνο όταν 𝑡 = 1 ⇔ 𝑥𝑝 = 𝑦𝑞. □
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Απόδειξη της ανισότητας του Hölder. Θέτουμε

𝐴 = ‖𝑓‖𝐿𝑝 𝐵 = 𝐴 = ‖𝑔‖𝐿𝑞 ,

οπότε από την παραπάνω πρόταση για τους αριθμούς |𝑓|/𝐴 και |𝑔|/𝐵 παίρνουμε

|𝑓|
𝐴

|𝑔|
𝐵 ⩽ 1

𝑝 (|𝑓|
𝐴 )

𝑝
+ 1

𝑞 (|𝑔|
𝐵 )

𝑞
= |𝑓|𝑝

𝑝𝐴𝑝 + |𝑔|𝑞
𝑞𝐵𝑞

Η τελευταία με ολοκλήρωση κατά μέλη δίνει

1
𝐴𝐵 ∫

𝑋
|𝑓𝑔| ⩽ 1

𝑝𝐴𝑝 ∫
𝑋

|𝑓|𝑝 + 1
𝑞𝐵𝑞 ∫

𝑋
|𝑔|𝑞 = 1

𝑝 + 1
𝑞 = 1

οπότε
‖𝑓𝑔‖𝐿1 ⩽ 𝐴𝐵 = ‖𝑓‖𝐿𝑝 ‖𝑔‖𝐿𝑞 .

□

Πόρισμα 1.1.2. (Γενίκευση της ανισότητας του Hölder) Έστω 𝑓1, 𝑓2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑓𝑘
συναρτήσεις και 𝑝𝑗 , 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑘 πραγματικοί αριθμοί. Αν 𝑓𝑗 ∈ 𝐿𝑝𝑗(𝑋) για
κάθε 𝑗 = 1, 2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑘 και

1
𝑝 = 1

𝑝1
+ 1

𝑝2
+ ⋅ ⋅ ⋅ + 1

𝑝𝑘
,

τότε, το γινόμενο 𝑓1𝑓2 ⋅ ⋅ ⋅ 𝑓𝑘 ∈ 𝐿𝑝(𝑋) και

‖𝑓1, 𝑓2, ⋅ ⋅ ⋅, 𝑓𝑘‖𝐿𝑝 ≤ ‖𝑓1‖𝐿𝑝1 ‖𝑓2‖𝐿𝑝2 ⋅ ⋅ ⋅ ‖𝑓𝑘‖𝐿𝑝𝑘 .

Ειδικά:
Αν 𝑓 ∈ 𝐿𝑝(𝑋) ∩ 𝐿𝑞(𝑋) με 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞 ≤ ∞, τότε 𝑓 ∈ 𝐿𝑟(𝑋), για κάθε 𝑝 ≤ 𝑟 ≤ 𝑞
και ισχύει η ακόλουθη ανισότητα της παρεμβολής

‖𝑓‖𝐿𝑟 ≤ ‖𝑓1‖𝛼
𝐿𝑝‖𝑓1‖1−𝛼

𝐿𝑞

όπου
1
𝑟 = 𝛼

𝑝 + 1 − 𝛼
𝑞 , 0 ≤ 𝛼 ≤ 1.

□
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Πρόταση 1.1.3. (Aνισότητα του Hölder για πεπερασμένα αθροίσματα) Έστω
𝑝, 𝑞 τέτοια ώστε 1 < 𝑝 < +∞ και 1/𝑝+1/𝑞 = 1. Αν 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛 και 𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛
τυχόντες πραγματικοί ή μιγαδικοί αριθμοί, τότε

𝑛
∑
𝑗=1

|𝑎𝑗𝑏𝑗| ⩽ (
𝑛

∑
𝑗=1

∣𝑎𝑗∣
𝑝)

1/𝑝

(
𝑛

∑
𝑗=1

∣𝑏𝑗∣
𝑞)

1/𝑞

.

Απόδειξη. (Άσκηση)

Πρόταση 1.1.4. (Ανισότητα τουMinkowski) Έστω 𝑝 τέτοιος ώστε 1 ≤ 𝑝 < +∞
και έστω 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑝(𝑋). Τότε (𝑓 + 𝑔) ∈ 𝐿𝑝(𝑋) και

‖𝑓 + 𝑔‖𝐿𝑝 ⩽ ‖𝑓‖𝐿𝑝 + ‖𝑔‖𝐿𝑝

Απόδειξη. Επειδή είναι (βλ. Θεώρημα 1.1.1)

|𝑓 + 𝑔|𝑝 ⩽ 2𝑝(|𝑓|𝑝 + |𝑔|𝑝).

με ολοκλήρωση κατά μέλη της ανισότητας αυτής παίρνουμε

∫
𝑋

|𝑓 + 𝑔|𝑝 ⩽ 2𝑝 (∫
𝑋

|𝑓|𝑝 + ∫
𝑋

|𝑔|𝑝)

και επειδή 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 , 𝑔 ∈ 𝐿𝑝 έπεται ότι (𝑓 + 𝑔) ∈ 𝐿𝑝.
Έστω ο συζυγής εκθέτης 𝑞 του 𝑝. Τότε 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1 ή (𝑝 − 1) 𝑞 = 𝑝, οπότε από
την ανισότητα του Hölder παίρνουμε

∫
𝑋

|𝑓||𝑓 + 𝑔|𝑝−1 ⩽ (∫
𝑋

|𝑓|𝑝)
1/𝑝

(∫
𝑋

|𝑓 + 𝑔|𝑝)
1/𝑞

και

∫
𝑋

|𝑔||𝑓 + 𝑔|𝑝−1 ⩽ (∫
𝑋

|𝑔|𝑝)
1/𝑝

(∫
𝑋

|𝑓 + 𝑔|𝑝)
1/𝑞

Προσθέτοντας κατά μέλη τις δύο τελευταίες ανισότητες παίρνουμε την ανισότητα

∫
𝑋

|𝑓 + 𝑔|𝑝 ⩽ [(∫
𝑋

|𝑓|𝑝)
1/𝑝

+ (∫
𝑋

|𝑔|𝑝)
1/𝑝

] (∫
𝑋

|𝑓 + 𝑔|𝑝)
1/𝑞

οπότε

(∫
𝑋

|𝑓 + 𝑔|𝑝)
1−1/𝑞

⩽ (∫
𝑋

|𝑓|𝑝)
1/𝑝

+ (∫
𝑋

|𝑔|𝑝)
1/𝑝
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Από την τελευταία επειδή 1 − 1/𝑞 = 1/𝑝 παίρνουμε τελικά την ανισότητα

(∫
𝑋

|𝑓 + 𝑔|𝑝)
1/𝑝

⩽ (∫
𝑋

|𝑓|𝑝)
1/𝑝

+ (∫
𝑋

|𝑔|𝑝)
1/𝑝

ή
‖𝑓 + 𝑔‖𝐿𝑝 ⩽ ‖𝑓‖𝐿𝑝 + ‖𝑔‖𝐿𝑝 .

□

Παράδειγμα 1.1.1. Αν 0 < 𝑝 < 1, τότε η ‖𝑓‖𝑝 = ( ∫𝑋 |𝑓|𝑝𝑑𝑥)1/𝑝
δεν είναι νόρμα

στον 𝑋.

Απόδειξη. Θα αποδείξουμε ότι δεν ισχύει η τριγωνική ανισότητα. Έστω 𝑋 = [0, 1]
εφοδιασμένο με το μέτρο του Lebesgue, Έστω, επίσης, 𝑓 = 𝒳[0, 1

2 ) και 𝑔 = 𝒳[ 1
2 ,1).

Τότε,
‖𝑓 + 𝑔‖𝑝 = 1

και

‖𝑓‖𝑝 + ‖𝑔‖𝑝 = ( ∫
[0,1]

|𝑓|𝑝)
1/𝑝

+ ( ∫
[0,1]

|𝑔|𝑝)
1/𝑝

= 21−1/𝑝 < 1.

’Αρα
‖𝑓 + 𝑔‖𝑝 > ‖𝑓‖𝑝 + ‖𝑔‖𝑝 .

Πρόταση 1.1.5. (Aνισότητα του Minkowski για πεπερασμένα αθροίσματα)
Έστω 𝑝 τέτοιος ώστε 1 ≤ 𝑝 < +∞. Αν 𝑎1, 𝑎2, ..., 𝑎𝑛 και 𝑏1, 𝑏2, ..., 𝑏𝑛 τυχόντες
πραγματικοί ή μιγαδικοί αριθμοί, τότε

(
𝑛

∑
𝑖=1

|𝑎𝑖 + 𝑏𝑖|)
1/𝑝

⩽ (
𝑛

∑
𝑖=1

|𝑎𝑖|
𝑝)

1/𝑝

+ (
𝑛

∑
𝑖=1

|𝑏𝑖|
𝑝)

1/𝑝

.

Απόδειξη. (Άσκηση).

Παράδειγμα 1.1.2. Κάθε φραγμένη συνάρτηση 𝑓 ∶ [0, 1] → ℝ είναι 𝐿𝑝 για κάθε
𝑝 > 0.
Παρατήρηση 1.1.5. Ο χώρος 𝐶(Ω), Ω ⊂ ℝ𝑛, 𝑛 ≥ 1 περιέχεται στον 𝐿𝑝(Ω),
δηλαδή, 𝐶(Ω) ⊂ 𝐿𝑝(Ω), για κάθε 𝑝 ≥ 1.Πραγματικά, είναι

∫
Ω

|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥 ≤ m(Ω)max
𝑥∈Ω

|𝑓(𝑥)|𝑝 < ∞.
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1.1. ΧΩΡΟΙ 𝐿𝑝 13

Το αντίστροφο όμως δεν ισχύει, δηλαδή, 𝐿𝑝(Ω) ⊄ 𝐶(Ω), αφού μια 𝐿𝑝 συνάρ-
τηση δεν οφείλει να είναι συνεχής ούτε και φραγμένη (βλ. Παραδείγματα 1.1.3
και 1.1.4).

Παράδειγμα 1.1.3. Η συνάρτηση 𝑓 ∶ [−𝜋, 𝜋] → ℝ με

𝑓(𝑡) = { 0, 𝑡 ∈ [−𝜋, 0),
1, 𝑥 ∈ [0, 𝜋]

δεν είναι συνεχής, αλλά ανήκει στον 𝐿2[−𝜋, 𝜋].

Παράδειγμα 1.1.4. Η συνάρτηση 𝑓 ∶ [−𝜋, 𝜋] → ℝ με

𝑓(𝑡) = { |𝑡|−1/4, 𝑡 ∈ [−𝜋, 0) ∪ (0, 𝜋],
0, 𝑥 ∈ [0, 𝜋]

ανήκει στον 𝐿2[−𝜋, 𝜋], αφού

∫
𝜋

−𝜋
|𝑓(𝑡)|2𝑑𝑡 = 2 ∫

𝜋

0

1
𝑡 𝑑𝑡 = 4

√
𝑡|𝜋0 = 4√𝜋 < ∞.

Όμως, η 𝑓 δεν είναι συνεχής (ούτε καν φραγμένη) στο διάστημα [−𝜋, 𝜋].

Παράδειγμα 1.1.5. Ησυνάρτηση 𝑓 ∶ [0, 1] → ℝ με 𝑓(𝑥) = 1/𝑥 για κάθε 𝑥 ∈ (0, 1]
και 𝑓(0) οτιδήποτε δεν είναι 𝐿𝑝, για κάθε 𝑝 ≥ 1.

Απόδειξη. Για 𝑝 = 1 έχουμε

∫
[0,1]

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 = lim
𝑎→0+

∫
[0,1]

1
𝑥𝑑𝑥 = lim

𝑎→0+
[ln𝑥]1𝑎 = lim

𝑎→0+
[− ln 𝑎] = +∞,

και για 𝑝 > 1

∫
[0,1]

|𝑓(𝑥)|𝑝𝑑𝑥 = lim
𝑎→0+

∫
[0,1]

1
𝑥𝑝 𝑑𝑥 = lim

𝑎→0+
[− 1

(𝑝 − 1) 𝑥𝑝−1 ]
1

𝑎
= +∞.

Παράδειγμα 1.1.6. Η συνάρτηση 𝑓 ∶ [0, 1] → ℝ με 𝑓(𝑥) = 1/𝑥𝑟, 𝑟 > 0 για κάθε
𝑥 ∈ (0, 1] και 𝑓(0) οτιδήποτε είναι 𝐿𝑝, για κάθε 𝑝𝑟 ≤ 1 και δεν είναι 𝐿𝑝, για κάθε
𝑝𝑟 > 1. Για παράδειγμα, αν 𝑓(𝑥) = 1/√𝑥, τότε 𝑓 ∈ 𝐿𝑝[0, 1] για κάθε 𝑝 ∈ [1, 2)
και 𝑓 ∉ 𝐿𝑝[0, 1], για κάθε 𝑝 > 2.

Πρόταση 1.1.6. Μία συνάρτηση 𝑓 ∈ 𝐿1 τότε και μόνο τότε όταν η |𝑓| ∈ 𝐿1.
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14 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΧΩΡΟΙ 𝐿𝑝 - ΧΩΡΟΙ ℓ𝑝

Απόδειξη. Είναι

∫ 𝑓 = ∫ 𝑓+ − ∫ 𝑓−, ∫ |𝑓| = ∫ 𝑓+ − ∫ 𝑓−

οπότε αν 𝑓 ∈ 𝐿1 τότε 𝑓+, 𝑓− ∈ 𝐿1 και επομένως 𝑓+ + 𝑓− = |𝑓| ∈ 𝐿1.
Όμοια, αν |𝑓| ∈ 𝐿1 τότε 𝑓 ∈ 𝐿1. □

Παρατήρηση 1.1.6. Από την Πρόταση 1.1.6 προκύπτει ότι αν οι συναρτήσεις
𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1 τότε και συνάρτηση (𝑓+𝑔) ∈ 𝐿1, όμως μπορεί οι συναρτήσεις 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿1

και η συνάρτηση (𝑓𝑔) ∉ 𝐿1 (βλ. Παράδειγμα 1.1.7).

Παράδειγμα 1.1.7. Θεωρούμε τη συνάρτηση

𝑓 (𝑥) = {
1√𝑥 , 𝑥 ∈ (0, 1]
0, 𝑥 = 0 .

Είναι

∫
1

0
|𝑓 (𝑥)| 𝑑𝑥 = ∫

1

0

1√𝑥 𝑑𝑥 = [2√𝑥]1
0 = 2 < +∞

και επομένως 𝑓 ∈ 𝐿1.
Αλλά

∫
1

0
|𝑓 (𝑥)|2 𝑑𝑥 = ∫

1

0

1
𝑥 𝑑𝑥 = [ln 𝑥]10 = 0 + ∞ = +∞,

οπότε 𝑓2 ∉ 𝐿1 και συνεπώς 𝑓 ∉ 𝐿2.

Σχέσεις μεταξύ των χώρων 𝐿𝑝

Στο Παράδειγμα 1.1.7 αποδείχτηκε ότι μπορεί μία συνάρτηση να ανήκει στο
𝐿1 και να μην ανήκει στον 𝐿2, ωστόσο το ερώτημα που τίθεται ένα γενικότερο
και αφορά την ύπαρξη ή όχι μιας σχέσης μεταξύ των χώρων 𝐿𝑝. Στο παράδειγμα
που αμέσως ακολουθεί αποδεικνύεται ότι γενικά δεν υπάρχει σχέση μεταξύ των
𝐿𝑝 χώρων, στη συνέχεια όμως θα αποδείξουμε ότι αν 𝜇(𝑋) < ∞ και αν 1 ≤ 𝑝 <
𝑞 < ∞, τότε 𝐿𝑞 ⊂ 𝐿𝑝 (βλ. Θεώρημα 1.1.2).

Παράδειγμα 1.1.8. Θεωρούμε το μέτρο του Lebesgue στο διάστημα (0, ∞) και
τη συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑎. Τότε, έχουμε

∫
1

0
𝑥𝑎𝑑𝑥 ⇔ 𝑎 < −1, ∫

∞

1
𝑥𝑎𝑑𝑥 ⇔ 𝑎 > −1.
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Έστω τώρα 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞ και 𝑏 τέτοιο ώστε (1/𝑞) < 𝑏 < (1/𝑝). Τότε, σύμφωνα
με τις παραπάνω ισοδυναμίες η συνάρτηση 𝑥−𝑏𝒳(0,1) ανήκει στον 𝐿𝑝 αλλα δεν
ανήκει στον𝐿𝑞, το οποίο σημαίνει ότι𝐿𝑝 ⊄ 𝐿𝑞. Εξάλλου, η συνάρτηση 𝑥−𝑏𝒳(1,∞)
ανήκει στον 𝐿𝑞 αλλα δεν ανήκει στον 𝐿𝑝, το οποίο σημαίνει ότι 𝐿𝑞 ⊄ 𝐿𝑝. Επομέ-
νως, δεν υπάρχει σχέση εγκλεισμού μεταξύ δύο 𝐿𝑝 χώρων.

Θεώρημα 1.1.2. Αν 0 < m(𝑋) < ∞ και 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞, τότε 𝐿𝑞 ⊂ 𝐿𝑝.

Απόδειξη. Εφαρμόζουμε την ανισότητα του Hölder για τις συναρτήσεις |𝑓|𝑝 και 1,
οπότε παίρνουμε

∫
𝑋

|𝑓|𝑝 ≤ (∫
𝑋

1)
1−𝑝/𝑞

(∫
𝑋

|𝑓|𝑝 𝑞
𝑝 )

𝑝/𝑞
= m(𝑋)1−𝑝/𝑞 (∫

𝑋
|𝑓|𝑞)

𝑝/𝑞
.

Άρα, αν 𝑓 ∈ 𝐿𝑞, τότε 𝑓 ∈ 𝐿𝑝, οπότε 𝐿𝑞 ⊂ 𝐿𝑝.
Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν οι τοπικά 𝐿𝑝-ολοκληρώσιμες συναρτή-

σεις οι οποίες δεν είναι αναγκαστικά ολοκληρώσιμες σε ολόκληρο το πεδίο ορι-
σμού τους έχουν όμως πολύ χρήσιμες ιδιότητες.

Ορισμός 1.1.3. Έστω 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞. Λέμε ότι η συνάρτηση 𝑓 ∶ Ω → ℝ είναι
τοπικά 𝐿𝑝-ολοκληρώσιμη ή ανήκει στον 𝐿𝑝

loc(Ω) αν είναι 𝐿𝑝-ολοκληρώσιμη σε
κάθε συμπαγές υποσύνολο Κ του Ω ή ισοδύναμα αν 𝑓𝒳𝐾 ∈ 𝐿𝑝(Ω) για κάθε
συμπαγές Κ ⊂ Ω.

Παράδειγμα 1.1.9. Η σταθερή συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 1 είναι τοπικά ολοκληρώσιμη,
όμως όταν ορίζεται σε ολόκληρη την πραγματική ευθεία ℝ δεν είναι ολοκληρώ-
σιμη καθώς το μέτρο του ℝ είναι άπειρο.
Γενικά:
Oι σταθερές συναρτήσεις είναι τοπικά ολοκληρώσιμες.

Παράδειγμα 1.1.10. Η συνάρτηση 𝑓(𝑥) = 1/𝑥, 𝑥 ∈ (0, 1) είναι τοπικά ολοκλη-
ρήσιμη αλλά δεν είναι ολικά ολοκληρώσιμη στο (0, 1). Πραγματικά, για κάθε
κλειστό διάστημα [𝑎, 𝑏] ⊂ (0, 1) είναι

∫
[𝑎,𝑏]

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 = ∫
[𝑎,𝑏]

1
𝑥𝑑𝑥 = ln 𝑏 − ln 𝑎,

ενώ
∫

(0,1)
|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 = lim

𝑎→0+
∫

(𝑎,1]

1
𝑥𝑑𝑥 = − lim

𝑎→0+
ln 𝑎 = +∞.
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Παράδειγμα 1.1.11. Η συνάρτηση

𝑓(𝑥) = { 1/𝑥, 𝑥 ≠ 0,
0, 𝑥 = 0 , 𝑥 ∈ ℝ

δεν είναι τοπικά ολοκληρώσιμη σε κανένα διαστήματα που περιέχει το 0, ωστόσο,
είναι τοπικά ολοκληρώσιμη σε κάθε διάστημα που δεν το περιέχει. Δηλαδή, η
1/𝑥 ∈ 𝐿1

loc(ℝ\{0}).

Ο χώρος 𝐿∞

Μπορούμε να επεκτείνουμε τις 𝐿𝑝 norms στην περίπτωση όπου 𝑝 = ∞. Θα
χρειαστούμε πρώτα τον ορισμό της ουσιαστικά φραγμένης συνάρτησης.

Ορισμός 1.1.4. Μία μετρήσιμη συνάρτηση 𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ λέγεται ουσιαστικάφραγ-
μένη όταν υπάρχει 𝑀 ≥ 0 τέτοιο ώστε |𝑓(𝑥)| ≤ 𝑀 σχεδόν παντού στο 𝑋 ή
ισοδύναμα όταν m {𝑥 ∶ |𝑓(𝑥)| ⩾ 𝑀} = 0. □

Ορισμός 1.1.5. Έστω (𝑋, 𝜇) ένας μετρήσιμος χώρος, και 𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ μία μετρή-
σιμη συνάρτηση. Oρίζουμε

‖𝑓‖𝐿∞(𝑋) = inf {𝑀 ∶ m{x ∈ X ∶ |f(x)| ⩾ M} = 0}

ή (λόγω του Ορισμού 1.1.4)

‖𝑓‖𝐿∞(𝑋) = ess sup
x∈X

|f(x)|.

Ο χώρος 𝐿∞(𝑋) ορίζεται ως ο χώρος των μετρήσιμων συναρτήσεων 𝑓 ∶ 𝑋 → ℝ
για τις οποίες ‖𝑓‖𝐿∞(𝑋) < ∞.

Η ‖𝑓‖𝐿∞(𝑋) είναι μια νόρμα (βλ. Θεώρημα 1.1.4). □

Στο εξής αν δεν υπάρχει πρόβλημα σύγχυσης γιά λόγους απλότητας θα συμ-
βολίζουμε την ‖ ⋅ ‖𝐿∞(𝑋) με ‖ ⋅ ‖𝐿∞ ή και ‖ ⋅ ‖∞.

Παρατήρηση 1.1.7. Η 𝐿∞ − norm λέγεται και ουσιώδες supremum της |𝑓| και
ο 𝐿∞ λέγεται χώρος των ουσιωδώς ή 𝜎.𝜋. φραγμένων συναρτήσεων.

Παρατήρηση 1.1.8. Ισχύει η ισοδυμαμία: ‖𝑓‖𝐿∞ = 0 ⇔ 𝑓 ≡ 0 𝜎.𝜋..

Παρατήρηση 1.1.9. Εύκολα μπορεί να διαπιστωθεί ότι στον 𝐿∞ ισχύoυν το Θε-
ώρημα 1.1.1 καθώς οι ανισότητες του Hölder και του Minkowski:

(1) Ο 𝐿∞ είναι γραμμικός.
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(2) (Ανισότητα του Hölder) Αν 𝑓 ∈ 𝐿1 και 𝑔 ∈ 𝐿∞, τότε

∫
𝑋

|𝑓𝑔| ≤ ‖𝑓‖𝐿1‖𝑔‖𝐿∞ .

(3) (Ανισότητα του Minkowski) Αν 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿∞, τότε

‖𝑓 + 𝑔‖𝐿∞ ≤ ‖𝑓‖𝐿∞ + ‖𝑔‖𝐿∞ .

Θεώρημα 1.1.3. Αν 0 < m(𝑋) < ∞ και 1 ≤ 𝑝 < ∞, τότε 𝐿∞ ⊂ 𝐿𝑝.

Απόδειξη. Έστω 𝑓 ∈ 𝐿∞(𝑋). Τότε ‖𝑓‖∞ < ∞. Επίσης, εξ ορισμού είναι |𝑓| ≤
‖𝑓‖∞ 𝜎.𝜋. στον 𝑋. ’Αρα, θα έχουμε

∫
𝑋

|𝑓|𝑝 ≤ ∫
𝑋

‖𝑓‖𝑝
∞ = m(𝑋)‖𝑓‖𝑝

∞ < ∞.

Άρα, αν 𝑓 ∈ 𝐿∞, τότε 𝑓 ∈ 𝐿𝑝 για κάθε 𝑝 ∈ [1, ∞).
Στα παραδείγματα που αμέσως ακολουθούν φαίνεται η σχέση που έχουν οι

𝐿𝑝(ℝ𝑛), 1 ≤ 𝑝 < ∞ με τον 𝐿∞(ℝ𝑛) αλλά και μεταξύ τους.

Παράδειγμα 1.1.12. Έστω 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ με 𝑓(𝑥) = 1. Τότε,

‖𝑓‖𝐿∞(ℝ𝑛) = 1 < ∞,

οπότε, η 𝑓 ∈ 𝐿∞(ℝ𝑛). Όμως,

‖𝑓‖𝐿𝑝(ℝ𝑛) = ∞,

οπότε η 𝑓 ∉ 𝐿𝑝(ℝ𝑛) με 1 ≤ 𝑝 < ∞.

Παράδειγμα 1.1.13. Έστω 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ με 𝑓(𝑥) = 1
1+|𝑥| . Τότε,

‖𝑓‖𝐿∞(ℝ𝑛) = sup
𝑥∈ℝ

|𝑓(𝑥)| ≤ 1,

οπότε, η 𝑓 ∈ 𝐿∞(ℝ𝑛). Όμως, για 𝑥 ≥ 1 έχουμε

∫
ℝ

|𝑓(𝑥)| ≥ ∫
∞

1

1
1 + |𝑥|𝑑𝑥 ≥ ∫

∞

1

1
2𝑥𝑑𝑥 = +∞,
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οπότε, η 𝑓 ∉ 𝐿1(ℝ𝑛).
Εξάλλου, είναι

∫
ℝ

|𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥 = ∫
ℝ

1
(1 + |𝑥|)2 𝑑𝑥

= ∫
|𝑥|≤1

1
(1 + |𝑥|)2 𝑑𝑥 + ∫

|𝑥|>1

1
(1 + |𝑥|)2 𝑑𝑥

≤ ∫
|𝑥|≤1

1𝑑𝑥 + ∫
|𝑥|>1

1
𝑥2 𝑑𝑥

= 2 + 2 lim
𝑏→∞

−1
𝑥2 ∣

𝑏

1
= 4 < ∞,

οπότε, η 𝑓 ∈ 𝐿2(ℝ𝑛).
Άρα, ο 𝐿2(ℝ𝑛) ⊄ 𝐿1(ℝ𝑛). Αυτό το αποτέλεσμα είναι διαφορετικό από την περί-
πτωση όπου είχαμε 𝐿2(Ω) ⊂ 𝐿1(Ω), με Ω ⊂ ℝ𝑛 πεπερασμένο.

Παράδειγμα 1.1.14. Έστω 𝑓 ∶ ℝ𝑛 → ℝ με

𝑓 (𝑥) = { 1/√𝑥, 𝑥 ∈ (0, 1]
0, 𝑥 ∉ (0, 1].

Τότε, η 𝑓 ∉ 𝐿∞(ℝ𝑛), γιατί δεν είναι φραγμένη κοντά στο 0.
Η 𝑓 ∈ 𝐿1(ℝ𝑛), γιατί

∫
ℝ

|𝑓(𝑥)|𝑑𝑥 = ∫
1

0

1√𝑥𝑑𝑥 < ∞.

Η 𝑓 ∉ 𝐿2(ℝ𝑛), γιατί
∫

ℝ
|𝑓(𝑥)|2𝑑𝑥 = ∫

1

0

1
𝑥𝑑𝑥 = ∞.

Παρατήρηση 1.1.10. Τίθεται το ερώτημα, γιατί μια συνάρτηση αποτυγχάνει να
ανήκει στον𝐿1(ℝ𝑛). Υπάρχου δυο λόγοι για τους οποίους συμβαίνει αυτό. Ο πρώ-
τος λόγος είναι το πόσο γρήγορα ελαττώνεται η τιμή της κοντά στο άπειρο. Για
παράδειγμα, η συνάρτηση 1/(1 + |𝑥|)2 ελαττώνεται αρκετα γρήγορα ώστε αυτή
να ανήκει στον 𝐿1(ℝ). Αντίθετα, η συνάρτηση 1/(1 + |𝑥|) δεν ελαττώνεται τόσο
γρήγορα όσο χρειάζεται ώστε να ανήκει στον 𝐿1(ℝ). Ο δεύτερος λόγος είναι ότι
η συνάρτηση μπορεί να εκρήγνυται (απειρίζεται) σε κάποιο σημείο. Για παρά-
δειγμα, η συνάρτηση που είναι ίση με 1/|𝑥| αν |𝑥| ≤ 1 και με 0 αλλού, τείνει στο
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∞ τόσο γρήγορα ώστε να αποτυγχάνει να ανήκει στον 𝐿1(ℝ𝑛). Ωστόσο, η συνάρ-
τηση που είναι ίση με 1/√|𝑥| αν |𝑥| ≤ 1 και με 0 αλλού, τείνει στο ∞ τόσο αργά
ώστε να ανήκει στον 𝐿1(ℝ𝑛). Η συνάρτηση 1/|𝑥| δεν ανήκει στον 𝐿1(ℝ𝑛) γιατί
συντρέχουν και οι δύο παραπάνω λόγοι.

Θεώρημα 1.1.4. Ο 𝐿𝑝 είναι ένας γραμμικός χώρος και η ‖ ⋅ ‖𝐿𝑝 είναι μια norm για
κάθε 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞.

Απόδειξη. Η γραμμικότητα του𝐿𝑝 προκύπτει από τοΘεώρημα 1.1.1 και τηνΠαρα-
τήρηση 1.1.9(1). Το ότι η ‖ ⋅ ‖𝐿𝑝 είναι μία νόρμα προκύπτει από τις Παρατηρήσεις
1.1.4 και 1.1.8, τη γραμμικότητα του 𝐿𝑝 την Πρόταση 1.1.4 και την Παρατήρηση
1.1.9(3).

Σύγκλιση στους Χώρους 𝐿𝑝

Θεωρούμε την απεικόνιση 𝑑 ∶ 𝐿𝑝 × 𝐿𝑝 → ℝ που ορίζεται για όλες τις συ-
ναρτήσεις 𝑓, 𝑔 ∈ 𝐿𝑝 από τη σχέση 𝑑(𝑓, 𝑔) = ‖𝑓 − 𝑔‖𝐿𝑝 . Αποδεικνύεται εύκολα
(αποδείξτε το) ότι η 𝑑 είναι μια μετρική, οπότε ο (𝐿𝑝, 𝑑) είναι ένας μετρικός χώρος,
το οποίο μας επιτρέπει να ορίσουμε σύγκλιση στους 𝐿𝑝 χώρους.

Ορισμός 1.1.6. Έστω (𝑋,m) ένας μετρήσιμος χώρος, {𝑓𝑛}∞
𝑛=1 ∈ 𝐿𝑝, 𝑝 ∈ [1, ∞)

μία ακολουθία και έστω 𝑓 ∈ 𝐿𝑝.

(i) Η {𝑓𝑛} είναι μια 𝐿𝑝 ακολουθία Cauchy αν για κάθε 𝜀 > 0 υπάρχει 𝑛0 ∈ ℕ
τέτοιο ώστε για κάθε 𝑚, 𝑛 ≥ 𝑛0 τότε ‖𝑓𝑚 − 𝑓𝑛‖𝐿𝑝 < 𝜀.

(ii) Η ακολουθία {𝑓𝑛} συγκλίνει στον 𝐿𝑝 (ή συγκλίνει κατά norm τάξης 𝑝) στηv
𝑓 αν lim

𝑛→∞
‖𝑓𝑛 − 𝑓‖𝐿𝑝 = 0.

(iii) Η {𝑓𝑛} έχει φραγμένη 𝐿𝑝−διακύμανση αν ∑𝑛∈ℕ ‖𝑓𝑛+1 − 𝑓𝑛‖𝐿𝑝 < ∞.

Θα δώσουμε τώρα δύο παραδείγματα που δείχνουν ότι, για 1 ≤ 𝑝 < ∞, ούτε
η σημειακή σύγκλιση συνεπάγεται την 𝐿𝑝−σύγκλιση ούτε η 𝐿𝑝−σύγκλιση συνε-
πάγεται την σημειακή σύγκλιση.

Παράδειγμα 1.1.15. Θεωρούμε τις συναρτήσεις 𝑓𝑛 ∶ ℝ → ℝ με 𝑓𝑛 = 𝒳[𝑛,𝑛+1],
γιά κάθε 𝑛 = 1, 2, .... Τότε, lim𝑛→∞ 𝑓𝑛(𝑥) = 0 και

‖𝑓𝑛‖𝐿𝑝(ℝ = ∫
𝑛+1

𝑛
𝑓𝑛 = 1, ∀ 𝑝 ∈ [1, ∞).

Άρα, η 𝑓𝑛 → 0 σημειακά, αλλά όχι στον 𝐿𝑝.
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Παράδειγμα 1.1.16. Θεωρούμε την ακολουθία

𝒳[0,1], 𝒳[0, 1
2 ], 𝒳[ 1

2 ,1], 𝒳[0, 1
4 ], 𝒳[ 1

4 , 1
2 ], ⋅ ⋅ ⋅.

Για κάθε 𝑛 ∈ ℕ θεωρούμε τον μοναδικό φυσικό αριθμό 𝑘 γιά τον οποίο ισχύει
2𝑘 ≤ 𝑛 < 2𝑘+1 και θέτουμε

𝐼𝑛 = [ 𝑛
2𝑘 − 1, 𝑛 + 1

2𝑘 − 1] .

Τότε, 𝑓𝑛 = 𝒳𝐼𝑛
, οπότε για 1 ≤ 𝑝 < ∞ ισχύει ‖𝑓𝑛‖𝐿𝑝 = 2−𝑘/𝑝 και επειδή καθώς

το 𝑛 → ∞ και το 𝑘 → ∞ έπεται ότι lim𝑛→∞ ‖𝑓𝑛‖𝐿𝑝([0,1]) = 0. Όμως, η 𝑓𝑛(𝑥) δεν
συγκλίνει σημειακά γιά κάθε 𝑥 ∈ (0, 1) στο 0, γιατί για κάθε 𝑥 υπάρχει άπειρο
πλήθος ℓ ∈ ℕ με 𝑓ℓ(𝑥) = 1 και άπειρο πλήθος 𝑚 ∈ ℕ με 𝑓𝑚(𝑥) = 0.

Θα αποδείξουμε στη συνέχεια (βλ. Θεώρημα 1.1.5) ότι ο (𝐿𝑝, ‖ ⋅ ‖) είναι ένας
χώρος Banach), ιδιότητα ιδιαίτερα σημαντική και χρήσιμη.

Θεώρημα 1.1.5. Ο (𝐿𝑝 (𝑋) , ‖⋅‖𝐿𝑝(𝑋)), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, είναι ένας πλήρης μετρικός
χώρος.

Απόδειξη. (i) Έστω 1 ≤ 𝑝 < ∞. Θεωρούμε μία ακολουθία Cauchy {𝑓𝑛}∞
𝑛=1 στον

𝐿𝑝. Μπορούμε να υποθέσουμε, χωρίς βλάβη της γενικότητας (εξάγοντας μία υπα-
κολουθία αν είναι απαραίτητο), ότι

‖𝑓𝑛+1 − 𝑓𝑛‖ ≤ 1
2𝑛 .

Ορίζουμε την ακολουθία {𝑔𝑛}∞
𝑛=1 ως εξής:

𝑔1 = 0, 𝑔𝑛 = |𝑓1| + |𝑓2 − 𝑓1| + ⋯ + |𝑓𝑛 − 𝑓𝑛−1|, ∀ 𝑛 ≥ 2.

Η ακολουθία {𝑔𝑛} είναι γνησίως αύξουσα και επειδή

∫
𝑋

𝑔𝑝
𝑛 = ‖𝑔𝑛‖𝑝

𝐿𝑝(𝑋) ⩽ (‖𝑓1‖𝐿𝑝(𝑋) +
∞

∑
𝑖=2

‖𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1‖𝐿𝑝(𝑋))
𝑝

⩽ (‖𝑓1‖𝐿𝑝(𝑋) + 1)
𝑝

είναι ομοιόμορφα φραγμένη, οπότε από το Θεώρημα της Μονότονης Σύγκλισης
προκύπτει ότι 𝑔𝑝

𝑛 → 𝑔𝑝 σ.π., 𝑔 ∈ 𝐿𝑝 και 𝑔𝑛 ≤ 𝑔 σ.π.
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Εξάλλου, γιά κάθε 𝑘 ≥ 1, είναι

|𝑓𝑛+𝑘 − 𝑓𝑛| = |𝑓𝑛+𝑘 − 𝑓𝑛+𝑘−1 + 𝑓𝑛+𝑘−1 + ⋯ − 𝑓𝑛+1 + 𝑓𝑛+1 − 𝑓𝑛|

⩽
𝑛+𝑘
∑

𝑖=𝑛+1
|𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1|

= 𝑔𝑛+𝑘 − 𝑔𝑛,

οπότε 𝑔𝑛+𝑘 − 𝑔𝑛 → 0, καθώς το 𝑛 → ∞ σ.π..
Άρα, 𝑓𝑛 → 𝑓 σ.π..
Επειδή,

|𝑓𝑛| ⩽ |𝑓1| +
𝑛

∑
𝑖=2

|𝑓𝑖 − 𝑓𝑖−1| ⩽ 𝑔𝑛 ⩽ 𝑔 ∀ 𝑛 ∈ ℕ

έπεται ότι |𝑓| ≤ 𝑔 σ.π..
Άρα, |𝑓𝑛|𝑝 ≤ 𝑔𝑝 και |𝑓|𝑝 ≤ 𝑔𝑝 και |𝑓𝑛 − 𝑓|𝑝 ≤ 2𝑔𝑝 και από το Θεώρημα της
Κυριαρχημένης Σύγκλισης προκύπτει

lim
𝑛→∞

∫
𝑋

|𝑓𝑛 − 𝑓|𝑝 = ∫
𝑋

lim
𝑛→∞

|𝑓𝑛 − 𝑓|𝑝 =0.

(ii) Έστω 𝑝 = ∞. Θεωρούμε την ακολουθία Cauchy στον 𝐿∞(𝑋). Τότε, για κάθε
𝑘 ∈ ℕ υπάρχει Ν(𝑘) ∈ ℕ τέτοιο ώστε

ess sup
𝑥∈𝑋

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)| < 1
𝑘, ∀ 𝑛, 𝑚 ≥ Ν(𝑘).

Γιά κάθε ζέυγάρι (𝑚, 𝑛) με 𝑛, 𝑚 ≥ Ν(𝑘) συμβολίζουμε Α(𝑚,𝑛)(𝑘) το σύνολο
μηδενικού μέτρου που περιέχει όλα τα 𝑥 ∈ 𝑋 για τα οποία ισχύει

|𝑓𝑛(𝑥) − 𝑓𝑚(𝑥)| < 1
𝑘.

Θέτουμε
𝐴 = ⋃

𝑘⩾1
𝐴(𝑚,𝑛) (𝑘), 𝑚, 𝑛 ⩾ 𝑁 (𝑘) .

Τότε, το μέτρο του Α είναι επίσης ίσο με 0. Στο 𝑋\Α η ακολουθία {𝑓𝑛(𝑥)}∞
𝑛=1

συγκλίνει ομοιόμορφα με μία συνάρτηση 𝑓 , καθώς για 𝑚, 𝑛 ⩾ 𝑁 (𝑘) ισχύει

sup
𝑥∈𝑋\𝐴

|𝑓𝑛 (𝑥) − 𝑓𝑚 (𝑥)| < 1
𝑘
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η ακολουθία {𝑓𝑛(𝑥)}∞
𝑛=1 είναι σημειακά ακολουθία Cauchy στο 𝑋\𝐴. Επειδή το

Α είναι μηδενικού μέτρου, η ακολουθία 𝑓𝑛 συγκλίνει σημειακά σ.π. στο 𝑋, οπότε
είναι μετρήσιμη (βλ. ....).
Εξάλλου, του 𝑚 → ∞ προκύπτει ότι

ess sup
𝑥∈𝑋

|𝑓𝑛 (𝑥) − 𝑓 (𝑥)| = sup
𝑥∈𝑋\𝐴

|𝑓𝑛 (𝑥) − 𝑓 (𝑥)| ⩽ 1
𝑘.

Άρα, η 𝑓𝑛 συγκλίνει στην 𝑓 στον 𝐿∞(𝑋).

Θεώρημα 1.1.6. Έστω {𝑓𝑛}∞
𝑛=1 μια ακολουθία του 𝐿𝑝 και 𝑓 ∈ 𝐿𝑝, τέτοια ώστε

‖𝑓𝑛 − 𝑓‖ → 0. Τότε, υπάρχει υπακολουθία {𝑓𝑛𝑘
}∞

𝑛=1, τέτοια ώστε

(i) 𝑓𝑛𝑘
→ 𝑓 , σχεδόν παντού στο 𝑋.

(ii) |𝑓𝑛𝑘
| ≤ ℎ(𝑥), για κάθε 𝑘 ∈ ℕ, με ℎ ∈ 𝐿𝑝.

Απόδειξη. Για 𝑝 = ∞ το αποτέλεσμα είναι προφανές. Υποθέτουμε ότι 1 ≤ 𝑝 < ∞.
Επειδή η ακολουθία {𝑓𝑛𝑘

} είναι Cauchy, μπορούμε να επαναλάβουμε την από-
δειξη του Θεωρήματος 1.1.5 και να εξαγάγουμε μια υπακολουθία 𝑓𝑛𝑘

η οποία συ-
γκλίνει 𝜎.𝜋. σε μια συνάρτηση έστω την 𝑓∗, για την οποία ισχύει

|𝑓𝑛𝑘
(𝑥) − 𝑓∗(𝑥)| ≤ 𝑔(𝑥)

σχεδόν παντού στο 𝑋, με 𝑔 ∈ 𝐿𝑝.
Επομένως, 𝑓∗ ∈ 𝐿𝑝 σ.π. και 𝑓𝑛𝑘

→ 𝑓∗ στον 𝐿𝑝 (Θεώρημα του Lebesgue). Άρα,
𝑓∗ = 𝑓 𝜎.𝜋., οπότε αποδείξαμε το (i).
Για το (ii) αρκεί να επιλέξουμε ℎ = 𝑓∗ + 𝑔. □

Σημείωση 1.1.4. Είναι χρήσιμο να υπενθυμίσουμε και να τονίσουμε ότι είναι
απαραίτητο να γνωρίζουμε μερικά βασικά αποτελέσματα της θεωρίας ολοκλήρω-
σης, όπως το Θεώρημα Μονότονης σύγκλισης του Lebesgue (βλ. Θεώρημα ??),
το Θεώρημα Beppo Levi (βλ. Θεώρημα ??) το Λήμμα του Fatou (βλ. Θεώρημα
??) και το Θεώρημα της κυριαρχιμένης σύγκλισης (βλ. Θεώρημα ??).

1.2 Χώροι ℓ𝑝

Γνωρίζουμε ότι μια σημαντική περίπτωση μετρικών χώρων είναι οι χώροι ℓ𝑝,
1 ≤ 𝑝 < ∞. Μπορούμε, ωστόσο, να δούμε αυτούς τουσ χώρους σαν ειδική πε-
ρίπτωση των 𝐿𝑝, 1 ≤ 𝑝 < ∞ χώρων. Θεωρούμε το χώρο μέτρου (Ν, 𝜇), όπου
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𝜇 είναι το αριθμητικό μέτρο στον Ν. Σε αυτή την διακριτή περίπτωση, μια με-
τρήσιμη συνάρτηση στον Ν είναι μια ακολουθία {𝑓𝑛 ∶ 𝑛 → ℝ, 𝑛 ∈ ℕ} και το
ολοκλήρωμα του Lebesgue είναι το ίδιο με το άθροισμα της αντίστοιχης σειράς,
δηλαδή

∫
ℕ

|𝑓𝑛| = ∑
𝑛∈ℕ

|𝑓𝑛|.

Ορισμός 1.2.1. Αν 𝑝 ∈ [1, ∞), η ℓ𝑝−norm μιας ακολουθίας {𝑎𝑛}∞
𝑛=1 πραγματι-

κών (ή και μιγαδικών) αριθμών ορίζεται από τη σχέση

‖{𝑎𝑛}‖ℓ𝑝 = (
∞

∑
𝑛=1

|𝑎𝑛|𝑝)
1/𝑝

.

Μια ℓ𝑝 ακολουθία είναι μια ακολουθία {𝑎𝑛} πραγματικών αριθμών για την οποία
ισχύει ∑∞

𝑛=1 |𝑎𝑛|𝑝 < ∞, δηλαδή το άθροισμα |𝑎1|𝑝 + |𝑎2|𝑝 + ⋯ συγκλίνει.

Παράδειγμα 1.2.1. Υπενθυμίζουμε ότι η 𝑝−σειρά ∑∞
𝑛=1 1/𝑛𝑝 συγκλίνει τότε και

μόνο τότε αν 𝑝 > 1.
Άρα:
Η ακολουθία {1/𝑛𝑝} είναι ℓ1 αν και μόνο αν 𝑝 > 1.
Για παράδειγμα, η {1/𝑛2} είναι ℓ1 ενώ οι {1/𝑛} δεν είναι. Ωστόσο η {1/𝑛} είναι
ℓ2.

Παράδειγμα 1.2.2. Η ακολουθία {1/𝑛𝑟} είναι ℓ𝑝 αν και μόνο αν 𝑝 > 1/𝑟. Επο-
μένως, η ακολουθία {1/√𝑛} είναι ℓ3 αλλά δεν είναι ℓ2.

Παρατήρηση 1.2.1. Η όλη συμπεριφορά των ακολουθιών της μορφής 1/𝑛𝑝 είναι
όμοια με εκείνη της συνάρτησης 1/𝑥𝑃 στο [1, +∞). Πραγματικά, είναι ∑∞

𝑛=1 |𝑎𝑛|𝑝 <
∞ αν και μόνο αν ∫∞

1 1/𝑥𝑝𝑑𝑥 < ∞ . Το γεγονός αυτό όχι μόνο δεν είναι τυχαίο
αλλά υπάρχει ισχυρή θεωρητική σχέση μεταξύ των δύο περιπτώσεων. Αν αποβά-
λουμε για λίγο την μαθηματική αυστηρότητα, μπορούμε να λέμε ότι πρόκειται για
την ίδια περίπτωση μόνο που ανάλογα με την περίσταση κάνουμε άλλωτε άθροιση
και άλλωτε <συνεχή άθροιση>.

Θεώρημα 1.2.1. Αν 1 ≤ 𝑝 < 𝑞 < ∞, τότε κάθε ℓ𝑝 ακολουθία είναι ℓ𝑞 ακολουθία.

Απόδειξη. Έστω {𝑎𝑛} μια ℓ𝑝 ακολουθία. Τότε, η ∑∞
𝑛=1 |𝑎𝑛|𝑝 συγκλίνει, οπότε

𝑎𝑛 → 0 καθώς το𝑛 → ∞. Ειδικότερα, υπάρχει 𝑛0 ∈ ℕ τέτοιο ώστε |𝑎𝑛| < 1
γιά όλα τα ≥ 𝑛0. Επομένως, |𝑎𝑛|𝑞 < |𝑎𝑛|𝑝 γιά όλα τα 𝑛 ≥ 𝑛0, οπότε η ∑∞

𝑛=1 |𝑎𝑛|𝑞
συγκλίνει, δηλαδή η {𝑎𝑛} μια ℓ𝑞 ακολουθία. □
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Πρόταση 1.2.1. (ΑνισότηταΗölder για ακολουθίες) Έστω {𝑎𝑛}∞
𝑛=1 και {𝑏𝑛}∞

𝑛=1
δύο ακολουθίες παραγματικών (ή και μιγαδικών) αριθμών και 𝑝, 𝑞 ∈ [1, ∞) τέ-
τοιοι ώστε 1/𝑝 + 1/𝑞 = 1. Αν {𝑎𝑛} ∈ ℓ𝑝 και {𝑏𝑛} ∈ ℓ𝑞, τότε και η σειρά
∑∞

𝑛=1 𝑎𝑛𝑏𝑛 συγκλίνει απολύτως, και ισχύει η ανισότητα

∞
∑
𝑛=1

|𝑎𝑛𝑏𝑛| ⩽ (
∞

∑
𝑛=1

|𝑎𝑛|𝑝)
1/𝑝

(
∞

∑
𝑛=1

|𝑏𝑛|𝑞)
1/𝑞

.

Απόδειξη. Επεδή {𝑎𝑛} ∈ ℓ𝑝 και {𝑏𝑛} ∈ ℓ𝑞 από την Πρόταση 1.1.3 προκύπτει η
ανισότητα

𝑛
∑
𝑖=1

|𝑎𝑖𝑏𝑖| ⩽ (
∞

∑
𝑖=1

|𝑎𝑖|𝑝)
1/𝑝

(
∞

∑
𝑖=1

|𝑏𝑖|𝑞)
1/𝑞

από την οποία συνεπάγεται ότι η ακολουθία 𝑠𝑛 = ∑𝑛
𝑖=1 |𝑎𝑖𝑏𝑖| είναι συκλίνουσα

(ως αύξουσα και φραγμένη), οπότε αν πάρουμε το όριο για 𝑛 → ∞ σε αυτή την
ανισότητα προκύπτει η ζητούμενη ανισότητα. □

Πόρισμα 1.2.1. (Ανισότητα τουCauchy-Schwarz για ακολουθίες) Έστω {𝑎𝑛}∞
𝑛=1

και {𝑏𝑛}∞
𝑛=1 δύο ακολουθίες παραγματικών (ή και μιγαδικών) αριθμών. Αν {𝑎𝑛} ∈

ℓ2 και {𝑏𝑛} ∈ ℓ2, τότε και η σειρά ∑∞
𝑛=1 𝑎𝑛𝑏𝑛 συγκλίνει απολύτως, και ισχύει η

ανισότητα
∞

∑
𝑛=1

|𝑎𝑛𝑏𝑛| ⩽ (
∞

∑
𝑛=1

|𝑎𝑛|2)
1/2

(
∞

∑
𝑛=1

|𝑏𝑛|2)
1/2

.

□

Πρόταση 1.2.2. (Ανισότητα τουMinkowski για ακολουθίες) Έστω {𝑎𝑛}∞
𝑛=1 και

{𝑏𝑛}∞
𝑛=1 δύο ακολουθίες παραγματικών (ή και μιγαδικών) αριθμών και 1 ≤ 𝑝 ≤

∞. Αν {𝑎𝑛} ∈ ℓ𝑝 και {𝑏𝑛} ∈ ℓ𝑝, τότε και η ακολουθία {𝑎𝑛 + 𝑏𝑛}∞
𝑛=1 ∈ ℓ𝑝 και

ισχύει η ανισότητα

(
∞

∑
𝑖=1

∣𝑎𝑖 + 𝑏𝑗∣
𝑝)

1/𝑝

⩽ (
∞

∑
𝑖=1

|𝑎𝑖|
𝑝)

1/𝑝

+ (
∞

∑
𝑖=1

|𝑎𝑖|
𝑝)

1/𝑝

.

Απόδειξη. Αν 𝑝 = 1 η ανισότητα είναι προφανής, οπότε έστω 𝑝 > 1. Επειδή
{𝑎𝑛} ∈ ℓ𝑝 και {𝑏𝑛} ∈ ℓ𝑞 από την Πρόταση 1.1.3 προκύπτει η ανισότητα

(
𝑛

∑
𝑖=1

|𝑎𝑖 + 𝑏𝑖|
𝑝)

1−1/𝑞

≤ (
∞

∑
𝑖=1

|𝑎𝑖|
𝑝)

1/𝑝

+ (
∞

∑
𝑖=1

|𝑏𝑖|
𝑝)

1/𝑝

.
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Από την ανισότητα αυτή προκύπτει ότι η ακολουθία ‖𝑠𝑛‖ = ∑𝑛
𝑖=1 |𝑎𝑖 + 𝑏𝑖|

𝑝 είναι
συγκλίνουσα (ως αύξουσα και φραγμένη) και επομένως αν πάρουμε το όριο 𝑛 →
∞ παίρνουμε τη ζητούμενη ανισότητα. □

Ορισμός 1.2.2. O χώρος ℓ∞ ορίζεται ως ο χώρος των απείρων φραγμένων ακο-
λουθιών πραγματικών (ή και μιγαδικών) αριθμών {𝑏𝑛}∞

𝑛=1.
Η ℓ∞−norm μιάς ακολουθίας {𝑏𝑛}∞

𝑛=1 πραγματικών αριθμών ορίζεται από τη
σχέση

‖{𝑏𝑛}‖ℓ∞ = sup{|𝑏𝑛|, 𝑛 = 1, 2, ⋯}.
□

Θεώρημα 1.2.2. Ο (ℓ𝑝, ‖ ⋅ ‖ℓ𝑝), 1 ≤ 𝑝 ≤ ∞, είναι ένας χώρος Banach.

Απόδειξη. (βλ. [...]).
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