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"‘Aoxnor 1. Anodeilte 6Tt 0 /2 eivon dppnroc.

’ r ’ ’ ’ m ’ 2 z ’,
AvVom. Eoto 61 undpyel pntéc ¢ = — pe ¢2 = 2. Mropolye vo unodécouue emnhéoy, omhoToLdVTOC

T0 xNdopa 7, 6TL oL m,n BeV €xouv dAAoUC x0ovolC BLLEETES EXTOC TNG Wovadac. Ewbixdtepa, unopolue va

unoVécoupe 6Tl Bev elvat xou ot do dptiot. ‘Eyouue
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m I 7
q :—2:2:>m2:2n2:>m2cxpnog = m dptioc = m = 2k
n

Apa

q° = =2 = (2k)? = 2n? = 4k? = 2n® = n? = 2k? = n? dptioc = n dpTiog
JLVETHE, M, N xou ot BVo dpTioL, dToTO.

"Aoxnon 2. T Mel n Apyywnidewa ISwétnta tou Ny Xpnowwomowdvtoag Ty WBotnta auth deléte dtu yio xdde
x € Rundpyetn € Nye —n < 2 < n. Zuunepdvete 6Tl T0 Z deVv elvon 00TE Qv PporyUévo 00TE XATL PEoyUEVO.

AVom. H Apywndeia Idiotnta tov N Ader ot yio xdde @ € R undpyet n € N ye 2 < n. 'Eotww z € R.
Auoxpivouue teelg tepintdoeic: £ <0z =07% 2z > 0.

1. Avz <0 téte —z > 0 xou emhéyovpe n € Nye —z < n. Tote —n <z <0< n.
2. Av z = 0 onowdnnote n € N xdvel.
3. Ava > 0emdéyovye n € Nye z < n xa tote —n < 0 < 2 < n.
"Aoxnomn 3. () Anodel€te 6 xdle nenepaopévo un xevéd unoocivolo tou R €yel uéyloto xou eNdyloTo.

(B) Tuv Méer n Buétnra tne Ko didtagne touv N; Xenowonouwsvtog to (o) dcdote o evahhoxtixr] anddelén
NG WBLOTNTOG AUTAS.
(Trdbeitn: (a) Me emaywyri oto mAjdos twv otoeinv touv aurddov. (B) Av A C N un kevd ndpte éva
Tuyaio ng € A kar arodetére 6ti min A = min{n € A:n < ng}.)

AVom. (a) Me |F| oupPoriloupe to mhidoc twv otoyelwy evéc F C R. 'Eotw p(n) n npdtaon: Av
F C R pe |[F] = n t6t€ 10 F éyel eNdyoto xou péyoto otoyeio. e n = 1 to F elvou govooivolo,
F = {a} xu dpa max F' = min F' = z. Eotw 6t n p(n) wylbel yo xdnowo n = k € N xu éotw F C R
we |Fl =k+1. Av F = {x1,...,Zx+1}, 9étovpe F' = {z1,...,25}. Agol 1 p(k) woydel xou |[F'| = k, 10
F’ éyel ehdyioto xou péyioto. Elvou edxoho vo damotdooupe (node;) 6t max F = max(max F', xp4+1) xou
min F = min(min F’, zx41). Apa av woyder n p(k) t6te oyler xou 1 p(k+1). And tnv Apy tne Madnuotiehc
Eraywyhc n p(n) wyldet yio xéde n € N.

(B) H Wubtnra tne Kok Sudtadng tou N Aéew 6t xdde un xevd vnocivoro tou N éyel eNdyloto otouyelo.
Xpnowonowdvtog 1o (o) Yropolue vo ddooupe par evahhoxtixny amddei&n e Wibtnag authc we edrc: ‘Eotw
A C N un xevd xou éotw ng € A. 'Eotw Ay, = {n € A:n < ng}. To A,, clvou nenepacpévo ool éyel
0 TONO mgy otouyela, un xevd (ng € A,,) xou dpo and 1o (o) €yel eNdyoto otoyeio. Eotw ap = min A,,.
IoyvpWlbpaote 6T ag = min A. Hpdypat, éotw a € A. Téte elte a <ng fa > ng. Av a < ng té1€ a € Ay,
xon Gpat ag < a (opol ag = min A,,). Av a > ng t61€ WA a > ag, apol ng > ag. ‘Apa a > ag yio xdde
ac A

‘Aoxnon 4. Anodeite ot yia xdde n € N xdde alvolo ue n otouyeio Exel 2™ uTOGUVOAA.



Abom. Av n =1 dnpadh A = {a1} povooivoro téte 10 A éxel 8o vnocivora 1o ) xou 1o Blo 1o A.
Apa m mpdtaon woybel Yo n = 1. Eotw ot woydel yia n = k. Ou del€oupe 6Tt oylel xou yio n = k + 1.
Eotw A ={a1,...,ax+1} éva odvoro pe k + 1 otoela. Oétoupe A’ = {ay,...,ar}. To A’ éyel k-ocrouyela
xou Gpo amd emarywyixy| unddeor Eyel 2% Unoclvola. IMopatnpotye dtt T untocUvora tou A yweilovtaw oe dVo
Eéva pépn: Xe ouTd ol UTOGUVORA TTOL BEV TEPLEYOLY TO k1 XL O exelval Tou To meptéyouv. Autd mou dev
TepléyoLV To akt evor axplBte o utoovola Tou A’ xou dpa eivor 2F to mdhdoc. Ané TV NN pepid, éva
utocUvolo F' C A nou mepléyet 10 agq1 Ypdgpeton otny popph F' = F' U {agy1 pe F/ C A’ Topatnpolye
enfong 6Tt auth ) avuiotoyie F — F/ yio 1o ' C A pe ag41 € F ebvon 1-1. "Apa ndht tor unoovoha tou A ntou
TEPEYOULY TO ajy1 eivor xan autd 2% to MhAdoc. Suvende dha to utoohvoha Tou A eivon 2F 428 = 2.2k = 2k+l
1o mAfdoc.

‘Aoxnon 5. 'Ectww A pn xevo obvoho. Me tov bpo petdleon touv A evvoolue xde anewmdvion f: A — A
nou ebvan 1-1 (a # o’ = f(a) # f(a’)) xou enl (f(A) = {f(a) : a € A} = A). Arnodeite 6Tt v x&de n € N
éva cUvoho pe n otowyela éyel n! petadéoec (6roun! =1-2-3...n).

AVom. Ou detlouye 1o e€rc Yevixdtepo: yia xdde n € N ot 1-1 xon enf aneixovioelg petad 500 cUVOALY Ue
n otoyelo eivon n! to Tdoc. T n =1 eivon npogavée (o povadnh| amewévion). ‘Eotw 6t autd woydel yio
n =k xou éotw A, B oOvoha pe k + 1 otowyeie. Eotw A = {a1,...,ap41} xoo B = {b1,...,br11}. Oétoupe
F={f:A—- B: fllxmenl}xouyrxdde 1 <i<k+10wovue F; = {f € F: f(a1) = b;}. Téte
F = Ufill]:i xou F;NF; = 0 yd # j. Hopatnpotue emnhéov yiaxdde 1 < i < k+1étav f € F ue f(ar) = b;,
t6te N f oo A" ={ag,...,ar41} ebvon o 1- xou eni omedvion ané 1o A’ 6to B' = {b; € B : j # i}. Enedn
o0 A" xou B’ éyouv mhfidog k and enaywyh unddeon éyoupe 6L to mhidog xdde F; eivan k! ‘Apa to mhidog
e Febvau k! +---+Ekl=(k+1) -kl =(k+ 1)L
—_——
(k+1)-popéc

‘Aoxnon 6. 'Eotw A C R pn xevd xaw s € R.

(o) Av xdde s’ > s elvon dve ppdrypa tou A. Aeilte 611 T0 s elvan xou autd dve Pedypo Tou A.

(B) Av emmiéov xdde s” < s dev elvon dved @edyua Tou A deilte 6T s = sup A

Avom. (o) Eotw npoc anaywyh ot dtono 6Tt To s dev ftav dvew @edypa tou A t61e Yo unfipye a € A ye

4 ’ S a 2 7 7
s < a. ANNG t6te v s’ = éyoupe OTL 8" > s ahNG

(B) Ao o (o) xou Ty unddeon 6Tt xdde s’ < s Bev elvan dve Qedypo Tou A TpoxdnTEL dTL TO S Elvon 1O
HxedTEPO Gve Qpdyua Tou A dnhad To supremum Tou.

"Aoxnon 7. 'Eotw A C R un xevd xon @poyuévo, s =sup A xou 7 = inf A.
(o) AeiZte 6t yio xdde € > 0 undpyel a € A tét010 Hote s —e < a < s.
(B) Aceigte 6ty xdde € > 0 undpyel a € A tét010 HGote T < a < T+ €.

AVor. (o) Eotw € > 0. Téte s —e < s = sup A xou dpo 10 s — € dev elvon dve ppdypo tou A (to sup A
elvan To eNdyLoTo Gve @edyua tov A). Apo undpyet a € A ue s —e < a. Troypentuxd a < s opod 10 s = sup A
elvon dve @edyua tou A.

(B) Eotww € > 0. Téte inf A =7 < 7+ € xou dpa t0 T + € dev elvon xdtw pedypa Tou A (to inf A eivou to
HEYIOTO X8t Pedypa Tou A). Apa undpyel a € A pe a < 7 + €. Troypewtnd T < a agod to T = inf A eivon
XATR QEdyU Tou A.

"Aocxnon 8. Eotw A C R un xevé xaw gpaypévo. Av I = [z,y] xheoté didotnua tou R ue A C I deilte b
[sup 4, inf A] C I.

A¥om. Eotw s = sup A xou 7 = inf A. Apxel vo deydel 6T s,7 € I. Aciyvoupe 61t s € I (ya 10 7
epyalbpoote opoing). Av s ¢ I = [z,y] éyovye b elte s <z elte y <s. Avs <z t6te @ < 5 < Yo Ohat
taa € Adrono vl tote ANIT=0. Avy<stétetoy=s—¢c < syee >0 xou dpo and to (o) undpyet
ap € Apey <ag <s. AN\G tdte ag ¢ I, drono agob ag € A C I.



‘Aocxnon 9. Eotww A, B € R tétowa dote yia xdde a € A xou xdde b € B woyvel 61 a < b. Aciéte 6u
sup A <inf B.

Abom. And my unddeon éneton oL xdde b € B elvon dve @pdypa tou A, ondte sup A < b yio onolodnrote
b € B, apol o sup A elvar 10 uixpdtepo dve @edypa tou A. Autd pe v oelpd tou onuaivel 6Tl To sup A etvou
%t @pdrypo tou B xan dpo sup A < inf B agol 1o inf B elvau 10 peyolUtepo xdte @pdyua tou 1.

‘Aoxnorn 10. Ectw a € R. Xpnoilomowdvtog Ty muxvetnta ey pntdv optduny dellte 6t
sup{g€Q:gq<a}=inf{¢geQ:q>a}l =a

AvVor. Eow A={q€Q:q<a}. Toaciu dve ppdyua tou A xou dpa sup A < a (1o sup A elvan to
wxpdTepo dve @pdyua). Eotw mpoc anaywyh ot dtono 6t supA < a. Adyw muxvdtntac pntédv oto R undpyet
geQuesupA <g<a AMEdtéte g€ A= g <supA (apod ¢ € Q xu ¢ < a). Atono ol TawTdEPOVLL
q > sup A.

Ouolwc éotw B = {q € Q: ¢ > a}. To a elvor xdtw @pdypa tou B %o dpo a < inf B (1o inf B elvou
T0 UEYONUTEPO %At Ppdypa). Eotw mpog anaywyyh ot dtono 6t a < inf B. Abdyw muxvétnrag pntdyv 6to
R undpyet ¢ € Q pe a < g < inf B. AMN\& t61€ ¢ € B = inf B < ¢ (agol ¢ € Q xa a < q). "Atono, agod
towtdEpova inf B < q.

"Aocxnomn 11. Eotw A C R un xevé xa gpaypévo. Oétovpe —A = {—a:a € A}. Acllte b
sup(—A) = —inf A o inf(—A) = —sup 4
Avom. Aciyvouye mpdta 6Tt yia xdle x € R woylel 1 iooduvoplo
To x elvan xdte pedypa tou A & To — x elvan dver ppdypa tou — A (1)

Ipdypatt,  xdtw @edypa tov A & x <aVa€ A& —x > —a, Va € A& —z dvo gpdyua Tou — A.
H (1) Sotunddveton o Lloodivopo Ue apvAoElS we eEHC

To  dev elvan xdtw pedypa tou A < To — x Sev elvan dver pedypa tou — A (2)
Ané v (1) xou (2) propoldye va dolue dTu
To z € R eivow 10 peyohdtepo xdtw @edyua ov A < To — z elvon To UixpdTERD dved Pedypo Tou — A

Me &a Aoy ¢ = inf A & —inf A = sup(—A) < sup(—A) = —inf A ©étovtac —A oty ¥éon tou A
nofpvoupe sup(—(—A)) = —inf(—A) = sup A = —inf(—A) = inf(—A) = —sup A.

"Aoxnon 12. 'Eotw A xou B 800 urn xevd umtochvolo TekV TeayoTix@y optduoy. O€toupe
A+B={a+b:a€ Abe B}
Ag{Zte 6Tt av ta A xou B ebvan dvey gporypéva, t61e sup(A + B) = sup A + sup B.
AVom. Enedr) a < sup A yia xdde a € A xou opolwg b < sup B yio xdde b € B €youpe 6Tt
a+b<supA-+supB

yioe xdde a € A xou xdde b € B xan dpo to sup A+ sup B elvon dves @pdrypo tov A + B. Mével va deuydel 6t to
sup A 4 sup B elvar to ehdyloto dve @edyuo tou A + B, 1codivopa yio xdde € > 0 to sup A + sup B — € dev
elvon dve pedyuo tou A + B.

‘Eotww ¢ > 0. Enedq sup A — g < sup A undpyet a € A pe sup A — % < a. Ouolwg umdpyelt b € B ue
supB—%<b. Apa
a+b> (supA— g) + (supB— %) =supA+supB —¢



Trdpyel cuvendde ototyelo Touv A+ B yviola peyahidtepo tou sup A + sup B — €, dniady 1o sup A +sup B — e
dev elvon dvw gedyua tou A + B. Anodeléaye Aownév 6t o sup A + sup B elbvar dve @pdypoa tou A + B xou
xdde apripde pxpdtepog tou sup A +sup B dev elvar. ‘Apa to sup A +sup B eiva 10 €&y Lo TO dvey @pdryor Tou
A+ B, dnhadh sup A + sup B = sup(4 + B).

"Aoxnon 13. Eotw A xou B 800 un xevéd vnocivoha Jetikdy mporylatindv aplduy. Oétouue
A-B={a-b:ac Abe B}
Aci&te 6t av ta A xou B eivon dve gpoypéva, téte sup(A - B) =sup A - sup B.

AVom. Enedr) 0 < a < sup A vy xdde a € A xou opgolwg 0 < b < sup B vy xdde b € B éyoupe 6t
ab < sup A -sup B yio xde a € A xou xdde b € B xau dpa to sup A - sup B elvan dve @pdyuo tou A - B.
Mével va deydel 6L T0 sup A - sup B elvon 1o ehdyloto dvew @edyua tou A - B, 10odivaya Yo xdide € > 0 o
sup A - sup B — € dev elvon dvew @pdypa tou A - B.
"Ectw € > 0 xou éotw € = m Emuléyovpe a € Apyea >supA—€ xu b€ Bueb>supB—e¢.
Apa 0 <supA —a <€ xu0<supB —b<¢€. Iupatnpolpe 6t
supA-supB —ab=supA-supB —asup B + asup B — ab
= (sup A — a)sup B + a(sup B — b)
< € sup B+ ad
<ésupB+¢€supA
= (supB +sup A)e’ = ¢

Apo sup A-sup B — € < ab, onradn xdde aprdpog wixpdtepog tou sup A-sup B dev elvan dvw @pdypo tov A - B.



