H 316tnTa tne IIAnedtntac tou R xaw o ouveéneiég tng

Opwowodg 1. Eotw A CR. Oa Aéue dni o A elvar dvew ppayévo av undpyel
M € R térow dote

YVae A, a< M (1)

Kde mpaypaticés apiduds M mov ikavoroel Ty (1) Ja kadeftar dves pedy o
Tou A.

IMopatnpeeiote 6t av 1o A elvar dve @poyuévo and xdnowo M € R téte xdde
opripde M > M eivon méh dve ppdypo tou A. ‘Apa dev untdpyel TO UEYOAITERO
dve pedyuo tou A.

Opwowode 2. Evag apifués M € R Ja kaleirar supremum tov A 1§ eNdyioTto
dve pedypa tov A av (a¢) O M eivar dvo gpdyua tov A kar (B) av M’ dvew
ppdypa tov A tére M < M.

Etvou ebxoho va §olpe éti to supremum evoc cUVOAOU oy UTdEYEL elvat Lovadi-
x6. Ipdypatt éotw A C R pe supremum My, My. Téte My < My wouw My < My
onéte My = Ms. Xty cuvéyelo to supremum evog cuvohouv A Vo cuuBorileton
ue sup A.

Zyetnh) (ahhd byl Towtdon) HE TNV Evvola Tou supremum efval 1 €Vvolo Tou
peyiotov evég unocuvorou tou R.

Opwopds 3. Eotw A C R un kevé. Eva ovoiyeio ag tov A Oa kadeftar
pnéyioro tov A av Va € A, a < ap.

Me dhha Aoyt To peyioto tou A elbvan €val dvew @pdrypa Tou A mou avixet oto A.
Eltvou ebxolo va 8o0ue 6L, OTwe xol e TO supremum 1o PEYLoTO EVOS UTOGUVOROU
tou R av umdpyet eivon povadixd. To péyoto evoc A C R da cupyPorileton pe
max A.

IMebtacm 1. Eotw A C R un kevs. Av to A éya péyioto oroiyeio tdte
max A = sup A.

Arnddeitn. 'Eotw M = max A. To M eivor v gpdypa tou A (¢ T0 peyahltepo
and 6ho o ototyelo tov A). Eniong, éote M’ dvw gpdyua tou A. Téte M > a
v 6ha o0 @ € A. Eldiétepa M > M (agob M € A). Apa to M eivon to
supremum tou A. O

Aev éyouv 6ha ta utocUvola tou R péyioto otouyelo axduo xou av glvar dve
peorypéva. T napdderypa o A = (0, 1) ebvon dve ppayuévo, sup A = 1 xou dev
el uéyloto otowyeio, apod Yy xdde a € (0,1) unapyet a’ € Ape ¢’ > a (my. To

’ !/ a
otoyelo a' = ——).

2

Aeyopaote 6Tt 10 R €yel tnv napoxdte 1w616TnTOL

IswotnTa tng IIAnedTnTog Tov R: Kdfe un kevd kar drvw ppay-
Hévo vmoovvodo Touv R éxer supremum.




H 816tnta auth) €xetl TOAD ONUAVTIXEC GUVETELES YLOL TNV BOUT TWV TEAYUATIXDY
apLdu®y TIC OTOlEC AVUPEPOUUE TNV CUVEYELA.

1. Yuvéneleg oToLE PUOGLXOLG

IMpoétaocm 2. (Apxiundera Is16tnta tov N) Ia kdde © € R vndpyer n €
N térow dote n > x. Ioodlvaua, to N Oev elvar dvaw gpayuévo vnootvoro tov R.

Arndden. 'Eotw, npog anoywyy| ot dtomno, 6t 1 npdtac dev elvon akndng. Autd
onpalvel 6L undpyel z € R tétolo wote ya xdde n € N, n < 2. Me dAho Adyia to
x ebvan éva dve gedypa tou N. Ané v Bi6tnTa tne IIAnpdtntoc tou R undpyel
1o supremum tou N. 'Ectw s = supN.

Oewpovpe Twpa tov aptdud s —1. Enedr) s —1 < s xon 10 s elvon To supremum
Tou A (T0 M1kpdTEPO Gy Ypdypo Tou A) 0 s — 1 we yvhoia uixpdtepog Tou §
dev elvan dve gpdrypa tou A. ‘Apa undpyet ng € N tétolo wote

s—1<ng

ANNG T6TE 5 < np + 1 xou emedr) ng + 1 € N, 10 s dev etvon dver @pdrypa tou N,
domo. O

ITépwopa 3. Eotw 6 > 0. Tére ya kdfe x € R vndpyer n € N téroio dote
no > x.

Andbaén. Egopudlovue tnv Apywidea bt vy "z = x/6” o modpvoupe
n € N tétolo dote

x
n>g:>n5>x

O

IMépiopa 4. (I61étnta tov Evds&ov) Ia kdle € > 0 vndpyern € N térow

, 1
woTe — < €
n
Andbaén. And my Apyuidewa Ididtnta vy z = 1/¢, undpyer n € N tétolo dote

1 1
n>-—-=g>—
€ n

2. Yuvéneileg otovg axepaioug
IMepbétaocm 5. Ia kdle x € R vndpyer k € Z pe k < .

Arnddeiln. 'Eotww x € R. Oewpolue tov aviideto —z tou x. And v Apyiundela
ISu6tnta undpyel n € N tétolo dote

n>-—-r=-—-n<<x

Apa 0 k = —z wavomolel To cUUTERUOHA TNG TEOTUOTG. O



Yy anddelén e endpevne npdtaong Yo YpnoylonolicouUE TO YEYOVOS OTL oy
k1 < ko axéponol aprduol t6te 0 kg — kq elvon ¥eTindg anéponog xon dpol pUoLxog,
ondte ko — k1 > 1. Me dha Adyta umopolpe vo molpe 6Tt 1 andaoTaoy 8o
BLapopetindv axepaiwv efvor Touldyotov 1 1 oe éva didotnua wixouc! yvhola
uxpotépou Tou 1 dev ywedve dlUo axépatot.

IMpbtaocm 6. Kdle un kevd xar dvew gpayuévo vnootrodo tov Z éxer uéyioto
oTotyelo.

Anéoaién. 'Eotww A C Z dvo gpayuévo xan éotw s = sup A. Apxel vo deuydel
ot s € A vyl t6te 0 5§ Yo ebvon To péyloto otoyelo tou A. Ac unodéooupe
6t s ¢ A 'Onwe xou oty anddeln e Ipdtaone 2 Jewpolye tov oprduéd s — 1.
Emeidr) o s — 1 elvon yVAoLa UixpdTEROC TOU S X0 O 5 EVOL TO €AdY10TO dve PEdyUdL
Tou A, 0 s — 1 Bev elvon dvw @edyua Tou A xou cLVETKS UTdEYEL éva aToLyElo
k1 € A tétow0 ote

s—1<k (2)

Eneldr s = sup A éyovue k1 < s. Enedf k1 € A xou vnodéoope 6t s ¢ A
anoxAeleton vo €yovue ki = s xou Gpo

ki <s (3)
Yuvende xau o kq dev elvan dve gedyua tou A. Apa utdpyel ko € A tétolog ote
k1 < ko (4)

Emedn ky € A xan s = sup A éyouye 6Tt kp < s xou Omwe xou Pe Tov ki, EMELDN
ky€ Axaws ¢ A,
ko < s (5)

Ané uc (1) — (5) éxoupe
s—1<ki<ky<s

Tou onuadvel 6t
O0<ko—ki <1

drtomo, ol ki, ko axépatol. O

IMépiopa 7. Eotw v € R kai éotw kg = max{k € Z : k < x} (10060vapa, o ko
efval o peyalvtepog aképaiog mov efval kpdtepos 1 ioog tov x). Téte o ko efvar
0 MovadIkoS aképaios e Tny 1016tnTa

ko <ax<ko+1 (6)

Anéoaén. O axéparog ko ebvar xold opiopévoc. Tlpdyuatt, 1o cbvoro

A={keZ: k<uz}

110 punxog evéc ppayuévou dlacthpatos Tou R oplleton va ebvar 1 andiutog Ty Te dlopopdc

, ~ 7 < ; , ; I , ,
TV dxpwy Tou. Av To didotnua dev elvon ppoyuévo téTE AEUE OTL ExEL dTEpo uRxog).



elvar un xevéd (anéd Hpdtaon 5) xou dve gpaypévo (€ opiopod Tou, and 10 ).
Yuvenwg, and v Ipdtacn 6 €yl uéyoto otouyelo.

‘Eyouvue kg € A xou dpa €9 opiopol tou A, kg < x. Enione, ko +1 ¢ A xou
dpa, mét €€ opopol Tov A, ko + 1 > x. Téhog, dev undpyel dhhog oxépatog Tou
vou ixavorotel Ty (6). IIpdyportt, n (6) Siver

r—1<ky<z (7)

Av howrdv umipyay dbo Swagpopetixol axépatol €0t ko < k() TOL VoL IXAVOTIOLOVCHY
v (6) autol Yo xavonowotoay xou Ty (7), ondte Vo elyope x —1 < ko < kj <z
mou diver 611 0 < k) — ko < 1 domo, agob kg, ki € Z. O

Opiopoc 4. (Axéparo uépog) Eotwx € R. Ovoudlovue aképaio puépos tov
T Tov peyadvtepo axépaio k mov €lvar uikpdtepos 1) oo tou x 1} 1wodvaua tov
povadiko aképaio k e tny 1616tnTa

k<zx<k+1

To axépato Yé€poc evoc mpayuatixol aptduod urdpyet ndvta and to Ildpopa 7
xou oupPBohileton pe [x].

3. Yuvéneiec oToLg e1TOolC

Adppa 8. Eoww a < b mpayuanixol aprduol. Av b —a > 1 tére vndpyer k € Z
TETO10G DOTE
a<k<b

Me dAAa Adyra, kdOe avoikté tidotnua tov R pe unkos yvioia peyalizepo tou 1
Tepiéyel kdmooy aképaio.

Anédaén. Enedn
a<a<a]+1<a+1<b

o axépaoc k = [a] + 1 wavornotel to {nrodyevo. O

IMopathenom 9. H Ilpétaon 8 dev wxvet av b —a < 1. Ily. w0 avoiktd
idotnua (1,2) éxer pnikos 1 kar Sev mepiéyerl kavéva aképaio.

Mo and Tic onpaviixdtepeg ouvéneleg g Idiotntog tne IIAnpdtntoac tou R

elvon n e&€7c.

IMpétaocm 10. (ITvkvdrnta pntdv oto R) Eotw a < b npayuatixol apid-
pot. Tére vrdpyer ¢ € Q térowog dote

a<qg<b

Me dAra Adyra kdOe avoikté didotnua tov R nepiéyer kdmoor pntd.



Anédeién. Av b—a > 1 to oupnépaoya éneton and o Afupa 8. ‘Eotw howndv 6t
b—a <1 Emléyoupe n € N tétoi0 dote

nb—na >1 (8)

Auté elvon epuxtd and v Apywhdetor Idiétnta (Tlpdtaon 2). Ilpdyuart, yia tov

TpaypoTixd oprdud undpyel n € N ye

b—a

1
n>mén(b—a):nb—na>1

And v (9) xou to Adupa 8 (v "a = na’ xon "b = nb"), undpyel k € Z pe

k
na<k<nb=a<-—<5b
n

nolL dpat 0 PNTOC ¢ = — IXAVOTIOLEL TO CUUTEQUGHAL. O
n

4. "YTrapdy TeTtpayovixoy ptllody xol deepATwy apldunoy

IMedbtaom 11. I'a xdle a > 0 vndpye évas Getikds mpaypatikds aprduds s
tétoi0g Gote 52 = a.

Q¢ yvwotov o Yetuxde apdudg s pe v WBLOTHTA $2 = a elvou novadixog,
xohelton teTporywvixd| pila Tou a xou cupPorileton pe v/a.

Ou ypeelocBolue To e€ng Auuo.

Adppa 12, Eotw s,a > 0 téroe dote s% # a.
1. Av s% < a téte vndpyer apretd pikpd € > 0 térowo dote (s +€)? < a.

2. Av 52 > a téte vndpyer apretd pikps € > 0 térowo dote s — € > 0 kar
(s—€)?>a

Arnédaén. (1) Eoto s < a. Emiéyouye

0<e<l1 (9)
TéT0l0 OOTE )
a— S

< 10

S 911 (10)

Eyoupe

(s +€)? = 5%+ 2s¢ + €2
=524 (25 + €)e
)
< 82+ (25 +1)e
10
(<)52+(a—52):a



(2) 'Eotw s? > a. Emléyoupe

82—a

0<e<
S

'Eyouye

(s — €)* = 5% — 2s¢ + €2

> 52 — 2

(11
> 52— (s?—a)=a

O

Arnddeién tng Ilpdraons 10. 'Ectw a > 0. Oewpolue 10 chvoro A = {z € R :
2% < a}. To A eivan pn xevo, (0 € A) xu dvey gpoyuévo (ny. ond tov a + 1).
Apa, amd v WoTTa g IIAnpdtntag tou R, undpyel to s = sup A. 'Eyouue étu

s > 0. Hpdrypat, amd to Iépiopa 4, undpyelt n € N této10 dote — < a. Eneidn
n

(1) <
— <—-<a
n n

1
éneton 6Tt — € A xou dpo s =sup A > L > 0.
n

2 2 2

Oa delfouue 6Tl s° = a amoxhelovtac TIC mMEPITTOOE §° < @ XU §° > q.
Hpdrypatt, av s < a and o Adupa 12 o unhpye € > 0 dpxetd pixpd pe (s +
€)? < a. AN 16t anb tov oplopd tou A Vo elyoue s + € € A, dromo ool
s+e>s=supA. Avtlotoya, av s? > a, téh and 1o Afupa 12 Yo unhpye € > 0
opxeTd uxpd pe s —e > 0 xan (s—€)? > a. Apa (s—€)? >a > 22y xdde z € A
Tou onpodver 6Tt s — € > |z > x yio xdde x € A. Apa 10 s — € efvan dve @pdypa
Tou A, dtomo agol s — e < s = sup A. O

Opiopodg 5. ‘Evas mpaypatikés aprduds mov dev eival pntos kaleitar dppnTog.
IMpétaon 13. O V2 evar dppnrogs (ka1 dpa vrdpyovr dppnzor apidjiol).

Anédein. Anéd v Ipdtaon 15 undpyer s > 0 pe s = 2. Enedf dev undpyet

eNTtoC TOU TO TETEAYWVS TOL va glval To 2, €meTan OTL 0 § Vo Elvol oVoryXAo TIXG.

dpenrog. O

IMepbtaocm 14. Eoww g € Q pe g # 0 ka1 a € R dppnros. Tdre o1 aprduof qa,
a/ /. 7z
e efvar dppno
q/

Anédeién. Avo ga=¢ € Q téte a = T € Q o mhixo pnrey, dromo. Opolec

q a
X0l YLl TOUG — YO — O
a q



Ieétacy 15. (ITvkvdérnta appnrdy oto R) Eotw a < b npayuatixol
aprpol. Tére vrndpyer € dppntog Téroiog dhote

a<&E<b

Anédatn. Eotw a < b oto R. Oewpodye touc @’ = v/2a xou b’ = /2b. "Eyouye
a’ < b xou dpo and v ITuxvétnta v pntov aprdudy (Ipdtacr 10) undpyet
q € Q tétooc dote @' < ¢ < V. Mropolue va unodéoouye 6t g # 0 (av ¢ = 0
emAéyoupe évay dhho pnté ¢ pe a’ < ¢ <0 < V). Apu

V2a<q<vV2=a<-L <

V2

Enewdd o ¢ eiva prtéc didgopoc tou 0 xow o /2 elvan dppnroc, and Tlpbraon
, . , q
14, o —= elvar dppnroc. Xuvenwe, o £ = ——
/2 een £ 7

TEOTACNC. O

XovoTolel TO CUUTERUCHA TNG

5. Kdtw gpayuéva unocOvola tou R xou infimum

Optowde 6. Eotw A C R. BOa Aéue étt 1o A elvar %xATew QpayUevo av
vrdpyer m € R téroo vote

Vae A, m<a (12)

KdOe mpaypaztikds apduds m mouv ikavoroiel Ty (1) Ja kaefrar xdtew ppdypa
Tou A.

IMopatneeiote 6t av to A elvan xdtw gpayuévo and xdnowo m € R t6te xdde
aprdude m’ < m elvon TEAL %8t @edypo Tou A. Apa dev undpyel To UxEOTERO
x4t @pdryuo Tou A.

Optopde 7. Evag apifpds m € R Oa kaefrar infimum tov A 1} wéyioto
xd&Tw pedyna v A av (¢) O m elvar kdtw gpdyue tov A ka1 (B) av m’ kdtw
ppdypa tou A tére m' < m.

Etvou ebxoho va dovpe 6Tt to infimum evég cuvdlou av umdpyet ebvon Lovadixo.
Ipdypatt éotw A C R ye supremum My, My. Téte My < My xouw My < M,
onéte My = Ms. Yty cuvéyelo to supremum evog cuvohouv A Yo cuuBorileton
e inf A.

Syetoey (00N byl Towtéoun) pe v évvola Tou infimum elvor 1 évvola tou
eAayiotov evog utocuvolou tou R.

Opiwopds 8. Eotw A C R un kevé. Eva ovoiyeio ag tov A Oa kadeftar
eAdxroto tov A av Va € A ap < a.

Me &M ha Aoyia to ehdyloto Tou A elvon éva xdtw @edypa tou A mou avrixel
oto A. Elvou ebxolo va dolue 6t to ehdiyloto otolyelo evdg untocuvorou tou R
av urmdpyet etvan povadixd. To eldyioto evog A C R Yo cupyPorileton ye min A.

IMTpétaom 16. Eotw A C R un kevé. Av to A éxa eldyioro otoiyeio tdte
min A = inf A.



Andbaén. 'Eotw m = min A. To m elvou xdtw @pdypa Tou A (we To pxpdtepo
and 6ho o ototyeio Tou A). Emiong, éotw m’ xdtw gpdypo tou A. Téte m' < a
v 6ha e a € A. Edwdtepa m’ < m (agpod m € A). Apa 1o m eivan to infimum
Tou A. O

Aev éyouv 6l ta utocUvola Tou R ehdyloto otoryelo axdpa xou av etvor xdte
peayuéva. T mapdderypa 1o A = (0,1) elvan xdtw @porypévo, inf A = 0 akhd to
A Bev éyel eNdyioto otowyelo, apol yia xdde a € (0,1) unopyer a’ € A e d’ <a
(my. to otowyelo a’ = 5)

H Iswétta e IMnpédtnrac tou R (napdro mou avagépetol GTo supremunn)
poc divel we ouvémeta Ty Vroén Tou infimum.

IMepdétaocm 17. Kdle un kevé kai kdtw gpaypéro vroovrolo tou R éyer infimum.

Anédaién. 'Eotw A C R un xevo xow xdtw @paypévo xou é6tw B 10 60volo twv
xATe Peaypdtov tou A. Ané unddeon to B etvon un xevé. Emlong, to B elvon
dver pporyuévo. Ilpdyuatt, yia xdde a € A xou xdde b € B, éyoupe b < a xou dpa
xdde a € A elvou dvew @edryuo Tou B. BUVETOC W¢ U1 XEVO XL AVe QEoYUEVO, and
v widtnTa e HAnedtntag tou R, 1o B €yel supremum.

‘Eotww s = sup B. Ioyvuewldpacte 61t 1o s elvor to infimum tou A. T va
t0 del€oupe autd opxel vo dellouue 6Tl T0 s elvan xdTw PEdypa Tou A, dnAady
s € B (ywrl 161 o¢ supremum tou B Yo elvow xow to peyoldtepo ototyelo tou
B 8nhadY| (and tov oplopd tou B) Yo elvon 10 geyahltepo xdtw @pdypa tou A.
Ipdryportt, av To s 8ev oy 1w edypo Tov A Yo unhpye a € A ye a < s. ANAG
T61€ 10 a Sev Yo Atav dvew @edypo Tou B (¢ wixpbdtepo and 1o s = sup B) xau
Gpo Yo umipye b € B ye a < b. Autd buwc elvor dtomno yiatl 1o b weg otoyelo
Tou B elvon %Gt @gedyuo tou A xou avoryxaouxd elvon uixpdtepo 1 (oo and oha
o oTotyelo Tou A. O



