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Θέμα 1. (3 μον.) Απαντήστε στα επόμενα ερωτήματα δικαιολογώντας την απάντησή σας.

(1) Υπάρχει φραγμένη ακολουθία που δεν συγκλίνει?

[Απάντηση: Ναί, πχ. η an = (−1)n.]

(2) Υπάρχει φραγμένη ακολουθία που καμία της υπακολουθία δεν συγκλίνει?

[Απάντηση: ΄Οχι, από το Θεώρημα Bolzano–Weierstrass κάθε φραγμένη ακο-

λουθία έχει συγκλίνουσα υπακολουθία.]

(3) Είναι σωστό ότι κάθε αύξουσα ακολουθία αρνητικών αριθμών είναι συγκλίνουσα?

[Απάντηση: Ναί, η ακολουθία είναι άνω φραγμένη από το μηδέν και από το Θε-

ώρημα Μονότονης σύγκλισης κάθε αύξουσα και άνω φραγμένη ακολουθία συγκλίνει.]

(4) Υπάρχει συνεχής και μη σταθερή συνάρτηση f : R → R με f(x) /∈ Q, για κάθε
x ∈ R?
[Απάντηση: ΄Οχι, αν a < b και f(a) ̸= f(b) τότε από το Θεώρημα Ενδιαμέσων

Τιμών η f ως συνεχής συνάρτηση θα λαμβάνει όλες τις τιμές μεταξύ των f(a) και
f(b) και συνεπώς (από την Πυκνότητα των ρητών αριθμών) θα λαμβάνει και ρητές
τιμές.]

(5) ΄Εστω f : (0, 1) → R. Αν η f είναι συνεχής έπεται τότε ότι είναι και φραγμένη ?
[Απάντηση: ΄Οχι, πχ. η f : (0, 1) → R με f(x) = 1/x.]

(6) Υπάρχει f : R → R παραγωγίσιμη με f ′(x) < −1 για κάθε x < 0 και f ′(x) > 1 για
κάθε x > 0?

[Απάντηση: ΄Οχι, από το Θεώρημα Darboux η f ′
έχει την ιδιότητα των Ενδια-

μέσων Τιμών.]

Θέμα 2. (1) (1 μον.) ΄Εστω (an) συγκλίνουσα ακολουθία τέτοια ώστε a2n =
n
√
2n.
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(2) (1 μον.) Βρείτε το όριο lim
n→∞

(
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)2n2

.

[Απάντηση: Από τον Ορισμό του e έχουμε e = lim
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(3) (1 μον.) ΄Εστω a1 > 0 και an+1 =
an

3 + an
για κάθε n ∈ N. Δείξτε ότι η (an) είναι

μονότονη και φραγμένη και υπολογίστε το όριό της.

[Απάντηση: Με επαγωγή βλέπουμε ότι an > 0 για κάθε n ∈ N και άρα
an+1 =

an
3 + an

<
an
3

< an και άρα η (an) είναι γνησίως φθίνουσα. Επειδή είναι

και κάτω φραγμένη από το μηδέν, από το Θεώρημα Μονότονης Σύγκλισης είναι

συγκλίνουσα. ΄Εστω a = lim an το όριό της. Τότε an+1 =
an

3 + an
⇒ a =

a

3 + a
⇒

a2 + 3a = a ⇔ a2 + 2a = 0 ⇒ a(a + 2) = 0 ⇒ a = 0 ή a = −2. Επειδή
an > 0 ⇒ a ≥ 0 οπότε a = 0.]

Θέμα 3. (α) (1 μον.) Δείξτε ότι το lim
x→0

cos
1

x
δεν υπάρχει.

[Απάντηση: ΄Εστω xn = (2nπ + π)−1
και x′

n = (2nπ)−1
. Τότε xn, x

′
n ̸= 0, limxn =

limx′
n = 0 και −1 = lim cos

1

xn

̸= lim cos
1

x′
n

= 1.]

(β) (1 μον.) Δείξτε ότι η συνάρτηση

f(x) =

{
1, αν x ρητός

2, αν x άρρητος

δεν έχει κανένα σημείο συνέχειας.

[Απάντηση: ΄Εστω x0 ∈ R και έστω (xn) και (x
′
n) δύο ακολουθίες από ρητούς και

άρρητους αντίστοιχα που συγκλίνουν στο x0. Τότε lim f(xn) = 1 ενώ lim f(x′
n) = 0. Από

την Αρχή Μεταφοράς η f δεν μπορεί να είναι συνεχής στο x0.

Θέμα 4. (α) (1 μον.) ΄Εστω f : R → R παραγωγίσιμη συνάρτηση με f ′
συνεχή. Αν

f ′(q) = 0 για κάθε q ∈ Q δείξτε ότι η f είναι σταθερή.
[Απάντηση: Αρκεί να δειχθεί ότι f ′(x) = 0, για όλα τα x ∈ R. Πράγματι, έστω

x0 ∈ R και έστω (xn) ακολουθία από ρητούς με limxn = x0. Από Αρχή Μεταφοράς

f ′(x0) = lim f ′(xn) = 0. ]

(β) (1 μον.) ΄Εστω f : R → R με την ιδιότητα για κάθε x0 ∈ R υπάρχει δ > 0 τέτοιο
ώστε η f να είναι σταθερή συνάρτηση στο (x0 − δ, x0 + δ). Δείξτε ότι η f είναι σταθερή.

[Απάντηση: Αρκεί να δειχθεί ότι η f είναι παραγωγίσιμη και f ′(x) = 0, για όλα τα

x ∈ R. Πράγματι, έστω x0 ∈ R και έστω δ0 > 0 με την ιδιότητα η f να είναι σταθερή στο
(x0 − δ0, x0 + δ0). Τότε f(x) = f(x0) για κάθε x ∈ R με |x− x0| < δ0 και άρα

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

= lim
x→x0

f(x0)− f(x0)

x− x0

= 0]
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