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Συµβολισµός και Ορολογία

• R– το σύνολο των πραγµατικών αριθµών

• R+– το σύνολο των ϑετικών πραγµατικών αριθµών

• R—το επεκταµένο σύνολο των πραγµατικών αριθµών. Είναι το σύνολο των πραγµατι-

κών αριθµών R στο οποίο έχουµε προσθέσει δύο στοιχεία, το∞ (ή +∞) και το−∞. ∆ηλαδή

R = R ∪ {−∞,∞}, ή , όπως συνήθως γράφεται, R = [−∞,∞].

• Z– το σύνολο των ακεραίων

• N := {0, 1, 2, . . . , n, . . .}–το σύνολο των ϕυσικών αριθµών

• N∗– το σύνολο των ϑετικών ακεραίων

• Q– το σύνολο των ϱητών

• (a, b)– ανοικτό και ϕραγµένο διάστηµα

• [a, b]– κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα

• [a, b)– ηµιανοικτό διάστηµα (κλειστό από αριστερά και ανοικτό από δεξιά)

• (a, b]– ηµιανοικτό διάστηµα (ανοικτό από αριστερά και κλειστό από δεξιά)

• Αν n ∈ N∗, n! = 1 · 2 · 3 · · ·n,

(2n)!! = 2 · 4 · 6 · · · (2n− 2)(2n) και (2n+ 1)!! = 1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)(2n+ 1) .

Είναι 0! := 1.

iii



iv ΣΥΜΒΟΛΙΣΜΟΣ ΚΑΙ ΟΡΟΛΟΓΙΑ

• Αν το σύνολο A ⊂ R, A 6= ∅, είναι άνω ϕραγµένο, τότε µε supA συµβολίζουµε το ελάχιστο

άνω ϕράγµα του A. Αν όµως το A δεν είναι άνω ϕραγµένο, τότε supA = +∞.

• Αν το σύνολο A ⊂ R, A 6= ∅, είναι κάτω ϕραγµένο, τότε µε inf A συµβολίζουµε το µέγιστο

κάτω ϕράγµα του A. Αν όµως το A δεν είναι κάτω ϕραγµένο, τότε inf A = −∞.

• Η ακολουθία (an) πραγµατικών αριθµών λέγεται αύξουσα (ϕθίνουσα) αν an+1 ≥ an για

κάθε n ∈ N (an+1 ≤ an για κάθε n ∈ N).

• Αν (an) είναι µία ακολουθία και k1 < k2 < · · · < kn · · · είναι µία γνήσια αύξουσα ακο-

λουθία ϕυσικών αριθµών, τότε η ακολουθία (akn) λέγεται υπακολουθία της ακολουθίας

(an).

• Το c ∈ R είναι ένα οριακό σηµείο της ακολουθίας (an) αν υπάρχει υπακολουθία (akn) της

(an) µε limn→∞ akn = c.

• ΄Εστω S είναι το σύνολο των οριακών σηµείων της ακολουθίας (an). Το κατώτερο όριο,

lim an και το ανώτερο όριο, lim an, της ακολουθίας (an) ορίζονται ως εξής

lim an =


−∞ αν η (an) δεν είναι κάτω ϕραγµένη ,

+∞ αν η (an) είναι κάτω ϕραγµένη και S = ∅ ,

inf S αν η (an) είναι κάτω ϕραγµένη και S 6= ∅ ,

lim an =


+∞ αν η (an) δεν είναι άνω ϕραγµένη ,

−∞ αν η (an) είναι άνω ϕραγµένη και S = ∅ ,

supS αν η (an) είναι άνω ϕραγµένη και S 6= ∅ .

• Το ακέραιο µέρος του x ∈ R, συµβολίζεται µε [x], είναι ο µοναδικός ακέραιος k ∈ Z

τέτοιος ώστε k ≤ x < k + 1.

• Το ανοικτό διάστηµα Vx(ε) := (x− ε, x+ ε), όπου ε > 0, λέγεται περιοχή µε κέντρο το

x ∈ R και ακτίνα ε. Κάθε διάστηµα της µορφής (ε,+∞) (αντίστοιχα (−∞,−ε)) είναι µια

περιοχή του +∞ (αντίστοιχα του −∞).

Αν το A είναι υποσύνολο του R, τότε
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• το x ∈ A είναι εσωτερικό σηµείο του A, αν υπάρχει περιοχή Vx του x τέτοια ώστε Vx ⊆ R,

• το x ∈ A λέγεται οριακό σηµείο ή σηµείο συσσώρευσης (σ.σ) τουA, αν για κάθε περιοχή

Vx του x υπάρχει στοιχείο a ∈ A, a 6= x, τέτοιο ώστε a ∈ Vx,

• το x ∈ A είναι µεµονωµένο σηµείο του A αν δεν είναι σηµείο συσσώρευσης του A.

• Η συνάρτηση f ορισµένη στο A ⊆ R, A 6= ∅, είναι άνω ϕραγµένη (αντίστοιχα κάτω

ϕραγµένη), αν το σύνολο f (A) είναι άνω ϕραγµένο (αντίστοιχα κάτω ϕραγµένο). Η f είναι

ϕραγµένη στο A αν το σύνολο f (A) είναι ϕραγµένο.

• Η συνάρτηση f ορισµένη στο A ⊆ R, A 6= ∅, είναι άρτια (αντίστοιχα περιττή), όταν για

κάθε x ∈ A το −x ∈ A και f(−x) = f(x) (αντίστοιχα f(−x) = −f(x)).

• Η συνάρτηση f ορισµένη στο διάστηµα I είναι αύξουσα (αντίστοιχα ϕθίνουσα), αν για

κάθε x1, x2 ∈ I, µε x1 < x2, είναι f(x1) ≤ f(x2) (αντίστοιχα f(x1) ≥ f(x2). Η συνάρτηση

f είναι γνήσια αύξουσα (αντίστοιχα γνήσια ϕθίνουσα) στο διάστηµα I , αν για κάθε

x1, x2 ∈ I, µε x1 < x2, είναι f(x1) < f(x2) (αντίστοιχα f(x1) > f(x2).

• f (n)–η n-οστή παράγωγος µιας συνάρτησης f .

Οι πραγµατικές συναρτήσεις f και g είναι ορισµένες σε µια περιοχή του x0 ∈ R.

• Αν limx→x0
f(x)
g(x) = 0, χρησιµοποιείται ο συµβολισµός

f(x) = o (g(x)) (x→ x0) .

• Αν το πηλίκο f(x)/g(x) είναι ϕραγµένο σε µια περιοχή του x0 ∈ R, χρησιµοποιείται ο

συµβολισµός

f(x) = O (g(x)) (x→ x0) .

• Αν limx→x0
f(x)
g(x) = 1, χρησιµοποιείται ο συµβολισµός

f(x) ∼ g(x) (x→ x0) .

Αν το A είναι υποσύνολο του R και κάθε σηµείο του A είναι σηµείο συσσώρευσης, τότε
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• C (A)–είναι το σύνολο όλων των συνεχών συναρτήσεων στο A,

• Cn (A)–είναι το σύνολο όλων των συναρτήσεων που είναι n-ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµες

στο A,

• C∞ (A)–είναι το σύνολο όλων των συναρτήσεων που είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµες στο

A.



Κεφάλαιο 1

Λυµένες Ασκήσεις

1.1 Ακαδηµαϊκό έτος 2014–15

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η οµάδα ασκήσεων στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

1. ΄Εστω η συνάρτηση f : R \ {0} → R. ∆είξτε ότι

lim
x→0

f(x) = λ ∈ R αν και µόνο αν lim
x→0

f(sinx) = λ .

Λύση. Υποθέτουµε ότι limx→0 f(x) = λ. ΄Εστω ε > 0. Τότε υπάρχει 0 < δ < π
2 τέτοιο ώστε

0 < |y| < δ ⇒ |f(y)− λ| < ε . (∗)

Επειδή για 0 < |x| < δ έχουµε 0 < |y| = | sinx| < |x| < δ, από την (∗) έπεται ότι

0 < |x| < δ ⇒ |f(sinx)− λ| < ε .

Εποµένως limx→0 f(sinx) = λ.

Αντίστροφα, υποθέτουµε ότι limx→0 f(sinx) = λ. ΄Εστω ε > 0. Τότε υπάρχει 0 < δ < π
2 τέτοιο

ώστε

0 < |x| < δ ⇒ |f(sinx)− λ| < ε . (∗∗)

1



2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Ως γνωστόν y = sinx ⇔ x = arcsin y και η x = arcsin y είναι γνήσια αύξουσα συνάρτηση.

΄Εστω 0 < |y| < sin δ. Τότε

0 < |y| < sin δ ⇔ {− sin δ < y < sin δ, y 6= 0} ⇔ {sin(−δ) < y < sin δ, y 6= 0}

και ισοδύναµα

{−δ < x = arcsin y < δ, x 6= 0} ⇔ 0 < |x| = | arcsin y| < δ .

Εποµένως από την (∗∗) έχουµε ότι

0 < |y| < sin δ ⇒ |f(y)− λ| = |f(sinx)− λ| < ε .

΄Αρα, limx→0 f(x) = λ.

2. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) =


2x2 + 8 αν x άρρητος

8x αν x ϱητός .

Να ϐρεθούν όλα τα σηµεία του R στα οποία η f είναι συνεχής.

Λύση. Η συνάρτηση f είναι ασυνεχής για x 6= 2. Πράγµατι, αν (ρn) είναι ακολουθία ϱητών

αριθµών µε limn→∞ ρn = x, τότε

lim
n→∞

f(ρn) = lim
n→∞

8ρn = 8x .

Αν (αn) είναι ακολουθία άρρητων αριθµών µε limn→∞ αn = x, τότε

lim
n→∞

f(αn) = lim
n→∞

(2α2
n + 8) = 2x2 + 8 .

Εποµένως limn→∞ f(αn) 6= limn→∞ f(ρn) αν και µόνο αν

2x2 + 8 6= 8x⇔ (x− 2)2 6= 0⇔ x 6= 2 .

Από το ϑεώρηµα(αρχή) µεταφοράς η f δεν είναι συνεχής για x 6= 2.

Θα αποδείξουµε τώρα ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο σηµείο 2. Επειδή 2 ∈ Q, είναι

f(2) = 16. Αν το x είναι άρρητος

|f(x)− f(2)| = |2x2 + 8− 16| = 2|x2 − 4| = 2|x− 2||x+ 2|
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και αν το x είναι ϱητός

|f(x)− f(2)| = |8x− 16| = 8|x− 2| .

΄Εστω ε > 0. Αν |x − 2| < 1 ⇔ 1 < x < 3, τότε στην περίπτωση που το x είναι άρρητος είναι

|f(x)−f(2)| < 10|x−2|. Εποµένως |f(x)−f(2)| ≤ 10|x−2|, για κάθε x ∈ R. Αν επιλέξουµε

το δ := min
{

1, ε10
}
, τότε

για κάθε x ∈ R µε |x− 2| < δ ⇒ |f(x)− f(2)| < ε .

΄Αρα η f είναι συνεχής στο σηµείο 2.

3. ΄Εστω f : R→ R παραγωγίσιµη συνάρτηση τέτοια ώστε limx→−∞ f(x) ≥ 0 και f ′(x) > 0, για

κάθε x ∈ R. ∆είξτε ότι f(x) > 0, για κάθε x ∈ R.

Λύση. Υποθέτουµε ότι για κάποιο x0 ∈ R είναι f(x0) < 0. Επειδή από την υπόθεση f ′(x) > 0

για κάθε x ∈ R, η f είναι γνήσια αύξουσα οπότε f(x) < f(x0), για κάθε x < x0. Εποµένως

lim
x→−∞

f(x) ≤ f(x0) < 0 . (άτοπο)

΄Αρα, f(x) > 0 για κάθε x ∈ R.

4. Θεωρούµε τη συνάρτηση g : R→ R µε

g(x) =


1/(ex

2 − 1) αν x > 0

ex αν x ≤ 0 .

Υπάρχει συνάρτηση f : R → R τέτοια ώστε f ′(x) = g(x), για κάθε x ∈ R; Αιτιολογήστε την

απάντησή σας.

Λύση. Είναι

lim
x→0−

g(x) = lim
x→0−

ex = 1 και lim
x→0+

g(x) = lim
x→0+

1

ex2 − 1
= +∞ .

Εποµένως, αν υπάρχει συνάρτηση f : R → R τέτοια ώστε f ′(x) = g(x), για κάθε x ∈ R,

ϑα είναι limx→0− f
′(x) = 1 και limx→0+ f

′(x) = +∞. ΄Οµως από τη ϑεωρία είναι γνωστό,

παραπέµπουµε στο [27, Πόρισµα 3.49], ότι κανένα από τα πλευρικά όρια limx→0+ f
′(x) και

limx→0− f
′(x) δεν µπορεί να ισούται µε +∞ ή −∞. ΄Αρα, δεν υπάρχει συνάρτηση f : R→ R

µε f ′(x) = g(x) για κάθε x ∈ R.
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5. Αν η συνάρτηση f : R → R έχει συνεχή παράγωγο τρίτης τάξης, χρησιµοποιώντας τον τύπο

Taylor να υπολογιστεί το όριο

lim
h→0

2f(x+ 3h)− 3f(x+ 2h) + f(x)

3h2
.

Λύση. ΄Εστω x ∈ R, x σταθερό. Εφαρµόζοντας τον τύπο Taylor µέχρι τρίτης τάξης, για κάθε

h ∈ R υπάρχουν θ1, θ2 ∈ (0, 1) έτσι ώστε

f(x+ 3h) = f(x) + f ′(x)3h+
f ′′(x)

2!
9h2 +

f ′′′(x+ 3θ1h)

3!
27h3

και

f(x+ 2h) = f(x) + f ′(x)2h+
f ′′(x)

2!
4h2 +

f ′′′(x+ 2θ2h)

3!
8h3 .

Από τις παραπάνω ισότητες έπεται ότι

2f(x+ 3h)− 3f(x+ 2h) + f(x) = 3f ′′(x)h2 + [9f ′′′(x+ 3θ1h)− 4f ′′′(x+ 2θ2h)]h3

και εποµένως

lim
h→0

2f(x+ 3h)− 3f(x+ 2h) + f(x)

3h2
= f ′′(x)+

1

3
lim
h→0

[9f ′′′(x+3θ1h)−4f ′′′(x+2θ2h)]h = f ′′(x) .

Σηµείωση. Επειδή η f ′′′ είναι συνεχής συνάρτηση, είναι

lim
h→0

[9f ′′′(x+ 3θ1h)− 4f ′′′(x+ 2θ2h)] = 9f ′′′(x)− 4f ′′′(x) = 5f ′′′(x) .

6. Χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα της εκθετικής συνάρτησης σε δυναµοσειρά, δείξτε ότι∣∣∣exh − 1
∣∣∣ ≤ e|h| − 1 , για κάθε x ∈ [0, 1] και κάθε h ∈ R .

Λύση. Επειδή et =
∑∞

n=0
tn

n! , για κάθε t ∈ R, είναι∣∣∣exh − 1
∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

(xh)n

n!

∣∣∣∣∣
≤
∞∑
n=1

|xh|n

n!

≤
∞∑
n=1

|h|n

n!
(0 ≤ x ≤ 1)

= e|h| − 1 .
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2η οµάδα ασκήσεων στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

1. ∆είξτε ότι το όριο

lim
n→∞

n∑
k=1

6n− 8k√
−4k2n2 + 4kn3 + 3n4

=

∫ 1

0

6− 8x√
−4x2 + 4x+ 3

dx =
π

3
.

Λύση. Από τη ϑεωρία του ολοκληρώµατος Riemann

lim
n→∞

n∑
k=1

6n− 8k√
−4k2n2 + 4kn3 + 3n4

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

6− 8(k/n)√
−4(k/n)2 + 4(k/n) + 3

=

∫ 1

0

6− 8x√
−4x2 + 4x+ 3

dx ,

όπου η συνάρτηση f(x) = 6−8x√
−4x2+4x+3

είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [0, 1]. Είναι∫ 1

0

6− 8x√
−4x2 + 4x+ 3

dx =

∫ 1

0

4− 8x√
−4x2 + 4x+ 3

dx+

∫ 1

0

2√
−4x2 + 4x+ 3

dx

= 2
√
−4x2 + 4x+ 3

∣∣∣x=1

x=0
+

∫ 1

0

2√
4− (2x− 1)2

dx

= 0 +

∫ 1

−1

1√
22 − t2

dt (αντικατάσταση t = 2x− 1)

= arcsin

(
t

2

)∣∣∣∣t=1

t=−1

= 2 arcsin

(
1

2

)
= 2

π

6
=
π

3
.

2. ΄Εστω η ϕραγµένη συνάρτηση f : [0, 1]→ R είναι Riemann ολοκληρώσιµη στο [0, 1]. Ορίζουµε

τη συνάρτηση f̂ : R→ R µε

f̂(y) :=

∫ 1

0
f(x)exy dx .

(αʹ) Να ϐρεθεί η συνάρτηση f̂ αν

(i) f(x) = 1 , (ii) f(x) = ex , (iii) f(x) = e−x .

(ϐʹ) ∆είξτε ότι η συνάρτηση f̂ είναι συνεχής στο R.

Υπόδειξη. ∆είξτε ότι για κάθε y ∈ R και για κάθε h ∈ R,

|f̂(y + h)− f̂(y)| ≤
(
e|h| − 1

)∫ 1

0
|f(x)|exy dx .
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(γʹ) ∆είξτε ότι το όριο limy→−∞ f̂(y) = 0.

Λύση.

(αʹ) (i) Αν f(x) = 1,

f̂(y) =

∫ 1

0
exy dx =

ey − 1

y
, y 6= 0 και f̂(0) = 1 .

(ii) Αν f(x) = ex,

f̂(y) =

∫ 1

0
exexy dx =

∫ 1

0
ex(1+y) dx =

e1+y − 1

1 + y
, y 6= −1 και f̂(−1) = 1 .

(ii) Αν f(x) = e−x,

f̂(y) =

∫ 1

0
e−xexy dx =

∫ 1

0
ex(y−1) dx =

ey−1 − 1

y − 1
, y 6= 1 και f̂(1) = 1 .

(ϐʹ) Για κάθε y ∈ R και για κάθε h ∈ R είναι

|f̂(y + h)− f̂(y)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
f(x)exy(exh − 1) dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0
|f(x)|exy|exh − 1| dx .

΄Οµως από την ῾῾1η οµάδα ασκήσεων᾿᾿, άσκηση 6, για κάθε x ∈ [0, 1] και κάθε h ∈ R είναι

|exh − 1| ≤ e|h| − 1 και εποµένως

|f̂(y + h)− f̂(y)| ≤ (e|h| − 1)

∫ 1

0
|f(x)|exy dx .

Επειδή limh→0(e
|h| − 1) = 0, έπεται ότι limh→0 f̂(y + h) = f̂(y) και άρα η συνάρτηση f̂

είναι συνεχής στο R.

(γʹ) Αν M := sup
x∈[0,1]

|f(x)|, τότε για κάθε y ∈ R \ {0}

|f̂(y)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
f(x)exy dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0
|f(x)|exy dx ≤M

∫ 1

0
exy dx = M

ey − 1

y
.

Επειδή

lim
y→−∞

ey − 1

y
= 0 ,

τότε και limy→−∞ f̂(y) = 0.
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3. ΄Εστω f : [a, b] → R, a < b, συνεχής συνάρτηση. Είναι γνωστό ότι στα κλειστά και ϕραγµένα

διαστήµατα του R οι συνεχείς συναρτήσεις προσεγγίζονται οµοιόµορφα από πολυώνυµα. Αυτό

είναι το κλασικό προσεγγιστικό ϑεώρηµα του Weierstrass. ∆ηλαδή, για κάθε ε > 0 υπάρχει

πολυώνυµο pε(x) =
∑n

k=0 akx
k, ak ∈ R, τέτοιο ώστε

|f(x)− pε(x)| < ε , για κάθε x ∈ [a, b] .

Αν ∫ b

a
xnf(x) dx = 0 , για κάθε n ∈ N ,

χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Weierstrass δείξτε ότι η f είναι ταυτοτικά µηδέν στο διάστηµα

[a, b].

Υπόδειξη. ∆είξτε ότι
∫ b
a f(x)2 dx = 0.

Λύση. ΄Εστω ε > 0. Τότε υπάρχει πολυώνυµο pε(x) µε |f(x)− pε(x)| < ε, για κάθε x ∈ [a, b].

Επειδή από την υπόθεση
∫ b
a x

nf(x) dx = 0, για κάθε n ∈ N, είναι∫ b

a
pε(x)f(x) dx = 0 .

Εποµένως,∫ b

a
f(x)2 dx =

∫ b

a
f(x)(f(x)− pε(x)) dx+

∫ b

a
pε(x)f(x) dx =

∫ b

a
f(x)(f(x)− pε(x)) dx

Αν M := max
x∈[a,b]

|f(x)|, τότε

∫ b

a
f(x)2 dx ≤

∫ b

a
|f(x)||f(x)− pε(x)| dx dx ≤Mε(b− a) .

Επειδή η παραπάνω ανισότητα ισχύει για κάθε ε > 0, συµπεραίνουµε ότι
∫ b
a f(x)2 dx = 0 και

άρα f(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b].

4. Αν n ∈ N∗ και η συνάρτηση f : [0, 1]→ R είναι συνεχής, υποθέτουµε ότι∫ 1

0
f(x) dx =

∫ 1

0
xf(x) dx = · · · =

∫ 1

0
xn−1f(x) dx = 0 και

∫ 1

0
xnf(x) dx = 1 .

∆είξτε ότι υπάρχει x0 ∈ [0, 1] τέτοιο ώστε |f(x0)| ≥ 2n(n+ 1).

Υπόδειξη. Αν |f(x)| < 2n(n+ 1) για κάθε x ∈ [0, 1], δείξτε ότι∫ 1

0

(
x− 1

2

)n
f(x) dx < 1 .
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Λύση. Υποθέτουµε ότι |f(x)| < 2n(n+ 1), για κάθε x ∈ [0, 1]. Τότε∫ 1

0

(
x− 1

2

)n
f(x) dx ≤

∫ 1

0

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣n |f(x)| dx

<

∫ 1

0

∣∣∣∣x− 1

2

∣∣∣∣n 2n(n+ 1) dx

= 2n(n+ 1)

∫ 1/2

−1/2
|t|n dt (αντικατάσταση t = x− 1

2 )

= 2n+1(n+ 1)

∫ 1/2

0
tn dt = 2n+1(n+ 1) · 1

2n+1(n+ 1)
= 1 .

΄Οµως∫ 1

0

(
x− 1

2

)n
f(x) dx =

∫ 1

0

(
xn − n

2
xn−1 +

n(n− 1)

23
xn−2 + · · ·+ (−1)n

1

2n

)
f(x) dx

=

∫ 1

0
xnf(x) dx− n

2

∫ 1

0
xn−1f(x) dx+

n(n− 1)

23

∫ 1

0
xn−2f(x) dx

+ · · ·+ (−1)n
1

2n

∫ 1

0
f(x) dx

= 1 .

Εποµένως,

1 =

∫ 1

0

(
x− 1

2

)n
f(x) dx < 1 . (άτοπο)

΄Αρα, υπάρχει x0 ∈ [0, 1] τέτοιο ώστε |f(x0)| ≥ 2n(n+ 1).

5. Να λυθεί η εξίσωση ∫ x

1

1

t2 + 2t+ 5
dt =

π

24
.

Λύση. Είναι∫ x

1

1

t2 + 2t+ 5
dt =

∫ x

1

1

(t+ 1)2 + 4
dt

=

∫ x+1

2

1

u2 + 22
du (αντικατάσταση u = t+ 1)

=
1

2
arctan

(u
2

)∣∣∣u=x+1

u=2

=
1

2
arctan

(
x+ 1

2

)
− 1

2
arctan 1 =

1

2
arctan

(
x+ 1

2

)
− π

8
.

Εποµένως∫ x

1

1

t2 + 2t+ 5
dt =

π

24
=⇔ arctan

(
x+ 1

2

)
=
π

3
⇔ x+ 1

2
= tan

(π
3

)
=
√

3 .

΄Αρα, x = 2
√

3− 1.
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6. ΄Εστω f : [0,+∞)→ [0,+∞) συνεχής συνάρτηση µε f(x) > 0 για κάθε x > 0 και τέτοια ώστε

f(x)2 = 2

∫ √x
0

f(t2) dt . (∗)

∆είξτε ότι f(x) =
√
x.

Λύση. Επειδή

f(x) =

(
2

∫ √x
0

f(t2) dt

)1/2

για κάθε x ≥ 0 ,

και η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0,+∞), από το πρώτο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του ολο-

κληρωτικού λογισµού η f είναι παραγωγίσιµη στο [0,+∞). Παραγωγίζοντας την (∗), για κάθε

x > 0 έχουµε

2f(x)f ′(x) = 2f(x)(
√
x)′ ⇔ 2f(x)f ′(x) = f(x)

1√
x
⇔ f ′(x) =

1

2
√
x

και εποµένως f(x) =
√
x+ c. Επειδή f(0) = 0, είναι c = 0. ΄Αρα, f(x) =

√
x για κάθε x ≥ 0.

7. ∆είξτε ότι υπάρχει ξ ∈ [0, 1] ώστε ∫ 1

0

cosx

1 + x2
dx =

π

4
cos ξ .

Λύση. Επειδή οι συναρτήσεις f(x) = cosx και g(x) = 1
1+x2

είναι µη αρνητικές και συνεχείς

στο διάστηµα [0, 1], από το ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα∫ 1

0

cosx

1 + x2
dx = cos ξ ·

∫ 1

0

1

1 + x2
dx

= cos ξ · arctanx|x=1
x=0 = cos ξ(arctan 1− arctan 0) = cos ξ · π

4

για κάποιο ξ µε 0 ≤ ξ ≤ 1.
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1.2 Ακαδηµαϊκό έτος 2013–14

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η οµάδα ασκήσεων στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

1. Να ϐρεθούν όλες οι παραγωγίσιµες συναρτήσεις f : R→ R τέτοιες ώστε

f ′(x) =
f(x+ n)− f(x)

n
⇔ f(x+ n)− f(x) = nf ′(x) , ∀x ∈ R και ∀n ∈ N∗ .

Λύση. Από την υπόθεση είναι

f ′(x+ 1) =
f((x+ 1) + 1)− f(x+ 1)

1
= f(x+ 2)− f(x+ 1)

και

f(x+ 2)− f(x+ 1) = (f(x+ 2)− f(x))− (f(x+ 1)− f(x)) = 2f ′(x)− f ′(x) = f ′(x) .

Εποµένως

f ′(x) = f(x+ 2)− f(x+ 1) = f ′(x+ 1) , ∀x ∈ R .

Επειδή από την υπόθεση η f είναι παραγωγίσιµη συνάρτηση, από την παραπάνω σχέση έπεται

ότι η f είναι δυο ϕορές παραγωγίσιµη στο R µε

f ′′(x) = f ′(x+ 2)− f ′(x+ 1)

= (f(x) + 2f ′(x))′ − f ′(x) (f(x+ 2) = f(x) + 2f ′(x) και f ′(x+ 1) = f ′(x))

= f ′(x) + 2f ′′(x)− f ′(x) = 2f ′′(x)

και κατά συνέπεια f ′′(x) = 0, για κάθε x ∈ R. ΄Αρα

f(x) = c1x+ c2 , µε c1, c2 ∈ R .

2. ΄Εστω f : I → R παραγωγίσιµη συνάρτηση στο εσωτερικό σηµείο x0 του διαστήµατος I. Αν

a, b > 0, δείξτε ότι

lim
h→0

f(x0 + bh)− f(x0 − ah)

(b+ a)h
= f ′(x0) .
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Λύση. Επειδή

f(x0 + bh)− f(x0 − ah)

(b+ a)h
=

b

b+ a

f(x0 + bh)− f(x0)

bh
+

a

b+ a

f(x0 − ah)− f(x0)

−ah

και η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο εσωτερικό σηµείο x0 του διαστήµατος I, είναι

lim
h→0

f(x0 + bh)− f(x0 − ah)

(b+ a)h
=

b

b+ a
lim
h→0

f(x0 + bh)− f(x0)

bh
+

a

b+ a
lim
h→0

f(x0 − ah)− f(x0)

−ah

=
b

b+ a
f ′(x0) +

a

b+ a
f ′(x0) = f ′(x0) .

3. ΄Εστω f : [0,∞) → R συνάρτηση κλάσης C2 µε f(0) = f ′(0) = 0. ∆είξτε ότι υπάρχει

συνάρτηση g : [0,∞)→ R κλάσης C1, τέτοια ώστε f(x) = g(x2) για κάθε x ≥ 0.

Λύση. Θεωρούµε τη συνάρτηση g : [0,∞) → R µε g(x) := f(
√
x). Τότε είναι f(x) = g(x2)

για κάθε x ≥ 0. Αρκεί λοιπόν να δείξουµε ότι η g είναι κλάσης C1 στο [0,∞).

(i) ΄Εστω x > 0. Τότε

g′(x) =
1

2

f ′(
√
x)√
x

και επειδή από την υπόθεση η f ′ είναι συνεχής για κάθε x > 0, η g είναι κλάσης C1 στο

διάστηµα (0,∞).

(ii) ΄Εστω x = 0. Επειδή f(0) = f ′(0) = 0, είναι

g′(0) = lim
x→0+

g(x)− f(0)

x− 0

= lim
x→0+

f(
√
x)

x

=
1

2
lim
x→0+

f ′(
√
x)√
x

(κανόνας L’Hôpital)

=
1

2
lim
x→0+

f ′′(
√
x) (κανόνας L’Hôpital)

=
1

2
f ′′(0) . (η f ′′ είναι συνεχής στο 0)

Επίσης

lim
x→0+

g′(x) = lim
x→0+

1

2

f ′(
√
x)√
x

=
1

2
f ′′(0) = g′(0)

και εποµένως g′ είναι συνεχής στο 0. ΄Αρα η g είναι κλάσης C1 στο διάστηµα [0,∞).
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4. Αποδείξτε ότι οι n-οστές παράγωγοι του ηµιτόνου και του συνηµιτόνου δίνονται από τους

τύπους

(sinx)(n) = sin
(
x+ n

π

2

)
και (cosx)(n) = cos

(
x+ n

π

2

)
, ∀x ∈ R και ∀n ∈ N .

Λύση. (i) Αν x ∈ R, µε επαγωγή ϑα δείξουµε ότι για κάθε n ∈ N

(sinx)(n) = sin
(
x+ n

π

2

)
. (1.1)

Επειδή (sinx)′ = cosx = sin
(
x+ π

2

)
, η (1.1) ισχύει για n = 1.

Αν η (1.1) ισχύει για n = k, τότε

(sinx)(k+1) =
d

dx
sin
(
x+ k

π

2

)
= cos

(
x+ k

π

2

)
= sin

(
x+ k

π

2
+
π

2

)
= sin

(
x+ (k + 1)

π

2

)
,

δηλαδή η (1.1) ισχύει για n = k + 1. ΄Αρα η (1.1) ισχύει για κάθε n ∈ N.

(ii) Αν x ∈ R, παρόµοια αποδεικνύεται ότι για κάθε n ∈ N

(cosx)(n) = cos
(
x+ n

π

2

)
.

5. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) =


e−1/x αν x > 0

0 αν x ≤ 0 .

∆είξτε ότι

f (n)(x) =


e−1/xP2n(1/x) αν x > 0

0 αν x ≤ 0 ,

όπου P2n(1/x) είναι πολυώνυµο ϐαθµού 2n ως προς 1/x, για κάθε n ∈ N.

Λύση.
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Πρώτα ϑα αποδείξουµε ότι για κάθε n ∈ N και για κάθε x > 0

f (n)(x) = e−1/xP2n

(
1

x

)
, (1.2)

όπου P2n(1/x) είναι πολυώνυµο ϐαθµού 2n ως προς 1/x.

− Η (1.2) προφανώς ισχύει για n = 0 µε P0 ≡ 1.

− Αν η (1.2) ισχύει για n = k ≥ 0, τότε

f (k+1)(x) =

(
e−1/xP2k

(
1

x

))′
=

1

x2
e−1/xP2k

(
1

x

)
− 1

x2
e−1/xP ′2k

(
1

x

)
= e−1/x · 1

x2

(
P2k

(
1

x

)
− P ′2k

(
1

x

))
= e−1/xP2(k+1)

(
1

x

)
και εποµένως η (1.2) ισχύει για n = k + 1 µε

P2(k+1)

(
1

x

)
= P2k+2

(
1

x

)
:=

1

x2

(
P2k

(
1

x

)
− P ′2k

(
1

x

))
.

Εποµένως η (1.2) ισχύει για κάθε n ∈ N και για κάθε x > 0.

΄Εστω n ∈ N. Από τον ορισµό της συνάρτησης f είναι προφανές ότι f (n)− (0) = 0. Για να

αποδείξουµε ότι f (n)(0) = 0, αρκεί να δείξουµε ότι

f
(n)
+ (0) = 0 . (1.3)
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− Από τον ορισµό της f η (1.3) ισχύει για n = 0.

− Αν η (1.3) ισχύει για n = k ≥ 0, τότε

f
(k+1)
+ (0) = lim

x→0+

f (k)(x)− f (k)(0)

x− 0

= lim
x→0+

e−1/x · 1

x
P2k

(
1

x

)
((1.2) για n = k)

= lim
t→+∞

tP2k(t)

et

= 0 , ((2k + 1)-ϕορές εφαρµογή του κανόνα L’Hôpital)

δηλαδή η (1.3) ισχύει για n = k+1. Εποµένως η (1.3) ισχύει για κάθε n ∈ N. ΄Αρα, f (n)(0) = 0

για κάθε n ∈ N.

2η οµάδα ασκήσεων στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

1. ∆είξτε ότι η συνάρτηση y = f(x) = 1 + x2 + arctan(x2) είναι γνήσια µονότονη στο διάστηµα

[0,∞). Αν f−1 είναι η αντίστροφη της f , υπολογίστε το όριο

lim
y→1+

f−1(y)√
y − 1

.

Λύση. Είναι

f ′(x) = 2x+
2x

1 + x4
= 2x

2 + x4

1 + x4
≥ 0 , για κάθε x ≥ 0

και η ισότητα ισχύει αν και µόνο αν x = 0. Εποµένως η συνεχής συνάρτηση f είναι γνήσια

αύξουσα στο [0,∞) και κατά συνέπεια αντιστρέφεται. Η αντίστροφη συνάρτηση f−1 ϑα είναι

συνεχής και γνήσια αύξουσα. Είναι f(0) = 1 οπότε και f−1(1) = 0. Επειδή x = f−1(y) ⇔

y = f(x) και limy→1+ f
−1(y) = f−1(1+) = 0, έπεται ότι το x → 0+ καθώς το y → 1+.

΄Εχουµε

lim
y→1+

(
f−1(y)√
y − 1

)2

= lim
x→0+

x2

f(x)− 1

= lim
x→0+

2x

2x2+x4

1+x4

(κανόνας L’Hôpital)

=
1

2
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και άρα

lim
y→1+

f−1(y)√
y − 1

=
1√
2

=

√
2

2
.

2. (αʹ) Να γίνει η µελέτη και η γραφική παράσταση της συνάρτησης

f(x) = arcsin

(
2x

1 + x2

)
.

Είναι η f παραγωγίσιµη για κάθε x ∈ R;

(ϐʹ) Να λυθεί η εξίσωση

arcsin

(
2x

1 + x2

)
= arctanx .

(γʹ) Να υπολογιστεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από τις καµπύλες y = arcsin
(

2x
1+x2

)
και y = arctanx.

Λύση.

(αʹ) Είναι
∣∣∣ 2x
1+x2

∣∣∣ ≤ 1 και εποµένως η συνάρτηση f είναι καλά ορισµένη. Επειδή

f ′(x) =

(
2x/(1 + x2)

)′√
1− (2x/(1 + x2))2

= 2
1− x2

|1− x2|(1 + x2)
=


2

1+x2
αν |x| < 1

− 2
1+x2

αν |x| > 1

,

η f είναι γνήσια αύξουσα στο διάστηµα (−1, 1) και γνήσια ϕθίνουσα στα διαστήµατα

(−∞,−1) και (1,∞). Είναι max f(x) = f(1) = arcsin 1 = π
2 και min f(x) = f(−1) =

arcsin(−1) = −π
2 . Η παράγωγος f ′ δεν υπάρχει στα σηµεία ±1. Είναι limx→−1− f

′(x) =

−1, limx→−1+ f
′(x) = 1, limx→1− f

′(x) = 1 και limx→1+ f
′(x) = −1. Επειδή

lim
x→±∞

arcsin

(
2x

1 + x2

)
= arcsin 0 = 0 ,

η y = 0, δηλαδή ο άξονας Ox, είναι οριζόντια ασύµπτωτη. Η γραφική παράσταση της f

ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα.
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(ϐʹ) Η εξίσωση είναι ισοδύναµη µε την

x = tan

(
arcsin

(
2x

1 + x2

))

=
sin
(

arcsin
(

2x
1+x2

))
cos
(

arcsin
(

2x
1+x2

))
=

2x
1+x2√

1−
(

2x
1+x2

)2 =
2x

|1− x2|

και εποµένως οι ϱίζες της εξίσωσης είναι 0 και ±
√

3.

(γʹ) Αν g(x) = arctanx, λόγω συµµετρίας το εµβαδόν του χωρίου E είναι

|E| = 2

[∫ 1

0
(f(x)− g(x)) dx+

∫ √3
1

(f(x)− g(x)) dx

]

= 2(f(1)− g(1))− 2(f(0)− g(0))− 2

∫ 1

0
x(f ′(x)− g′(x)) dx

+ 2(f(
√

3)− g(
√

3))− 2(f(1)− g(1))− 2

∫ √3
1

x(f ′(x)− g′(x)) dx

(παραγοντική ολοκλήρωση)

= 2 arcsin(
√

3/2)− 2 arctan
√

3− 2

∫ 1

0

x

1 + x2
dx+ 6

∫ √3
1

x

1 + x2
dx

= 2
π

3
− 2

π

3
− ln(1 + x2)

∣∣x=1

x=0
+ 3 ln(1 + x2)

∣∣x=√3
x=1

= − ln 2 + 3 ln 4− 3 ln 2 = 2 ln 2 .

΄Αρα το εµβαδόν του χωρίου E είναι |E| = 2 ln 2.
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3. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : [a, b]→ R, a < b, είναι συνεχής στο [a, b] και παραγωγίσιµη

στο [a, b). ∆είξτε ότι υπάρχει ακολουθία (ξn) σηµείων του (a, b) τέτοια ώστε limn→∞ f
′(ξn) =

f ′(a).

Σηµείωση. Επειδή limn→∞ f
′(ξn) = f ′(a), το f ′(a) είναι σηµείο συσσώρευσης του συνόλου

f ′((a, b)) = {f ′(x) : x ∈ (a, b)} .

Υπόδειξη. ΘΜΤ για τη συνάρτηση f στο διάστηµα
[
a, a+ 1

n

]
, n ∈ N∗.

Λύση. Υπάρχει N ∈ N∗ τέτοιο ώστε a+ 1
n < b για κάθε n ≥ N . Από το ϑεώρηµα µέσης τιµής

στο διάστηµα
[
a, a+ 1

n

]
, n ≥ N , έχουµε

f

(
a+

1

n

)
− f(a) =

1

n
f ′(ξn)⇔ f ′(ξn) =

f
(
a+ 1

n

)
− f(a)

1
n

,

για κάποιο ξn ∈
(
a, a+ 1

n

)
. Επειδή η f είναι παραγωγίσιµη στο a, από το ϑεώρηµα µεταφοράς

lim
n→∞

f
(
a+ 1

n

)
− f(a)

1
n

= f ′(a)

και εποµένως limn→∞ f
′(ξn) = f ′(a), όπου (ξn)n≥N ακολουθία σηµείων του (a, b).

4. Αν f(x) := 1
2 sin(ln(x + 1)), x > −1, χρησιµοποιώντας τον τύπο Taylor για την f µέχρι τον

όρο δεύτερης τάξης και κέντρο το n ∈ N, δείξτε ότι

|f(n− 1) + f(n+ 1)− 2f(n)| = |f ′′(ξ)| , για κάποιο ξ ∈ (n− 1, n+ 1) ,

µε |f ′′(ξ)| < n−2.

Εφαρµογή. Αν an := f(n) = 1
2 sin(ln(n+ 1)), η ακολουθία (an) δεν συγκλίνει και είναι τέτοια

ώστε

|an−1 + an+1 − 2an| <
1

n2
, ∀n ≥ 2 .

Λύση. Από τον τύπο Taylor έχουµε

f(n− 1) = f(n)− f ′(x) +
f ′′(ξ1)

2!
, για κάποιο ξ1 ∈ (n− 1, n)

και

f(n+ 1) = f(n) + f ′(n) +
f ′′(ξ2)

2!
, για κάποιο ξ2 ∈ (n, n+ 1) .
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Τότε,

f(n+ 1) + f(n− 1)− 2f(n) =
1

2
[f ′′(ξ1) + f ′′(ξ2)] .

Από το ϑεώρηµα ενδιάµεσης τιµής είναι

1

2
[f ′′(ξ1) + f ′′(ξ2)] = f ′′(ξ) , για κάποιο ξ ∈ (ξ1, ξ2) ⊂ (n− 1, n+ 1)

και εποµένως

|f(n− 1) + f(n+ 1)− 2f(n)| = |f ′′(ξ)| , για κάποιο ξ ∈ (n− 1, n+ 1) .

Επειδή

f ′(x) =
cos(ln(x+ 1))

2(x+ 1)
και f ′′(x) = −sin(ln(x+ 1)) + cos(ln(x+ 1))

2(x+ 1)2
,

είναι |f ′′(x)| ≤ 1
(x+1)2

και κατά συνέπεια

|f ′′(ξ)| ≤ 1

(ξ + 1)2
<

1

n2
. (n < ξ + 1 < n+ 2)

3η Οµάδα Ασκήσεων στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

1. ΄Εστω η συνάρτηση f : D ⊆ R → R, D 6= ∅ και έστω a ∈ R από αριστερά και από δεξιά σ.σ

του D. Αν limx→a− f(x) = λ1, limx→a+ f(x) = λ2 µε λ1 < λ2, να δείξετε ότι υπάρχει δ > 0

τέτοιο ώστε για κάθε x, y ∈ D µε a− δ < x < a < y < a+ δ είναι f(x) < f(y).

Λύση. ΄Εστω ε := λ2−λ1
2 > 0. Επειδή limx→a− f(x) = λ1, υπάρχει δ1 > 0 τέτοιο ώστε

∀x ∈ D ∩ (a− δ1, a)⇒ |f(x)− λ1| <
λ2 − λ1

2
.

Εποµένως για κάθε x ∈ D µε a− δ1 < x < a είναι

f(x)− λ1 <
λ2 − λ1

2
⇔ f(x) < λ1 +

λ2 − λ1
2

=
λ2 + λ1

2
.

Επειδή limx→a+ f(x) = λ2, υπάρχει δ2 > 0 τέτοιο ώστε

∀y ∈ D ∩ (a, a+ δ2)⇒ |f(y)− λ2| <
λ2 − λ1

2
.
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Εποµένως για κάθε y ∈ D µε a < y < a+ δ2 είναι

λ2 − f(y) <
λ2 − λ1

2
⇔ f(y) > λ2 −

λ2 − λ1
2

=
λ2 + λ1

2
.

Αν δ := min{δ1, δ2}, τότε για κάθε x, y ∈ D µε a− δ < x < a < y < a+ δ είναι

f(x) <
λ2 + λ1

2
< f(y) .

2. ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση µε limx→−∞ f(x) = limx→+∞ f(x) = +∞. ∆είξτε ότι η

f έχει ελάχιστη τιµή m ∈ R.

Λύση. ΄Εστω x0 ∈ R. Επειδή limx→−∞ f(x) = limx→+∞ f(x) = +∞, υπάρχουν x1, x2 ∈ R

µε x1 < x0 < x2 τέτοια ώστε

f(x) > f(x0), ∀x < x1 και f(x) > f(x0), ∀x > x2 .

Επειδή η f είναι συνεχής στο κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα [x1, x2], υπάρχει c ∈ [x1, x2]

τέτοιο ώστε

m = f(c) = min
x∈[x1,x2]

f(x) ≤ f(x0) .

Τότε είναι m = f(c) ≤ f(x), ∀x ∈ R. ΄Αρα, η f παίρνει την ελάχιστη τιµή της m στο c ∈ R.

3. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε f(0) = f ′(0) = 0. Αν a 6= 0, δείξτε ότι

lim
n→∞

n!

an
f

(
an

n!

)
= 0 .

Λύση. Από την υπόθεση έχουµε

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

f(x)

x
= 0 .

Αν xn = an

n! , είναι γνωστό ότι limn→∞ xn = 0. Εποµένως από το ϑεώρηµα µεταφοράς

limn→∞
f(xn)
xn

= 0 και άρα

lim
n→∞

n!

an
f

(
an

n!

)
= lim

n→∞

f (an/n!)

an/n!
= 0 .
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4. Χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα της εκθετικής συνάρτησης y = ex σε σειρά Maclaurin, να

ϐρεθεί το άθροισµα της δυναµοσειράς

∞∑
n=0

2n2 + 1

n!
xn , ∀x ∈ R .

Λύση. Ως γνωστόν ex =
∑∞

n=0
xn

n! , για κάθε x ∈ R. Εποµένως

∞∑
n=0

2n2 + 1

n!
xn =

∞∑
n=0

2n(n− 1) + 2n+ 1

n!
xn

= 2
∞∑
n=0

n(n− 1)

n!
xn + 2

∞∑
n=0

n

n!
xn +

∞∑
n=0

xn

n!

= 2x2
∞∑
n=2

n(n− 1)

n!
xn−2 + 2x

∞∑
n=1

n

n!
xn−1 +

∞∑
n=0

xn

n!

= 2x2

( ∞∑
n=0

xn

n!

)′′
+ 2x

( ∞∑
n=0

xn

n!

)′
+

∞∑
n=0

xn

n!

= 2x2(ex)
′′

+ 2x(ex)
′
+ ex = (2x2 + 2x+ 1)ex .

5. Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα κατάλληλης συνάρτησης στο διάστηµα [0, 1], δείξτε ότι το

όριο

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

2k2 − 4kn

k2 − 2kn+ 3n2
= 2− 3

√
2 arctan

(
1√
2

)
≈ −0, 6 .

Λύση. Από τη ϑεωρία του ολοκληρώµατος Riemann είναι

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

2k2 − 4kn

k2 − 2kn+ 3n2
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

2(k/n)2 − 4(k/n)

(k/n)2 − 2(k/n) + 3

=

∫ 1

0

2x2 − 4x

x2 − 2x+ 3
dx ,
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όπου η συνάρτηση f(x) = 2x2−4x
x2−2x+3

είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [0, 1]. ΄Εχουµε

∫ 1

0

2x2 − 4x

x2 − 2x+ 3
dx = 2

∫ 1

0
dx− 6

∫ 1

0

1

x2 − 2x+ 3
dx

= 2− 6

∫ 1

0

1

(x− 1)2 + 2
dx

= 2− 6

∫ 0

−1

1

(
√

2)2 + t2
dt (αντικατάσταση t = x− 1)

= 2− 6√
2

arctan

(
t√
2

)∣∣∣∣t=0

t=−1

= 2− 3
√

2 arctan

(
1√
2

)
≈ −0, 6 .

6. ΄Εστω η συνάρτηση

f(x) =

∫ 2x

x

dt√
t3 + t

, x > 0 .

Να υπολογιστούν τα όρια limx→0+ f(x), limx→+∞ f(x) και limx→0+ f
′(x).

Λύση. Είναι

f(x) =

∫ 2x

x

dt√
t3 + t

=

∫ 2x

0

dt√
t3 + t

−
∫ x

0

dt√
t3 + t

,

οπότε limx→0+ f(x) = 0. Για κάθε x > 0 είναι

f ′(x) =
2√

8x3 + 2x
− 1√

x3 + x

=
2
√
x3 + x−

√
8x3 + 2x√

8x3 + 2x ·
√
x3 + x

=
−2x(2x2 − 1)

√
8x3 + 2x ·

√
x3 + x

(
2
√
x3 + x+

√
8x3 + 2x

)
=

−2(2x2 − 1)
√
x
√

8x2 + 2 ·
√
x2 + 1

(
2
√
x2 + 1 +

√
8x2 + 2

)
και εποµένως limx→0+ f

′(x) = +∞. Επειδή για x > 0

0 < f(x) ≤
∫ 2x

x

dt√
x3 + x

=
x√

x3 + x
<

1√
x
,

είναι limx→+∞ f(x) = 0.
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7. ΄Εστω f : [a, b]→ R, a < b, συνάρτηση κλάσης C1. ∆είξτε ότι

max
x∈[a,b]

|f(x)| ≤
∫ b

a
|f ′(t)| dt+

1

b− a

∫ b

a
|f(t)| dt .

Υπόδειξη. Αν |f(x1)| = min
x∈[a,b]

|f(x)| και |f(x2)| = max
x∈[a,b]

|f(x)|, τότε

|f(x2)| ≤ |f(x2)− f(x1)|+ |f(x1)| .

Λύση. Είναι

|f(x2)| = |(f(x2)− f(x1)) + f(x1)|

≤ |f(x2)− f(x1)|+ |f(x1)|

=

∣∣∣∣∫ x2

x1

f ′(t) dt

∣∣∣∣+ |f(x1)|

≤
∫ x2

x1

|f ′(t)| dt+
1

b− a

∫ b

a
|f(t)| dt

≤
∫ b

a
|f ′(t)| dt+

1

b− a

∫ b

a
|f(t)| dt .

8. Υπολογίστε το ολοκλήρωµα ∫ 1

0
x(arctanx)2 dx .

Λύση. Είναι∫
x(arctanx)2 dx =

x2

2
(arctanx)2 −

∫
x2 arctanx · 1

1 + x2
dx

(παραγοντική ολοκλήρωση)

=
x2

2
(arctanx)2 −

∫
−1 + (1 + x2)

1 + x2
arctanx dx

=
x2

2
(arctanx)2 +

∫
1

1 + x2
arctanx dx−

∫
arctanx dx

=
x2

2
(arctanx)2 +

1

2
(arctanx)2 −

∫
arctanx dx

=
x2 + 1

2
(arctanx)2 − x arctanx+

∫
x

1 + x2
dx

(παραγοντική ολοκλήρωση)

=
x2 + 1

2
(arctanx)2 − x arctanx+

1

2
ln(1 + x2) + C
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και εποµένως∫ 1

0
x(arctanx)2 dx = (arctan 1)2 − arctan 1 +

1

2
ln 2 =

π2

16
− π

4
+

1

2
ln 2 .

9. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα ή µε οποιοδήποτε άλλο τρόπο,

να υπολογιστεί το όριο

lim
x→1

∫ x2

x

1

ln t
dt .

Υπόδειξη. Αντικατάσταση u = ln t

Λύση. Είναι∫ x2

x

1

ln t
dt =

∫ ln(x2)

lnx

eu

u
du =

∫ 2 lnx

lnx

eu

u
du (αντικατάσταση u = ln t)

(i) x > 1. Επειδή οι συναρτήσεις f(u) = eu και g(u) = 1
u είναι µη αρνητικές και συνεχείς στο

διάστηµα [lnx, 2 lnx], από το ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα∫ 2 lnx

lnx

eu

u
du = eξx

∫ 2 lnx

lnx

1

u
du = eξx [ln(2 lnx)− ln(lnx)] = eξx ln 2 ,

για κάποιο ξx µε lnx ≤ ξx ≤ 2 lnx. Τότε limx→1+ ξx = 0 και εποµένως

lim
x→1+

∫ x2

x

1

ln t
dt = lim

x→1+
eξx ln 2 = ln 2 .

(ii) 0 < x < 1. Επειδή ∫ 2 lnx

lnx

eu

u
du =

∫ lnx

2 lnx
−e

u

u
du ,

οι συναρτήσεις f(u) = eu και g(u) = − 1
u είναι µη αρνητικές και συνεχείς στο διάστηµα

[2 lnx, lnx] και παρόµοια έχουµε∫ lnx

2 lnx
−e

u

u
du = eξx

∫ lnx

2 lnx
−1

u
du = eξx [− ln(lnx) + ln(2 lnx)] = eξx ln 2 ,

για κάποιο ξx µε 2 lnx ≤ ξx ≤ lnx. Τότε limx→1− ξx = 0 και εποµένως

lim
x→1−

∫ x2

x

1

ln t
dt = lim

x→1−
eξx ln 2 = ln 2 .

΄Αρα,

lim
x→1

∫ x2

x

1

ln t
dt = ln 2 .



24 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

10. ∆είξτε ότι

lim
x→0+

∫ π
2

0
(sin t)x dt =

π

2
.

Υπόδειξη. ΄Εστω 0 < ε < π
2 . Για την απόδειξη χρησιµοποιείστε τα παρακάτω ϐήµατα:

(i) Για κάθε x > 0

0 ≤
∫ ε

0
(sin t)x dt ≤ ε .

(ii) Για κάθε x > 0 (π
2
− ε
)

(sin ε)x ≤
∫ π

2

ε
(sin t)x dt ≤ π

2
− ε .

(iii) Επειδή limx→0+
(
π
2 − ε

)
(sin ε)x = π

2 − ε, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ (0, δ)

είναι (π
2
− ε
)

(sin ε)x >
π

2
− 2ε .

(iv) Να συµπεράνετε ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ (0, δ) είναι

π

2
− 2ε <

∫ π
2

0
(sin t)x dt ≤ π

2
.

Λύση. ΄Εστω 0 < ε < π
2 . Για κάθε x > 0 είναι

0 ≤
∫ ε

0
(sin t)x dt ≤ ε .

Επειδή η y(t) = (sin t)x, x > 0, είναι αύξουσα στο διάστηµα
[
ε, π2

]
, έχουµε

(π
2
− ε
)

(sin ε)x ≤
∫ π

2

ε
(sin t)x dt ≤ π

2
− ε .

Επειδή limx→0+
(
π
2 − ε

)
(sin ε)x = π

2 − ε, υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ (0, δ) είναι∣∣∣(π
2
− ε
)

(sin ε)x −
(π

2
− ε
)∣∣∣ =

(π
2
− ε
)
−
(π

2
− ε
)

(sin ε)x < ε ,

οπότε (π
2
− ε
)

(sin ε)x >
π

2
− 2ε .

Εποµένως, για κάθε x ∈ (0, δ) είναι

π

2
− 2ε <

∫ π
2

0
(sin t)x dt =

∫ ε

0
(sin t)x dt+

∫ π
2

ε
(sin t)x dt ≤ π

2
.
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΄Εχουµε αποδείξει ότι για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ (0, δ) είναι

π

2
− 2ε <

∫ π
2

0
(sin t)x dt <

π

2
+ 2ε⇔

∣∣∣∣∣
∫ π

2

0
(sin t)x dt− π

2

∣∣∣∣∣ < 2ε

και άρα

lim
x→0+

∫ π
2

0
(sin t)x dt =

π

2
.
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1.3 Ακαδηµαϊκό έτος 2012–13

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

1. Χρησιµοποιώντας τον ορισµό του ορίου συνάρτησης, να αποδειχθεί ότι

lim
x→−1

(√
x2 − 3x− x

)
= 3 .

∆ηλαδή για κάθε ε > 0 να ϐρεθεί δ = δ(ε) > 0, τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ D := (−∞, 0]∪[3,∞)

µε 0 < |x+ 1| < δ να ισχύει ∣∣∣√x2 − 3x− x− 3
∣∣∣ < ε .

Λύση. Παρατηρούµε ότι το −1 είναι σ.σ του D. Για κάθε x ∈ D έχουµε∣∣∣√x2 − 3x− x− 3
∣∣∣ =

∣∣(x2 − 3x)− (x+ 3)2
∣∣∣∣∣√x2 − 3x+ x+ 3
∣∣∣

= 9
|x+ 1|∣∣∣√x2 − 3x+ x+ 3

∣∣∣ .
΄Οµως για κάθε x ∈ D είναι

√
x2 − 3x+ x+ 3 > 1⇔

√
x2 − 3x > −(x+ 2). Εποµένως,∣∣∣√x2 − 3x− x− 3

∣∣∣ < 9|x+ 1| .

Για οποιοδήποτε ε > 0 επιλέγουµε το δ = ε/3. Τότε, για κάθε x ∈ D µε 0 < |x+ 1| < δ,∣∣∣√x2 − 3x− x− 3
∣∣∣ < 9|x+ 1| < ε

και εποµένως limx→−1(
√
x2 − 3x− x) = 3.

2. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) =


cos 1

x x 6= 0

0 x = 0 .

(αʹ) Αποδείξτε ότι το όριο limx→0 f(x) δεν υπάρχει.
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(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση g :
[
0, 2π

]
→ R είναι συνεχής στο ανοικτό διάστηµα

(
0, 2π

)
και ότι υπάρχει σταθερά C > 0, τέτοια ώστε

|g(x)| ≤ C
√
x για κάθε x ∈

(
0,

2

π

)
.

Αποδείξτε ότι η συνάρτηση fg είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα
[
0, 2π

]
.

Λύση.

(αʹ) ΄Εστω xn = 1/2nπ και yn = 1/(2nπ + π/2), n ∈ N. Τότε xn, yn → 0, ενώ

f(xn) = cos 2nπ = 1 και f(yn) = cos(2nπ + π/2) = 0 για κάθε n ∈ N .

∆ηλαδή f(xn)→ 1 και f(yn)→ 0. Εποµένως το limx→0 f(x) δεν υπάρχει.

(ϐʹ) − Η fg είναι γινόµενο συνεχών συναρτήσεων στο ανοικτό διάστηµα
(
0, 2π

)
και εποµένως

είναι συνεχής συνάρτηση στο
(
0, 2π

)
.

− Από την υπόθεση είναι f(0)g(0) = 0. Επειδή

|f(x)g(x)| = | cos(1/x)g(x)| ≤ |g(x)| ≤ C
√
x για κάθε x ∈

(
0,

2

π

)
,

limx→0+ f(x)g(x) = 0 = f(0)g(0) και εποµένως η fg είναι από δεξιά συνεχής στο 0.

− Από την υπόθεση είναι f(2/π)g(2/π) = cos(π/2)g(2/π) = 0. Επειδή

|f(x)g(x)| = | cos(1/x)g(x)| ≤ | cos(1/x)|C
√
x για κάθε x ∈

(
0,

2

π

)
και limx→(2/π)− | cos(1/x)|C

√
x = 0, έπεται ότι

lim
x→(2/π)−

f(x)g(x) = 0 = f

(
2

π

)
g

(
2

π

)
.

Εποµένως η fg είναι από αριστερά συνεχής στο σηµείο 2
π .

΄Αρα η fg είναι συνεχής στο κλειστό διάστηµα
[
0, 2π

]

3. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) =


x3 αν x ϱητός

1 αν x άρρητος .



28 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Να ϐρεθούν όλα τα σηµεία του R στα οποία η f είναι συνεχής.

Λύση. ΄Εστω x ∈ R, x σταθερό. Αν (ρn) είναι ακολουθία ϱητών αριθµών µε limn→∞ ρn =

x, τότε limn→∞ f(ρn) = limn→∞ ρ
3
n = x3. Αν (αn) είναι ακολουθία άρρητων αριθµών µε

limn→∞ αn = x, τότε limn→∞ f(αn) = 1.

Είναι limn→∞ f(αn) 6= limn→∞ f(ρn) αν και µόνο αν x3 6= 1⇔ x 6= 1. Εποµένως το ϑεώρηµα

µεταφοράς για συνεχείς συναρτήσεις συνεπάγεται ότι η f δεν είναι συνεχής στο R \ {1}.

Θα αποδείξουµε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 1. Είναι f(1) = 13 = 1 και εποµένως

|f(x)− f(1)| = |f(x)− 1| ≤ max{|x3 − 1|, 0} = |x3 − 1| .

Από την προηγούµενη ανισότητα έπεται ότι limx→1 f(x) = f(1) και κατά συνέπεια η f είναι

συνεχής στο 1.

4. ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα Bolzano-Weierstrass για ακολουθίες και το ϑεώρηµα µεταφοράς για

συνεχείς συναρτήσεις.

(αʹ) ΄Εστω f, g : [a, b] → (0,∞) συνεχείς συναρτήσεις µε g(x) > f(x) για κάθε x ∈ [a, b].

Αποδείξτε ότι

υπάρχει λ > 1, τέτοιο ώστε g(x) ≥ λf(x) για κάθε x ∈ [a, b] . (1.4)

Υπόδειξη. ΄Εστω η (1.4) δεν ισχύει. Τότε,

για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει xn ∈ [a, b], τέτοιο ώστε g(xn) <

(
1 +

1

n

)
f(xn) .

(ϐʹ) Με κατάλληλο αντιπαράδειγµα αποδείξτε ότι η (α΄) δεν ισχύει αν αντικαταστήσουµε το

[a, b] µε το ανοικτό διάστηµα (a, b).

Λύση.

Θεώρηµα Bolzano-Weierstrass για ακολουθίες: Κάθε ϕραγµένη ακολουθία περιέχει µια

συγκλίνουσα υπακολουθία.

Θεώρηµα µεταφοράς για συνεχείς συναρτήσεις: Η συνάρτηση f : A → R, A ⊆ R, είναι

συνεχής στο σηµείο x0 ∈ A αν και µόνο αν για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του A που

συγκλίνει στο x0, η ακολουθία (f(xn)) συγκλίνει στο f(x0).
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(αʹ) Η απόδειξη ϑα γίνει µε την απαγωγή σε άτοπο. Υποθέτουµε ότι η (1.4) δεν ισχύει. Τότε,

για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει xn ∈ [a, b] τέτοιο ώστε

g(xn) <

(
1 +

1

n

)
f(xn) . (1.5)

Η ακολουθία (xn) είναι ϕραγµένη και εποµένως από το ϑεώρηµα Bolzano-Weierstrass

για ακολουθίες υπάρχει υπακολουθία (xkn) µε limn→∞ xkn = x0. Είναι a ≤ xkn ≤ b για

κάθε n ∈ N και κατά συνέπεια το x0 ∈ [a, b]. Επειδή η f είναι συνεχής συνάρτηση, από

το ϑεώρηµα µεταφοράς limn→∞ f (xkn) = f(x0) και limn→∞ g (xkn) = g(x0). Εποµένως

από τη (1.5) έπεται ότι

g(x0) ≤ f(x0) . (άτοπο)

(ϐʹ) Θεωρούµε τις συνεχείς συναρτήσεις f(x) = x2 και g(x) = x στο (0, 1). Είναι x > x2

για κάθε x ∈ (0, 1). ΄Οµως δεν υπάρχει λ > 1, τέτοιο ώστε x ≥ λx2 για κάθε x ∈ (0, 1).

Πράγµατι, αν x ≥ λx2 για κάθε x ∈ (0, 1), τότε

lim
x→1−

x ≥ λ · lim
x→1−

x2 και κατά συνέπεια λ ≤ 1 .

5. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R→ R είναι παραγωγίσιµη και τέτοια ώστε limx→−∞ f(x) ≥

0 και f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ R. Αποδείξτε ότι f(x) > 0 για κάθε x ∈ R.

Λύση. Υποθέτουµε ότι υπάρχει x0 ∈ R µε f(x0) < 0. Επειδή f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ R, η f

είναι γνήσια αύξουσα και εποµένως

f(x) < f(x0) για κάθε x < x0 .

Τότε,

lim
x→−∞

f(x) ≤ f(x0) < 0 . (άτοπο)

΄Αρα, f(x) > 0 για κάθε x ∈ R.

6. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιµη σε µια περιοχή (a − δ, a + δ) του a ∈ R.

Αν η f ′ δεν είναι συνεχής στο a, δείξτε ότι ένα τουλάχιστον από τα πλευρικά όρια f ′(a+) =

limx→a+ f
′(x) και f ′(a−) = limx→a− f

′(x) δεν υπάρχει.
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Υπόδειξη. Αν και τα δύο πλευρικά όρια limx→a+ f
′(x), limx→a− f

′(x) υπάρχουν, αποδείξτε

ότι limx→a+ f
′(x) = limx→a− f

′(x) = f ′(a), δηλαδή η f ′ είναι συνεχής στο a.

Λύση.

• ΄Εστω ότι το όριο limx→a+ f
′(x) υπάρχει, δηλαδή είναι πραγµατικός αριθµός. Επειδή

η f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα [a, a + h], h < δ, από το ϑεώρηµα µέσης τιµής

έχουµε
f(a+ h)− f(a)

h
= f ′(a+ θh) , για κάποιο θ ∈ (0, 1) .

Επειδή το όριο limx→a+ f
′(x) υπάρχει, είναι limh→0+ f

′(a + θh) = limx→a+ f
′(x) και

εποµένως

f ′(a) = lim
h→0+

f(a+ h)− f(a)

h
= lim

h→0+
f ′(a+ θh) = lim

x→a+
f ′(x) .

∆ηλαδή f ′(a) = f ′(a+).

Σηµείωση. Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και τον κανόνα L’Hôpital. Πράγµατι,

f ′(a) = lim
h→0+

f(a+ h)− f(a)

h

= lim
h→0+

f ′(a+ h) (κανόνας L’Hôpital)

= lim
x→a+

f ′(x) .

• Αν το όριο limx→a− f
′(x) υπάρχει, τότε παρόµοια αποδεικνύεται ότι f ′(a) = f ′(a−).

Εποµένως, αν και τα δύο πλευρικά όρια limx→a+ f
′(x), limx→a− f

′(x) υπάρχουν, τότε

lim
x→a+

f ′(x) = lim
x→a−

f ′(x) = f ′(a) .

∆ηλαδή η f ′ είναι συνεχής στο a που είναι άτοπο.

΄Αρα τουλάχιστον ένα από τα πλευρικά όρια limx→a+ f
′(x), limx→a− f

′(x) δεν υπάρχει.

7. ΄Εστω η συνάρτηση f : (a, b)→ (−1, 1) είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα (a, b) µε b− a ≥ 4.

Αποδείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (a, b), τέτοιο ώστε

|f ′(ξ)| <
√

1− (f(ξ))2 .

Υπόδειξη. Θεώρηµα µέσης τιµής για τη συνάρτηση F (x) := arcsin f(x), x ∈ (a, b).
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Λύση. Θα χρησιµοποιήσουµε το ϑεώρηµα µέσης τιµής για τη συνάρτηση F (x) := arcsin f(x),

x ∈ (a, b). ΄Εστω x1, x2 ∈ (a, b) µε a < x1 < x2 < b. Τότε υπάρχει ξ ∈ (x1, x2), τέτοιο ώστε

F (x2)− F (x1) = F ′(ξ)(x2 − x1)⇔ arcsin f(x2)− arcsin f(x1) =
f ′(ξ)√

1− (f(ξ))2
(x2 − x1) .

Επειδή −π/2 < arcsin f(x1), arcsin f(x2) < π/2, είναι −π < arcsin f(x2)− arcsin f(x1) < π

και ισοδύναµα | arcsin f(x2)− arcsin f(x1)| < π. Εποµένως

π > | arcsin f(x2)− arcsin f(x1)| =
|f ′(ξ)|√

1− (f(ξ))2
(x2 − x1)

και κατά συνέπεια
|f ′(ξ)|√

1− (f(ξ))2
<

π

x2 − x1
.

Επειδή b− a ≥ 4, µπορούµε να επιλέξουµε τα x1, x2 ∈ (a, b) έτσι ώστε x2 − x1 > π. Τότε,

|f ′(ξ)|√
1− (f(ξ))2

<
π

π
= 1⇔ |f ′(ξ)| <

√
1− (f(ξ))2 .

8. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1] → R έχει συνεχή παράγωγο στο [0, 1] και η f ′′ υπάρχει στο

ανοικτό διάστηµα (0, 1). Αν

f(0) = f ′(0) = f ′(1) = 0 και f(1) = 1 ,

να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε |f ′′(ξ)| ≥ 4.

Υπόδειξη. Εφαρµογή του τύπου Taylor για x = 1/2 µε x0 = 0 και x0 = 1.

Πρακτική εφαρµογή: Αν ο χρόνος ενός αθλητή των 100m είναι 10 sec, τότε κάποια χρονική

στιγµή η επιτάχυνση του αθλητή είναι τουλάχιστον 4m/ sec2.

Λύση. Για κάθε x ∈ [0, 1] από τον τύπο Taylor έχουµε

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(ξ)

2!
(x− x0)2 , για κάποιο ξ ∈ (0, 1) .

Για x = 1/2 µε x0 = 0 έχουµε

f

(
1

2

)
= f(0) + f ′(0)

1

2
+
f ′′(ξ1)

2!

(
1

2

)2

=
f ′′(ξ1)

8
, για κάποιο ξ1 ∈

(
0,

1

2

)
,
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ενώ για x = 1/2 µε x0 = 1 έχουµε

f

(
1

2

)
= f(1) + f ′(1)

(
1

2
− 1

)
+
f ′′(ξ2)

2!

(
1

2
− 1

)2

= 1 +
f ′′(ξ2)

8
, για κάποιο ξ2 ∈

(
1

2
, 1

)
.

Τότε
f ′′(ξ1)

8
= 1 +

f ′′(ξ2)

8
⇔ f ′′(ξ1)− f ′′(ξ2) = 8

και εποµένως

8 = |f ′′(ξ1)− f ′′(ξ2)| ≤ |f ′′(ξ1)|+ |f ′′(ξ2)| .

Από την παραπάνω ανισότητα έπεται ότι είτε |f ′′(ξ1)| ≥ 4 ή |f ′′(ξ2)| ≥ 4.

2η Σειρά Ασκήσεων στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

1. Θεωρούµε τη συνεχή συνάρτηση f(x) = 1/x2 στο διάστηµα [a, b] µε 0 < a < b. ΄Εστω

Pn = {x0, x1, . . . , xk, . . . , xn} διαµέριση του [a, b], όπου xk = a+ k
b− a
n

, k = 0, 1, . . . , n

και έστω ξ = {ξ1, . . . , ξk, . . . , ξn} µε ξk =
√
xk−1xk ∈ [xk−1, xk], k = 1, . . . , n. Αν

S(f, Pn, ξ) =
n∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1)

είναι το άθροισµα Riemann της f που αντιστοιχεί στη διαµέριση Pn και στην επιλογή των

ενδιάµεσων σηµείων ξ, είναι γνωστό ότι

∫ b

a

1

x2
dx = lim

n→∞
S(f, Pn, ξ) = lim

n→∞

b− a
n

n∑
k=1

f(ξk) .

∆είξτε ότι ∫ b

a

1

x2
dx = lim

n→∞

b− a
n

n∑
k=1

f(ξk) =
1

a
− 1

b
.
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Λύση. Είναι ∫ b

a

1

x2
dx = lim

n→∞

b− a
n

n∑
k=1

f(ξk)

= lim
n→∞

b− a
n

n∑
k=1

1

xk−1xk

= lim
n→∞

(b− a)n
n∑
k=1

1

[na+ (k − 1)(b− a)] [na+ k(b− a)]

= lim
n→∞

n
n∑
k=1

[
1

na+ (k − 1)(b− a)
− 1

na+ k(b− a)

]
= lim

n→∞
n

[
1

na
− 1

na+ n(b− a)

]
=

1

a
− 1

b
.

2. Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα κατάλληλης συνάρτησης στο διάστηµα [0, 1], να αποδειχθεί

ότι το όριο

lim
n→∞

n∑
k=1

16n

k2 + 2kn+ 5n2
= 2π − 8 arctan

(
1

2

)
≈ 2, 574 .

Λύση. Από τη ϑεωρία του ολοκληρώµατος Riemann είναι

lim
n→∞

n∑
k=1

16n

k2 + 2kn+ 5n2
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

16

(k/n)2 + 2(k/n) + 5

= 16

∫ 1

0

1

x2 + 2x+ 5
dx ,

όπου η συνάρτηση f(x) = 1/(x2 + 2x+ 5) είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [0, 1]. ΄Εχουµε

16

∫ 1

0

1

x2 + 2x+ 5
dx = 16

∫ 1

0

1

4 + (x+ 1)2
dx

= 16

∫ 2

1

1

22 + t2
dt (αντικατάσταση t = x+ 1)

= 8 arctan
t

2

∣∣∣∣t=2

t=1

= 8 arctan 1− 8 arctan
1

2
= 2π − 8 arctan

(
1

2

)
≈ 2, 574 .
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3. Αν η συνάρτηση f : [−a, a]→ R, a > 0, είναι συνεχής και άρτια, να αποδειχθεί ότι∫ a

−a

f(x)

1 + ex
f(x) dx =

∫ a

0
f(x) dx .

Λύση. Είναι∫ a

−a

f(x)

1 + ex
dx =

∫ 0

−a

f(x)

1 + ex
dx+

∫ a

0

f(x)

1 + ex
dx

= −
∫ 0

a

f(−t)
1 + e−t

dt+

∫ a

0

f(x)

1 + ex
dx (αντικατάσταση x = −t)

=

∫ a

0

etf(t)

1 + et
dt+

∫ a

0

f(x)

1 + ex
dx (f άρτια)

=

∫ a

0

(1 + ex)f(x)

1 + ex
dx =

∫ a

0
f(x) dx .

4. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη και ότι η παράγωγος f ′ είναι ολοκληρώ-

σιµη στο διάστηµα [1, x], για κάθε x ≥ 1. Αν το ακέραιο µέρος [x] = m ≥ 1, m ∈ N, να

αποδειχθεί ότι ∫ x

1
[t]f ′(t) dt =

m−1∑
k=1

∫ k+1

k
[t]f ′(t) dt+

∫ x

m
mf ′(t) dt

= mf(x)−
m∑
k=1

f(k) = [x]f(x)−
∑
n≤x

f(n) .

Λύση. Παρατηρούµε ότι για k ≤ t < k+ 1, k ∈ N, είναι [t] = k. Επίσης για m ≤ t ≤ x, όπου

m = [x], είναι [t] = m. Εποµένως,∫ x

1
[t]f ′(t) dt =

m−1∑
k=1

∫ k+1

k
[t]f ′(t) dt+

∫ x

m
mf ′(t) dt

=
m−1∑
k=1

∫ k+1

k
kf ′(t) dt+

∫ x

m
mf ′(t) dt

=
m−1∑
k=1

k

∫ k+1

k
f ′(t) dt+m

∫ x

m
f ′(t) dt

=

m−1∑
k=1

k (f(k + 1)− f(k)) +m (f(x)− f(m))

= mf(x)−
m∑
k=1

f(k) = [x]f(x)−
∑
n≤x

f(n) .
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5. ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι συνεχώς παραγωγίσιµη µε f ′(x) 6= 0 για κάθε x ∈ [a, b].

Να αποδειχθεί ότι ∫ b

a
f(x) dx = bf(b)− af(a)−

∫ f(b)

f(a)
f−1(x) dx .

Λύση. Επειδή η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι συνεχώς παραγωγίσιµη µε f ′(x) 6= 0 για κάθε

x ∈ [a, b], η f είναι γνήσια µονότονη και κατά συνέπεια η αντίστροφη συνάρτηση f−1 είναι

συνεχής και γνήσια µονότονη στο κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα I = f([a, b]) µε άκρα τα

f(a) και f(b). Τότε,∫ b

a
f(x) dx = xf(x)|x=bx=a −

∫ b

a
xf ′(x) dx (παραγοντική ολοκλήρωση)

= bf(b)− af(a)−
∫ b

a
f−1(f(x))f ′(x) dx

= bf(b)− af(a)−
∫ f(b)

f(a)
f−1(u) du (αντικατάσταση u = f(x))

= bf(b)− af(a)−
∫ f(b)

f(a)
f−1(x) dx .

6. Αν η ϕραγµένη συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι ολοκληρώσιµη, να αποδειχθεί ότι

lim
x→0+

∫ b

a+x
f(t) dt =

∫ b

a
f(t) dt .

Λύση. ΄Εστω M = sup {|f(x)| : x ∈ [a, b]}. Τότε,∣∣∣∣∫ b

a+x
f(t) dt−

∫ b

a
f(t) dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ b

a+x
f(t) dt+

∫ a

b
f(t) dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ a

a+x
f(t) dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∫ a+x

a
f(t) dt

∣∣∣∣
≤
∫ a+x

a
|f(t)| dt

≤
∫ a+x

a
M dt

= Mx −−−−→
x→0+

0 .

΄Αρα,

lim
x→0+

∫ b

a+x
f(t) dt =

∫ b

a
f(t) dt .
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7. Αν a > 0, αποδείξτε ότι

lim
x→∞

∫ π

0
ta cos2(xt) dt =

1

2
lim
x→∞

∫ π

0
ta(1 + cos(2xt)) dt =

πa+1

2(a+ 1)
.

Λύση. Είναι∫ π

0
ta cos2(xt) dt =

1

2

∫ π

0
ta(1 + cos(2xt)) dt

=
1

2

∫ π

0
ta dt+

1

2

∫ π

0
ta cos(2xt) dt

=
πa+1

2(a+ 1)
+

1

4x

∫ π

0
ta
d

dt
(sin(2xt)) dt

=
πa+1

2(a+ 1)
+

1

4x
ta sin(2xt)|t=πt=0 −

a

4x

∫ π

0
ta−1 sin(2xt) dt

(παραγοντική ολοκλήρωση)

=
πa+1

2(a+ 1)
+
πa

4x
sin(2πx)− a

4x

∫ π

0
ta−1 sin(2xt) dt .

Παρατήρηση. Αν 0 < a < 1, τότε

lim
t→0+

ta−1 sin(2xt) = lim
t→0+

sin(2xt)

t1−a

=
2x

1− a
lim
t→0+

cos(2xt)

t−a
(κανόνας L’Hôpital)

=
2x

1− a
lim
t→0+

ta cos(2xt) = 0

και κατά συνέπεια το ολοκλήρωµα
∫ π
0 t

a−1 sin(2xt) dt υπάρχει.

Επειδή ∣∣∣∣πa4x
sin(2πx)

∣∣∣∣ ≤ πa

4x
−−−→
x→∞

0

και ∣∣∣∣ a4x
∫ π

0
ta−1 sin(2xt) dt

∣∣∣∣ ≤ a

4x

∫ π

0
|ta−1 sin(2xt)| dt

≤ a

4x

∫ π

0
ta−1 dt

=
πa

4x
−−−→
x→∞

0 ,
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έχουµε ότι

lim
x→∞

πa

4x
sin(2πx) = lim

x→∞

a

4x

∫ π

0
ta−1 sin(2xt) dt = 0 .

΄Αρα

lim
x→∞

∫ π

0
ta cos2(xt) dt =

πa+1

2(a+ 1)
.

8. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R→ R είναι συνεχής και τέτοια ώστε

lim
x→−∞

f(x) = λ1, lim
x→∞

f(x) = λ2 , λ1, λ2 ∈ R .

Αν a > 0, για κάθε r,R ∈ R αποδείξτε ότι∫ R

r
(f(x+ a)− f(x)) dx =

∫ R+a

R
f(x) dx−

∫ r+a

r
f(x) dx

και στη συνέχεια υπολογίστε το όριο

lim
R→∞
r→−∞

∫ R

r
(f(x+ a)− f(x)) dx .

Λύση. Είναι∫ R

r
(f(x+ a)− f(x)) dx =

∫ R

r
f(x+ a) dx−

∫ R

r
f(x) dx

=

∫ R+a

r+a
f(t) dt−

∫ R

r
f(x) dx (αντικατάσταση t = x+ a)

=

∫ R+a

R
f(x) dx−

∫ r+a

R
f(x) dx−

∫ R

r
f(x) dx

=

∫ R+a

R
f(x) dx−

∫ r+a

r
f(x) dx .

Από το ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα έχουµε∫ R+a

R
f(x) dx−

∫ r+a

r
f(x) dx = af(ξR)− af(ηr) ,

για κάποια ξR, ηr µε R ≤ ξR ≤ R+ a και r ≤ ηr ≤ r + a. Εποµένως,

lim
R→∞
r→−∞

∫ R

r
(f(x+ a)− f(x)) dx = lim

R→∞

∫ R+a

R
f(x) dx− lim

r→−∞

∫ r+a

r
f(x) dx

= a lim
R→∞

f(ξR)− a lim
r→−∞

f(ηr)

= aλ2 − aλ1 = a(λ2 − λ1) .
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9. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα ή µε οποιοδήποτε άλλο τρόπο,

να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

∫ π

0

n sinx

x+ n
dx .

Λύση. 1ος τρόπος. Επειδή οι συναρτήσεις f(x) = n
x+n και g(x) = sinx είναι µη αρνητικές και

συνεχείς στο διάστηµα [0, π], από το ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα(παραπέµπουµε

στο [27]) ∫ π

0

n sinx

x+ n
dx =

n

ξ + n

∫ π

0
sinx dx

=
2n

ξ + n
,

για κάποιο ξ µε 0 ≤ ξ ≤ π. ΄Οµως limn→∞
2n
ξ+n = 2 και εποµένως

lim
n→∞

∫ π

0

n sinx

x+ n
dx = 2 .

2ος τρόπος. Είναι∣∣∣∣∫ π

0

n sinx

x+ n
dx−

∫ π

0
sinx dx

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ π

0

x sinx

x+ n
dx

∣∣∣∣
=

∫ π

0

x sinx

x+ n
dx ≤ π2

n
−−−→
n→∞

0 .

΄Αρα,

lim
n→∞

∫ π

0

n sinx

x+ n
dx =

∫ π

0
sinx dx = 2 .

10. Αν η συνάρτηση f : [0, 1]→ R είναι συνεχής, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫ 1

0
f(xn) dx = f(0) .

Υπόδειξη. Για κάθε n ∈ N∗ είναι∫ 1

0
f(xn) dx =

∫ 1/
√
n

0
f(xn) dx+

∫ 1

1/
√
n
f(xn) dx .

Αποδείξτε ότι

lim
n→∞

∫ 1/
√
n

0
f(xn) dx = 0 και lim

n→∞

∫ 1

1/
√
n
f(xn) dx = f(0) .
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Απόδειξη. Αν M = max {|f(x)| : x ∈ [0, 1]}, τότε∣∣∣∣∣
∫ 1/

√
n

0
f(xn) dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ 1/

√
n

0
|f(xn)| dx ≤

∫ 1/
√
n

0
M dx =

M√
n
−−−→
n→∞

0

και εποµένως

lim
n→∞

∫ 1/
√
n

0
f(xn) dx = 0 .

Από το ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα έχουµε∫ 1

1/
√
n
f(xn) dx = f(ξnn)

(
1− 1√

n

)
,

για κάποιο ξn µε 0 ≤ ξn ≤ 1−1/
√
n. Επειδή 0 ≤ ξnn ≤ (1−1/

√
n)n και limn→∞(1−1/

√
n)n =

0, είναι limn→∞ ξ
n
n = 0 και εποµένως

lim
n→∞

∫ 1

1/
√
n
f(xn) dx = f(0) .

΄Αρα,

lim
n→∞

∫ 1

0
f(xn) dx = f(0) .
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1.4 Ακαδηµαϊκό έτος 2011–12

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

1. Χρησιµοποιώντας τον ορισµό του ορίου συνάρτησης, να αποδειχθεί ότι

lim
x→1

x3 + 2x− 2

x2 + 2
=

1

3
.

∆ηλαδή για κάθε ε > 0 να ϐρεθεί δ = δ(ε) > 0, τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ R µε 0 < |x− 1| < δ

να ισχύει ∣∣∣∣x3 + 2x− 2

x2 + 2
− 1

3

∣∣∣∣ < ε .

Λύση. Για κάθε x ∈ R είναι∣∣∣∣x3 + 2x− 2

x2 + 2
− 1

3

∣∣∣∣ =

∣∣3x3 − x2 + 6x− 8
∣∣

3 (x2 + 2)

=
3x2 + 2x+ 8

3 (x2 + 2)
|x− 1| . (3x3 − x2 + 6x− 8 = (x− 1)(3x2 + 2x+ 8))

Παίρνουµε |x− 1| < 1⇔ 0 < x < 2. Τότε,

3x2 + 2x+ 8 < 3 · 22 + 2 · 2 + 8 = 24 , 3(x2 + 2) > 3(02 + 2) = 6

και κατά συνέπεια ∣∣∣∣x3 + 2x− 2

x2 + 2
− 1

3

∣∣∣∣ < 24

6
|x− 1| = 4|x− 1| .

Για κάθε ε > 0 επιλέγουµε

δ(ε) := min

{
1,

1

4
ε

}
.

Τότε,

για κάθε x ∈ R µε 0 < |x− 1| < δ(ε) είναι
∣∣∣∣x3 + 2x− 2

x2 + 2
− 1

3

∣∣∣∣ < ε .

2. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : (−a, a) \ {0} → (0,∞) είναι τέτοια ώστε

lim
x→0

(
f(x) +

1

f(x)

)
= 2 .
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Αποδείξτε ότι το όριο limx→0 f(x) υπάρχει και ισούται µε 1.

Λύση. Ορίζουµε τη συνάρτηση g : (−a, a) \ {0} → (0,∞) µε

g(x) := f(x) +
1

f(x)
.

Επειδή

(f(x)− 1)2 ≥ 0⇔ f(x)2 − 2f(x) + 1 ≥ 0⇔ f(x) +
1

f(x)
≥ 2 ,

είναι g(x) ≥ 2 για κάθε x ∈ (−a, a) \ {0}. Από τον ορισµό της g έχουµε ότι

f(x)2 − g(x)f(x) + 1 = 0

και εποµένως

f(x) =
1

2

(
g(x)±

√
g(x)2 − 4

)
.

΄Αρα, για κάθε x ∈ (−a, a) \ {0} είναι

1

2

(
g(x)−

√
g(x)2 − 4

)
≤ f(x) ≤ 1

2

(
g(x) +

√
g(x)2 − 4

)
.

Επειδή limx→0 g(x) = 2, από τις παραπάνω ανισότητες προκύπτει ότι το όριο limx→0 f(x)

υπάρχει και ισούται µε 1.

3. ΄Εστω η συνάρτηση

f (x) =


x2 − 4 αν x άρρητος

0 αν x ϱητός .

Να ϐρεθούν όλα τα σηµεία του R στα οποία η f είναι συνεχής.

Λύση. Η συνάρτηση f είναι ασυνεχής σε κάθε x0 6= ±2. Πράγµατι, αν (ρn) είναι ακολουθία

ϱητών αριθµών µε limn→∞ ρn = x0, τότε limn→∞ f(ρn) = 0. Αν (αn) είναι ακολουθία άρρητων

αριθµών µε limn→∞ αn = x0, τότε

lim
n→∞

f(αn) = lim
n→∞

(α2
n − 4) = x20 − 4 6= 0 .

Εποµένως limn→∞ f(αn) 6= limn→∞ f(ρn) και από το ϑεώρηµα µεταφοράς η f δεν είναι

συνεχής στο x0 6= ±2.
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Θα αποδείξουµε τώρα ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στα σηµεία −2 και 2. Επειδή ±2 ∈ Q

και f(±2) = 0, για κάθε x ∈ R έχουµε

|f(x)− f(±2)| = |f(x)| ≤
∣∣x2 − 4

∣∣ .
Επειδή limx→±2(x

2 − 4) = 0, από την προηγούµενη ανισότητα έπεται ότι limx→±2 f(x) =

f(±2) και κατά συνέπεια η f είναι συνεχής στα σηµεία ±2.

4. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R είναι συνεχής και τέτοια ώστε

|f(x)− f(y)| ≥ a|x− y| για κάθε x, y ∈ R ,

όπου a > 0. ∆είξτε ότι η f είναι 1− 1 και επί.

Λύση. Από την υπόθεση είναι προφανές ότι η f είναι 1− 1. Επίσης από την υπόθεση έχουµε

|f(x)− f(0)| ≥ a|x| για κάθε x ∈ R .

Επειδή η f είναι συνεχής και 1− 1, η f είναι γνήσια µονότονη.

− ΄Εστω η f είναι γνήσια αύξουσα. Τότε για κάθε x > 0

f(x)− f(0) ≥ ax⇔ f(x) ≥ ax+ f(0)

και εποµένως limx→+∞ f(x) = +∞. Για κάθε x < 0 έχουµε

f(0)− f(x) ≥ −ax⇔ f(x) ≤ f(0) + ax

και εποµένως limx→−∞ f(x) = −∞. Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι f είναι επί (΄Εστω c ∈ R.

Επειδή limx→−∞ f(x) = −∞ και limx→+∞ f(x) = +∞, υπάρχουν α, β ∈ R τέτοια ώστε

f(α) < c < f(β) .

Από το ϑεώρηµα Bolzano ή ενδιάµεσης τιµής υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε f(ξ) = c).

− Αν η f είναι γνήσια ϕθίνουσα η απόδειξη είναι ανάλογη.

5. ∆είξτε ότι η συνάρτηση

f(x) =


arctan 1

|x| αν x 6= 0 ,

π
2 αν x = 0 ,
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είναι συνεχής στο R. Εξετάστε αν η f είναι παραγωγίσιµη στο R.

Λύση. Η συνάρτηση f είναι ασυνεχής σε κάθε x 6= 0. Επειδή

lim
x→0

f(x) = lim
x→0

arctan
1

|x|
=
π

2
= f(0) ,

η f είναι συνεχής στο 0.

Για κάθε x 6= 0 η f είναι παραγωγίσιµη. Για x > 0 είναι

f ′ (x) =

(
arctan

1

x

)′
=
−1/x2

1 + 1/x2
= − 1

1 + x2
,

ενώ για x < 0

f ′ (x) =

(
arctan

1

−x

)′
= −

(
arctan

1

x

)′
=

1

1 + x2
.

Επειδή

f ′+(0) = lim
x→0+

arctan(1/x)− π/2
x

= lim
x→0+

−1/x2

1 + 1/x2
= −1 (κανόνας L’Hôpital)

και

f ′−(0) = lim
x→0−

arctan(−1/x)− π/2
x

= lim
x→0−

1/x2

1 + 1/x2
= 1 , (κανόνας L’Hôpital)

f δεν είναι παραγωγίσιµη στο µηδέν

6. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιµη µε f(0) = 0. Αν n ∈ N∗,

αποδείξτε ότι

lim
x→0

1

x

(
f (x) + f

(x
2

)
+ · · ·+ f

(x
n

))
=

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)
f ′(0) .

Λύση. Είναι

lim
x→0

1

x

(
f (x) + f

(x
2

)
+ · · ·+ f

(x
n

))
= lim

x→0

(
f(x)− f(0)

x
+
f(x/2)− f(0)

x
+ · · ·+ f(x/n)− f(0)

x

)
= lim

x→0

(
f(x)− f(0)

x
+

1

2

f(x/2)− f(0)

x/2
+ · · ·+ 1

n

f(x/n)− f(0)

x/n

)
= f ′(0) +

1

2
f ′(0) + · · ·+ 1

n
f ′(0)

=

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

n

)
f ′(0) .
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7. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση y = f(x) = arcsinx + 2 arccosx είναι γνήσια µονότονη στο διά-

στηµα (−1, 1). Αν f−1 είναι η αντίστροφη της f , υπολογίστε το όριο

lim
y→π

f−1(y)

y − π
.

Λύση. Είναι

f ′ (x) =
1√

1− x2
− 2

1√
1− x2

= − 1√
1− x2

< 0 , για κάθε x ∈ (−1, 1).

Εποµένως η συνεχής συνάρτηση f είναι γνήσια ϕθίνουσα στο διάστηµα (−1, 1).

Ως γνωστόν y = f (x) ⇔ x = f−1 (y) και η f−1 είναι συνεχής και γνήσια ϕθίνουσα. Επειδή

f (0) = π και η f−1 είναι συνεχής, αν το y → π τότε το x→ 0. ΄Αρα,

lim
y→π

f−1 (y)

y − π
= lim

x→0

x

f (x)− π
(L’Hôpital)

= lim
x→0

1

f ′ (x)
= − lim

x→0

√
1− x2 = −1 .

8. (Ανισότητα Kolmogorov) ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R είναι τρεις ϕορές παραγωγίσιµη.

Υποθέτουµε ότι οι συναρτήσεις f και f ′′′ είναι ϕραγµένες µε

sup
x∈R
|f (x)| = M0 και sup

x∈R

∣∣f ′′′ (x)
∣∣ = M3 .

Χρησιµοποιώντας τον τύπο Taylor αποδείξτε ότι η f ′ είναι ϕραγµένη µε

sup
x∈R

∣∣f ′ (x)
∣∣ ≤ 1

2
3

√
9M2

0M3 .

Λύση. ΄Εστω x ∈ R, x σταθερό. Για κάθε h > 0 από τον τύπο Taylor έχουµε

f (x+ h) = f (x) + f ′ (x)h+
f ′′ (x)

2!
h2 +

f ′′′ (ξ1)

3!
h3 , για κάποιο ξ1 ∈ (x, x+ h)

και

f (x− h) = f (x)− f ′ (x)h+
f ′′ (x)

2!
h2 − f ′′′ (ξ2)

3!
h3 , για κάποιο ξ2 ∈ (x− h, x) .

Τότε,

f (x+ h)− f (x− h) = 2f ′ (x)h+
h3

3!

[
f ′′′ (ξ1) + f ′′′ (ξ2)

]
και κατά συνέπεια

f ′ (x) =
f (x+ h)− f (x− h)

2h
− h2

2 · 3!

[
f ′′′ (ξ1) + f ′′′ (ξ2)

]
.
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Εποµένως,

∣∣f ′ (x)
∣∣ ≤ |f (x+ h)− f (x− h)|

2h
+

h2

2 · 3!

∣∣f ′′′ (ξ1) + f ′′′ (ξ2)
∣∣

≤ |f (x+ h)|+ |f (x− h)|
2h

+
h2

2 · 3!

(∣∣f ′′′ (ξ1)∣∣+
∣∣f ′′′ (ξ2)∣∣)

≤ M0 +M0

2h
+

h2

2 · 3!
(M3 +M3)

=
M0

h
+
M3

6
h2 .

Αν ϕ (h) :=
M0

h
+
M3

6
h2, τότε

ϕ′ (h) = −M0

h2
+
M3

3
h, οπότε ϕ′ (h) = 0⇔ h = 3

√
3
M0

M3
.

Είναι

min
h>0

ϕ (h) = ϕ

(
3

√
3
M0

M3

)
=

1

2
3

√
9M2

0M3 .

΄Αρα, για κάθε x ∈ R ∣∣f ′ (x)
∣∣ ≤ 1

2
3

√
9M2

0M3

και κατά συνέπεια sup
x∈R

∣∣f ′ (x)
∣∣ ≤ 1

2
3

√
9M2

0M3 .

9. ΄Εστω f(x) = x sinx2. Χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα της y = sinx2 σε δυναµοσειρά να

υπολογιστεί η παράγωγος f (15)(0).

Λύση. Για κάθε x ∈ R είναι sinx =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
, οπότε

sinx2 =

∞∑
n=0

(−1)n
x4n+2

(2n+ 1)!
για κάθε x ∈ R .

Εποµένως,

f (x) = x sinx2 =
∞∑
n=0

(−1)n
x4n+3

(2n+ 1)!
για κάθε x ∈ R .

΄Οµως το ανάπτυγµα της f σε σειρά Malaurin είναι

f (x) =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn για κάθε x ∈ R .

΄Αρα,
∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn =

∞∑
n=0

(−1)n
x4n+3

(2n+ 1)!
για κάθε x ∈ R .
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Επειδή το ανάπτυγµα της f σε δυναµοσειρά είναι µοναδικό, έχουµε

f (15)(0)

15!
= (−1)3

1

(2 · 3 + 1)!
⇔ f (15)(0) = −15!

7!
.

∗10. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R→ R είναι παραγωγίσιµη.

(αʹ) Αν

lim
x→∞

(
f(x) + f ′(x)

)
= 0 ,

τότε το όριο limx→∞ f(x) υπάρχει και ισούται µε το µηδέν.

Για την απόδειξη χρησιµοποιείστε τα παρακάτω ϐήµατα:

(i) ΄Εστω ε > 0. Επειδή limx→∞ (f(x) + f ′(x)) = 0,

υπάρχει A > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x > A είναι
∣∣f(x) + f ′(x)

∣∣ < ε

2
.

(ii) ΄Εστω x > A. Αν g(x) := exf(x), χρησιµοποιώντας το γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής

(ϑεώρηµα µέσης τιµής του Cauchy) για τις συναρτήσεις y = g(x) και y = ex αποδείξτε

ότι

|g(x)− g(A)| < ε

2

∣∣ex − eA∣∣ .
(iii) Να συµπεράνετε ότι για κάθε x > A είναι

|f(x)| < ε

2
+
∣∣f(A)eA−x

∣∣
(iv) Αποδείξτε ότι υπάρχει B > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x > B είναι

∣∣f(A)eA−x
∣∣ < ε

2
.

Αν ∆ = max {A,B}, τότε για κάθε x > ∆ είναι |f(x)| < ε.

(ϐʹ) Αν

lim
x→∞

(
f(x) + f ′(x)

)
= 1 ,

τότε limx→∞ f(x) = 1.
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Απόδειξη. (αʹ) Για την απόδειξη ϑα χρησιµοποιήσουµε τα εξής ϐήµατα:

(i) ΄Εστω ε > 0. Επειδή limx→∞ (f(x) + f ′(x)) = 0,

υπάρχει A > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x > A είναι
∣∣f(x) + f ′(x)

∣∣ < ε

2
.

(ii) ΄Εστω x > A. Αν g(x) := exf(x), από το γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής (ϑεώρηµα

µέσης τιµής του Cauchy) για τις συναρτήσεις y = g(x) και y = ex, παραπέµπουµε στο [27],

υπάρχει c ∈ (A, x) τέτοιο ώστε

g(x)− g(A)

ex − eA
=
g′(c)

ec
⇔ g(x)− g(A)

ex − eA
=
ecf(c) + ecf ′(c)

ec
= f(c) + f ′(c) .

Εποµένως,

|g(x)− g(A)| =
∣∣f(c) + f ′(c)

∣∣ ∣∣ex − eA∣∣ < ε

2

∣∣ex − eA∣∣ . (από το (i))

(iii) Από το (ii) έπεται ότι |g(x)| < ε

2

∣∣ex − eA∣∣+ |g(A)| και κατά συνέπεια

|f(x)| < e−x
[ε

2
|ex − eA|+ |f(A)eA|

]
=
ε

2
|1− eA−x|+ |f(A)eA−x|

=
ε

2
(1− eA−x) + |f(A)eA−x| (eA < ex ⇔ eA−x < 1)

<
ε

2
+ |f(A)eA−x| .

(iv) Επειδή limx→∞ |f(A)eA−x| = 0, υπάρχει B > 0 τέτοιο ώστε

|f(A)eA−x| < ε

2
για κάθε x > B .

Αν ∆ = max {A,B}, τότε για κάθε x > ∆ έχουµε

|f(x)| < ε

2
+
ε

2
= ε .

΄Αρα, limx→∞ f(x) = 0.

(ϐʹ) Είναι limx→∞ (f(x) + f ′(x)) = 1 και ισοδύναµα

lim
x→∞

[
(f(x)− 1) + (f(x)− 1)′

]
= 0 .

Εποµένως, χρησιµοποιώντας το (α΄) έχουµε ότι limx→∞ [(f(x)− 1)] = 0 και ισοδύναµα

limx→∞ f(x) = 1.
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2η Σειρά Ασκήσεων στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

1. ΄Εστω x > 1. Υπολογίστε το ολοκλήρωµα∫ x

1

1

t
√

1 + t2
dt

και στη συνέχεια αποδείξτε ότι η λύση της εξίσωσης∫ x

1

1

t
√

1 + t2
dt = ln

(
1 +
√

2

2

)
είναι x = 4/3.

Λύση. Είναι ∫ x

1

1

t
√

1 + t2
dt =

∫ x

1

1

t2
√

1 + 1/t2
dt

= −
∫ 1/x

1

1√
1 + u2

du (αντικατάσταση u = 1/t)

=

∫ 1

1/x

1√
1 + u2

du

= ln
(
u+

√
1 + u2

)∣∣∣1
u=1/x

= ln
(

1 +
√

2
)
− ln

(
1/x+

√
1 + 1/x2

)
.

Εποµένως∫ x

1

1

t
√

1 + t2
dt = ln

(
1 +
√

2

2

)
⇔ ln

(
1 +
√

2
)
− ln

(
1/x+

√
1 + 1/x2

)
= ln

(
1 +
√

2

2

)
⇔ ln

(
1/x+

√
1 + 1/x2

)
= ln 2

⇔ 1/x+
√

1 + 1/x2 = 2

⇔
√

1 + 1/x2 = 2− 1/x

⇔ 1 + 1/x2 = (2− 1/x)2

⇔ 4/x = 3⇔ x = 4/3 .

Σηµείωση. (i) Αν χρησιµοποιήσουµε την αντικατάσταση u =
√

1 + t2, τότε∫
1

t
√

1 + t2
dt =

∫
1

u2 − 1
du =

1

2
ln

(
u− 1

u+ 1

)
=

1

2
ln

(√
t2 + 1− 1√
t2 + 1 + 1

)
.
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(ii) Αν χρησιµοποιήσουµε την αντικατάσταση t = tan θ, −π/2 < θ < π/2, θ 6= 0, τότε

∫
1

t
√

1 + t2
dt =

∫
1

sin θ
dθ .

2. ΄Εστω P (cosh t, sinh t), t ∈ R \ {0}, σηµείο του δεξιού κλάδου της υπερβολής x2 − y2 = 1 µε

εξίσωση y =
√
x2 − 1, x ≥ 1. Να αποδειχθεί ότι το εµβαδόν του χωρίου του επιπέδου που

περικλείεται από την καµπύλη y =
√
x2 − 1, τον άξονα Ox και το ευθ. τµήµα OP ισούται µε

t/2.

Λύση.

Το εµβαδόν του ορθογώνιου τριγώνουOBP ισούται µε
1

2
cosh t sinh t =

sinh 2t

4
ενώ το εµβαδόν
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του χωρίου E1 είναι

|E1| =
∫ cosh t

1

√
x2 − 1 dx

=

∫ t

0

√
cosh2 u− 1 · sinhu du (αντικατάσταση x = coshu)

=

∫ t

0
sinh2 u du (cosh2 u− 1 = sinh2 u)

=

∫ t

0

cosh 2u− 1

2
du (cosh 2u = 1 + 2 sinh2 u)

=
1

2

∫ t

0
cosh 2u du− 1

2

∫ t

0
du

=
sinh 2u

4

∣∣∣∣u=t
u=0

− t

2

=
sinh 2t

4
− t

2
.

΄Αρα, το εµβαδόν του χωρίου E είναι

|E| = sinh 2t

4
− |E1| =

sinh 2t

4
−
(

sinh 2t

4
− t

2

)
=
t

2
.

3. Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα∫ x

0
cos t dt και

∫ x

0

1

cos t
dt, 0 ≤ x < π/2 .

Χρησιµοποιώντας την ανισότητα Cauchy–Schwarz αποδείξτε ότι για κάθε x ∈ (−π/2, π/2)

είναι

sinx ln

(
1 + sinx

1− sinx

)
≥ 2x2 . (1.6)

Λύση. Επειδή

sin(−x) ln

(
1 + sin(−x)

1− sin(−x)

)
= − sinx ln

(
1− sinx

1 + sinx

)
= − sinx

[
− ln

(
1 + sinx

1− sinx

)]
= sinx ln

(
1 + sinx

1− sinx

)
,

η συνάρτηση στο αριστερό µέλος της (1.6) είναι άρτια. Επίσης και η y = 2x2 είναι άρτια.

Αρκεί λοιπόν να αποδείξουµε την (1.6) για x ∈ [0, π/2). Παρατηρούµε ότι για 0 ≤ x < π/2

είναι ∫ x

0
cos t dt = sinx
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και ∫ x

0

1

cos t
dt =

∫ x

0

cos t

cos2 t
dt

=

∫ x

0

cos t

1− sin2 t
dt

=

∫ sinx

0

1

1− u2
du (αντικατάσταση u = sin t)

=
1

2

∫ sinx

0

(
1

1 + u
+

1

1− u

)
du

=
1

2
ln

(
1 + u

1− u

)∣∣∣∣u=sinx

u=0

=
1

2
ln

(
1 + sinx

1− sinx

)
.

Τότε, για 0 ≤ x < π/2 από την ανισότητα Cauchy–Schwarz έχουµε

x2 =

(∫ x

0

√
cos t · 1√

cos t
dt

)2

≤
(∫ x

0
cos t dt

)(∫ x

0

1

cos t
dt

)
= sinx · 1

2
ln

(
1 + sinx

1− sinx

)
.

4. Εύκολα αποδεικνύεται ότι

t− t3

3
< arctan t < t , για κάθε t > 0 .

Χρησιµοποιώντας τις παραπάνω ανισότητες να αποδειχθεί ότι

lim
x→0+

∫ 3x

x

arctan t

t2
dt = ln 3 .

Υπόδειξη. Για κάθε x > 0 είναι∫ 3x

x

arctan t

t2
dt− ln 3 =

∫ 3x

x

arctan t− t
t2

dt .

Λύση. Για x > 0 είναι∫ 3x

x

arctan t

t2
dt− ln 3 =

∫ 3x

x

arctan t

t2
dt− (ln 3x− lnx)

=

∫ 3x

x

arctan t

t2
dt−

∫ 3x

x

1

t
dt =

∫ 3x

x

arctan t− t
t2

dt .

΄Οµως για κάθε t > 0 έχουµε

t− t3

3
< arctan t < t⇔ − t

3

3
< arctan t− t < 0 και κατά συνέπεια

∣∣∣∣arctan t− t
t2

∣∣∣∣ < t

3
.
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Εποµένως, ∣∣∣∣∫ 3x

x

arctan t

t2
dt− ln 3

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 3x

x

arctan t− t
t2

dt

∣∣∣∣
≤
∫ 3x

x

∣∣∣∣arctan t− t
t2

∣∣∣∣ dt
≤
∫ 3x

x

t

3
dt =

4x2

3
−−−−→
x→0+

0 .

΄Αρα, limx→0+
∫ 3x
x

(
arctan t/t2

)
dt = ln 3.

5. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1] → [0,∞) είναι συνεχής. Υποθέτουµε ότι υπάρχει a ∈ R, τέτοιο

ώστε

f(x) ≤ a
∫ x

0
f(t) dt για κάθε x ∈ [0, 1] .

Να ϐρεθεί η συνάρτηση f .

Λύση. ΄Εστω F (x) :=
∫ x
0 f(t) dt, x ∈ [0, 1]. Η συνάρτηση F είναι µη αρνητική και από την

υπόθεση έχουµε

F ′(x) ≤ aF (x)⇔
(
F (x)e−ax

)′ ≤ 0 για κάθε x ∈ [0, 1] .

Αν g(x) := F (x)e−ax, η συνάρτηση g είναι µη αρνητική και ϕθίνουσα στο διάστηµα [0, 1].

Επειδή g(0) = F (0) = 0, η g(x) = 0 για κάθε x ∈ [0, 1]. Τότε ϑα είναι και F (x) = 0 για κάθε

x ∈ [0, 1] και εποµένως

F (1) =

∫ 1

0
f(t) dt = 0 .

΄Οµως η f είναι µη αρνητική και συνεχής στο διάστηµα [0, 1]. ΄Αρα, f(x) = 0 για κάθε

x ∈ [0, 1].

6. (αʹ) Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα κατάλληλης συνάρτησης στο διάστηµα [0, 1] να υπολο-

γιστεί το όριο

lim
n→∞

n∑
k=1

n

n2 + k2
.

(ϐʹ) Εύκολα αποδεικνύεται ότι

x− x3

6
< sinx < x , για κάθε x > 0 .
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Από τις παραπάνω ανισότητες προκύπτει ότι

n∑
k=1

n

n2 + k2
− 1

6

n∑
k=1

(
n

n2 + k2

)3

<
n∑
k=1

sin

(
n

n2 + k2

)
<

n∑
k=1

n

n2 + k2
. (1.7)

Χρησιµοποιώντας την (1.7) και το (α΄), να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

n∑
k=1

sin

(
n

n2 + k2

)
.

Λύση.

(αʹ) Επειδή η συνάρτηση f(x) = 1
1+x2

είναι ολοκληρώσιµη στο διάστηµα [0, 1], από τη ϑεωρία

του ολοκληρώµατος Riemann έχουµε

lim
n→∞

n∑
k=1

n

n2 + k2
= lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

1

1 + (k/n)2

=

∫ 1

0

1

1 + x2
dx = arctan 1− arctan 0 =

π

4
.

(ϐʹ) Για x = n
n2+k2

, από τις ανισότητες έχουµε

n

n2 + k2
− 1

6

(
n

n2 + k2

)3

< sin

(
n

n2 + k2

)
<

n

n2 + k2

και κατά συνέπεια
n∑
k=1

n

n2 + k2
− 1

6

n∑
k=1

(
n

n2 + k2

)3

<
n∑
k=1

sin

(
n

n2 + k2

)
<

n∑
k=1

n

n2 + k2
.

΄Οµως

0 <

n∑
k=1

(
n

n2 + k2

)3

<

n∑
k=1

1

n3
= n · 1

n3
=

1

n2
−−−→
n→∞

0

και εποµένως

lim
n→∞

n∑
k=1

(
n

n2 + k2

)3

= 0 .

Επειδή

lim
n→∞

n∑
k=1

n

n2 + k2
=
π

4
,

από την (1.7) έπεται ότι και

lim
n→∞

n∑
k=1

sin

(
n

n2 + k2

)
=
π

4
.
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7. ∆ίνεται ότι η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι παραγωγίσιµη µε

|f ′(x)| ≤M < +∞ , ∀x ∈ [a, b] .

Αν n ∈ N, ϑεωρείστε τη διαµέριση a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b του [a, b] µε

xk − xk−1 ≤
1

b− a
, k = 1, 2, . . . , n .

΄Εστω ξk ∈ [xk−1, xk), k = 1, 2, . . . , n. Αποδείξτε ότι∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx−

n∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1)

∣∣∣∣∣ ≤ M

2
.

Υπόδειξη. Αποδείξτε πρώτα ότι

∣∣∣∣∣
∫ xk

xk−1

f(x) dx− f(ξk)(xk − xk−1)

∣∣∣∣∣ ≤M
∫ xk

xk−1

|x− ξk| dx ≤
M

2
(xk − xk−1)2 .

Απόδειξη. Από το ϑεώρηµα µέσης τιµής έχουµε

∫ xk

xk−1

f(x) dx− f(ξk)(xk − xk−1) =

∫ xk

xk−1

(f(x)− f(ξk)) dx =

∫ xk

xk−1

f ′(cx) (x− ξk) dx ,

για κάποιο cx µεταξύ ξk και x. Εποµένως,∣∣∣∣∣
∫ xk

xk−1

f(x) dx− f(ξk)(xk − xk−1)

∣∣∣∣∣ ≤
∫ xk

xk−1

∣∣f ′(cx)
∣∣ |x− ξk| dx

≤M
∫ xk

xk−1

|x− ξk| dx

= M

[∫ ξk

xk−1

(ξk − x) dx+

∫ xk

ξk

(x− ξk) dx

]

=
M

2

[
(ξk − xk−1)2 + (xk − ξk)2

]
≤ M

2
[(ξk − xk−1) + (xk − ξk)]2 =

M

2
(xk − xk−1)2 .
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΄Αρα, ∣∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) dx−

n∑
k=1

f(ξk)(xk − xk−1)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(∫ xk

xk−1

f(x) dx− f(ξk)(xk − xk−1)

)∣∣∣∣∣
≤

n∑
k=1

∣∣∣∣∣
∫ xk

xk−1

f(x) dx− f(ξk)(xk − xk−1)

∣∣∣∣∣
≤ M

2

n∑
k=1

(xk − xk−1)2

≤ M

2(b− a)

n∑
k=1

(xk − xk−1) (xk − xk−1 ≤ 1
b−a )

=
M

2(b− a)
(xn − x0) =

M

2
.

8. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα ή µε οποιοδήποτε άλλο τρόπο,

να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

∫ 1

0

xn

1 + x
dx .

Λύση. Επειδή οι συναρτήσεις f(x) = xn και g(x) = 1
1+x είναι µη αρνητικές και συνεχείς στο

διάστηµα [0, 1], από το ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα(παραπέµπουµε στο [27])∫ 1

0

xn

1 + x
dx = ξn

∫ 1

0

1

1 + x
dx

= ξn ln (1 + x)|x=1
x=0 = ξn ln 2 ,

για κάποιο ξ µε 0 ≤ ξ ≤ 1.

• Είναι ξ 6= 1. Πράγµατι, αν ξ = 1 τότε∫ 1

0

xn

1 + x
dx =

∫ 1

0

1

1 + x
dx⇔

∫ 1

0

1− xn

1 + x
dx = 0 .

΄Ατοπο, επειδή 1−xn
1+x > 0 για κάθε x ∈ [0, 1) και αυτό συνεπάγεται ότι

∫ 1
0

1−xn
1+x dx > 0.

• Εποµένως 0 ≤ ξ < 1. Τότε limn→∞ ξ
n = 0 και κατά συνέπεια

lim
n→∞

∫ 1

0

xn

1 + x
dx = lim

n→∞
ξn ln 2 = 0 .
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9. ΄Εστω τα γενικευµένα ολοκληρώµατα

(i)

∫ ∞
0

x

1 + x2 sin2 x
dx , (ii)

∫ ∞
0

1√
ex + 1

dx .

Εξετάστε αν τα γενικευµένα ολοκληρώµατα συγκλίνουν και αν ναι να υπολογιστούν.

Λύση.

(i) Είναι
x

1 + x2 sin2 x
≥ x

1 + x2

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
0

x

1 + x2
dx =

1

2
lim
x→∞

ln(1 + x2) =∞ . (αποκλίνει)

Εποµένως, από το κριτήριο σύγκρισης και το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
0

x

1 + x2 sin2 x
dx =∞ . (αποκλίνει)

(ii) Επειδή

0 <
1√

ex + 1
<

1√
ex

= e−x/2

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0 e−x/2 dx = 2 συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0

(
1/
√
ex + 1

)
dx ϑα συγκλίνει. Για τον υπολογισµό

του ολοκληρώµατος έχουµε∫
1√

ex + 1
dx =

∫
2

t2 − 1
dt (αντικατάσταση t =

√
ex + 1⇔ x = ln(t2 − 1))

=

∫ (
1

t− 1
− 1

t+ 1

)
dt

= ln

(
t− 1

t+ 1

)
= ln

(√
ex + 1− 1√
ex + 1 + 1

)
.

Εποµένως, ∫ ∞
0

1√
ex + 1

dx = lim
x→∞

ln

(√
ex + 1− 1√
ex + 1 + 1

)
− ln

(√
2− 1√
2 + 1

)

= lim
x→∞

ln

(
1− 1/

√
ex + 1

1− 1/
√
ex + 1

)
+ ln

(√
2 + 1√
2− 1

)
= ln 1 + ln

(√
2 + 1

)2
= 2 ln

(√
2 + 1

)
.
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1.5 Ακαδηµαϊκό έτος 2010–11

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

1η Οµάδα ερωτήσεων τύπου σωστό–λάθος στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

Εξετάστε αν οι παρακάτω προτάσεις είναι αληθείς ή ψευδείς. ∆ώστε κατάληλο αντιπαράδειγµα

στην περίπτωση που µια πρόταση είναι ψευδής.

1. ΄Εστω η συνάρτηση f : (−a, a) \ {0} → R, a > 0. Τότε

lim
x→0

f(x) = λ ∈ R αν και µόνο αν lim
x→0

f(|x|) = λ.

Ψευδής. Αν limx→0 f(x) = λ ∈ R, τότε limx→0 f(|x|) = λ. Αυτό είναι άµεση συνέπεια του

ορισµού του ορίου.

Το αντίστροφο γενικά δεν ισχύει. Αν f (x) = [x], όπου [x] είναι το ακέραιο µέρος του x ∈ R,

τότε limx→0 [|x|] = 0 ενώ το limx→0 [x] δεν υπάρχει.

2. ΄Εστω οι συναρτήσεις f, g : R+ → R τέτοιες ώστε limx→+∞ f (x) g (x) = +∞. Τότε είτε

limx→+∞ f (x) = +∞ ή limx→+∞ g (x) = +∞.

Ψευδής. Αν f (x) = −1 και g (x) = −x, τότε

lim
x→+∞

f (x) = −1 , lim
x→+∞

g (x) = −∞ και lim
x→+∞

f (x) g (x) = +∞ .

Σηµείωση. Υπάρχουν συναρτήσεις f, g : R+ → R τέτοιες ώστε limx→+∞ f (x) g (x) = +∞ ενώ

τα όρια limx→+∞ f (x) και limx→+∞ g (x) δεν υπάρχουν.

Πράγµατι, αν f (x) = 1 + x cos2 x και g (x) = 1 + x sin2 x, τότε

f (x) g (x) = 1 + x+ x2 cos2 x sin2 x ≥ 1 + x .

Εποµένως, limx→+∞ f (x) g (x) = +∞. Παρατηρούµε ότι για κάθε n ∈ N είναι

f (nπ) = 1 + nπ, f (nπ + π/2) = 1, g (nπ) = 1, και g (nπ + π/2) = 1 + nπ + π/2.

Τότε, limn→+∞ nπ = limn→+∞ (nπ + π/2) = +∞. Επειδή

lim
n→+∞

f (nπ) = +∞ 6= 1 = lim
n→+∞

f (nπ + π/2)
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και

lim
n→+∞

g (nπ) = 1 6= +∞ = lim
n→+∞

g (nπ + π/2) ,

από το ϑεώρηµα µεταφοράς τα όρια limx→+∞ f (x) και limx→+∞ g (x) δεν υπάρχουν.

3. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R. Αν η f2 είναι συνεχής, τότε και η f ϑα είναι συνεχής.

Ψευδής. ΄Ενα αντιπαράδειγµα είναι η συνάρτηση

f (x) =


1 αν x ≥ 0

−1 αν x < 0 .

4. Αν οι f, g είναι συνεχείς συναρτήσεις ορισµένες σε κάποιο υποσύνολοD ⊆ R, τότε οι max(f, g),

min(f, g) είναι συνεχείς συναρτήσεις, όπου

max(f, g)(x) = max {f(x), g(x)} , min(f, g)(x) = min {f(x), g(x)} .

Αληθής. Επειδή οι συναρτήσεις f ± g, |f − g| είναι συνεχείς, τότε και οι συναρτήσεις

max (f, g) =
f + g + |f − g|

2
, min (f, g) =

f + g − |f − g|
2

είναι συνεχείς.

5. Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R, τότε υπάρχει a > 0 τέτοιο ώστε η f είναι µονότονη στο

διάστηµα [0, a].

Ψευδής. ΄Εστω η συνάρτηση

f (x) =


x sin (1/x) αν x 6= 0

0 αν x = 0 .

Αν a > 0, τότε υπάρχει n ∈ N τέτοιο ώστε

x1 =
1

2nπ + π/2
∈ (0, a) και x2 =

1

2nπ − π/2
∈ (0, a) .

Επειδή 0 < x1 < x2 και f (0) = 0, f (x1) = x1 > 0, f (x2) = −x2 < 0, η f δεν είναι µονότονη

στο διάστηµα [0, a].
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6. ΄Εστω η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιµη στο διάστηµα I = (−a, a), a > 0. Τότε η f είναι

άρτια αν και µόνο αν η f ′ είναι περιττή.

Αληθής. Αν g (x) := f (x)− f (−x), είναι g (0) = 0. Τότε,

f άρτια⇐⇒ g = 0⇐⇒ g σταθερή⇐⇒ g′ = 0⇐⇒ f ′ περιττή .

7. ΄Εστω η συνάρτηση f : [1,+∞) → R είναι συνεχώς παραγωγίσιµη. Αν limx→+∞ f(x) = 0,

τότε και limx→+∞ f
′(x) = 0.

Ψευδής. Αν f(x) = (1/x) sinx2, τότε η f είναι συνεχώς παραγωγίσιµη στο [1,+∞), limx→+∞ f(x) =

0 και

f ′(x) = − 1

x2
sinx2 + 2 cosx2 .

Για κάθε n ∈ N∗ είναι f ′
(√

2nπ
)

= 2, f ′
(√

2nπ + π/2
)

= −1/
√

2nπ + π/2. Επειδή

limn→+∞ f
′ (√2nπ

)
= 2 και limn→+∞ f

′
(√

2nπ + π/2
)

= 0, από το ϑεώρηµα µεταφοράς

συµπεραίνουµε ότι το limx→+∞ f
′(x) δεν υπάρχει.

8. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R→ R είναι συνεχώς παραγωγίσιµη και τέτοια ώστε f ′(0) =

1. Τότε υπάρχει διάστηµα [−a, a], a > 0, στο οποίο η f είναι αύξουσα.

Αληθής. Επειδή η f ′ είναι συνεχής, υπάρχει a > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ [−a, a] είναι

∣∣f ′(x)− f ′(0)
∣∣ < 1⇔

∣∣f ′(x)− 1
∣∣ < 1⇔ 0 < f ′(x) < 2 .

∆ηλαδή για κάθε x ∈ [−a, a] είναι f ′(x) > 0 και κατά συνέπεια η f είναι γνήσια αύξουσα στο

[−a, a].

9. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιµη και τέτοια ώστε f ′(0) = 1. Τότε

υπάρχει διάστηµα [−a, a], a > 0, στο οποίο η f είναι αύξουσα.

Ψευδής. ΄Εστω η συνάρτηση

f(x) =


x+ x2 sin

(
1/x2

)
αν x 6= 0

0 αν x = 0 .
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Είναι

f ′(0) = lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0

(
1 + x sin

(
1/x2

))
= 1

και

f ′(x) = 1 + 2x sin

(
1

x2

)
− 2

x
cos

(
1

x2

)
, για κάθε x 6= 0.

Η f είναι παραγωγίσιµη στο R και τέτοια ώστε f ′(0) = 1.

Για κάθε a > 0 υπάρχει n ∈ N∗ τέτοιο ώστε ± 1√
2nπ
∈ [−a, a]. Επειδή

f ′
(
− 1√

2nπ

)
= 1 + 2

√
2nπ > 0 και f ′

(
1√
2nπ

)
= 1− 2

√
2nπ < 0 ,

η f δεν µπορεί να είναι αύξουσα στο διάστηµα [−a, a], a > 0.

Σηµείωση. Για x 6= 0 η παράγωγος

f ′(x) = 1 + 2x sin

(
1

x2

)
− 2

x
cos

(
1

x2

)
παρουσιάζει έντονες ταλαντώσεις πλησίον του µηδενός. Εποµένως, η f ′ δεν διατηρεί το πρό-

σηµο πλησίον του µηδενός και κατά συνέπεια η f δεν µπορεί να είναι αύξουσα. Η συνάρτηση

f δεν είναι συνεχώς παραγωγίσιµη. Πράγµατι, επειδή

lim
n→∞

f ′
(
− 1√

2nπ

)
= lim

n→∞

(
1 + 2

√
2nπ

)
= +∞

και

lim
n→∞

f ′
(

1√
2nπ

)
= lim

n→∞

(
1− 2

√
2nπ

)
= −∞ ,
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από το ϑεώρηµα µεταφοράς το όριο limx→0 f
′ (x) δεν υπάρχει και εποµένως η f ′ δεν είναι

συνεχής στο 0. Αν η f ′ ήταν συνεχής στο µηδέν, τότε η f ϑα ήταν συνεχώς παραγωγίσιµη

και εποµένως η f ϑα ήταν αύξουσα σε µια περιοχή του µηδενός (ϐλέπε το προηγούµενο

αποτέλεσµα).

10. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R+ → R είναι παραγωγίσιµη και ότι η παράγωγος f ′ είναι

ϕραγµένη στο R+. Αν η ακολουθία (f (n))n∈N τείνει στο +∞, δηλαδή limn→+∞ f (n) = +∞,

τότε και limx→+∞ f (x) = +∞.

Αληθής. ΄Εστω |f ′ (x)| ≤ M για κάθε x ∈ R+. Αν [x] είναι το ακέραιο µέρος του x ∈ R+,

από το ϑεώρηµα µέσης τιµής έχουµε

|f (x)− f ([x])| ≤M |x− [x]| < M

και εποµένως

f (x) > f ([x])−M .

Επειδή [x] = n, για κάποιο n ∈ N και από την υπόθεση limn→+∞ f (n) = +∞, ϑα είναι και

limx→+∞ f ([x]) = +∞. ΄Αρα, limx→+∞ f (x) = +∞.

11. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R+ → R είναι παραγωγίσιµη και ότι η παράγωγος f ′ είναι

ϕραγµένη στο R+. Αν η ακολουθία (f (n))n∈N συγκλίνει, έστω limn→+∞ f (n) = λ ∈ R, τότε

και limx→+∞ f (x) = λ.

Ψευδής. Αν f (x) = sin (πx), η f είναι παραγωγίσιµη στο R και η παράγωγος f ′ (x) =

π cos (πx) είναι ϕραγµένη. Επειδή f (n) = sin (nπ) = 0, limn→+∞ f (n) = 0. ΄Οµως, το όριο

limx→+∞ f (x) = limx→+∞ sin (πx) δεν υπάρχει.

12. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R είναι παραγωγίσιµη και τέτοια ώστε limx→−∞ f
′ (x) = −∞,

limx→+∞ f
′ (x) = +∞. Τότε, για κάθε A ∈ R υπάρχει ξ ∈ R τέτοιο ώστε f ′ (ξ) = A.

Σηµείωση. Η f ′ µπορεί να µην είναι συνεχής.

Αληθής. ΄Εστω A ∈ R. Επειδή limx→−∞ f
′ (x) = −∞ και limx→+∞ f

′ (x) = +∞, υπάρχουν

α, β ∈ R τέτοια ώστε

f ′ (α) < A < f ′ (β) .

Τότε, από το ϑεώρηµα Darboux υπάρχει ξ ∈ (α, β) τέτοιο ώστε f ′ (ξ) = A.
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1η Σειρά Ασκήσεων στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

1. Χρησιµοποιώντας τον ορισµό του ορίου συνάρτησης, να αποδειχθεί ότι

lim
x→1

x− 1√
2x+ 2− 2

= 2 .

∆ηλαδή, για κάθε ε > 0 να ϐρεθεί δ = δ (ε) > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ [−1,∞) \ {1} µε

0 < |x− 1| < δ να ισχύει ∣∣∣∣ x− 1√
2x+ 2− 2

− 2

∣∣∣∣ < ε .

Λύση. Για κάθε x ≥ −1, x 6= 1, είναι∣∣∣∣ x− 1√
2x+ 2− 2

− 2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣x+ 3− 2
√

2x+ 2√
2x+ 2− 2

∣∣∣∣
=

|x− 1|2∣∣√2x+ 2− 2
∣∣ (x+ 3 + 2

√
2x+ 2

)
=

|x− 1|2
(√

2x+ 2 + 2
)

2 |x− 1|
(
x+ 3 + 2

√
2x+ 2

)
=

√
2x+ 2 + 2

2
(
x+ 3 + 2

√
2x+ 2

) |x− 1|

< |x− 1| .

Αν επιλέξουµε το δ = ε, τότε για κάθε x ∈ [−1,∞) \ {1} µε 0 < |x− 1| < δ είναι∣∣∣∣ x− 1√
2x+ 2− 2

− 2

∣∣∣∣ < ε .

2. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R είναι περιοδική µε περίοδο T > 0, δηλαδή

f (x+ T ) = f (x) , για κάθε x ∈ R.

Αν το όριο limx→∞ f (x) υπάρχει, να αποδειχθεί ότι η f είναι σταθερή. Ισοδύναµα, αν η f δεν

είναι σταθερή τότε το limx→∞ f (x) δεν υπάρχει.

Εφαρµογή. Υπάρχουν τα όρια

lim
x→∞

sinx και lim
x→∞

cosx;
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Υπόδειξη. Αν το limx→∞ f (x) = λ υπάρχει και η f δεν είναι σταθερή, είναι f (a) 6= λ για

κάποιο a ∈ R. Το γεγονός ότι η συνάρτηση f είναι περιοδική µε περίοδο T > 0 οδηγεί σε

άτοπο.

Λύση. Θα αποδείξουµε ότι αν το limx→∞ f (x) = λ υπάρχει, τότε η T -περιοδική συνάρτηση

f είναι σταθερή. Υποθέτουµε ότι η f δεν είναι σταθερή, έστω a ∈ R µε f (a) 6= λ. Τότε, για

ε = |f (a)− λ| υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x > M έχουµε

|f (x)− λ| < |f (a)− λ| .

Παίρνουµε τώρα το n ∈ N αρκετά µεγάλο έτσι ώστε a+ nT > M ⇔ n > (M − a) /T . Τότε,

|f (a+ nT )− λ| < |f (a)− λ| ⇔ |f (a)− λ| < |f (a)− λ| (η f είναι T -περιοδική)

που είναι άτοπο. ΄Αρα, f (a) = λ για κάθε a ∈ R. ∆ηλαδή η f είναι σταθερή.

Εφαρµογή. Οι συναρτήσεις y = sinx και y = cosx είναι 2π-περιοδικές και δεν είναι σταθερές.

Εποµένως, τα όρια limx→∞ sinx και limx→∞ cosx δεν υπάρχουν.

3. ΄Εστω η συνάρτηση

f (x) =


0 αν x άρρητος

sin |x| αν x ϱητός .

Να ϐρεθούν όλα τα σηµεία του R στα οποία η f είναι συνεχής.

Λύση. Η συνάρτηση f είναι ασυνεχής σε κάθε x0 6= kπ, k ∈ Z. Πράγµατι, αν (αn) είναι

ακολουθία άρρητων αριθµών µε limn→∞ αn = x0, τότε limn→∞ f (αn) = 0. Αν (ρn) είναι

ακολουθία ϱητών αριθµών µε limn→∞ ρn = x0, επειδή η y = sin |x| είναι συνεχής συνάρτηση,

τότε limn→∞ f (ρn) = limn→∞ sin |ρn| = sin |x0| 6= 0. Εποµένως

lim
n→∞

f (αn) 6= lim
n→∞

f (ρn)

και από το ϑεώρηµα µεταφοράς η f δεν είναι συνεχής στο x0 6= kπ.

Θα αποδείξουµε τώρα ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής σε κάθε σηµείο kπ, k ∈ Z. Επειδή ο

kπ, k 6= 0, είναι άρρητος αριθµός και f (0) = 0, για κάθε x ∈ R έχουµε

|f (x)− f (kπ)| = |f (x)| ≤ |sin |x|| = |sin (|x| − |kπ|)| ≤ ||x| − |kπ|| ≤ |x− kπ| .

΄Εστω ε > 0. Αν δ = ε > 0, τοτε |x− kπ| < δ συνεπάγεται ότι |f (x)− f (kπ)| < ε. ΄Αρα, η f

είναι συνεχής σε κάθε σηµείο kπ, k ∈ Z.
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4. Να ϐρεθούν όλες οι συνεχείς συναρτήσεις f : R→ R τέτοιες ώστε f(0) = 1 και

f(2x)− f(x) = x , για κάθε x ∈ R.

Υπόδειξη. Αποδείξτε ότι για κάθε x ∈ R

f(x)− f
( x

2n

)
= x

(
1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n

)
, n ∈ N∗ .

Λύση. Από τη σχέση f(2x)− f(x) = x συνεπάγεται ότι

f(x)− f
(x

2

)
=
x

2
, για κάθε x ∈ R.

Εποµένως

f(x) − f(x/2) = x/2 ,

f(x/2) − f(x/22) = x/22 ,

f(x/22) − f(x/23) = x/23 ,

. . . . . . . . . . . . . . . .

f(x/2n−1) − f(x/2n) = x/2n .

Προσθέτοντας κατά µέλη τις παραπάνω ισότητες προκύπτει ότι

f(x)− f
( x

2n

)
= x

(
1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n

)
= x

1/2− 1/2n+1

1− 1/2

= x

(
1− 1

2n

)
.

Εποµένως

f(x)− lim
n→∞

f
( x

2n

)
= lim

n→∞
x

(
1− 1

2n

)
= x .

Επειδή η f είναι συνεχής, τελικά έχουµε

f(x)− f(0) = x⇔ f(x)− 1 = x⇔ f(x) = x+ 1 .

΄Αρα f(x) = x+ 1 είναι η µοναδική συνάρτηση.

5. ΄Εστω η συνεχής συνάρτηση f : [a, b] → R είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη στο (a, b) µε

f ′′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ (a, b). Υποθέτουµε ότι f(a) < 0 < f(b). ∆είξτε ότι υπάρχει µοναδικό

c ∈ (a, b) τέτοιο ώστε f(c) = 0.
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Λύση. Από το ϑεώρηµα Bolzano ή ενδιάµεσης τιµής υπάρχει c ∈ (a, b) τέτοιο ώστε f(c) = 0.

Για να αποδείξουµε ότι το c είναι µοναδικό, υποθέτουµε ότι υπάρχουν c1, c2 ∈ (a, b) µε

a < c1 < c2 < b και f(c1) = f(c2) = 0.

Από το ϑεώρηµα µέσης τιµής υπάρχουν d1 ∈ (a, c1) και d2 ∈ (c1, c2) τέτοια ώστε

f ′(d1) =
f(c1)− f(a)

c1 − a
=
−f(a)

c1 − a
> 0 και f ′(d2) =

f(c2)− f(c1)

c2 − c1
= 0 .

Είναι λοιπόν d1 < d2 και f ′(d1) > f ′(d2). Αυτό όµως µας οδηγεί σε άτοπο επειδή από την

υπόθεση είναι f ′′(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ (a, b) και εποµένως η f ′ είναι αύξουσα στο (a, b).

6. ΄Εστω η συνάρτηση f : (a, b)→ R είναι παραγωγίσιµη και τέτοια ώστε

lim
x→b−

f(x) =∞ .

Να αποδειχθεί ότι είτε το όριο limx→b− f
′(x) δεν υπάρχει ή limx→b− f

′(x) =∞.

Υπόδειξη. Αν limx→b− f
′(x) = λ ∈ R, αποδείξτε ότι υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε

|f ′(x)| < 1 + |λ| , ∀x ∈ (b− δ, b) .

Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µέσης τιµής δείξτε ότι υπάρχειM > 0 τέτοιο ώστε

|f(y)| ≤M , ∀y ∈ (b− δ, b) .

Λύση. Υποθέτουµε ότι limx→b− f
′(x) = λ ∈ R. Τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει δ > 0 τέτοιο

ώστε |f ′(x)− λ| < ε, για κάθε x ∈ (b− δ, b). Παίρνοντας ε = 1 έχουµε

|f ′(x)| = |(f ′(x)− λ) + λ| ≤ |f ′(x)− λ|+ |λ| < 1 + |λ| , για κάθε x ∈ (b− δ, b).

Από το ϑεώρηµα µέσης τιµής για κάθε y ∈ (b− δ, b)

f(y) = f(b− δ) + f ′(ξ) (y − (b− δ)) , για κάποιο ξ ∈ (b− δ, y)

και κατά συνέπεια

|f(y)| =
∣∣f(b− δ) + f ′(ξ) (y − (b− δ))

∣∣
≤ |f(b− δ)|+ |f ′(ξ)| |y − (b− δ)|

< |f(b− δ)|+ (1 + |λ|) δ .
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Εποµένως αν M := |f(b− δ)|+ (1 + |λ|)δ > 0, τότε

|f(y)| < M , για κάθε y ∈ (b− δ, b) .

΄Ατοπο, επειδή από την υπόθεση limx→b− f(x) = ∞. ΄Αρα, είτε το limx→b− f
′(x) δεν υπάρχει

ή limx→b− f
′(x) =∞.

7. Να αποδειχθεί ότι

arccos

(
1− x2

1 + x2

)
= 2 |arctanx| , x ∈ R .

Λύση. Επειδή −1 < 1−x2
1+x2

≤ 1, η συνάρτηση y = arccos
(
1−x2
1+x2

)
είναι καλά ορισµένη. Είναι

arccos

(
1− x2

1 + x2

)
= arccos

(
1− tan2 θ

1 + tan2 θ

)
(x = tan θ, θ ∈ [0, π/2) ή θ ∈ (−π/2, 0])

= arccos (cos 2θ)

=


2θ = 2 arctanx αν θ ∈ [0, π/2)

arccos (cos (−2θ)) = −2θ = −2 arctanx αν θ ∈ (−π/2, 0] .

Εποµένως,

arccos

(
1− x2

1 + x2

)
=


2 arctanx αν x ≥ 0

−2 arctanx αν x ≤ 0 .

8. Να υπολογιστεί το όριο

lim
x→+∞

x

(
arctanx− πx+ 1

2x+ 1

)
.

Λύση. Επειδή

lim
x→+∞

(
arctanx− πx+ 1

2x+ 1

)
=
π

2
− π

2
= 0 ,
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είναι

lim
x→+∞

x

(
arctanx− πx+ 1

2x+ 1

)
= lim

x→+∞

arctanx− (πx+ 1) / (2x+ 1)

x−1

= lim
x→+∞

1/
(
1 + x2

)
− (π − 2) / (2x+ 1)2

−x−2

(κανόνας L’Hôpital)

= lim
x→+∞

(π − 6)x4 − 4x3 + (π − 3)x2

(1 + x2) (2x+ 1)2

= lim
x→+∞

(π − 6)− 4/x+ (π − 3) /x2

(1/x2 + 1) (2 + 1/x)2
=
π − 6

4
.

9. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

y = f(x) =

∫ x2

1

√
t− arctan

√
t

ln (t+ 2)
dt

είναι γνήσια µονότονη στο διάστηµα [0,∞). Αν f−1 είναι η αντίστροφη της f , να υπολογιστεί

το όριο

lim
y→0

f−1 (y)− 1

y
.

Λύση. Είναι

f ′ (x) = 2x
x− arctanx

ln (x2 + 2)
, για κάθε x ≥ 0.

Αν ϕ (x) := x− arctanx, είναι

ϕ′ (x) = 1− 1

1 + x2
=

x2

1 + x2
≥ 0 , για κάθε x ∈ R.

Εποµένως, για κάθε x ≥ 0 είναι ϕ (x) ≥ ϕ (0) και ισοδύναµα x−arctanx ≥ 0. ΄Αρα, f ′ (x) ≥ 0

για κάθε x ≥ 0 (είναι f ′ (x) = 0 αν και µόνο αν x = 0). ∆ηλαδή η συνεχής συνάρτηση f είναι

γνήσια αύξουσα στο διάστηµα [0,∞).

Ως γνωστόν y = f (x) ⇔ x = f−1 (y) και η f−1 είναι συνεχής και γνήσια αύξουσα. Επειδή
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f (1) = 0 και η f−1 είναι συνεχής, αν το y → 0 τότε το x→ 1. ΄Αρα,

lim
y→0

f−1 (y)− 1

y
= lim

x→1

x− 1

f (x)

= lim
x→1

1

f ′ (x)
(κανόνας L’Hôpital)

= lim
x→1

ln
(
x2 + 2

)
2x (x− arctanx)

=
ln 3

2 (1− π/4)
=

2 ln 3

4− π
.

10. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [−1, 1], παραγωγίσιµη στο (−1, 1) και τέτοια

ώστε

f (−1) = −π
2
, f (1) =

π

2
και f ′ (x) ≥ 1√

1− x2
, για κάθε x ∈ (−1, 1).

Να αποδειχθεί ότι f (x) = arcsinx, για κάθε x ∈ [−1, 1].

Λύση. Αν g (x) := f (x)−arcsinx, η g είναι συνεχής στο [−1, 1] και παραγωγίσιµη στο (−1, 1)

µε

g′ (x) = f ′ (x)− 1√
1− x2

≥ 0 , για κάθε x ∈ (−1, 1).

Εποµένως η g είναι αύξουσα στο διάστηµα (−1, 1). Επειδή η g είναι συνεχής στο διάστηµα

[−1, 1], η g είναι αύξουσα στο διάστηµα [−1, 1] µε

g (−1) = f (−1)− arcsin (−1) = −π
2

+
π

2
= 0 και g (1) = f (1)− arcsin 1 =

π

2
− π

2
= 0 .

΄Αρα g (x) = 0⇔ f (x) = arcsinx, για κάθε x ∈ [−1, 1].

11. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : (0,∞)→ R είναι δύο ϕορές παραγωγίσιµη και ότι η f ′′ είναι

ϕραγµένη στο (0,∞). Αν το limx→∞ f (x) = λ υπάρχει, να αποδειχθεί ότι limx→∞ f
′ (x) = 0.

Υπόδειξη. Για x, h ∈ (0,∞) από τον τύπο Taylor είναι

f (x+ h) = f (x) + f ′ (x)h+
f ′′ (ξ)

2!
h2 ,

για κάποιο ξ µεταξύ x και x+ h.

Λύση. ΄Εστω |f ′′ (x)| ≤ M (M > 0) για κάθε x ∈ (0,∞). Για x, h ∈ (0,∞) από τον τύπο

Taylor έχουµε∣∣f ′ (x)
∣∣ =

∣∣∣∣f (x+ h)− f (x)

h
− f ′′ (ξ)h

2

∣∣∣∣ ≤ |f (x+ h)− f (x)|
h

+
Mh

2
.
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Για κάθε ε > 0 παίρνουµε h < ε/M οπότε∣∣f ′ (x)
∣∣ < |f (x+ h)− f (x)|

h
+
ε

2
.

Επειδή limx→∞ f (x) = λ, είναι

lim
x→∞

f (x+ h)− f (x)

h
= 0

και εποµένως υπάρχει x0 > 0 τέτοιο ώστε

|f (x+ h)− f (x)|
h

<
ε

2
, για κάθε x > x0 .

Κατά συνέπεια για κάθε ε > 0 υπάρχει x0 > 0 τέτοιο ώστε∣∣f ′ (x)
∣∣ < ε , για κάθε x > x0 .

΄Αρα, limx→∞ f
′ (x) = 0.

2η Σειρά Ασκήσεων στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

1. ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι συνεχής. Αν∫ y

x
f(t) dt = 0, για κάθε x, y ∈ [a, b] µε a ≤ x < y ≤ b,

δείξτε ότι η f είναι ταυτοτικά µηδέν στο [a, b].

Απόδειξη. ΄Εστω x0 ∈ [a, b]. Τότε υπάρχει ϕυσικός αριθµός n0 τέτοιος ώστε

a ≤ x0 < x0 +
1

n
≤ b , για κάθε n ∈ N∗, n ≥ n0 .

(Αν x0 = b, τότε a ≤ x0 − 1
n < x0 , για κάθε n ≥ n0) . Από την υπόθεση και από το ϑεώρηµα

µέσης τιµής για ολοκληρώµατα είναι

0 =

∫ x0+1/n

x0

f(t) dt = f (ξn) · 1

n

οπότε f (ξn) = 0 για κάποιο ξn, µε x0 ≤ ξn ≤ x0 + 1/n. Επειδή limn→∞ ξn = x0 και η f

είναι συνεχής, έχουµε

f(x0) = lim
n→∞

f (ξn) = 0 .

΄Αρα, η f είναι ταυτοτικά µηδέν στο [a, b].
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2. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R. Να αποδειχθεί ότι

(αʹ) αν
∫ x

−x
f(t) dt = 0 για κάθε x ∈ R, τότε η f είναι περιττή,

(ϐʹ) αν
∫ x

−x
f(t) dt = 2

∫ x

0
f(t) dt για κάθε x ∈ R, τότε η f είναι άρτια.

Υπόδειξη. Να αποδειχθεί ότι (α΄)
∫ y
x (f(−t) + f(t)) dt = 0 και (ϐ΄)

∫ y
x (f(−t)− f(t)) dt = 0,

για κάθε x, y ∈ R.

Απόδειξη. (αʹ) 1ος τρόπος. Για κάθε x ∈ R είναι

∫ x

−x
f (t) dt =

∫ 0

−x
f (t) dt+

∫ x

0
f (t) dt

= −
∫ 0

x
f (−u) du+

∫ x

0
f (t) dt (αντικατάσταση t = −u)

=

∫ x

0
(f (−t) + f (t)) dt .

Από την υπόθεση έπεται ότι∫ x

0
(f (−t) + f (t)) dt = 0 , για κάθε x ∈ R.

Εποµένως, για κάθε x, y ∈ R είναι∫ y

x
(f (−t) + f (t)) dt =

∫ 0

x
(f (−t) + f (t)) dt+

∫ y

0
(f (−t) + f (t)) dt = 0 .

΄Αρα, από την άσκηση 1 έχουµε ότι f (−t) + f (t) ≡ 0. Ισοδύναµα, f (−t) = −f (t), για

κάθε t ∈ R. ∆ηλαδή η συνάρτηση f είναι περιττή.

2ος τρόπος. Από την υπόθεση, για κάθε x ∈ R είναι

∫ 0

−x
f (t) dt+

∫ x

0
f (t) dt = 0⇔ −

∫ −x
0

f (t) dt+

∫ x

0
f (t) dt = 0 .

Επειδή η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R, παραγωγίζοντας έχουµε

f (−x) + f (x) = 0⇔ f (−x) = −f (x) για κάθε x ∈ R.

Εποµένως η f είναι περιττή συνάρτηση.
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(ϐʹ) 1ος τρόπος. Για κάθε x ∈ R είναι

∫ x

−x
f (t) dt =

∫ 0

−x
f (t) dt+

∫ x

0
f (t) dt

= −
∫ 0

x
f (−u) du+

∫ x

0
f (t) dt (αντικατάσταση t = −u)

=

∫ x

0
f (−t) dt+

∫ x

0
f (t) dt .

Από την υπόθεση έπεται ότι

∫ x

0
f (−t) dt+

∫ x

0
f (t) dt = 2

∫ x

0
f (t) dt⇔

∫ x

0
(f (−t)− f (t)) dt = 0

για κάθε x ∈ R. Εποµένως, για κάθε x, y ∈ R είναι

∫ y

x
(f (−t)− f (t)) dt =

∫ 0

x
(f (−t)− f (t)) dt+

∫ y

0
(f (−t)− f (t)) dt = 0 .

΄Αρα, από την άσκηση 1 έχουµε ότι f (−t) − f (t) ≡ 0. Ισοδύναµα, f (−t) = f (t), για

κάθε t ∈ R. ∆ηλαδή η συνάρτηση f είναι άρτια.

2ος τρόπος. Από την υπόθεση, για κάθε x ∈ R είναι

∫ 0

−x
f (t) dt+

∫ x

0
f (t) dt = 2

∫ x

0
f (t) dt⇔

∫ x

0
f (t) dt+

∫ −x
0

f (t) dt = 0 .

Επειδή η συνάρτηση f είναι συνεχής στο R, παραγωγίζοντας έχουµε

f (x)− f (−x) = 0⇔ f (x) = f (−x) για κάθε x ∈ R.

Εποµένως η f είναι άρτια συνάρτηση.

3. Αν η συνάρτηση f είναι ϑετική και συνεχής στο διάστηµα [a, b], a < b, να υπολογιστεί το

ολοκλήρωµα ∫ b

a

f (x)

f (x) + f (a+ b− x)
dx .
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Λύση. Είναι∫ b

a

f (x)

f (x) + f (a+ b− x)
dx = −

∫ a

b

f (a+ b− t)
f (a+ b− t) + f (t)

dx (αντικατάσταση t = a+ b− x)

=

∫ b

a

f (a+ b− t)
f (a+ b− t) + f (t)

dx

=
1

2

∫ b

a

f (x) + f (a+ b− x)

f (x) + f (a+ b− x)
dx

=
1

2

∫ b

a
dx =

b− a
2

.

4. Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα κατάλληλης συνάρτησης στο διάστηµα [0, 1] να αποδειχθεί

ότι

lim
n→∞

n2
(

1

n3 + 13
+

1

n3 + 23
+ · · ·+ 1

2n3

)
=

∫ 1

0

1

1 + x3
dx =

1

3
ln 2 +

√
3π

9
.

Λύση. Είναι

n2
(

1

n3 + 13
+

1

n3 + 23
+ · · ·+ 1

2n3

)
=

1

n

(
1

1 + (1/n)3
+

1

2 + (2/n)3
+ · · ·+ 1

1 + (n/n)3

)
=

1

n

n∑
k=1

1

1 + (k/n)3
=

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
,

όπου f(x) = 1
1+x3

. Εποµένως, από τη ϑεωρία του ολοκληρώµατος Riemann έχουµε

lim
n→∞

n2
(

1

n3 + 13
+

1

n3 + 23
+ · · ·+ 1

2n3

)
=

∫ 1

0

1

1 + x3
dx .

Είναι∫ 1

0

1

1 + x3
dx =

1

3

∫ 1

0

1

1 + x
dx− 1

3

∫ 1

0

x− 2

1− x+ x2
dx

=
1

3

∫ 1

0

1

1 + x
dx− 1

6

∫ 1

0

(2x− 1)− 3

1− x+ x2
dx

=
1

3

∫ 1

0

1

1 + x
dx− 1

6

∫ 1

0

2x− 1

1− x+ x2
dx+

1

2

∫ 1

0

1(√
3/2
)2

+ (x− 1/2)2
dx

=
1

3
ln (1 + x)|x=1

x=0 −
1

6
ln
(
1− x+ x2

)∣∣x=1

x=0
+

1√
3

arctan
2√
3

(
x− 1

2

)∣∣∣∣x=1

x=0

=
1

3
ln 2 +

2√
3

arctan
1√
3

=
1

3
ln 2 +

2√
3
· π

6
=

1

3
ln 2 +

√
3π

9
.
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5. ∆είξτε ότι ∫ 1√
2

0

1

(2x2 + 1)
√
x2 + 1

dx =
π

6
.

Λύση. Είναι∫ 1√
2

0

1

(2x2 + 1)
√
x2 + 1

dx =

∫ tan−1 1√
2

0

1

cos2 θ (2 tan2 θ + 1)
√

tan2 θ + 1
dθ

(αντικατάσταση x = tan θ, −π/2 < θ < π/2)

=

∫ tan−1 1√
2

0

1

cos θ (2 tan2 θ + 1)
dθ

=

∫ tan−1 1√
2

0

cos θ

2 sin2 θ + cos2 θ
dθ

=

∫ tan−1 1√
2

0

cos θ

sin2 θ + 1
dθ

=

∫ 1√
3

0

1

t2 + 1
dt (αντικατάσταση t = sin θ, −π/2 ≤ θ ≤ π/2)

= arctan
1√
3

=
π

6
.

Ας σηµειωθεί ότι

t = sin
(

tan−1 1/
√

2
)

=
tan

(
tan−1 1/

√
2
)√

tan2
(
tan−1 1/

√
2
)

+ 1
=

1/
√

2√
1/2 + 1

=
1√
3
.

Παρατήρηση. Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος ϑα µπορούσαµε να χρησιµοποιήσουµε

πρώτα την αντικατάσταση x = sinh y ⇔ y = sinh−1 x = ln
(
x+
√
x2 + 1

)
και στη συνέχεια

z = tanh y.

6. Για κάθε x ∈ R να αποδειχθεί πρώτα ότι∫ cos2 x

0
arccos

√
t dt =

∫ 1

sin2 x
arccos

√
1− u du =

∫ 1

sin2 x
arcsin

√
u du

και στη συνέχεια ότι∫ sin2 x

0
arcsin

√
t dt+

∫ cos2 x

0
arccos

√
t dt =

∫ 1

0
arcsin

√
u du

= 2

∫ 1

0
v arcsin v dv

= 2

∫ π/2

0
θ sin θ cos θ dθ =

π

4
.
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Λύση. Για κάθε x ∈ R είναι

∫ cos2 x

0
arccos

√
t dt = −

∫ sin2 x

1
arccos

√
1− u du (αντικατάσταση t = 1− u)

=

∫ 1

sin2 x
arccos

√
1− u du .

Για κάθε u ∈ [0, 1] εύκολα αποδεικνύεται ότι arccos
√

1− u = arcsin
√
u. Εποµένως,

∫ cos2 x

0
arccos

√
t dt =

∫ 1

sin2 x
arcsin

√
u du .

Τότε,

∫ sin2 x

0
arcsin

√
t dt+

∫ cos2 x

0
arccos

√
t dt =

∫ sin2 x

0
arcsin

√
t dt+

∫ 1

sin2 x
arcsin

√
u du

=

∫ 1

0
arcsin

√
u du

= 2

∫ 1

0
v arcsin v dv (αντικατάσταση v =

√
u)

= 2

∫ π/2

0
θ sin θ cos θ dθ

(αντικατάσταση θ = arcsin v ⇔ v = sin θ)

=

∫ π/2

0
θ sin 2θ dθ

= − θ

2
cos 2θ

∣∣∣∣θ=π/2
θ=0

+
1

2

∫ π/2

0
cos 2θ dθ

(παραγοντική ολοκλήρωση)

=
π

4
.

7. Να υπολογιστεί το όριο

lim
a→0

∫ π/2

0
cos(a sinx) dx .

Υπόδειξη. ∣∣∣∣∣
∫ π/2

0
cos(a sinx) dx− π

2

∣∣∣∣∣ =

∫ π/2

0
[1− cos(a sinx)] dx .
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Λύση. Είναι ∣∣∣∣∣
∫ π/2

0
cos(a sinx) dx− π

2

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ π/2

0
cos(a sinx) dx−

∫ π/2

0
dx

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ π/2

0
[cos(a sinx)− 1] dx

∣∣∣∣∣
=

∫ π/2

0
[1− cos(a sinx)] dx

=

∫ π/2

0
2 sin2

(
a sinx

2

)
dx

≤
∫ π/2

0
2

∣∣∣∣a sinx

2

∣∣∣∣2 dx (| sin t| ≤ |t|)

=
a2

2

∫ π/2

0
sin2 x dx −−−→

a→0
0 .

΄Αρα,

lim
a→0

∫ π/2

0
cos(a sinx) dx =

π

2
.

8. Να αποδειχθεί ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα

I =

∫ ∞
0

lnx

(x+ 1)3
dx

συγκλίνει και στη συνέχεια να υπολογιστεί.

Λύση. Είναι

I =

∫ ∞
0

lnx

(x+ 1)3
dx =

∫ 1

0

lnx

(x+ 1)3
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫ ∞
1

lnx

(x+ 1)3
dx︸ ︷︷ ︸

I2

.

Αν f(x) = lnx
(x+1)3

και g1(x) = | lnx|, τότε

lim
x→0+

|f(x)|
g1(x)

= lim
x→0+

1

(x+ 1)3
= 1 .

Επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ 1
0 | lnx| dx = −

∫ 1
0 lnx dx = 1 συγκλίνει, από γνωστό

κριτήριο το I1 ϑα συγκλίνει απόλυτα και εποµένως ϑα συγκλίνει.

Επειδή για κάθε x ≥ 1 είναι

lnx

(x+ 1)3
<

x

(x+ 1)3
<

1

(x+ 1)2
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και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

1
(x+1)2

dx = 1
2 συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και

το I2 ϑα συγκλίνει. ΄Αρα το I συγκλίνει.

Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος έχουµε∫
lnx

(x+ 1)3
dx = − lnx

2(x+ 1)2
+

1

2

∫
1

x(x+ 1)2
dx (παραγοντική ολοκλήρωση)

= − lnx

2(x+ 1)2
+

1

2

∫
1

x
dx− 1

2

∫
1

x+ 1
dx− 1

2

∫
1

(x+ 1)2
dx

= − lnx

2(x+ 1)2
+

1

2
ln

(
x

x+ 1

)
+

1

2(x+ 1)
.

Εποµένως,∫ ∞
0

lnx

(x+ 1)3
dx = lim

x→∞

(
− lnx

2(x+ 1)2
+

1

2
ln

(
x

x+ 1

)
+

1

2(x+ 1)

)
− lim
x→0+

(
− lnx

2 (x+ 1)2
+

1

2
ln

(
x

x+ 1

)
+

1

2(x+ 1)

)
= −1

2
lim
x→∞

lnx

(x+ 1)2
+

1

2
lim
x→0+

lnx

[
1− 1

(x+ 1)2

]
− 1

2

= −1

2
lim
x→∞

lnx

(x+ 1)2
+ lim
x→0+

x lnx− 1

2

= −1

2
. (κανόνας L’Hôpital)

9. (προαιρετική άσκηση). Αν η συνάρτηση f : [0, 1]→ R είναι συνεχής, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

n

∫ 1

0
xnf(x) dx = f(1) .

Υπόδειξη.

n

∫ 1

0
xnf(x) dx =

n

n+ 1
f(1) + n

∫ 1

0
xn(f(x)− f(1)) dx .

Απόδειξη. Είναι

n

∫ 1

0
xnf(x) dx = n

∫ 1

0
xnf(1) dx+ n

∫ 1

0
xn(f(x)− f(1)) dx

= nf(1)

∫ 1

0
xn dx+ n

∫ 1

0
xn(f(x)− f(1)) dx

=
n

n+ 1
f(1) + n

∫ 1

0
xn(f(x)− f(1)) dx
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και εποµένως ∣∣∣∣n ∫ 1

0
xnf(x) dx− n

n+ 1
f(1)

∣∣∣∣ = n

∣∣∣∣∫ 1

0
xn(f(x)− f(1)) dx

∣∣∣∣
≤ n

∫ 1

0
xn|f(x)− f(1)| dx .

΄Εστω ε > 0. Επειδή η συνάρτηση f είναι συνεχής στο 1, υπάρχει δ > 0, 0 < δ < 1, τέτοιο

ώστε για κάθε x ∈ [1− δ, 1] είναι |f(x)− f(1)| < ε/2. Τότε,

n

∫ 1

0
xn|f(x)− f(1)| dx = n

∫ 1−δ

0
xn|f(x)− f(1)| dx+ n

∫ 1

1−δ
xn|f(x)− f(1)| dx

≤ n
∫ 1−δ

0
xn|f(x)− f(1)| dx+ n

ε

2

∫ 1

1−δ
xn dx

= n

∫ 1−δ

0
xn|f(x)− f(1)| dx+

n

n+ 1

ε

2

[
1− (1− δ)n+1

]
< n

∫ 1−δ

0
xn|f(x)− f(1)| dx+

ε

2
.

΄Εστω M = max {|f(x)− f(1)| : x ∈ [0, 1]}. Τότε,

n

∫ 1−δ

0
xn|f(x)− f(1)| dx ≤ nM

∫ 1−δ

0
xn dx =

n

n+ 1
M(1− δ)n+1 .

Επειδή limn→∞
n
n+1M(1− δ)n+1 = 0, υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ n0 είναι

n

∫ 1−δ

0
xn|f(x)− f(1)| dx ≤ n

n+ 1
M(1− δ)n+1 <

ε

2
.

Εποµένως για κάθε n ≥ n0 είναι∣∣∣∣n ∫ 1

0
xnf(x) dx− n

n+ 1
f(1)

∣∣∣∣ < ε .

΄Αρα,

lim
n→∞

n

∫ 1

0
xnf(x) dx = lim

n→∞

n

n+ 1
f(1) = f(1) .
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1.6 Ακαδηµαϊκό έτος 2009–10

ΣΧΟΛΗ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. ΄Εστω η εξίσωση του Kepler [Johannes Kepler (1571–1630)]

x− ε sinx = a , όπου ε ∈ (0, 1) και a ∈ R.

Ορίζουµε την ακολουθία (xn) µε

x0 = a και xn = a+ ε sinxn−1 .

Να αποδειχθεί ότι η (xn) είναι συστολική ακολουθία και εποµένως συγκλίνει, έστω limn→∞ xn =

ξ. Να αποδειχθεί ότι το ξ είναι η µοναδική λύση της εξίσωσης του Kepler.

Λύση. Είναι

|xn+1 − xn| = ε |sinxn − sinxn−1|

= 2ε

∣∣∣∣sin(xn − xn−12

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣cos

(
xn + xn−1

2

)∣∣∣∣
≤ 2ε

∣∣∣∣sin(xn − xn−12

)∣∣∣∣
≤ 2ε

∣∣∣∣xn − xn−12

∣∣∣∣ = ε |xn − xn−1| , n = 1, 2, . . . .

Εποµένως, η ακολουθία (xn) είναι συστολική και κατά συνέπεια συγκλίνει, έστω limn→∞ xn =

ξ. Επειδή η y = sinx είναι συνεχής συνάρτηση, είναι

lim
n→∞

xn = a+ ε lim
n→∞

sinxn−1 = a+ ε sin
(

lim
n→∞

xn−1

)
και εποµένως ξ = a+ ε sin ξ ,

δηλαδή η ξ είναι λύση της εξίσωσης του Kepler. Η ξ είναι η µοναδική λύση της εξίσωσης του

Kepler. Αν ξ1 είναι µια άλλη λύση της εξίσωσης του Kepler, τότε

|ξ − ξ1| = ε |sin ξ − sin ξ1|

= 2ε

∣∣∣∣sin(ξ − ξ12

)∣∣∣∣ ∣∣∣∣cos

(
ξ + ξ1

2

)∣∣∣∣
≤ 2ε

∣∣∣∣sin(ξ − ξ12

)∣∣∣∣
≤ 2ε

∣∣∣∣ξ − ξ12

∣∣∣∣
< |ξ − ξ1| , (επειδή 0 < ε < 1)
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που είναι άτοπο.

2. Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά

∞∑
n=1

an , όπου an = 2

(
2− 1

n

)(
2− 2

n

)
· · ·
(

2− n− 1

n

)
.

Υπόδειξη. Να αποδειχθεί ότι

an ≥ 2

(
n− 1

n
+
n− 2

n
+ · · ·+ 1

n

)
.

Λύση. Παρατηρούµε ότι

an = 2

(
2− 1

n

)(
2− 2

n

)
· · ·
(

2− n− 1

n

)
= 2

(
1 + 1− 1

n

)(
1 + 1− 2

n

)
· · ·
(

1 + 1− n− 1

n

)
= 2

(
1 +

n− 1

n

)(
1 +

n− 2

n

)
· · ·
(

1 +
n− (n− 1)

n

)
≥ 2

(
n− 1

n
+
n− 2

n
+ · · ·+ 1

n

)
=

2

n
(1 + 2 + · · ·+ (n− 1))

=
2

n
· n (n− 1)

2
= n− 1 .

Εποµένως, limn→∞ an =∞ 6= 0 και κατά συνέπεια η σειρά
∑∞

n=1 an αποκλίνει.

3. Να υπολογιστεί το άθροισµα της σειράς

∞∑
n=2

ln

(
1− 1

n2

)
.

Λύση. Επειδή

ln

(
1− 1

n2

)
= ln

(
1 +

1

n

)
+ ln

(
1− 1

n

)
= ln

n+ 1

n
+ ln

n− 1

n
,
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είναι

N∑
n=2

ln

(
1− 1

n2

)
=

N∑
n=2

[ln(n+ 1)− lnn]−
N∑
n=2

[lnn− ln(n− 1)]

= [(ln 3− ln 2) + (ln 4− ln 3) + · · ·+ (ln(N + 1)− lnN)]

− [(ln 2− ln 1) + (ln 3− ln 2) + · · ·+ (lnN − ln(N − 1))]

= [ln(N + 1)− ln 2]− [lnN − ln 1]

= ln

(
N + 1

N

)
− ln 2

= ln

(
1 +

1

N

)
− ln 2 −−−−→

N→∞
− ln 2 .

Εποµένως,
∞∑
n=2

ln

(
1− 1

n2

)
= − ln 2 .

4. Να αποδειχθεί ότι

sin
(
π
√
n2 + 1

)
= (−1)n sinπ

(√
n2 + 1− n

)
= (−1)n sin

(
π√

n2 + 1 + n

)
και να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά

∞∑
n=1

sin
(
π
√
n2 + 1

)
.

Λύση. Είναι

sin
(
π
√
n2 + 1

)
= sin

[
π
(√

n2 + 1− n
)

+ nπ
]

= sinπ
(√

n2 + 1− n
)

cosnπ + cosπ
(√

n2 + 1− n
)

sinnπ

= (−1)n sinπ
(√

n2 + 1− n
)

(cosnπ = (−1)n)

= (−1)n sin

(
π√

n2 + 1 + n

)
.

Η ακολουθία xn = π/
(√

n2 + 1 + n
)

είναι ϕθίνουσα, συγκλίνει στο 0 και οι όροι της ανήκουν

στο διάστηµα (0, π/2). Εποµένως, η an = sinxn = sin
(
π/(
√
n2 + 1 + n)

)
είναι ϕθίνουσα

ακολουθία ϑετικών όρων µε limn→∞ an = 0. ΄Αρα, από το κριτήριο Leibniz η εναλλάσσουσα

σειρά
∑∞

n=1 sin
(
π
√
n2 + 1

)
συγκλίνει.



1.6. ΑΚΑ∆ΗΜΑΪΚΟ ΕΤΟΣ 2009–10 81

5. Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά

∞∑
n=1

an

n
√
n!
, a > 0 .

Υπόδειξη. Είναι

1 ≤ n
√
n! ≤ n

√
nn = n , για κάθε n ≥ 1.

Λύση.

(i) 0 < a < 1. Επειδή
an

n
√
n!
≤ an

και ως γνωστόν η γεωµετρική σειρά
∑∞

n=1 a
n = a/ (1− a) συγκλίνει, από το κριτήριο

σύγκρισης και η σειρά
∑∞

n=1

(
an/ n
√
n!
)

ϑα συγκλίνει.

(ii) a = 1. Επειδή
1
n
√
n!
≥ 1

n

και ως γνωστόν η αρµονική σειρά
∑∞

n=1 (1/n) αποκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και

η σειρά
∑∞

n=1

(
an/ n
√
n!
)

ϑα αποκλίνει.

(iii) a > 1. Είναι
an

n
√
n!
≥ an

n
.

Επειδή

lim
n→∞

n

√
an

n
= lim

n→∞

a
n
√
n

= a > 1 ,

από το κριτήριο Cauchy η σειρά
∑∞

n=1 (an/n) αποκλίνει. Εποµένως, από το κριτήριο

σύγκρισης και η σειρά
∑∞

n=1

(
an/ n
√
n!
)

ϑα αποκλίνει.

Σηµείωση. Το ότι η σειρά
∑∞

n=1 (an/n) αποκλίνει προκύπτει και από το γεγονός ότι

lim
n→∞

an

n
= lim

x→∞

ax

x

(L’Hôpital)
= lim

x→∞
ax ln a =∞ 6= 0 .

΄Αρα, η σειρά
∑∞

n=1

(
an/ n
√
n!
)

συγκλίνει αν και µόνο αν 0 < a < 1.

6. Να αποδειχθεί ότι

(x+ 1)1/x − x1/x < e
(
e1/x

2 − 1
)
, x > 0
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και να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά

∞∑
n=1

(
n
√
n+ 1− n

√
n
)
.

Λύση. Για κάθε x > 0 είναι

(x+ 1)1/x − x1/x = eln(x+1)/x − elnx/x

= elnx/x
(
e(ln(x+1)−lnx)/x − 1

)
= elnx/x

(
eln(1+1/x)/x − 1

)
< e

(
e1/x

2 − 1
)
. (lnx ≤ x− 1 < x, ln (1 + 1/x) ≤ 1/x)

Εποµένως,
n
√
n+ 1− n

√
n = (n+ 1)1/n − n1/n < e

(
e1/n

2 − 1
)
.

Είναι

lim
x→0

ex − 1

x

(L’Hôpital)
= lim

x→0
ex = 1 ,

οπότε από το ϑεώρηµα µεταφοράς

lim
n→∞

e1/n
2 − 1

1/n2
= 1 .

Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1
1
n2 συγκλίνει, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης και η σειρά

∞∑
n=1

(
e1/n

2 − 1
)

ϑα συγκλίνει. ΄Αρα, από το κριτήριο σύγκρισης και η σειρά
∑∞

n=1

(
n
√
n+ 1− n

√
n
)
ϑα συγκλί-

νει.

7. Αν a > 1, να εξεταστούν ως προς τη σύγκλιση οι σειρές

(i)

∞∑
n=2

(
lnn

n

)a
(ii)

∞∑
n=2

(
n1/n − 1

)a
.

Λύση.

(i) Αν f(x) =
(
lnx
x

)a, τότε
f ′(x) =

(
lnx

x

)a−1 1− lnx

x2
≤ 0 , για κάθε x ≥ e.
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∆ηλαδή η f είναι ϕθίνουσα και ϑετική για x ≥ e. Αν an =
(
lnn
n

)a, τότε για κάθε n ≥ 3

η ακολουθία (an) είναι γνήσια ϕθίνουσα µε an > 0. Από το κριτήριο συµπύκνωσης η

σειρά
∑∞

n=2 an συγκλίνει αν και µόνο αν η σειρά
∑∞

n=2 2na2n συγκλίνει. Είναι
∞∑
n=2

2na2n =

∞∑
n=2

2n
(

ln 2n

2n

)a
= (ln 2)a

∞∑
n=1

na

2na−n
.

Αν bn = na/2na−n, τότε

lim
n→∞

n
√
bn = lim

n→∞

( n
√
n)
a

2a−1
=

1

2a−1
< 1

και από το κριτήριο ϱίζας (κριτήριο Cauchy) η σειρά
∑∞

n=2 2na2n συγκλίνει. Εποµένως

και η σειρά
∑∞

n=2(lnn/n)a ϑα συγκλίνει.

(ii) Είναι

lim
n→∞

lnn

n
= lim

x→∞

lnx

x

(L’Hôpital)
= lim

x→∞

1

x
= 0 και lim

x→0

ex − 1

x

(L’Hôpital)
= lim

x→0
ex = 1 .

Εποµένως, από το ϑεώρηµα µεταφοράς έχουµε

lim
n→∞

(
n1/n − 1

)a
(lnn/n)a

= lim
n→∞

(
elnn/n − 1

lnn/n

)a
= 1 .

Επειδή η σειρά
∑∞

n=2

(
lnn
n

)a συγκλίνει, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης και η σειρά∑∞
n=2

(
n1/n − 1

)a
ϑα συγκλίνει.

2η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. Για ποια τιµή του x > 1 η συνάρτηση

f (x) =

∫ x2

x

1

t
ln

(
t− 1

9

)
dt

παίρνει την ελάχιστη τιµή της;

Λύση. Αν a > 0, είναι

f (x) =

∫ a

x

1

t
ln

(
t− 1

9

)
dt+

∫ x2

a

1

t
ln

(
t− 1

9

)
dt

= −
∫ x

a

1

t
ln

(
t− 1

9

)
dt+

∫ x2

a

1

t
ln

(
t− 1

9

)
dt ,
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οπότε

f ′(x) = −1

x
ln

(
x− 1

9

)
+ 2x

1

x2
ln

(
x2 − 1

9

)
=

ln[(x− 1)(x+ 1)2]− ln 9

x
.

Εποµένως, f ′(x) = 0 αν και µόνο αν ln[(x− 1)(x+ 1)2] = ln 9 και ισοδύναµα

(x− 1)(x+ 1)2 = 9⇔ x3 + x2 − x− 10 = 0⇔ (x− 2)(x2 + 3x+ 5) = 0⇔ x = 2 .

Επειδή f ′(x) < 0 για x ∈ (1, 2) και f ′(x) > 0 για x ∈ (2,∞), η f παίρνει την ελάχιστη τιµή

της για x = 2.

2. Να γίνει η µελέτη και η γραφική παράσταση της συνάρτησης

f(x) = arcsin

(
x

x+ 1

)
.

Να υπολογιστεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την f , τον άξονα των y και την

ευθεία y = −π/2.

Λύση. Επειδή η y = arcsinx ορίζεται για x ∈ [−1, 1], ϑα πρέπει να είναι

−1 ≤ x

x+ 1
≤ 1⇔

{
2x+ 1

x+ 1
≥ 0 ,

1

x+ 1
≥ 0

}
⇔ {(2x+ 1) (x+ 1) ≥ 0 , (x+ 1) ≥ 0} ⇔ x ≥ −1/2 ,

δηλαδή το πεδίο ορισµού της συνάρτησης f είναι D = [−1/2, ∞). Επειδή

lim
x→∞

arcsin

(
x

x+ 1

)
= lim

x→∞
arcsin

(
1

1 + 1/x

)
= arcsin 1 =

π

2
,

η y = π/2 είναι οριζόντια ασύµπτωτη. Είναι

f ′ (x) =
(x/ (x+ 1))′√

1− (x/ (x+ 1))2
=

1

(x+ 1)
√

2x+ 1
> 0 , για κάθε x > −1

2

και

f ′′ (x) = − 3x+ 2

(x+ 1)2 (2x+ 1)
< 0 , για κάθε x > −1

2
.

Εποµένως, η f είναι γνήσια αύξουσα και κοίλη στο D = [−1/2, ∞). Η γραφική παράσταση

της f ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα.
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Το εµβαδόν του χωρίου E2 είναι

|E2| = −
∫ 0

−1/2
arcsin

(
x

x+ 1

)
dx

= − x arcsin

(
x

x+ 1

)∣∣∣∣x=0

x=−1/2
+

∫ 0

−1/2

x

(x+ 1)
√

2x+ 1
dx (παραγοντική ολοκλήρωση)

= −1

2
arcsin (−1) +

∫ 1

0

t2 − 1

t2 + 1
dt (αντικατάσταση t =

√
2x+ 1⇔ x =

(
t2 − 1

)
/2)

=
π

4
+

∫ 1

0
dt− 2

∫ 1

0

1

t2 + 1
dt

=
π

4
+ 1− 2 arctan t|t=1

t=0

=
π

4
+ 1− 2 arctan 1

=
π

4
+ 1− π

2
= 1− π

4
.

΄Αρα, το εµβαδόν του χωρίου E1 είναι

|E1| =
π

4
− |E2| =

π

4
−
(

1− π

4

)
=
π

2
− 1 .

3. Θεωρούµε την ακολουθία συναρτήσεων fn(x) = nxn−1 − (n + 1)xn στο διάστηµα [0, 1], n =

1, 2, . . . . ∆είξτε ότι
∞∑
n=1

fn(x) = 1 , αν x ∈ [0, 1)

και
∞∑
n=1

∫ 1

0
fn(x) dx = 0 6= 1 =

∫ 1

0

∞∑
n=1

fn(x) dx .
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Επίσης να αποδειχθεί ότι

∞∑
n=1

∫ 1

0
|fn(x)| dx ≥

∞∑
n=1

∫ n/(n+1)

0
fn(x) dx ≥ 1

e

∞∑
n=1

1

n+ 1
=∞ ,

δηλαδή
∑∞

n=1

∫ 1
0 |fn(x)| dx =∞.

Σηµείωση. Ισχύει η εξής Πρόταση:

΄Εστω (fn), fn : [a, b]→ R, ακολουθία Riemann ολοκληρώσιµων συναρτήσεων. Αν
∑∞

n=1 fn(x) =

f(x), η f είναι Riemann ολοκληρώσιµη και
∑∞

n=1

∫ b
a |fn(x)| dx <∞, τότε

∞∑
n=1

∫ b

a
fn(x) dx =

∫ b

a

∞∑
n=1

fn(x) dx .

Λύση. ΄Εστω x ∈ (0, 1). Τότε

N∑
n=1

fn(x) =

N∑
n=1

[
nxn−1 − (n+ 1)xn

]
=
[
(1− 2x) + (2x− 3x2) + · · ·+ (NxN−1 − (N + 1)xN )

]
= 1− (N + 1)xN

και επειδή

lim
N→∞

(N + 1)xN = lim
N→∞

N + 1

x−N
= lim

t→∞

t+ 1

x−t
(L’Hôpital)

= − lim
t→∞

1

x−t lnx
= 0 ,

είναι
∞∑
n=1

fn(x) = lim
N→∞

N∑
n=1

fn(x) = 1 .

Είναι προφανές ότι
∑∞

n=1 fn(0) = 1.

Επειδή ∫ 1

0
fn(x) dx =

∫ 1

0

(
nxn−1 − (n+ 1)xn

)
dx =

(
xn − xn+1

)∣∣x=1

x=0
= 0 ,

έχουµε ότι
∞∑
n=1

∫ 1

0
fn (x) dx = 0 6= 1 =

∫ 1

0

∞∑
n=1

fn (x) dx .
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Επειδή fn(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [0, n/(n+ 1)], τότε∫ 1

0
|fn(x)| dx ≥

∫ n/(n+1)

0
fn(x) dx

=

∫ n/(n+1)

0

(
nxn−1 − (n+ 1)xn

)
dx

=
(
xn − xn+1

)∣∣x=n/(n+1)

x=0

=

(
n

n+ 1

)n
· 1

n+ 1

=
1

(1 + 1/n)n
· 1

n+ 1

>
1

e
· 1

n+ 1
. (

(
1 + 1

n

)n
< e)

΄Αρα
∞∑
n=1

∫ 1

0
|fn(x)| dx ≥ 1

e

∞∑
n=1

1

n+ 1
=∞ ,

δηλαδή
∑∞

n=1

∫ 1
0 |fn(x)| dx =∞.

4. Να µετασχηµατισθεί η διαφορική εξίσωση(
1− x2

) d2y

dx2
− xdy

dx
+ n2y = 0 , |x| < 1 , n ∈ N , (1.8)

µε την αντικατάσταση x = cos t και στη συνέχεια να ϐρεθεί η γενική λύση της.

Λύση. Για t ∈ (0, π) είναι x = cos t⇔ t = arccosx, οπότε

dy

dx
=

dy

dt
· dt

dx
=

dy

dt
· 1

dx/dt
=

dy

dt
· 1

− sin t
= − 1

sin t

dy

dt

και

d2y

dx2
=

d

dx

(
− 1

sin t

dy

dt

)
=

d

dt

(
− 1

sin t

dy

dt

)
· dt

dx

=

(
cos t

sin2 t

dy

dt
− 1

sin t

d2y

dt2

)
· 1

dx/dt

= − 1

sin t

(
cos t

sin2 t

dy

dt
− 1

sin t

d2y

dt2

)
Αντικαθιστώντας στην (1.8) έχουµε

− sin t

(
cos t

sin2 t

dy

dt
− 1

sin t

d2y

dt2

)
+

cos t

sin t

dy

dt
+ n2y = 0
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και ισοδύναµα

d2y

dt2
+ n2y = 0 . (1.9)

Η χαρακτηριστική εξίσωση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης (1.9) είναι r2+n2 = 0 µε ϱίζες

r1,2 = ±ni. Εποµένως, η γενική λύση της (1.9) είναι

y∗ (t) = c1 cosnt+ c2 sinnt , c1, c2 ∈ R .

΄Αρα, η γενική λύση της (1.8) είναι

y (x) = c1 cos (n arccosx) + c2 sin (n arccosx) , c1, c2 ∈ R .

Σηµείωση. Η λύση Tn (x) := cos (n arccosx) της διαφορικής εξίσωσης (1.8) είναι το πολυώνυµο

Chebyshev ϐαθµού n. Είναι T1 (x) = x, T2 (x) = 2x2 − 1, T3 (x) = 4x3 − 3x, T4 (x) =

8x4 − 8x2 + 1 κ.λ.π.

5. Να ϐρεθεί η συνάρτηση y = f (x), x ∈ (−1, 1), αν

f ′ (x) =
1

(1 + x2)
√

1− x2
, f (0) = 0 .

Λύση. Είναι

f (x)− f (0) =

∫ x

0

1

(1 + t2)
√

1− t2
dt⇔ f (x) =

∫ x

0

1

(1 + t2)
√

1− t2
dt .
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Επειδή,

∫
1

(1 + t2)
√

1− t2
dt =

∫
cos θ(

1 + sin2 θ
)

cos θ
dθ

(αντικατάσταση t = sin θ, θ ∈ (−π/2, π/2))

=

∫
1

cos2 θ + 2 sin2 θ
dθ

=

∫
1

cos2 θ (1 + 2 tan2 θ)
dθ

=

∫
1

1 + 2u2
du (αντικατάσταση u = tan θ)

=
1

2

∫
1(

1/
√

2
)2

+ u2
du

=

√
2

2
arctan

(√
2u
)

+ c

=

√
2

2
arctan

(√
2 tan θ

)
+ c

=

√
2

2
arctan

(√
2

sin θ

cos θ

)
+ c =

√
2

2
arctan

( √
2t√

1− t2

)
+ c .

΄Αρα,

f (x) =

√
2

2
arctan

( √
2t√

1− t2

)∣∣∣∣∣
t=x

t=0

=

√
2

2
arctan

( √
2x√

1− x2

)
, x ∈ (−1, 1) .

6. ΄Εστω τα ολοκληρώµατα

I =

∫
1

x4 + x2 + 1
dx και J =

∫
x2

x4 + x2 + 1
dx , x ∈ (0,∞) .

Να υπολογιστούν πρώτα τα ολοκληρώµατα J + I, J − I και στη συνέχεια τα I και J .

Υπόδειξη.

J + I =

∫
1 + 1/x2

x2 + 1 + 1/x2
dx και J − I =

∫
1− 1/x2

x2 + 1 + 1/x2
dx .
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Λύση. Είναι

J + I =

∫
x2 + 1

x4 + x2 + 1
dx

=

∫
1 + 1/x2

x2 + 1 + 1/x2
dx

=

∫
(x− 1/x)′

(x− 1/x)2 + 3
dx

=

∫
1

t2 +
(√

3
)2 dt (αντικατάσταση t = x− 1/x)

=
1√
3

arctan
t√
3

+ c

=
1√
3

arctan
1√
3

(
x− 1

x

)
+ c

και παρόµοια

J − I =

∫
x2 − 1

x4 + x2 + 1
dx

=

∫
1− 1/x2

x2 + 1 + 1/x2
dx

=

∫
(x+ 1/x)′

(x+ 1/x)2 − 1
dx

=

∫
1

t2 − 1
dt (αντικατάσταση t = x+ 1/x)

=
1

2

∫ [
1

t− 1
− 1

t+ 1

]
dt

=
1

2
ln

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+ c

=
1

2
ln

(
x2 − x+ 1

x2 + x+ 1

)
+ c .

΄Αρα,

I =
1

2

[
1√
3

arctan
1√
3

(
x− 1

x

)
− 1

2
ln

(
x2 − x+ 1

x2 + x+ 1

)]
+ c

και

J =
1

2

[
1√
3

arctan
1√
3

(
x− 1

x

)
+

1

2
ln

(
x2 − x+ 1

x2 + x+ 1

)]
+ c .

7. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : [0, A]→ R, A > 0, είναι συνεχώς παραγωγίσιµη µε f(0) = 0.

Αν

f ′(x)2 ≤ a2 + 2b2
∫ x

0
|f(t)f ′(t)| dt , όπου a ≥ 0, b > 0,
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δείξτε ότι

|f(x)| ≤ a

b

(
ebx − 1

)
και |f ′(x)| ≤ aebx .

Υπόδειξη. Αν F (x) :=
∫ x
0 |f

′(t)| dt, να αποδειχθεί ότι |f(x)| ≤ F (x) και

F ′(x) ≤ a+ bF (x)⇔
(
e−bxF (x)

)′
≤ ae−bx .

Λύση. Αν F (x) :=
∫ x
0 |f

′(t)| dt, τότε για κάθε x ∈ [0, A] είναι F (x) ≥ 0, F ′(x) = |f ′(x)| και

F (x) =

∫ x

0
|f ′(t)| dt ≥

∣∣∣∣∫ x

0
f ′(t) dt

∣∣∣∣ = |f(x)| .

Εποµένως,

F ′(x)2 ≤ a2 + 2b2
∫ x

0
|f(t)||f ′(t)| dt

≤ a2 + 2b2
∫ x

0
F (t)F ′(t) dt

= a2 + b2
∫ x

0

(
F 2(t)

)′
dt

= a2 + b2F 2(x)

≤ a2 + b2F 2(x) + 2abF (x)

= (a+ bF (x))2

και κατά συνέπεια

F ′(x) ≤ a+ bF (x)⇔
(
e−bxF (x)

)′
≤ ae−bx .

Τότε, ∫ x

0

(
e−btF (t)

)′
dt ≤

∫ x

0
ae−bt dt

και εποµένως

e−bxF (x) ≤ a

b

(
1− e−bx

)
⇔ F (x) ≤ a

b

(
ebx − 1

)
.

΄Αρα,

|f(x)| ≤ a

b
(ebx − 1) .

Επίσης, από την ανισότητα F ′(x) ≤ a+ bF (x) προκύπτει ότι

|f ′(x)| ≤ a+ b · a
b

(
ebx − 1

)
= aebx .
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3η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. Αν n ∈ N∗, να υπολογιστεί το

lim
n→∞

n3
∫ 2n

n

x

x5 + 1
dx .

Υπόδειξη. Για κάθε x ≥ 1,
1

(x+ 1)4
<

x

x5 + 1
<

1

x4
.

Λύση. Επειδή για κάθε x ≥ 1 και για κάθε n ∈ N είναι

n3
1

(x+ 1)4
< n3

x

x5 + 1
< n3

1

x4
,

ολοκληρώνοντας στο διάστηµα [n, 2n] έχουµε

n3
∫ 2n

n

1

(x+ 1)4
dx ≤ n3

∫ 2n

n

x

x5 + 1
dx ≤ n3

∫ 2n

n

1

x4
dx

⇔ −n
3

3

1

(x+ 1)3

∣∣∣∣x=2n

x=n

≤ n3
∫ 2n

n

x

x5 + 1
dx ≤ −n

3

3

1

x3

∣∣∣∣x=2n

x=n

⇔ 1

3

(
1

(1 + 1/n)3
− 1

(2 + 1/n)3

)
≤ n3

∫ 2n

n

x

x5 + 1
dx ≤ 1

3

(
1− 1

8

)
.

Εποµένως, από το κριτήριο κιβωτισµού (κριτήριο ισοσυγκλινουσών ακολουθιών) είναι

lim
n→∞

n3
∫ 2n

n

x

x5 + 1
dx =

1

3

(
1− 1

8

)
=

7

24
.

2. Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα κατάλληλης συνάρτησης στο διάστηµα [0, 1], να υπολογιστεί

το όριο

lim
n→∞

[
1√

4n2 − 12
+

1√
4n2 − 22

+ · · ·+ 1√
4n2 − n2

]
.

Λύση. Είναι [
1√

4n2 − 12
+

1√
4n2 − 22

+ · · ·+ 1√
4n2 − n2

]

=
1

n

 1√
4− (1/n)2

+
1√

4− (2/n)2
+ · · ·+ 1√

4− (n/n)2


=

1

n

n∑
k=1

1√
4− (k/n)2

=
1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
,
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όπου f(x) = 1√
4−x2 . Εποµένως, από τη ϑεωρία του ολοκληρώµατος Riemann έχουµε

lim
n→∞

[
1√

4n2 − 12
+

1√
4n2 − 22

+ · · ·+ 1√
4n2 − n2

]
=

∫ 1

0

1√
4− x2

dx = arcsin
(x

2

)∣∣∣x=1

x=0
= arcsin

(
1

2

)
=
π

6
.

3. Αν f ∈ C2 ([0, 1]), δηλαδή η συνάρτηση f : [0, 1]→ R είναι δυο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη,

να αποδειχθεί πρώτα ότι∫ 1

0
f(x) dx = f(0) +

1

2
f ′(0) +

1

2

∫ 1

0
(x− 1)2f ′′(x) dx

και στη συνέχεια ότι υπάρχει θ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε∫ 1

0
f(x) dx = f(0) +

1

2!
f ′(0) +

1

3!
f ′′(θ) .

Λύση. Είναι∫ 1

0
f(x) dx = (x− 1)f(x)|x=1

x=0 −
∫ 1

0
(x− 1)f ′(x) dx (παραγοντική ολοκλήρωση)

= f(0)−
∫ 1

0
(x− 1)f ′(x) dx

= f(0)− 1

2
(x− 1)2f ′(x)

∣∣x=1

x=0
+

1

2

∫ 1

0
(x− 1)2f ′′(x) dx

(παραγοντική ολοκλήρωση)

= f(0) +
1

2
f ′(0) +

1

2

∫ 1

0
(x− 1)2f ′′(x) dx .

Επειδή η f ′′ είναι συνεχής στο διάστηµα [0, 1] και η συνάρτηση g(x) := (x − 1)2 είναι µη

αρνητική και συνεχής στο διάστηµα [0, 1], από το γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής για

ολοκληρώµατα(παραπέµπουµε στο [27]) υπάρχει θ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε∫ 1

0
f ′′ (x) (x− 1)2 dx = f ′′ (θ)

∫ 1

0
(x− 1)2 dx = f ′′ (θ)

1

3
(x− 1)3

∣∣∣x=1

x=0
=

1

3
f ′′ (θ) .

΄Αρα, ∫ 1

0
f (x) dx = f (0) +

1

2
f ′ (0) +

1

2

∫ 1

0
(x− 1)2 f ′′ (x) dx

= f (0) +
1

2
f ′ (0) +

1

2
· 1

3
f ′′ (θ)

= f (0) +
1

2!
f ′ (0) +

1

3!
f ′′ (θ) .
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4. (αʹ) Να υπολογιστούν τα γενικευµένα ολοκληρώµατα

(i)

∫ 1

0
|lnx| dx και (ii)

∫ ∞
1

lnx

x2
dx .

(ϐʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
0

1

x
sinx lnx dx .

Λύση.

(αʹ) (i) Είναι ∫ 1

0
|lnx| dx = −

∫ 1

0
lnx dx = − ln 1 + lim

x→0+
x lnx+

∫ 1

0
dx

(παραγοντική ολοκλήρωση)

= lim
x→0+

lnx

1/x
+ 1

= − lim
x→0+

x+ 1 (κανόνας L’Hôpital)

= 1 ,

δηλαδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ 1
0 | lnx| dx συγκλίνει και ισούται µε 1.

(ii) Είναι ∫ ∞
1

lnx

x2
dx = − lim

x→∞

lnx

x
+

∫ ∞
1

1

x2
dx (παραγοντική ολοκλήρωση)

=

∫ ∞
1

1

x2
dx (limx→∞

lnx
x

(L’Hôpital)
= limx→∞

1
x = 0)

= − lim
x→∞

1

x
+ 1 = 1 ,

δηλαδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

(
lnx/x2

)
dx συγκλίνει και ισούται µε 1.

(ϐʹ) Είναι ∫ ∞
0

1

x
sinx lnx dx =

∫ 1

0

1

x
sinx lnx dx︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ ∞
1

1

x
sinx lnx dx︸ ︷︷ ︸
I2

,

όπου τα I1 και I2 είναι γενικευµένα ολοκληρώµατα.

Επειδή

lim
x→0+

|sinx lnx/x|
|lnx|

= lim
x→0+

sinx

x

(L’Hôpital)
= = lim

x→∞
cosx = 1
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και το ολοκλήρωµα
∫ 1
0 | lnx| dx συγκλίνει, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης και το I1

ϑα συγκλίνει.

Για κάθε R ≥ 1 είναι∫ R

1
sinx

lnx

x
dx = − cosR

lnR

R
+

∫ R

1
cosx

1− lnx

x2
dx . (παραγοντική ολοκλήρωση)

΄Οµως ∣∣∣∣cosR
lnR

R

∣∣∣∣ ≤ lnR

R
−−−−→
R→∞

0 , οπότε lim
R→∞

cosR
lnR

R
= 0.

Εποµένως,

I2 =

∫ ∞
1

cosx
1− lnx

x2
dx .

Επειδή για κάθε x ≥ 1 είναι∣∣∣∣cosx
1− lnx

x2

∣∣∣∣ ≤ 1 + |lnx|
x2

=
1

x2
+

lnx

x2

και ως γνωστόν τα γενικευµένα ολοκληρώµατα
∫∞
1

1
x2
dx,

∫∞
1

lnx
x2
dx συγκλίνουν, από το

κριτήριο σύγκρισης το I2 ϑα συγκλίνει απόλυτα και εποµένως ϑα συγκλίνει. ΄Αρα, το

γενικευµένο ολοκλήρωµα ∫ ∞
0

1

x
sinx lnx dx

συγκλίνει.

5. Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης καθώς επίσης και το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς

∞∑
n=1

n2n

(2n)!
(x− 2)2n .

Υπόδειξη. Ισχύει ο τύπος του Stirling(παραπέµπουµε στο [27]):

lim
n→∞

n!√
2π nn+1/2e−n

= 1 , δηλαδή n! ∼
√

2π nn+1/2e−n .

Λύση. Αν cn = n2n (x− 2)2n / (2n)!, τότε

lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n+ 1)2n+2

(2n+ 2)!
· (2n)!

n2n
(x− 2)2

= lim
n→∞

(n+ 1)2

(2n+ 1) (2n+ 2)
·
(

1 +
1

n

)2n

(x− 2)2 =
e2

4
(x− 2)2 .
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Εποµένως,

lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ < 1 αν και µόνο αν
e2

4
(x− 2)2 < 1⇔ |x− 2| < 2

e
.

΄Αρα, η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι R = 2
e . ∆ηλαδή η δυναµοσειρά συγκλίνει

για

|x− 2| < 2

e
⇔ 2− 2

e
< x < 2 +

2

e
.

Για x = 2± 2
e ⇔ |x− 2| = 2

e παίρνουµε τη σειρά

∞∑
n=1

n2n

(2n)!

(
2

e

)2n

=

∞∑
n=1

(2n)2n

(2n)!e2n
.

Επειδή

lim
n→∞

(2n)2n/(2n)!e2n

1/
√

2n
= lim

n→∞

(2n)2n
√

2n e−2n

(2n)!

=
1√
2π

lim
n→∞

√
2π(2n)2n+1/2e−2n

(2n)!

=
1√
2π

(τύπος του Stirling)

και ως γνωστόν η σειρά
∞∑
n=1

1√
2n

=
1√
2

∞∑
n=1

1

n1/2
=∞ , (αποκλίνει)

από το οριακό κριτήριο σύγκρισης και η σειρά

∞∑
n=1

(2n)2n

(2n)!e2n
=∞ . (αποκλίνει)

΄Αρα, το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι I =
(
2− 2

e , 2 + 2
e

)
.

6. Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης και το άθροισµα της δυναµοσειράς

∞∑
n=1

xn

n(n+ 1)
.

Εφαρµογή. Να υπολογιστεί το άθροισµα της σειράς
∑∞

n=1(−1)n 1
n(n+1) .

Λύση. Αν an = 1/n (n+ 1), είναι

lim
n→∞

n
√
|an| = lim

n→∞

1
n
√
n (n+ 1)

= 1 .
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΄Αρα, η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς
∑∞

n=1
xn

n(n+1) είναι R = 1.

Αν f(x) =
∑∞

n=1
xn

n(n+1) , |x| < 1, τότε xf (x) =
∑∞

n=1
xn+1

n(n+1) , |x| < 1, οπότε

(xf (x))′ =

∞∑
n=1

xn

n
= x+

x2

2
+ · · ·+ xn

n
+ · · · = − ln (1− x) , |x| < 1 .

Εποµένως,

xf (x) = −
∫ x

0
ln (1− t) dt

= − t ln (1− t)|t=xt=0 −
∫ x

0

t

1− t
dt (παραγοντική ολοκλήρωση)

= −x ln (1− x) +

∫ x

0
dt−

∫ x

0

1

1− t
dt

= −x ln (1− x) + x+ ln (1− x)

= x+ (1− x) ln (1− x) .

΄Αρα,

f (x) =


1 + 1−x

x ln (1− x) αν |x| < 1, x 6= 0

0 αν x = 0 .

Εφαρµογή. Επειδή από το κριτήριο του Leibniz η εναλλάσσουσα σειρά
∑∞

n=1(−1)n 1
n(n+1)

συγκλίνει, είναι

∞∑
n=1

(−1)n
1

n (n+ 1)
= lim

x→−1+

(
1 +

1− x
x

ln (1− x)

)
= 1− 2 ln 2 .
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1.7 Ακαδηµαϊκό έτος 2008–9

ΣΧΟΛΗ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. ΄Εστω η ακολουθία (an), µε

an+1 =
a4n + 1

3
, n = 1, 2, 3, . . . .

Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η ακολουθία (an), αν (i) a1 = 1 και (ii) a1 = 2.

Λύση.

(i) ΄Εστω a1 = 1. Η (an) είναι ακολουθία ϑετικών όρων και εποµένως είναι κάτω ϕραγµένη,

το 0 είναι ένα κάτω ϕράγµα. Θα αποδείξουµε ότι η (an) είναι γνήσια ϕθίνουσα. Πράγµατι,

είναι a1 = 1 > 14+1
3 = a2 και αν υποθέσουµε ότι an−1 > an, τότε

an =
a4n−1 + 1

3
>
a4n + 1

3
= an+1 .

Η ακολουθία (an) είναι γνήσια ϕθίνουσα και κάτω ϕραγµένη και εποµένως ϑα συγκλίνει.

(ii) ΄Εστω a1 = 2. Θα αποδείξουµε ότι η ακολουθία ϑετικών όρων (an) είναι γνήσια αύξουσα.

Πράγµατι, είναι a1 = 2 < 24+1
3 = a2 και αν υποθέσουµε ότι an−1 < an, τότε

an =
a4n−1 + 1

3
<
a4n + 1

3
= an+1 .

Αποδεικνύουµε τώρα ότι an ≥ 2n, για κάθε n ∈ N, δηλαδή ότι η (an) δεν είναι άνω

ϕραγµένη. Είναι a1 = 2 και αν υποθέσουµε ότι an ≥ 2n, τότε

an+1 =
a4n + 1

3
≥ (2n)4 + 1

3
> 2(n+ 1) .

Πράγµατι,
(2n)4 + 1

3
> 2(n+ 1)⇔ 16n4 > 6n+ 5

και η τελευταία ανισότητα ισχύει για κάθε n ∈ N.

Επειδή η γνήσια αύξουσα ακολουθία (an) δεν είναι άνω ϕραγµένη, το όριο limn→∞ an =

∞.
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2. ΄Εστω |q| < 1 και |ak| ≤M , για κάθε k ∈ N. Αν

bn = a1q + a2q
2 + · · ·+ anq

n ,

να αποδειχθεί ότι η ακολουθία (bn) είναι Cauchy και εποµένως συγκλίνει.

Λύση. 1ος τρόπος. Αν k ∈ N, είναι

|bn+k − bn| =
∣∣∣an+1q

n+1 + an+2q
n+2 + · · ·+ an+kq

n+k
∣∣∣

≤ |an+1||q|n+1 + |an+2||q|n+2 + · · ·+ |an+k||q|n+k

≤M |q|n+1
(

1 + |q|+ · · ·+ |q|k−1
)

= M |q|n+1 1− |q|k

1− |q|
≤M |q|

n+1

1− |q|
.

Επειδή limn→∞M
|q|n+1

1−|q| = 0, για κάθε ε > 0 υπάρχει n0 ∈ N, τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ n0

και κάθε k ∈ N είναι |bn+k − bn| < ε. ∆ηλαδή η (bn) είναι ακολουθία Cauchy και εποµένως

ϑα συγκλίνει.

2ος τρόπος. Το bn είναι το n-οστό µερικό άθροισµα της σειράς

∞∑
k=1

akq
k .

Επειδή

0 ≤ |akqk| ≤M |q|k

και ως γνωστόν η σειρά

∞∑
k=1

M |q|k = M

∞∑
k=1

|q|k = M
|q|

1− |q|
(γεωµετρική σειρά)

συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης η σειρά
∑∞

k=0 |akqk| ϑα συγκλίνει. ∆ηλαδή, η σειρά∑∞
k=1 akq

k συγκλίνει απόλυτα και κατά συνέπεια ϑα συγκλίνει. ΄Αρα και η ακολουθία (bn),

που είναι το n-οστό µερικό άθροισµα της σειράς, ϑα συγκλίνει. Επειδή η ακολουθία (bn)

συγκλίνει, είναι ακολουθία Cauchy.

3. Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά

∞∑
n=2

√
n

(−1)nn−
√
n
.
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Λύση. Είναι
√
n

(−1)nn−
√
n

=
1

(−1)n
√
n− 1

=
(−1)n

√
n+ 1

n− 1
= (−1)n

√
n

n− 1
+

1

n− 1
.

Αν an =
√
n/ (n− 1), n ≥ 2, η ακολουθία (an) είναι γνήσια ϕθίνουσα, µε limn→∞ an = 0.

Εποµένως, από το κριτήριο του Leibniz η εναλλάσσουσα σειρά

∞∑
n=2

(−1)n
√
n

n− 1

συγκλίνει. Επειδή ως γνωστόν
∞∑
n=2

1

n− 1
=∞ , (η σειρά αποκλίνει)

τελικά έχουµε
∞∑
n=2

√
n

(−1)nn−
√
n

=

∞∑
n=2

(−1)n
√
n

n− 1
+

∞∑
n=2

1

n− 1
=∞ . (η σειρά αποκλίνει)

4. Αν t ∈ R, να αποδειχθεί ότι η εναλλάσσουσα σειρά
∞∑
n=1

(−1)n
1√

n (1 + t2/n)n

συγκλίνει. Συγκλίνει η σειρά απόλυτα;

Υπόδειξη. Αποδεικνύεται, όπως ακριβώς και η άσκηση 1 στη ῾῾2η Σειρά Ασκήσεων στα Μα-

ϑηµατικά Ια᾿᾿, ακ. έτος 2007–08᾿᾿, ότι (1 + x/n)n ↗ ex, για x > 0. ∆ηλαδή, για x > 0 η

ακολουθία bn = (1 + x/n)n είναι γνήσια αύξουσα, µε limn→∞ bn = ex.

Λύση. Επειδή για t ∈ R η ακολουθία bn =
(
1 + t2/n

)n είναι γνήσια αύξουσα, η ακολουθία

an =
1√

n (1 + t2/n)n

είναι γνήσια ϕθίνουσα, µε limn→∞ an = 0. Εποµένως, από το κριτήριο του Leibniz η εναλ-

λάσσουσα σειρά
∞∑
n=1

(−1)n
1√

n (1 + t2/n)n

συγκλίνει. Θα εξετάσουµε τώρα ως προς τη σύγκλιση τη σειρά

∞∑
n=1

1√
n (1 + t2/n)n

.
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Επειδή
(
1 + t2/n

)n
< et

2
, είναι

1√
n (1 + t2/n)n

>
1√
n

1

et2
= e−t

2 1√
n
.

Ως γνωστόν
∞∑
n=1

1√
n

=
∞∑
n=2

1

n1/2
=∞ (η σειρά αποκλίνει)

και εποµένως από το κριτήριο σύγκρισης
∞∑
n=1

1√
n (1 + t2/n)n

=∞ . (η σειρά αποκλίνει)

΄Αρα, η σειρά
∑∞

n=1(−1)n 1√
n(1+t2/n)n

δεν συγκλίνει απόλυτα.

5. Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∞∑
n=1

(
n2 − 5n+ 1

n2 − 4n− 2

)n2

.

Λύση. Αν an =
((
n2 − 5n+ 1

)
/
(
n2 − 4n− 2

))n2

, τότε

n
√
|an| =

∣∣∣∣n2 − 5n+ 1

n2 − 4n− 2

∣∣∣∣n = exp

(
n ln

∣∣∣∣n2 − 5n+ 1

n2 − 4n− 2

∣∣∣∣) .

Είναι

lim
x→∞

x ln

∣∣∣∣x2 − 5x+ 1

x2 − 4x− 2

∣∣∣∣ = lim
x→∞

ln
∣∣(x2 − 5x+ 1

)
/
(
x2 − 4x− 2

)∣∣
1/x

= lim
x→∞

((
x2 − 5x+ 1

)
/
(
x2 − 4x− 2

))′
(−1/x2) (x2 − 5x+ 1) / (x2 − 4x− 2)

(κανόνας L’Hôpital)

= lim
x→∞

−x2 x2 − 6x+ 14

(x2 − 4x− 2) (x2 − 5x+ 1)
= −1

και εποµένως

lim
n→∞

n ln

∣∣∣∣n2 − 5n+ 1

n2 − 4n− 2

∣∣∣∣ = −1 .

Επειδή ως γνωστόν η εκθετική συνάρτηση y = expx = ex είναι συνεχής στο R, από το

ϑεώρηµα µεταφοράς έχουµε

lim
n→∞

n
√
|an| = exp

(
lim
n→∞

n ln

∣∣∣∣n2 − 5n+ 1

n2 − 4n− 2

∣∣∣∣) = exp (−1) =
1

e
> 1 .

΄Αρα, από το κριτήριο της ϱίζας η σειρά
∞∑
n=1

(
n2 − 5n+ 1

n2 − 4n− 2

)n2

αποκλίνει.
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6. Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∞∑
n=2

(
1− 1

n

)2n lnn

.

Λύση. Ο γενικός όρος της σειράς είναι

an = (1− 1/n)2n lnn = e2n lnn·ln(1−1/n) > 0 , για κάθε n ≥ 2 .

Επειδή ως γνωστόν ln (1 + x) < x, για κάθε x > −1, x 6= 0, για κάθε n ≥ 2 είναι

ln

(
1− 1

n

)
< − 1

n

και κατά συνέπεια

an = e2n lnn·ln(1−1/n) < e−2 lnn =
1

elnn2 =
1

n2
.

΄Οµως η σειρά
∑∞

n=2

(
1/n2

)
συγκλίνει και εποµένως από το κριτήριο σύγκρισης και η σειρά

∞∑
n=2

an =
∞∑
n=2

(
1− 1

n

)2n lnn

ϑα συγκλίνει.

Παρατήρηση. Το κριτήριο της ϱίζας δεν δίνει απάντηση για τη σύγκλιση ή απόκλιση της

σειράς. Επειδή

lim
x→∞

lnx · ln
(

1− 1

x

)
= 0 ,

είναι

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞
e2 lnn·ln(1−1/n) = 1 .

7. Για κάθε x ∈ R να αποδειχθεί ότι η σειρά
∞∑
n=2

1

n
√

ln (n+ x2)

αποκλίνει.

Υπόδειξη. Αν x ∈ R, υπάρχει N ∈ N τέτοιο ώστε x2 < n, για κάθε n ≥ N .

Λύση. ΄Εστω x ∈ R. Τότε υπάρχει N ∈ N, τέτοιο ώστε x2 < n, για κάθε n ≥ N . Εποµένως,

επειδή η συνάρτηση y = ln t, t > 0, είναι γνήσια αύξουσα, είναι

1

n
√

ln (n+ x2)
>

1

n
√

ln 2n
, για κάθε n ≥ N .
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Θα εξετάσουµε ως προς τη σύγκλιση τη σειρά ϑετικών όρων
∞∑
n=N

1

n
√

ln 2n
.

Επειδή η an = 1/n
√

ln 2n, n ≥ N , είναι γνήσια ϕθίνουσα ακολουθία ϑετικών όρων, από το

κριτήριο συµπύκνωσης η σειρά ϑα συγκλίνει αν και µόνο αν η σειρά
∑∞

n=N 2na2n συγκλίνει.

΄Οµως,
∞∑
n=N

2na2n =

∞∑
n=N

2n
1

2n
√

ln 2n+1
=

1√
ln 2
·
∞∑
n=N

1√
n+ 1

=
1√
ln 2
·
∞∑
n=N

1

(n+ 1)1/2
=∞ .

Εποµένως
∑∞

n=N

(
1/n
√

ln 2n
)

= ∞, δηλαδή η σειρά αποκλίνει. ΄Αρα, από το κριτήριο

σύγκρισης έπεται ότι
∞∑
n=N

1

n
√

ln (n+ x2)
=∞ .

Τότε όµως ϑα είναι και
∞∑
n=2

1

n
√

ln (n+ x2)
=∞ ,

δηλαδή η σειρά αποκλίνει για κάθε x ∈ R.

2η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. ∆είξτε ότι η συνάρτηση

y = f(x) =

∫ (x+1)/2

0
e−t

2
dt

είναι γνήσια µονότονη στο R. Αν f−1 είναι η αντίστροφη της f , να υπολογιστεί το

lim
y→0

1 + f−1 (y)

y
.

Λύση. Είναι f ′ (x) = ((x+ 1)/2)′ e−(x+1)2/4 = (1/2) e−(x+1)2/4 > 0, ∀x ∈ R. Εποµένως,

η συνεχής συνάρτηση f είναι γνήσια αύξουσα στο R και κατά συνέπεια 1 − 1. Ως γνωστόν

y = f (x) ⇔ x = f−1 (y) και η f−1 είναι συνεχής και γνήσια αύξουσα. Επειδή f (−1) = 0

και η f−1 είναι συνεχής, αν το y → 0 τότε το x→ −1. ΄Αρα

lim
y→0

1 + f−1 (y)

y
= lim

x→−1

1 + x

f (x)

(L’Hôpital)
= lim

x→−1

1

f ′ (x)
= lim

x→−1

1

(1/2) e−(x+1)2/4
= 2 .
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2. Να γίνει η µελέτη και η γραφική παράσταση της συνάρτησης

f (x) = arctan
|x|+ 3

x− 3
, x 6= 3 .

Να υπολογιστεί το εµβαδόν του χωρίου που περικλείεται από την f , τον άξονα Ox και τις

ευθείες x = 0 και x = 3.

Λύση. Είναι

f (x) =


arctan −x+3

x−3 = arctan (−1) = −π
4 αν x ≤ 0 ,

arctan x+3
x−3 αν x > 0 .

Επειδή limx→3−
x+3
x−3 = −∞ και limx→3+

x+3
x−3 = +∞, είναι

lim
x→3−

f(x) = −π
2

και lim
x→3+

f(x) =
π

2
.

Επειδή limx→+∞ f(x) = arctan 1 = π
4 , η y = π

4 είναι οριζόντια ασύµπτωτη. Είναι

f ′(x) =


0 αν x < 0 ,

− 3
x2+9

αν x > 0, x 6= 3

και

f ′′(x) =


0 αν x < 0 ,

6x
(x2+9)2

αν x > 0, x 6= 3 .

Εποµένως, η f είναι γνήσια ϕθίνουσα και κυρτή στα διαστήµατα [0, 3) και (3,+∞). Η γραφική

παράσταση της f ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα.
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Το εµβαδόν του χωρίου είναι

A = −
∫ 3

0
arctan

x+ 3

x− 3
dx

= − x arctan
x+ 3

x− 3

∣∣∣∣x=3

x=0

+

∫ 3

0
x

(
arctan

x+ 3

x− 3

)′
dx (παραγοντική ολοκλήρωση)

= − lim
x→3−

x arctan
x+ 3

x− 3
− 3

∫ 3

0

x

x2 + 9
dx

= −3
(
−π

2

)
− 3

2
ln
(
x2 + 9

)∣∣x=3

x=0

=
3π

2
− 3

2
(ln 18− ln 9) =

3

2
(π − ln 2) ≈ 3.6727 .

3. Να µετασχηµατισθεί η διαφορική εξίσωση

d2y

dx2
− 2x

1− x2
dy

dx
− 4

(1− x2)2
y = 0 , |x| < 1 , (1.10)

µε την αντικατάσταση

t = tanh−1 x =
1

2
ln

(
1 + x

1− x

)
και στη συνέχεια να ϐρεθεί η γενική λύση της.

Λύση. Είναι t = tanh−1 x⇔ x = tanh t και
(
tanh−1 x

)′
= 1

1−x2 . Εποµένως,

dy

dx
=

dy

dt
· dt

dx
=

dy

dt
· 1

1− x2
=

1

1− x2
dy

dt

και

d2y

dx2
=

d

dx

(
1

1− x2
dy

dt

)
=

d

dx

(
1

1− x2

)
dy

dt
+

1

1− x2
d

dx

(
dy

dt

)
=

2x

(1− x2)2
dy

dt
+

1

1− x2
d

dt

(
dy

dt

)
· dt

dx

=
2x

(1− x2)2
dy

dt
+

1

(1− x2)2
d2y

dt2
.

Αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση έχουµε

2x

(1− x2)2
dy

dt
+

1

(1− x2)2
d2y

dt2
− 2x

(1− x2)2
dy

dt
− 4

(1− x2)2
y = 0
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και ισοδύναµα
d2y

dt2
− 4y = 0 . (1.11)

Η χαρακτηριστική εξίσωση της (1.11) είναι : r2 − 4 = 0 µε ϱίζες r1,2 = ±2. Εποµένως, η

γενική λύση της (1.11) είναι

y∗ (t) = c1e
−2t + c2e

2t , c1, c2 ∈ R .

΄Αρα, η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (1.10) είναι

y (x) = c1
1− x
1 + x

+ c2
1 + x

1− x
, |x| < 1 , c1, c2 ∈ R .

4. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =

∫
cos2 x

1− 2 sin2 x
dx , x 6= kπ ± π

4
, k ∈ Z .

Λύση. Επειδή ως γνωστόν∫
1

cos t
dt = ln

∣∣∣∣ 1

cos t
+ tan t

∣∣∣∣+ c = ln

∣∣∣∣1 + sin t

cos t

∣∣∣∣+ c ,

είναι

I =
1

2

∫
1 + cos 2x

cos 2x
dx =

1

2

∫
1

cos 2x
dx+

1

2

∫
dx

=
1

4

∫
1

cos t
dt+

x

2
+ c (αντικατάσταση t = 2x)

=
1

4
ln

∣∣∣∣1 + sin t

cos t

∣∣∣∣+
x

2
+ c

=
1

4
ln

∣∣∣∣1 + sin 2x

cos 2x

∣∣∣∣+
x

2
+ c =

1

4
ln

∣∣∣∣cosx+ sinx

cosx− sinx

∣∣∣∣+
x

2
+ c .

5. Να ϐρεθεί η συνάρτηση y = f (x), x ∈ (−6, 2), αν

f ′ (x) =
x√

12− x2 − 4x
, f (−2) = −3 .

Λύση. Είναι

f (x)− f (−2) =

∫ x

−2

1√
12− t2 − 4t

dt⇔ f (x) =

∫ x

−2

1√
12− t2 − 4t

dt− 3 .



1.7. ΑΚΑ∆ΗΜΑΪΚΟ ΕΤΟΣ 2008–9 107

΄Οµως ∫
t√

12− t2 − 4t
dt =

∫
t√

16− (t+ 2)2
dt

=

∫
u− 2√
16− u2

du (αντικατάσταση u = t+ 2)

=

∫
u√

16− u2
du− 2

∫
1√

42 − u2
du

= −
√

16− u2 − 2 arcsin
(u

4

)
+ c

= −
√

12− t2 − 4t− 2 arcsin

(
t+ 2

4

)
+ c .

Εποµένως,

f (x) = −
[√

12− t2 − 4t+ 2 arcsin

(
t+ 2

4

)]∣∣∣∣t=x
t=−2

− 3

= −
√

12− x2 − 4x− 2 arcsin

(
x+ 2

4

)
+ 1 .

6. Αν

an =

∫ π/4

0
tann x dx , n ∈ N∗ ,

δείξτε ότι

an + an−2 =
1

n− 1
, n ≥ 2 .

Στη συνέχεια να αποδειχθεί ότι

a0 =
π

4
, a2n = (−1)n−1

(
1− 1

3
+

1

5
− 1

7
+ · · ·+ (−1)n−1

1

2n− 1
− π

4

)
, n ≥ 1

και

a1 =
1

2
ln 2 , a2n+1 =

(−1)n−1

2

(
1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ · · ·+ (−1)n−1

1

n
− ln 2

)
, n ≥ 1 .

Λύση. Είναι

an =

∫ π/4

0

tann−2 x

cos2 x
dx−

∫ π/4

0
tann−2 x dx

=
1

n− 1
tann−1 x

∣∣x=π/4
x=0

− an−2

=
1

n− 1
− an−2
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και εποµένως an + an−2 = 1/ (n− 1), για κάθε n ≥ 2.

Επειδή a2n+2 = 1/ (2n+ 1)−a2n και a2n+3 = 1/2 (n+ 1)−a2n+1, χρησιµοποιώντας επαγωγή

εύκολα αποδεικνύονται οι τύποι για τα a2n και a2n+1 αντίστοιχα.

7. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση y = f (x) είναι δυο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη στο R και

τέτοια ώστε

f(x) + f ′′(x) ≥ 0 , για κάθε x ∈ R.

∆είξτε ότι

f(x) + f(x+ π) ≥ 0 , για κάθε x ∈ R.

Υπόδειξη. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα∫ π

0

[
f(x+ t) + f ′′(x+ t)

]
sin t dt .

Λύση. Είναι ∫ π

0
f ′′(x+ t) sin t dt = f ′(x+ t) sin t

∣∣t=π
t=0
−
∫ π

0
f ′(x+ t) cos t dt

(παραγοντική ολοκλήρωση)

= − f (x+ t) cos t|t=πt=0 −
∫ π

0
f (x+ t) sin t dt

(παραγοντική ολοκλήρωση)

= f (x+ π) + f (x)−
∫ π

0
f (x+ t) sin t dt

και εποµένως ∫ π

0

[
f (x+ t) + f ′′ (x+ t)

]
sin t dt = f (x) + f (x+ π) .

Επειδή για κάθε t ∈ [0, π] είναι sin t ≥ 0 και από την υπόθεση f (x+ t) + f ′′ (x+ t) ≥ 0, για

κάθε x, t ∈ R, έπεται ότι ∫ π

0

[
f (x+ t) + f ′′ (x+ t)

]
sin t dt ≥ 0 .

΄Αρα,

f (x) + f (x+ π) ≥ 0 , για κάθε x ∈ R.
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8. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι ϑετική και µονότονη (αύξουσα ή ϕθίνουσα) στο R. ΄Εστω

F (x) =

∫ x

2
f (t) dt .

Αν

f (x) = o (F (x)) (x→∞) , δηλαδή lim
x→∞

f (x)∫ x
2 f (t) dt

= 0 ,

να αποδειχθεί ότι

√
f (x) = o

(∫ x

2

√
f (t) dt

)
(x→∞) , δηλαδή lim

x→∞

√
f (x)∫ x

2

√
f (t) dt

= 0 .

Λύση. (i) ΄Εστω η f είναι ϕθίνουσα. Τότε

√
f (x) (x− 2) ≤

∫ x

2

√
f (t) dt⇔ 0 <

√
f (x)∫ x

2

√
f (t) dt

≤ 1

x− 2

και εποµένως

lim
x→∞

√
f (x)∫ x

2

√
f (t) dt

= 0 .

(ii) ΄Εστω η f είναι αύξουσα. Τότε για 2 ≤ t ≤ x είναι

√
f (t)

√
f (t) ≤

√
f (x)

√
f (t)

και ολοκληρώνοντας στο διάστηµα [2, x] παίρνουµε∫ x

2
f (t) dt ≤

√
f (x)

∫ x

2

√
f (t) dt⇔ 0 <

√
f (x)∫ x

2

√
f (t) dt

≤ f (x)∫ x
2 f (t) dt

.

΄Οµως από την υπόθεση είναι

lim
x→∞

f (x)∫ x
2 f (t) dt

= 0 ,

οπότε και

lim
x→∞

√
f (x)∫ x

2

√
f (t) dt

= 0 .

Παρατήρηση. Η υπόθεση

lim
x→∞

f (x)∫ x
2 f (t) dt

= 0

είναι αναγκαία µόνο στην περίπτωση που η f είναι αύξουσα.
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3η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. (αʹ) Χρησιµοποιώντας τον τύπο του Taylor

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(ξ)

2!
(x− x0)2 , µε ξ µεταξύ x0 και x,

για κατάλληλη συνάρτηση f και κατάλληλα σηµεία x0 και x, να αποδειχθεί ότι

1

n1+α
<

1

α

(
1

(n− 1)α
− 1

nα

)
, α > 0, n = 2, 3, . . . .

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας το (α΄), να αποδειχθεί ότι για α > 0 η σειρά
∑∞

n=1
1

n1+α συγκλίνει.

Λύση.

(αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση f (x) = 1/xα, x 6= 0, µε α > 0. Επειδή f ′ (x) = −αx−α−1 και

f ′′ (x) = α (α+ 1)x−α−2, από τον τύπο του Taylor µε x = n−1 και x0 = n, n = 2, 3, . . .,

έχουµε

1

(n− 1)α
=

1

nα
+ α

1

nα+1
+ α (α+ 1)

1

2ξα+2
, για κάποιο ξ ∈ (n− 1, n).

Εποµένως,

1

(n− 1)α
>

1

nα
+ α

1

nα+1
⇔ 1

n1+α
<

1

α

(
1

(n− 1)α
− 1

nα

)
.

(ϐʹ) Για α > 0 και N ≥ 2 είναι

N∑
n=2

(
1

(n− 1)α
− 1

nα

)
= 1− 1

Nα
,

οπότε
∞∑
n=2

(
1

(n− 1)α
− 1

nα

)
= lim

N→∞

(
1− 1

Nα

)
= 1 .

∆ηλαδή η σειρά
∑∞

n=2 (1/ (n− 1)α − 1/nα) συγκλίνει. Χρησιµοποιώντας την ανισότητα

στο (α΄), από το κριτήριο σύγκρισης έπεται ότι και η σειρά
∑∞

n=2

(
1/n1+α

)
ϑα συγκλίνει.

΄Αρα, για α > 0 η σειρά
∑∞

n=1

(
1/n1+α

)
συγκλίνει.
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2. Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα κατάλληλης συνάρτησης στο διάστηµα [0, 1], δείξτε ότι

lim
n→∞

1

n2

n−1∑
k=0

k2√
k2 + n2

=
1

2

[√
2− ln(1 +

√
2)
]
.

Λύση. Είναι
1

n2

n−1∑
k=0

k2√
k2 + n2

=
1

n

n−1∑
k=0

(k/n)2√
(k/n)2 + 1

=
1

n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
,

όπου f (x) = x2/
√
x2 + 1. Εποµένως, από τη ϑεωρία του ολοκληρώµατος Riemann έχουµε

lim
n→∞

1

n2

n−1∑
k=0

k2√
k2 + n2

=

∫ 1

0

x2√
x2 + 1

dx .

Αν I =
∫ (

x2/
√
x2 + 1

)
dx, τότε

I =

∫ (
x2 + 1

)
− 1

√
x2 + 1

dx

=

∫ √
x2 + 1 dx−

∫
1√

x2 + 1
dx

=

∫ √
x2 + 1 dx− ln

(
x+

√
x2 + 1

)
= x

√
x2 + 1−

∫
x2√
x2 + 1

dx− ln
(
x+

√
x2 + 1

)
(παραγοντική ολοκλήρωση)

= x
√
x2 + 1− I − ln

(
x+

√
x2 + 1

)
.

Εποµένως,

I =
1

2
x
√
x2 + 1− 1

2
ln
(
x+

√
x2 + 1

)
.

΄Αρα,

lim
n→∞

1

n2

n−1∑
k=0

k2√
k2 + n2

=

∫ 1

0

x2√
x2 + 1

dx

=

[
1

2
x
√
x2 + 1− 1

2
ln
(
x+

√
x2 + 1

)]∣∣∣∣x=1

x=0

=
1

2

[√
2− ln

(
1 +
√

2
)]

.

3. Να υπολογιστεί το

lim
x→∞

∫ 3

1

et
2/x

t
dt .

Υπόδειξη. Θεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα.
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Λύση. Θα χρησιµοποιήσουµε το γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα στην

παρακάτω µορφή(παραπέµπουµε στο [27]):

΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής και η συνάρτηση g : [a, b] → R είναι

ολοκληρώσιµη, µε g(t) ≥ 0 για κάθε t ∈ [a, b]. Τότε υπάρχει ξ ∈ [a, b], τέτοιο ώστε∫ b

a
f(t)g(t) dx = f(ξ)

∫ b

a
g(t) dt .

Επειδή οι συναρτήσεις f(t) = et
2/x και g(t) = 1/t είναι ϑετικές και συνεχείς στο διάστηµα

[1, 3], από το γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα είναι∫ 3

1

et
2/x

t
dt = eξ

2/x

∫ 3

1

1

t
dt = eξ

2/x(ln 3− ln 1) = eξ
2/x ln 3 ,

για κάποιο ξ, µε 1 ≤ ξ ≤ 3. Εποµένως,

lim
x→∞

∫ 3

1

et
2/x

t
dt = lim

x→∞
eξ

2/x ln 3 = ln 3 .

4. Να εξεταστούν ως προς τη σύγκλιση τα γενικευµένα ολοκληρώµατα

(i)

∫ ∞
0

arctanx

x
dx και (ii)

∫ ∞
1

1

x
√
x2 − 1

dx .

Λύση.

(i) Είναι ∫ ∞
0

arctanx

x
dx =

∫ 1

0

arctanx

x
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫ ∞
1

arctanx

x
dx︸ ︷︷ ︸

I2

,

όπου το I1 είναι ένα ορισµένο ολοκλήρωµα (limx→0 (arctanx/x) = 1). Αρκεί λοιπόν να

εξετάσουµε ως προς τη σύγκλιση το γενικευµένο ολοκλήρωµα I2. Επειδή

arctanx

x
≥ π

4
· 1

x
, για κάθε x ≥ 1

και ως γνωστόν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1 (1/x) dx αποκλίνει, από το κριτήριο

σύγκρισης και το I2 ϑα αποκλίνει. ΄Αρα, το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0

arctanx
x dx

αποκλίνει.
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(ii) Είναι ∫ ∞
1

1

x
√
x2 − 1

dx =

∫ 2

1

1

x
√
x2 − 1

dx︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ ∞
2

1

x
√
x2 − 1

dx︸ ︷︷ ︸
I2

.

Επειδή

0 <
1

x
√
x2 − 1

=
1

x
√
x+ 1

√
x− 1

<
1√

2
√
x− 1

, για κάθε x > 1

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ 2
1

(
1/
√
x− 1

)
dx = 2 συγκλίνει, από το κριτήριο σύ-

γκρισης και το I1 ϑα συγκλίνει.

Επειδή

lim
x→∞

1/x
√
x2 − 1

1/x2
= lim

x→∞

x√
x2 − 1

= lim
x→∞

1√
1− 1/x2

= 1

και ως γνωστόν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
2

(
1/x2

)
dx συγκλίνει, από το οριακό

κριτήριο σύγκρισης και το I2 ϑα συγκλίνει.

΄Αρα, το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

(
1/x
√
x2 − 1

)
dx συγκλίνει.

5. (αʹ) Με παραγοντική ολοκλήρωση ή µε οποιοδήποτε άλλο τρόπο, να αποδειχθεί ότι το γενι-

κευµένο ολοκλήρωµα ∫ ∞
0

sinx

x
dx

συγκλίνει.

(ϐʹ) Χρησιµοιώντας το γεγονός ότι ∫ ∞
0

sinx

x
dx =

π

2
,

να υπολογιστεί το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
0

sin2 x

x2
dx .

Λύση.

(αʹ) Είναι ∫ ∞
0

sinx

x
dx =

∫ 1

0

sinx

x
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫ ∞
1

sinx

x
dx dx︸ ︷︷ ︸

I2

,
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όπου το I1 είναι ένα ορισµένο ολοκλήρωµα (limx→0 (sinx/x) = 1). Αρκεί λοιπόν να

εξετάσουµε ως προς τη σύγκλιση το γενικευµένο ολοκλήρωµα I2. Χρησιµοποιώντας

παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε∫ R

1

sinx

x
dx = − cosx

x

∣∣∣R
x=1
−
∫ R

1

cosx

x2
dx = −cosR

R
+ cos 1−

∫ R

1

cosx

x2
dx .

΄Οµως, ∣∣∣∣cosR

R

∣∣∣∣ ≤ 1

R
−−−−→
R→∞

0 , οπότε lim
R→∞

cosR

R
= 0 .

Εποµένως, ∫ ∞
1

sinx

x
dx = lim

n→∞

∫ R

1

sinx

x
dx = cos 1−

∫ ∞
1

cosx

x2
dx︸ ︷︷ ︸

I3

.

Αρκεί να εξετάσουµε ως προς τη σύγκλιση το γενικευµένο ολοκλήρωµα I3. Επειδή∣∣∣cosx

x2

∣∣∣ ≤ 1

x2

και ως γνωστόν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

(
1/x2

)
dx συγκλίνει, από το κριτήριο

σύγκρισης και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

∣∣cosx/x2
∣∣ dx ϑα συγκλίνει. Εποµένως

το γενικευµένο ολοκλήρωµα I3 συγκλίνει. ΄Αρα, το I2 συγκλίνει και κατά συνέπεια το

γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0 (sinx/x) dx ϑα συγκλίνει.

(ϐʹ) Εύκολα διαπιστώνεται ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0

(
sin2 x/x2

)
dx συγκλίνει. Ε-

πειδή ∫ R

r

sin2 x

x2
dx = − sin2 x

x

∣∣∣∣x=R
x=r

+

∫ R

r

sin 2x

x
dx (παραγοντική ολοκλήρωση)

= − sin2 x

x

∣∣∣∣x=R
x=r

+

∫ 2R

2r

sin t

t
dx , (αντικατάσταση t = 2x)

έχουµε ότι ∫ ∞
0

sin2 x

x2
dx = lim

r→0+
R→∞

∫ R

r

sin2 x

x2
dx

= − lim
R→∞

sin2R

R
+ lim
r→0+

sin2 r

r
+

∫ ∞
0

sin t

t
dt

=

∫ ∞
0

sin t

t
dt =

π

2
.
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6. Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης καθώς επίσης και το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς

∞∑
n=1

n lnn

n2 + 1
xn .

Λύση. Αν an = n lnn
n2+1

, τότε

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n+ 1) ln (n+ 1)

(n+ 1)2 + 1
· n

2 + 1

n lnn
= lim

n→∞

n+ 1

n
· ln (n+ 1)

lnn
· n2 + 1

(n+ 1)2 + 1
= 1

και εποµένως η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι R = 1.

(i) Για x = 1 παίρνουµε τη σειρά
∞∑
n=1

n lnn

n2 + 1
.

Επειδή

lim
n→∞

n lnn/
(
n2 + 1

)
1/n

= lim
n→∞

n2

n2 + 1
lnn =∞

και η σειρά
∑∞

n=1 (1/n) αποκλίνει, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης και η σειρά

∞∑
n=1

n lnn

n2 + 1
xn .

ϑα αποκλίνει.

(ii) Για x = −1 παίρνουµε την εναλλάσσουσα σειρά

∞∑
n=1

(−1)n
n lnn

n2 + 1
.

Αν an = n lnn/
(
n2 + 1

)
, τότε

lim
n→∞

an = lim
x→∞

x lnx

x2 + 1

(L’Hôpital)
= lim

x→∞

lnx+ 1

2x

(L’Hôpital)
= lim

x→∞

1

2x
= 0 .

΄Εστω f (x) := x lnx/
(
x2 + 1

)
, x > 0. Επειδή

f ′ (x) =
1 + x2 +

(
1− x2

)
lnx

(1 + x2)2
< 0 , για κάθε x ≥ 4 ,

η ακολουθία (an) είναι γνήσια ϕθίνουσα για κάθε n ≥ 4. Εποµένως, από το κριτήριο του

Leibniz η εναλλάσσουσα σειρά συγκλίνει.

΄Αρα, το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι I = [−1, 1).
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7. Χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα σε σειρά Maclaurin της συνάρτησης y = ln (1 + x), |x| < 1,

να υπολογιστεί το άθροισµα της σειράς

∞∑
n=2

(−1)n
1

n2 + n− 2
.

Υπόδειξη.
∞∑
n=2

(−1)n
1

n2 + n− 2
=

1

3

∞∑
n=2

(−1)n
(

1

n− 1
− 1

n+ 2

)
.

Λύση. Είναι

∞∑
n=2

(−1)n
1

n2 + n− 2
=

1

3

∞∑
n=2

(−1)n
1

n− 1
+

1

3

∞∑
n=2

(−1)n+1 1

n+ 2

=
1

3

∞∑
n=2

(−1)n
1

n− 1
+

1

3

∞∑
n=3

(−1)n
1

n+ 1
.

Από το κριτήριο του Leibniz οι παραπάνω εναλλάσσουσες σειρές συγκλίνουν. Ως γνωστόν,

ln (1 + x) =

∞∑
n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1
=

∞∑
n=1

(−1)n−1
xn

n
=

∞∑
n=2

(−1)n
xn−1

n− 1
, |x| < 1 .

Εποµένως,

∞∑
n=2

(−1)n
1

n− 1
= lim

x→1−

∞∑
n=2

(−1)n
xn−1

n− 1
= lim

x→1−
ln (1 + x) = ln 2

και

∞∑
n=3

(−1)n
1

n+ 1
= lim

x→1−

∞∑
n=3

(−1)n
xn+1

n+ 1
= lim

x→1−

(
ln (1 + x)− x+

x2

2
− x3

3

)
= ln 2− 5

6
.

΄Αρα,
∞∑
n=2

(−1)n
1

n2 + n− 2
=

1

3

(
ln 2 + ln 2− 5

6

)
=

12 ln 2− 5

18
.

8. (προαιρετική άσκηση). ΄Εστω οι ακολουθίες

un =

∫ π/2

0
sin 2nx cotx dx και vn =

∫ π/2

0

sin 2nx

x
dx .
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(αʹ) Να αποδειχθεί ότι

un =
π

2
και lim

n→∞
vn =

∫ ∞
0

sinx

x
dx .

(ϐʹ) Με παραγοντική ολοκλήρωση ή µε οποιοδήποτε άλλο τρόπο, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

(un − vn) = 0

και κατά συνέπεια ∫ ∞
0

sinx

x
dx =

π

2
.
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1.8 Ακαδηµαϊκό έτος 2007–8

ΣΧΟΛΗ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. (αʹ) Αν n ∈ N∗, να αποδειχθεί ότι

1√
n
> 2
√
n+ 1− 2

√
n

και

1 +
1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
n
> 2
√
n+ 1− 2 .

(ϐʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η ακολουθία (xn) µε

xn = 1 +
1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
n
− 2
√
n .

Υπόδειξη. ∆είξτε ότι η ακολουθία (xn) είναι ϕθίνουσα και κάτω ϕραγµένη.

Λύση.

(αʹ) Είναι

2
√
n+ 1− 2

√
n = 2

(√
n+ 1

)2 − (
√
n)

2

√
n+ 1 +

√
n

=
2√

n+ 1 +
√
n
<

2√
n+
√
n

=
1√
n
.

Εποµένως

1 > 2
√

2 − 2 ,

1√
2
> 2

√
3 − 2

√
2 ,

1√
3
> 2

√
4 − 2

√
3 ,

. . . . . . . . . . . .
1√
n
> 2
√
n+ 1 − 2

√
n .

Προσθέτοντας κατά µέλη τις παραπάνω ανισότητες προκύπτει ότι

1 +
1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
n
> 2
√
n+ 1− 2 .
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(ϐʹ) Επειδή

xn+1 − xn =
1√
n+ 1

− 2
(√
n+ 1−

√
n
)

=
1√
n+ 1

− 2

(√
n+ 1

)2 − (
√
n)

2

√
n+ 1 +

√
n

=
1√
n+ 1

− 2√
n+ 1 +

√
n

<
1√
n+ 1

− 2√
n+ 1 +

√
n+ 1

= 0 ,

είναι xn+1 < xn. ∆ηλαδή η ακολουθία (xn) είναι ϕθίνουσα. Από την (α΄) έχουµε

xn = 1 +
1√
2

+
1√
3

+ · · ·+ 1√
n
− 2
√
n > 2

(√
n+ 1−

√
n
)
− 2 > −2 ,

δηλαδή η ακολουθία (xn) είναι κάτω ϕραγµένη. ΄Αρα, η ακολουθία (xn) ϑα συγκλίνει

επειδή είναι ϕθίνουσα και κάτω ϕραγµένη.

2. (αʹ) Αν x > −1, να αποδειχθεί ότι

x

1 + x
≤ ln (1 + x) ≤ x .

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι limn→∞ an = 1, όπου (an) είναι ακολουθία ϑετικών όρων µε an 6= 1, για

κάθε n ∈ N. Να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

ln an
an − 1

= 1 .

Λύση.

(αʹ) Αν f (x) = ln (1 + x)− x/ (1 + x), x > −1, τότε

f ′ (x) =
1

1 + x
− 1

(1 + x)2
=

x

(1 + x)2
.

Είναι f ′ (x) ≤ 0, για κάθε x ∈ (−1, 0] και f ′ (x) ≥ 0, για κάθε x ≥ 0. Εποµένως,

f (x) = ln (1 + x)− x

(1 + x)
≥ f (0) = 0 .

Αν g (x) = ln (1 + x) − x, x > −1, τότε g′ (x) = 1/ (1 + x) − 1 = −x/ (1 + x). Είναι

g′ (x) ≥ 0, για κάθε x ∈ (−1, 0] και g′ (x) ≤ 0, για κάθε x ≥ 0. Εποµένως, g (x) =

ln (1 + x)− x ≤ g (0) = 0.
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(ϐʹ) 1ος τρόπος. Αν x = an − 1, από την προηγούµενη ανισότητα έχουµε

an − 1

1 + (an − 1)
≤ ln (1 + (an − 1)) ≤ an − 1⇔ an − 1

an
≤ ln an ≤ an − 1 .

∆ιαιρώντας µε το an − 1 παίρνουµε

1

an
≤ ln an
an − 1

≤ 1⇔ 1

an
− 1 ≤ ln an

an − 1
− 1 ≤ 0 , αν an − 1 > 0

και

1 ≤ ln an
an − 1

≤ 1

an
⇔ 0 ≤ ln an

an − 1
− 1 ≤ 1

an
− 1 , αν an − 1 < 0 .

Εποµένως,

0 ≤
∣∣∣∣ ln an
an − 1

− 1

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ 1

an
− 1

∣∣∣∣ .
Επειδή limn→∞ (1/an) = 1, από την παραπάνω ανισότητα και το κριτήριο κιβωτισµού

(ισοσυγκλινουσών ακολουθιών) προκύπτει ότι limn→∞ ln an/ (an − 1) = 1.

2ος τρόπος. Αν f (x) = lnx/ (x− 1), είναι

lim
x→1

f (x) = lim
x→1

lnx

x− 1

(L’Hôpital)
= lim

x→1

1

x
= 1 .

Επειδή limn→∞ an = 1, όπου (an) είναι ακολουθία ϑετικών όρων µε an 6= 1 για κάθε

n ∈ N, από το ϑεώρηµα µεταφοράς

lim
n→∞

f (an) = 1 και ισοδύναµα lim
n→∞

ln an
an − 1

= 1 .

3. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f(x) = tanx√
x

, x ∈ (0, π/2), είναι γνήσια αύξουσα.

(ϐʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∞∑
n=1

(−1)n
√
n tan

1

n
.

Λύση.

(αʹ) Αν x ∈ (0, π/2), τότε

f ′ (x) =

√
x

cos2 x
− tanx

2
√
x

x
=

2x− sinx cosx

2x3/2 cos2 x
=

2x− 1
2 sin 2x

2x3/2 cos2 x
=

4x− sin 2x

4x3/2 cos2 x
.

΄Οµως για κάθε t > 0 είναι sin t < t οπότε sin t < 2t. Εποµένως, για κάθε x > 0 είναι

4x− sin 2x > 0. ΄Αρα, η συνάρτηση f(x) = tanx√
x

, x ∈ (0, π/2), είναι γνήσια αύξουσα.
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(ϐʹ) Αν an =
√
n tan(1/n), για κάθε n ≥ 1 είναι an > 0. Από την (α΄) προκύπτει ότι η

ακολουθία (an) είναι γνήσια ϕθίνουσα. Επίσης

lim
n→∞

an = lim
n→∞

√
n tan

1

n
= lim

x→0+

tanx√
x

(L’Hôpital)
= lim

x→0+

2
√
x

cos2 x
= 0 .

΄Αρα, από το κριτήριο του Leibnitz η εναλλάσσουσα σειρά
∑∞

n=1(−1)n
√
n tan 1

n συγκλί-

νει.

4. ΄Εστω η σειρά
∞∑
n=1

(an)n

n!
, a > 0 .

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι η σειρά συγκλίνει για 0 < a < 1/e και αποκλίνει για a > 1/e.

(ϐʹ) Αν a = 1/e, να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά

∞∑
n=1

nn

n!en
.

Υπόδειξη. Αν an = nn

n!en , να αποδειχθεί (ϐλέπε άσκηση 1, ῾῾2η Σειρά Ασκήσεων στα

Μαθηµατικά Ια᾿᾿, ακ. έτος 2007–08) ότι

an+1

an
=

1

e

(
1 +

1

n

)n
>

(
1 +

1

n

)−1
=

1/ (n+ 1)

1/n
.

Χρησιµοποιείστε το πόρισµα του κριτηρίου σύγκρισης για σειρές.

Λύση.

(αʹ) Αν cn = (an)n

n! , τότε

lim
n→∞

cn+1

cn
= lim

n→∞

(a (n+ 1))n+1

(n+ 1)!
· n!

(an)n
= lim

n→∞
a

(n+ 1)n

nn
= lim

n→∞
a

(
1 +

1

n

)n
= ae .

Από το κριτήριο του λόγου η σειρά συγκλίνει για ae < 1 ⇔ a < 1/e και αποκλίνει για

ae > 1⇔ a > 1/e.
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(ϐʹ) Αν an = nn

n!en , τότε

an+1

an
=

(n+ 1)n+1

(n+ 1)!en+1
· n!en

nn

=
(n+ 1)n

enn

=
1

e

(
1 +

1

n

)n
>

(
1 +

1

n

)−1
(επειδή

(
1 + 1

n

)n+1
> e)

=
1/ (n+ 1)

1/n
.

∆ηλαδή
an+1

an
>
bn+1

bn
, για κάθεn ∈ N ,

όπου bn = 1/n. Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1(1/n) αποκλίνει, από το πόρισµα του

κριτηρίου σύγκρισης και η σειρά
∑∞

n=1(n
n/n!en) ϑα αποκλίνει.

5. Αν αn = 2n+n3

3n+n2 , να αποδειχθεί ότι limn→∞ αn = 0 και στη συνέχεια να εξεταστεί ως προς τη

σύγκλιση η σειρά
∞∑
n=0

2n + n3

3n + n2
.

Υπόδειξη. Αν an = nrxn, r ∈ R και |x| < 1, τότε limn→∞ an = 0(ϐλέπε ῾῾Εξετάσεις στα

Μαθηµατικά Ια᾿᾿, ακ. έτος 2006–7, Θ1.(α΄) ).

Λύση. Επειδή limn→∞ (2/3)n = limn→∞ n
3 (1/2)n = limn→∞ n

2 (1/3)n = 0, είναι

lim
n→∞

αn = lim
n→∞

2n + n3

3n + n2
= lim

n→∞

(
2

3

)n 1 + n3

2n

1 + n2

3n

= 0 .

Αν βn = (2/3)n, τότε

lim
n→∞

αn
βn

= lim
n→∞

1 + n3

2n

1 + n2

3n

= 1 .

Επειδή η γεωµετρική σειρά
∑∞

n=0 (2/3)n = 3 συγκλίνει, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης

και η σειρά
∑∞

n=0
2n+n3

3n+n2 ϑα συγκλίνει.

6. Υποθέτουµε ότι η σειρά
∑∞

k=1 ak, µε ak ≥ 0, για κάθε k ∈ N, συγκλίνει. ΄Εστω
∑∞

k=1 ak = a

και Rn =
∑∞

k=n ak.
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(αʹ) Χρησιµοποιώντας την ανισότητα ex ≥ 1 + x, για κάθε x ∈ R, να αποδειχθεί ότι

ane
−Rn ≤ e−Rn+1 − e−Rn .

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι η σειρά
∑∞

n=1 ane
−Rn συγκλίνει και ότι

∞∑
n=1

ane
−Rn ≤ 1− e−a ≤ 1 .

Λύση.

(αʹ) Είναι Rn+1 =
∑∞

k=n+1 ak =
(
an +

∑∞
k=n+1 ak

)
− an =

∑∞
k=n ak − an = Rn− an, οπότε

e−Rn+1 − e−Rn = e−Rn+an − e−Rn = e−Rn (ean − 1) ≥ ane−Rn .

(ϐʹ) Επειδή η σειρά
∑∞

k=1 ak συγκλίνει, είναι limn→∞Rn = limn→∞
∑∞

k=n ak = 0 και επο-

µένως

N∑
n=1

(
e−Rn+1 − e−Rn

)
=
(
e−R2 − e−R1

)
+
(
e−R3 − e−R2

)
+ · · ·+

(
e−RN+1 − e−RN

)
= e−RN+1 − e−R1 −−−−→

N→∞
1− e−R1 = 1− e−

∑∞
k=1 ak = 1− e−a .

∆ηλαδή η σειρά
∑∞

n=1

(
e−Rn+1 − e−Rn

)
συγκλίνει και είναι

∑∞
n=1

(
e−Rn+1 − e−Rn

)
=

1 − e−a. Από την (α΄) και το κριτήριο σύγκρισης συνεπάγεται ότι η σειρά
∑∞

n=1 ane
−Rn

συγκλίνει και ότι
∞∑
n=1

ane
−Rn ≤ 1− e−a ≤ 1 .

7. Αν η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει απόλυτα, να αποδειχθεί ότι και η σειρά

∞∑
n=1

a2n

συγκλίνει. Ισχύει το αποτέλεσµα στην περίπτωση που η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει, χωρίς να

συγκλίνει απόλυτα;

Λύση. Επειδή η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει, είναι limn→∞ an = 0. Τότε, για ε = 1 υπάρχει

n0 ∈ N τέτοιο ώστε |an| < 1, για κάθε n ≥ n0. Εποµένως,

0 ≤ a2n < |an| , για κάθεn ≥ n0 .
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΄Οµως από την υπόθεση η σειρά
∑∞

n=1 |an| συγκλίνει και κατά συνέπεια η σειρά
∑∞

n=n0
|an|

συγκλίνει. Εποµένως, από το κριτήριο σύγκρισης η σειρά
∑∞

n=n0
a2n ϑα συγκλίνει. ΄Αρα και η

σειρά
∑∞

n=1 a
2
n ϑα συγκλίνει.

Γενικά το αποτέλεσµα δεν ισχύει στην περίπτωση που η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει, χωρίς

να συγκλίνει απόλυτα. Πράγµατι, από το κριτήριο του Leibniz η σειρά
∑∞

n=1 (−1)n+1 /
√
n

συγκλίνει. ΄Οµως, όπως είναι γνωστό, η σειρά
∑∞

n=1

(
(−1)n+1 /

√
n
)2

=
∑∞

n=1 1/n αποκλίνει.

8. Αν η σειρά
∑∞

n=1 an µε ϑετικούς όρους αποκλίνει, να αποδειχθεί ότι και η σειρά
∞∑
n=1

an
1 + an

αποκλίνει.

Υπόδειξη. Να διακρίνετε τις εξής περιπτώσεις : (α΄) Η ακολουθία (an) είναι άνω ϕραγµένη,

(ϐ΄) η ακολουθία (an) δεν είναι άνω ϕραγµένη. Σ᾿ αυτή την περίπτωση υπάρχει υπακολουθία

(akn) της (an), τέτοια ώστε limn→∞ akn =∞.

Λύση. 1η περίπτωση. Υποθέτουµε ότι η ακολουθία (an) είναι άνω ϕραγµένη, δηλαδή υπάρχει

M > 0 τέτοιο ώστε an ≤M , για κάθε n ∈ N. Τότε

an
1 + an

≥ an
1 +M

> 0 , για κάθεn ∈ N .

Επειδή η σειρά
∑

n=1 an αποκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και η σειρά
∑∞

n=1 an/ (1 + an)

ϑα αποκλίνει.

2η περίπτωση. Υποθέτουµε ότι η ακολουθία (an) δεν είναι άνω ϕραγµένη. Τότε υπάρχει

υπακολουθία (akn) της (an), τέτοια ώστε limn→∞ akn =∞. Εποµένως,

lim
n→∞

akn
1 + akn

= lim
n→∞

1
1
akn

+ 1
= 1 .

∆ηλαδή, υπάρχει υπακολουθία της ακολουθίας (an/ (1 + an)) η οποία δεν συγκλίνει στο

µηδέν (συγκλίνει στο 1 6= 0). Κατά συνέπεια η ακολουθία (an/ (1 + an)) δεν µπορεί να

συγκλίνει στο µηδέν. ΄Αρα, η σειρά
∑∞

n=1 an/ (1 + an) αποκλίνει.

9. Αν η σειρά
∑∞

n=1 an µε ϑετικούς όρους συγκλίνει, να αποδειχθεί ότι και η σειρά
∞∑
n=1

(aan − 1) , a > 1 ,
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συγκλίνει.

Υπόδειξη. Χρησιµοποιείστε την άσκηση 2(ϐ΄).

Λύση. Η σύγκλιση της σειράς
∑∞

n=1 an συνεπάγεται ότι limn→∞ an = 0. Εποµένως limn→∞ a
an =

1. Επειδή a > 1 και an > 0, είναι aan > 1, για κάθε n ∈ N. Αν bn = an ln a και cn = aan − 1,

τότε

lim
n→∞

bn
cn

= lim
n→∞

an ln a

aan − 1
= lim

n→∞

ln aan

aan − 1
= 1 . (από την άσκηση 2(ϐ΄))

Επειδή η σειρά
∑∞

n=1 bn = ln a
∑∞

n=1 an συγκλίνει, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης και η

σειρά
∑∞

n=1 cn =
∑∞

n=1 (aan − 1), a > 1, ϑα συγκλίνει.

2η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. ΄Εστω οι συναρτήσεις

f(x) =

(
1 +

1

x

)x
και g(x) =

(
1 +

1

x

)x+1

, x > 0 .

Να αποδειχθεί ότι η f είναι γνήσια αύξουσα, η g είναι γνήσια ϕθίνουσα και ότι

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= lim

x→∞

(
1 +

1

x

)x+1

= e .

Εφαρµογή. Η ακολουθία an = (1 + 1/n)n είναι γνήσια αύξουσα ενώ η ακολουθία bn =

(1 + 1/n)n+1 είναι γνήσια ϕθίνουσα. Είναι limn→∞ (1 + 1/n)n = limn→∞ (1 + 1/n)n = e

και εποµένως (
1 +

1

n

)n
< e <

(
1 +

1

n

)n+1

, n ∈ N .

Λύση. Ως γνωστόν (ϐλέπε άσκηση 2(α΄), ῾῾1η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια᾿᾿, ακ. έτος

2007–08),
t

1 + t
< ln(1 + t) < t , για κάθε t > 0 .

Εποµένως, για κάθε x > 0 είναι

f ′(x) =

[
exp

(
x ln

(
1 +

1

x

))]′
= exp

(
x ln

(
1 +

1

x

))(
x ln

(
1 +

1

x

))′
=

(
1 +

1

x

)x [
ln

(
1 +

1

x

)
−

1
x

1 + 1
x

]
> 0
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και παρόµοια

g′(x) =

[
exp

(
(x+ 1) ln

(
1 +

1

x

))]′
=

(
1 +

1

x

)x [
ln

(
1 +

1

x

)
− 1

x

]
< 0 .

΄Αρα, η f είναι γνήσια αύξουσα και η g είναι γνήσια ϕθίνουσα. Επειδή η εκθετική συνάρτηση

y = expx = ex είναι συνεχής στο R, είναι

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x
= lim

t→0+
(1 + t)1/t

= lim
t→0+

exp

(
ln (1 + t)

t

)
= exp

(
lim
t→0+

ln (1 + t)

t

)
= exp

(
lim
t→0+

1

1 + t

)
(κανόνας L’Hôpital)

= e .

και

lim
x→∞

(
1 +

1

x

)x+1

= lim
x→∞

(
1 +

1

x

)(
1 +

1

x

)x
= e .

2. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση y = f (x) = arcsinx −
√

1− x2, |x| ≤ 1, είναι γνήσια

µονότονη. Αν f−1 είναι η αντίστροφη της f , να υπολογιστεί το

lim
y→−1

f−1 (y)

1 + y
.

Λύση. Είναι

f ′ (x) =
1√

1− x2
+

x√
1− x2

=
1 + x√
1− x2

> 0 , για κάθεx ∈ (−1, 1) .

Εποµένως, η συνεχής συνάρτηση f είναι γνήσια αύξουσα στο [−1, 1] και κατά συνέπεια είναι

1 − 1. Ως γνωστόν y = f (x) ⇔ x = f−1 (y) και η f−1 είναι συνεχής και γνήσια αύξουσα.

Επειδή f (0) = −1 και η f−1 είναι συνεχής, αν το y → −1 τότε το x→ 0. ΄Αρα

lim
y→−1

f−1 (y)

y + 1
= lim

x→0

x

f (x) + 1

(L’Hôpital)
= lim

x→0

1

f ′ (x)
= lim

x→0

√
1− x2
1 + x

= 1 .
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3. Να αποδειχθεί ότι

0.5 <

∫ 1/2

0

1√
1− x2n

dx ≤ π

6
≈ 0.5236 , n ∈ N .

Υπόδειξη. Για κάθε x ∈ [0, 1/2],
√

1− x2 ≤
√

1− x2n ≤ 1.

Λύση. Για κάθε x ∈ [0, 1/2] ισχύουν οι ανισότητες
√

1− x2 ≤
√

1− x2n ≤ 1. Επειδή

1 ≤ 1√
1− x2n

≤ 1√
1− x2

, x ∈ [0, 1/2] ,

ολοκληρώνοντας στο διάστηµα [0, 1/2] έχουµε∫ 1/2

0
dx <

∫ 1/2

0

1√
1− x2n

dx ≤
∫ 1/2

0

1√
1− x2

dx

⇔ 1

2
<

∫ 1/2

0

1√
1− x2n

dx ≤ arcsinx|x=1/2
x=0

⇔ 0.5 <

∫ 1/2

0

1√
1− x2n

dx ≤ arcsin (1/2)

⇔ 0.5 <

∫ 1/2

0

1√
1− x2n

dx ≤ π/6 ≈ 0.5236 .

4. Να ϐρεθούν όλες οι συναρτήσεις f : R→ R που είναι συνεχώς παραγωγίσιµες και τέτοιες ώστε

f(x)2 = 121 +

∫ x

0

(
f(t)2 + f ′(t)2

)
dt , για κάθεx ∈ R . (1.12)

Λύση. Παραγωγίζοντας την (1.12) έχουµε

2f (x) f ′ (x) = f (x)2 + f ′ (x)2 ⇔
(
f ′ (x)− f (x)

)2
= 0⇔ f ′ (x) = f (x) .

Η γενική λύση της y′ = y είναι y = cex, δηλαδή f (x) = cex. Επειδή f (0)2 = 121⇔ f (0) =

±11, είναι c = ±11. ΄Αρα, οι συνεχείς συναρτήσεις f που ικανοποιούν την (1.12) είναι

f (x) = ±11ex .

5. ΄Εστω f : (0,∞)→ R µια συνεχής συνάρτηση, τέτοια ώστε∫ x2

x
f (t) dt =

∫ x

1
f (t) dt . (1.13)
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Παραγωγίζοντας την (1.13) να αποδειχθεί ότι

f (x) =
f
(
x1/2

n)
x1/2+1/22+···+1/2n

, n ∈ N

και στη συνέχεια να ϐρεθούν όλες οι συνεχείς συναρτήσεις f που ικανοποιούν την (1.13).

Λύση. Γράφουµε την (1.13) στην ισοδύναµη µορφή∫ x2

0
f (t) dt−

∫ x

0
f (t) dt =

∫ x

1
f (t) dt

και παραγωγίζοντας έχουµε

2xf
(
x2
)
− f (x) = f (x)⇔ f

(
x2
)

=
f (x)

x
.

Εποµένως,

f (x) =
f (
√
x)√
x

και f
(√
x
)

=
f ( 4
√
x)

4
√
x

,

δηλαδή

f (x) =
f ( 4
√
x)√

x 4
√
x

=
f
(
x1/2

2
)

x1/2+1/22
.

Επαγωγικά έχουµε

f (x) =
f
(
x1/2

n)
x1/2+1/22+···+1/2n

=
f
(
x1/2

n)
x1−1/2n

, n ∈ N .

Επειδή η f είναι συνεχής, είναι

f (x) = lim
n→∞

f
(
x1/2

n)
x1−1/2n

=
f
(
limn→∞ x

1/2n
)

x
=
f (1)

x
.

΄Αρα, όλες οι συναρτήσεις f είναι της µορφής

f (x) =
c

x
, c ∈ R .

6. Να µετασχηµατισθεί η διαφορική εξίσωση

(
x2 − 1

)
y′′ + xy′ + y = 0 , x > 1 , (1.14)

µε την αντικατάσταση x = cosh t, t > 0 και στη συνέχεια να ϐρεθεί η γενική λύση της.
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Λύση. Ως γνωστόν x = cosh t , t > 0 ⇔ t = cosh−1 x = ln
(
x+
√
x2 − 1

)
, x > 1 και

(cosh t)′ = sinh t, (sinh t)′ = cosh t. Εποµένως,

y′ =
dy

dx
=

dy

dt
· dt

dx
=

dy

dt
· 1

dx/dt
=

dy

dt
· 1

sinh t

και

y′′ =
d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dt

(
dy

dx

)
· dt

dx
=

d

dt

(
dy

dt
· 1

sinh t

)
· 1

dx/dt

=

[
d

dt

(
dy

dt

)
· 1

sinh t
+

dy

dt
· d

dt

(
1

sinh t

)]
1

sinh t

=

[
1

sinh t

d2y

dt2
− cosh t

sinh2 t

dy

dt

]
1

sinh t
=

1

sinh2 t

d2y

dt2
− cosh t

sinh3 t

dy

dt

Επειδή x2 − 1 = cosh2 t− 1 = sinh2 t, αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση (1.14) έχουµε

sinh2 t

(
1

sinh2 t

d2y

dt2
− cosh t

sinh3 t

dy

dt

)
+

cosh t

sinh t

dy

dt
+ y = 0 .

και ισοδύναµα
d2y

dt2
+ y = 0 . (1.15)

Η χαρακτηριστική εξίσωση της (1.15) είναι : r2+1 = 0 µε ϱίζες r1,2 = ±i. Εποµένως, η γενική

λύση της (1.15) είναι

y∗ (t) = c1 cos t+ c2 sin t , c1, c2 ∈ R .

΄Αρα, η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (1.14) είναι

y (x) = c1 cos
(
cosh−1 x

)
+ c2 sin

(
cosh−1 x

)
, c1, c2 ∈ R

και ισοδύναµα

y (x) = c1 cos
[
ln
(
x+

√
x2 − 1

)]
+ c2 sin

[
ln
(
x+

√
x2 − 1

)]
, c1, c2 ∈ R .

7. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =

∫
x2√

4x− x2
dx , 0 < x < 4 .
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Λύση. Είναι

I =

∫
x2√

4− (x2 − 4x+ 4)
dx =

∫
x2√

4− (x− 2)2
dx

=

∫
(2t+ 2)2

2
√

1− t2
2 dt = 4

∫
(t+ 1)2√

1− t2
dt .

(αντικατάσταση x− 2 = 2t⇔ t = x−2
2 )

Αν ϑέσουµε t = sin θ, θ ∈ (−π/2, π/2), τότε θ = arcsin t και
√

1− t2 = cos θ. Εποµένως,

I = 4

∫
(sin θ + 1)2

cos θ
cos θ dθ

= 4

∫
sin2 θ dθ + 8

∫
sin θ dθ + 4

∫
dθ

= 2

∫
(1− cos 2θ) dθ + 8

∫
sin θ dθ + 4

∫
dθ

= 2θ − sin 2θ − 8 cos θ + 4θ + c

= 6θ − 8 cos θ − 2 sin θ cos θ + c

= 6 arcsin t− 8
√

1− t2 − 2t
√

1− t2 + c

= 6 arcsin

(
x− 2

2

)
− 4
√

4x− x2 − x− 2

2

√
4x− x2 + c .

8. Να ϐρεθεί η συνάρτηση y = f(x), x ∈ (−π/2, π/2), αν

f ′(x) =
1

a2 sin2 x+ b2 cos2 x
, f(0) = 1 ,

όπου a, b ∈ R \ {0}.

Λύση. Είναι

f(x)− f(0) =

∫ x

0

1

a2 sin2 t+ b2 cos2 t
dt⇔ f(x) =

∫ x

0

1

a2 sin2 t+ b2 cos2 t
dt+ 1 .
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΄Οµως∫
1

a2 sin2 t+ b2 cos2 t
dt =

∫
1

cos2 t (a2 tan2 t+ b2)
dt

=

∫
1

a2u2 + b2
du (αντικατάσταση u = tan t, t ∈ (−π/2, π/2))

=
1

a2

∫
1

u2 + (b/a)2
du

=
1

ab
arctan

(au
b

)
+ c

=
1

ab
arctan

(
a tan t

b

)
+ c .

Εποµένως,

f(x) =
1

ab
arctan

(
a tanx

b

)
+ 1 .

9. ΄Εστω η συνάρτηση f : R → R είναι συνεχής και περιοδική µε περίοδο T > 0, δηλαδή

f (x+ T ) = f (x), για κάθε x ∈ R.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι για κάθε x ∈ R είναι∫ x+T

x
f (t) dt =

∫ T

0
f (t) dt .

(ϐʹ) Αν x ∈ R και n ∈ N, τότε ∫ (x+n)T

xT
f (t) dt = n

∫ T

0
f (t) dt .

Εφαρµογή. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα I =

∫ π(n+ϕ/2)

πϕ/2
|cos θ| dθ, όπου ϕ ∈ R και n ∈ N.

Λύση.

(αʹ) Παραπέµπουµε στο [27].

(ϐʹ) Από το (α΄) έχουµε∫ (x+n)T

xT
f(t) dt =

∫ (x+1)T

xT
f(t) dt+

∫ (x+2)T

(x+1)T
f(t) dt+ · · ·+

∫ (x+n)T

(x+n−1)T
f(t) dt

=

∫ T

0
f(t) dt+

∫ T

0
f(t) dt+ · · ·+

∫ T

0
f(t) dt︸ ︷︷ ︸

n

= n

∫ T

0
f(t) dt .
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Εφαρµογή. Επειδή |cos (π + x)| = |cosx|, η y = |cosx| είναι περιοδική µε περίοδο π.

Εποµένως

I = n

∫ π

0
|cos θ| dθ = n

[∫ π/2

0
cos θ dθ −

∫ π

π/2
cos θ dθ

]
= 2n .

΄Ασκηση 10.(προαιρετική). Να υπολογιστεί το αόριστο ολοκλήρωµα∫ √
tan θ dθ , θ ∈ (nπ, (n+ 1/2)π) , n ∈ Z .

3η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : [0, a] → R, a > 0, είναι δυο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη

µε f(0) = 0. ΄Εστω η ακολουθία (Sn) µε

Sn =
n∑
k=1

f

(
k

n2

)
, n ∈ N , n >

1

a
.

Να αποδειχθεί ότι limn→∞ Sn = f ′(0)
2 .

Υπόδειξη. Εφαρµογή του τύπου Maclaurin.

Απόδειξη. Από τον τύπο Maclaurin έχουµε f(x) = f(0) + f ′(0)x + x2

2! f
′′(θx), για κάποιο

θ ∈ (0, 1). Επειδή n > 1/a, είναι 0 < k/n2 < a, k = 1, 2, . . . , n. Για x = k/n2 είναι

f

(
k

n2

)
= f(0)+

k

n2
f ′(0)+

k2

2n4
f ′′(θk,n) =

k

n2
f ′(0)+

k2

2n4
f ′′(θk,n), για κάποιο θk,n ∈

(
0,

k

n2

)
.

Εποµένως

Sn =
1

n2
f ′(0)

n∑
k=1

k +
1

2n4

n∑
k=1

k2f ′′(θk,n)

=
1

n2
f ′(0)

(1 + n)n

2
+

1

2n4

n∑
k=1

k2f ′′(θk,n)

=
n+ 1

2n
f ′(0) +

1

2n4

n∑
k=1

k2f ′′(θk,n) .
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Αν M = max
0≤x≤a

|f ′′(x)|, τότε∣∣∣∣Sn − n+ 1

2n
f ′(0)

∣∣∣∣ ≤ 1

2n4

n∑
k=1

k2|f ′′(θk,n)| ≤ M

2n4

n∑
k=1

k2 ≤ M

2n4

n∑
k=1

n2 =
M

2n4
n3 =

M

2n
,

δηλαδή ∣∣∣∣Sn − n+ 1

2n
f ′(0)

∣∣∣∣ ≤ M

2n
, για κάθεn ∈ N , n >

1

a
.

΄Αρα

lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

n+ 1

2n
f ′(0) =

f ′(0)

2
.

2. ΄Εστω η ακολουθία

an =

(
1 +

1

n

)(
1 +

2

n

)1/2(
1 +

3

n

)1/3

· · ·
(

1 +
n

n

)1/n
.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

ln an =

∫ 1

0

ln (1 + x)

x
dx .

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα της f (x) = ln (1 + x) /x σε δυναµοσειρά, καθώς επίσης

και το άθροισµα της σειράς
∑∞

n=1 1/n2 = π2/6, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

ln an =
π2

12
και εποµένως ότι lim

n→∞
an = eπ

2/12 .

Λύση.

(αʹ) Είναι

ln an = ln

(
1 +

1

n

)
+

1

2
ln

(
1 +

2

n

)
+

1

3
ln

(
1 +

3

n

)
+ · · ·+ 1

n
ln
(

1 +
n

n

)
=

1

n

[
n ln

(
1 +

1

n

)
+
n

2
ln

(
1 +

2

n

)
+
n

3
ln

(
1 +

3

n

)
+ · · ·+ n

n
ln
(

1 +
n

n

)]
=

1

n

n∑
k=1

ln (1 + k/n)

k/n

και εποµένως

lim
n→∞

ln an =

∫ 1

0

ln (1 + x)

x
dx .

Επειδή

lim
x→0+

ln (1 + x)

x

(L’Hôpital)
= lim

x→0+

1

1 + x
= 1 ,

το
∫ 1
0 (ln (1 + x) /x) dx είναι ένα ορισµένο ολοκλήρωµα.
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(ϐʹ) Ως γνωστόν ln (1 + x) =
∑∞

n=1 (−1)n−1 xn/n, |x| < 1 και εποµένως,

f (x) =
ln (1 + x)

x
=


∑∞

n=1 (−1)n−1 x
n−1

n αν |x| < 1, x 6= 0 ,

1 αν x = 0 .

΄Αρα

lim
n→∞

ln an =

∫ 1

0

ln(1 + x)

x
dx

=

∫ 1

0

∞∑
n=1

(−1)n−1
xn−1

n
dx

=
∞∑
n=1

(−1)n−1
1

n

∫ 1

0
xn−1 dx =

∞∑
n=1

(−1)n−1
1

n2
.

Επειδή

2N∑
n=1

(−1)n−1
1

n2
= 1− 1

22
+

1

32
− 1

42
+ · · ·+ 1

(2N − 1)2
− 1

(2N)2

=

(
1 +

1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

(2N − 1)2
+

1

(2N)2

)
− 2

(
1

22
+

1

42
+ · · ·+ 1

(2N)2

)

=
2N∑
n=1

1

n2
− 2

N∑
n=1

1

(2n)2

=
2N∑
n=1

1

n2
− 1

2

N∑
n=1

1

n2
−−−−→
N→∞

π2

6
− π2

12
=
π2

12
,

είναι

lim
n→∞

ln an =
π2

12
και εποµένως lim

n→∞
an = eπ

2/12 .

3. Να υπολογιστεί το όριο

lim
u→0

∫ 2u

u

cosx

x
dx .

Λύση. Είναι ∫ 2u

u

cosx

x
dx =

∫ 2

1

cos (tu)

t
dt . (αντικατάσταση x = tu)
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1ος τρόπος. Παρατηρούµε ότι∣∣∣∣∫ 2

1

cos (tu)

t
dt−

∫ 2

1

1

t
dt

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 2

1

cos (tu)− 1

t
dt

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
∫ 2

1

−2 sin2
(
tu
2

)
t

dt

∣∣∣∣∣
= 2

∫ 2

1

sin2
(
tu
2

)
t

dt

≤ 2

∫ 2

1

(
tu
2

)2
t

dt

=
u2

2

∫ 2

1
t dt =

3u2

4
−−−→
u→0

0 .

Εποµένως,

lim
u→0

∫ 2

1

cos (tu)

t
dt =

∫ 2

1

1

t
dt = ln 2 .

΄Αρα,

lim
u→0

∫ 2u

u

cosx

x
dx = ln 2 .

2ος τρόπος. Από το γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα(παραπέµπουµε στο

[27]) είναι ∫ 2u

u

cosx

x
dx =

∫ 2

1

cos(tu)

t
dt = cos(ξu)

∫ 2

1

1

t
dt = cos(ξu) · ln 2 ,

για κάποιο ξ, µε 1 ≤ ξ ≤ 2. Εποµένως,

lim
u→0

∫ 2u

u

cosx

x
dx = lim

u→0
cos(ξu) · ln 2 = cos(0) · ln 2 = ln 2 .

3ος τρόπος. ΄Εστω u > 0. Επειδή η συνάρτηση f(x) = cosx είναι συνεχής και η g(x) = 1/x

είναι ϑετική και συνεχής στο διάστηµα [u, 2u], από το γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής για

ολοκληρώµατα είναι∫ 2u

u

cosx

x
dx = cos(ξ(u))

∫ 2u

u

1

x
dx = cos(ξ(u)) (ln 2u− lnu) = cos(ξ(u)) · ln 2 , (1.16)

για κάποιο ξ(u), µε u ≤ ξ(u) ≤ 2u. Επειδή η f(x) = cosx είναι συνεχής και limu→0+ ξ(u) =

0, ϑα είναι limu→0+ cos(ξ(u)) = cos(0) = 1. ΄Αρα, από την (1.16) έχουµε

lim
u→0+

∫ 2u

u

cos t

t
dt = ln 2 .
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Αν u < 0, τότε και πάλι

lim
u→0−

∫ 2u

u

cosx

x
dx = lim

u→0−

∫ −2u
−u

cos t

t
dt (αντικατάσταση x = −t)

= lim
v→0+

∫ 2v

v

cos t

t
dt (v = −u > 0)

= ln 2 .

4. Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ e

0

dx

(1− lnx)
√
x (e− x)

.

Λύση. Είναι∫ e

0

dx

(1− lnx)
√
x (e− x)

=

∫ 1

0

dx

(1− lnx)
√
x (e− x)︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫ e

1

dx

(1− lnx)
√
x (e− x)︸ ︷︷ ︸

I2

και εποµένως αρκεί να εξεταστούν ως προς τη σύγκλιση τα γενικευµένα ολοκληρώµατα I1 και

I2.

Επειδή

lim
x→0+

1/ (1− lnx)
√
x (e− x)

1/
√
x

= lim
x→0+

√
x

(1− lnx)
√
x (e− x)

= lim
x→0+

1

(1− lnx)
√
e− x

= 0

και ως γνωστόν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ 1
0 (1/

√
x) dx συγκλίνει, από το οριακό κριτήριο

σύγκρισης και το I1 ϑα συγκλίνει.

Επειδή

lim
x→e−

1/ (1− lnx)
√
x (e− x)

1/ (e− x)3/2
= lim

x→e−
e− x

(1− lnx)
√
x

=
1√
e

lim
x→e−

e− x
1− lnx

=
1√
e

lim
x→e−

−1

−1/x
(κανόνας L’Hôpital)

=
√
e

και ως γνωστόν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ e

1

1

(e− x)3/2
dx αποκλίνει, από το οριακό κρι-

τήριο σύγκρισης και το I2 ϑα αποκλίνει.
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΄Αρα, το γενικευµένο ολοκλήρωµα

∫ e

0

dx

(1− lnx)
√
x (e− x)

.

αποκλίνει.

5. Να ϐρεθούν οι τιµές του n ∈ N για τις οποίες το γενικευµένο ολοκλήρωµα

In =

∫ ∞
0

1(
x+
√
x2 + 1

)n dx
συγκλίνει και στη συνέχεια να υπολογιστεί.

Υπόδειξη. Αντικατάσταση u = sinh−1 x = ln
(
x+
√
x2 + 1

)
.

Λύση. Είναι

∫ ∞
0

1(
x+
√
x2 + 1

)n dx =

∫ 1

0

1(
x+
√
x2 + 1

)n dx
︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫ ∞
1

1(
x+
√
x2 + 1

)n dx
︸ ︷︷ ︸

I2

,

όπου το I1 είναι ένα ορισµένο ολοκλήρωµα. Αρκεί λοιπόν να εξετάσουµε ως προς τη σύγκλιση

το γενικευµένο ολοκλήρωµα I2. Επειδή για κάθε x ≥ 1 είναι

x < x+
√
x2 + 1 ≤ x+

√
x2 + x2 =

(
1 +
√

2
)
x ,

έχουµε ότι

1(
1 +
√

2
)n · 1

xn
≤ 1(

x+
√
x2 + 1

)n < 1

xn
, x ≥ 1 .

΄Οµως το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1 (1/xn) dx συγκλίνει αν και µόνο αν n ≥ 2. Εποµένως,

από την προηγούµενη ανισότητα και το κριτήριο σύγκρισης το γενικευµένο ολοκλήρωµα I2

ϑα συγκλίνει αν και µόνο αν n ≥ 2. ΄Αρα, το γενικευµένο ολοκλήρωµα In ϑα συγκλίνει αν και

µόνο αν n ≥ 2.

Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος χρησιµοποιούµε την αντικατάσταση

u = sinh−1 x = ln
(
x+

√
x2 + 1

)
⇔ x = sinhu =

eu − e−u

2
.
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Είναι dx/du = coshu = (eu + e−u) /2 και εποµένως για κάθε n ≥ 2 έχουµε

In =

∫ ∞
0

1

enu
· e

u + e−u

2
du =

1

2

∫ ∞
0

(
e(1−n)u + e−(1+n)u

)
du

=
1

2
lim
R→∞

(
e(1−n)u

1− n
− e−(1+n)u

1 + n

)∣∣∣∣∣
u=R

u=0

= −1

2

(
1

1− n
− 1

1 + n

)
=

n

n2 − 1
.

6. Να ϐρεθούν οι ακτίνες σύγκλισης καθώς επίσης και τα διαστήµατα σύγκλισης των δυναµοσει-

ϱών

(i)

∞∑
n=1

n
√
nxn και (ii)

∞∑
n=2

1

2n lnn
x5n .

Λύση.

(i) Αν an = n
√
n, τότε

n
√
|an| =

n
√
n
√
n = n

√
n/n = n1/

√
n = elnn/

√
n .

Επειδή

lim
n→∞

lnn√
n

= lim
x→∞

lnx

x1/2
(L’Hôpital)

= 2 lim
x→∞

1/x

x−1/2
= 2 lim

x→∞

1

x1/2
= 0 ,

είναι

lim
n→∞

n
√
|an| = lim

n→∞
elnn/

√
n = e0 = 1

και εποµένως η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι R = 1.

Αν x = ±1, τότε έχουµε τη σειρά

∞∑
n=1

(±1)n n
√
n .

΄Οµως

lim
n→∞

∣∣∣(±1)n n
√
n
∣∣∣ = lim

n→∞
n
√
n = lim

n→∞
e
√
n lnn =∞

και κατά συνέπεια η δυναµοσειρά δεν συγκλίνει για x = ±1. ΄Αρα, το διάστηµα σύγκλι-

σης της δυναµοσειράς είναι I = (−1, 1).
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(ii) Αν cn = x5n/2n lnn, τότε

n
√
|cn| = n

√∣∣∣∣ x5n

2n lnn

∣∣∣∣ =
|x|5

2 n
√

lnn

Επειδή

lim
n→∞

ln
n
√

lnn = lim
n→∞

ln(lnn)

n
= lim

x→∞

ln(lnx)

x

(L’Hôpital)
= lim

x→∞

1

x lnx
= 0 ,

είναι

lim
n→∞

n
√

lnn = e0 = 1 .

Εποµένως,

lim
n→∞

n
√
|cn| < 1 αν και µόνο αν

|x|5

2
< 1⇔ |x| < 21/5 .

΄Αρα, η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι R = 21/5.

Για x = 21/5 παίρνουµε τη σειρά

∞∑
n=2

1

2n lnn

(
21/5

)5n
=

∞∑
n=2

1

lnn
.

΄Οµως lnn < n και ισοδύναµα 1/ lnn > 1/n, για κάθε n ≥ 2. Επειδή η σειρά
∑∞

n=2
1
n

αποκλινει, από το κριτήριο σύγκρισης και η σειρά
∑∞

n=2
1

lnn ϑα αποκλίνει.

Αν x = −21/5, τότε

∞∑
n=2

1

2n lnn

(
−21/5

)5n
=

∞∑
n=2

(−1)5n
1

lnn
=

∞∑
n=2

(−1)n
1

lnn
.

Επειδή η ακολουθία an = 1/ lnn είναι γνήσια ϕθίνουσα και limn→∞ an = 0, από το

κριτήριο του Leibniz η εναλλάσσουσα σειρά συγκλίνει. ΄Αρα, το διάστηµα σύγκλισης της

δυναµοσειράς είναι I =
[
−21/5, 21/5

)
.

7. Να ϐρεθούν τα αθροίσµατα των σειρών

(i)

∞∑
n=1

xn−2/3

(n+ 3)!
, x 6= 0 και (ii)

∞∑
n=0

(−1)n
1

(2n+ 1) 3n
.

Λύση.
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(i) Για κάθε x 6= 0

∞∑
n=1

xn−2/3

(n+ 3)!
= x−2/3

∞∑
n=1

xn

(n+ 3)!

= x−2/3−3
∞∑
n=1

xn+3

(n+ 3)!

= x−11/3

( ∞∑
n=0

xn

n!
− 1− x− x2

2!
− x3

3!

)

= x−11/3
(
ex − 1− x− x2

2
− x3

6

)
.

(ii) Ως γνωστόν arctanx =
∑∞

n=0 (−1)n x2n+1/ (2n+ 1), |x| < 1 και κατά συνέπεια

arctan
√
x =

∞∑
n=0

(−1)n
(
√
x)

2n+1

2n+ 1
=
√
x
∞∑
n=0

(−1)n
xn

2n+ 1
, 0 ≤ x < 1 .

Εποµένως, για x = 1/3 έχουµε

arctan
1√
3

=
1√
3

∞∑
n=0

(−1)n
1

(2n+ 1) 3n

⇔
∞∑
n=0

(−1)n
1

(2n+ 1) 3n
=
√

3 arctan
1√
3

=

√
3π

6
.



1.9. ΑΚΑ∆ΗΜΑΪΚΟ ΕΤΟΣ 2006–7 141

1.9 Ακαδηµαϊκό έτος 2006–7

ΣΧΟΛΗ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. Υποθέτουµε ότι οι όροι της ακολουθίας (an) είναι ϑετικοί και αποτελούν αριθµητική πρόοδο,

δηλαδή

an+1 − an = ω ≥ 0, για κάθε n ∈ N∗. Να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

1√
n

(
1

√
a1 +

√
a2

+
1

√
a2 +

√
a3

+ · · ·+ 1
√
an +

√
an+1

)
=


1√
ω

αν ω > 0,

+∞ αν ω = 0 .

Λύση. (i) ΄Εστω ω > 0. Επειδή

1
√
ak +

√
ak+1

=

√
ak+1 −

√
ak

ak+1 − ak
=

√
ak+1 −

√
ak

ω

και

an+1 = an + ω = an−1 + 2ω = · · · = a1 + nω ,

είναι

lim
n→∞

1√
n

(
1

√
a1 +

√
a2

+
1

√
a2 +

√
a3

+ · · ·+ 1
√
an +

√
an+1

)
= lim

n→∞

1√
n

(√
a2 −

√
a1

ω
+

√
a3 −

√
a2

ω
+ · · ·+

√
an+1 −

√
an

ω

)
= lim

n→∞

1√
n

(√
an+1 −

√
a1

ω

)
= lim

n→∞

1√
n

(√
a1 + nω −√a1

ω

)
=

1

ω
lim
n→∞

(√
a1
n

+ ω −
√
a1
n

)
=

√
ω

ω
=

1√
ω
.

(ii) Αν ω = 0, τότε an = a1, για κάθε n ∈ N. ∆ηλαδή πρόκειται για µια σταθερή ακολουθία

και εποµένως

lim
n→∞

1√
n

(
1

√
a1 +

√
a2

+
1

√
a2 +

√
a3

+ · · ·+ 1
√
an +

√
an+1

)
= lim

n→∞

1√
n

(
n

√
a1 +

√
a1

)
= lim

n→∞

√
n

2
√
a1

= +∞ .
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2. (αʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η ακολουθία (an), µε

an =
1

22
+

2

32
+ · · ·+ n

(n+ 1)2
.

(ϐʹ) Αν

bn =
1

n2 + 1
+

2

n2 + 2
+ · · ·+ n

n2 + n
,

να αποδειχθεί ότι
1

2
≤ bn ≤

n (n+ 1)

2 (n2 + 1)

και να υπολογιστεί το limn→∞ bn.

Υπόδειξη. (α΄) Να ϑεωρήσετε τη διαφορά a2n − an .

Λύση.

(αʹ) Είναι

a2n − an =

(
1

22
+

2

32
+ · · ·+ n

(n+ 1)2
+

n+ 1

(n+ 2)2
+ · · ·+ 2n

(2n+ 1)2

)
−
(

1

22
+

2

32
+ · · ·+ n

(n+ 1)2

)
=

n+ 1

(n+ 2)2
+ · · ·+ 2n− 1

(2n)2
+

2n

(2n+ 1)2

≥ 2n

(2n+ 1)2
+ · · ·+ 2n

(2n+ 1)2
+

2n

(2n+ 1)2

= n
2n

(2n+ 1)2

≥ 2n2

(3n)2
=

2

9
.

Εποµένως, η (an) δεν είναι ακολουθία Cauchy και κατά συνέπεια δεν συγκλίνει.

(ϐʹ) Από τις ανισότητες

1

n2 + n
+

2

n2 + n
+ · · ·+ n

n2 + n
≤ 1

n2 + 1
+

2

n2 + 2
+ · · ·+ n

n2 + n

≤ 1

n2 + 1
+

2

n2 + 1
+ · · ·+ n

n2 + 1
,

συνεπάγεται ότι

1 + 2 + · · ·+ n

n2 + n
≤ bn ≤

1 + 2 + · · ·+ n

n2 + 1

⇔ n(n+ 1)

2(n2 + n)
≤ bn ≤

n(n+ 1)

2(n2 + 1)

⇔ 1

2
≤ bn ≤

n(n+ 1)

2(n2 + 1)
.
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Επειδή limn→∞ n (n+ 1) /2
(
n2 + 1

)
= 1/2, από το κριτήριο κιβωτισµού(ισοσυγκλινουσών

ακολουθιών) έχουµε ότι και limn→∞ bn = 1/2.

3. Να υπολογιστεί το lim an και το lim an της ακολουθίας

an =
(

1 + 32n(−1)
n
)1/n

.

Λύση. Είναι

a2n =
(
1 + 92n

)1/2n
και

a2n+1 =
(

1 + 9−(2n+1)
)1/(2n+1)

=
1

9

(
1 + 92n+1

)1/(2n+1)
.

Επειδή

lim
x→∞

ln (1 + 9x)

x

(L’Hôpital)
= lim

x→∞

9x ln 9

1 + 9x
= lim

x→∞

ln 9

9−x + 1
= ln 9 ,

είναι limx→∞ (1 + 9x)1/x = 9. Κατά συνέπεια, limn→∞ a2n = 9 και limn→∞ a2n+1 = 1. ΄Αρα,

lim an = 1 και lim an = 9 .

4. Να υπολογιστεί το lim
x→1−

∞∑
n=1

(
xn − xn+1

)
.

Υπόδειξη. Να αποδειχθεί ότι

∞∑
n=1

(
xn − xn+1

)
=


x αν x ∈ [0, 1),

0 αν x = 1 .

Λύση. Αν x = 1, είναι
∑∞

n=1

(
xn − xn+1

)
=
∑∞

n=1 0 = 0. ΄Εστω |x| < 1. Τότε, από τη

γεωµετρική σειρά έχουµε

∞∑
n=1

xn =
x

1− x
και

∞∑
n=1

xn+1 =
x2

1− x
.

Εποµένως,

∞∑
n=1

(
xn − xn+1

)
=

∞∑
n=1

xn −
∞∑
n=1

xn+1 =
x

1− x
− x2

1− x
=
x− x2

1− x
= x .
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Σηµείωση. Αν |x| < 1, µπορούµε να εργαστούµε και ως εξής :

N∑
n=1

(
xn − xn+1

)
=
(
x− x2

)
+
(
x2 − x3

)
+ · · ·+

(
xN − xN+1

)
= x− xN+1 −−−−→

N→∞
x .

΄Αρα,

lim
x→1−

∞∑
n=1

(
xn − xn+1

)
= lim

x→1−
x = 1 .

5. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι limn→∞ n ( n
√
a− 1) = ln a, a > 0.

(ϐʹ) Να ϐρεθούν οι τιµές του β ∈ R για τις οποίες η σειρά

∞∑
n=1

(
n
√
a− 1

)β
, a > 1 ,

συγκλίνει.

Λύση.

(αʹ) Είναι

lim
n→∞

n
(
n
√
a− 1

)
= lim

n→∞

a1/n − 1

1/n
= lim

x→0

ax − 1

x

(L’Hôpital)
= lim

x→0
ax ln a = ln a .

(ϐʹ) Για a > 1 είναι ( n
√
a− 1)

β
> 0. Επειδή από την (α΄) είναι

lim
n→∞

( n
√
a− 1)

β

1/nβ
= lim

n→∞

[
n
(
n
√
a− 1

)]β
= (ln a)β > 0

και ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1 1/nβ συγκλίνει αν και µόνο αν β > 1, από το οριακό

κριτήριο σύγκρισης η σειρά
∑∞

n=1 ( n
√
a− 1)

β, a > 1, ϑα συγκλίνει αν και µόνο αν

β > 1.

6. Να εξεταστούν ως προς τη σύγκλιση οι σειρές

(i)

∞∑
n=1

n!

2n2 (ii)

∞∑
n=1

[(
1 +

1

n2

)n
− 1

]
.
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Υπόδειξη. (ii) Είναι

(a+ b)n =
n∑
k=0

(
n

k

)
an−kbk = an + nan−1b+

n (n− 1)

2
an−2b2 + · · ·+ bn .

Λύση.

(i) Αν an = n!/2n
2
, είναι

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n+ 1)!

2(n+1)2
· 2n

2

n!
= lim

n→∞

n+ 1

2(n+1)2−n2

= lim
n→∞

n+ 1

22n+1
= lim

x→∞

x+ 1

22x+1

(L’Hôpital)
= = lim

x→∞

1

22x+12 ln 2
= 0 < 1 .

Εποµένως, από το κριτήριο του λόγου η σειρά
∑∞

n=1(n!/2n
2
) συγκλίνει.

(ii) Είναι (
1 +

1

n2

)n
= 1 + n · 1

n2
+
n (n− 1)

2

(
1

n2

)2

+ · · ·+
(

1

n2

)n
≥ 1 +

1

n

και κατά συνέπεια (
1 +

1

n2

)n
− 1 ≥ 1

n
, για κάθεn ∈ N .

Επειδή η αρµονική σειρά
∑∞

n=1(1/n) = +∞, από το κριτήριο σύγκρισης ϑα είναι και

∞∑
n=1

[(
1 +

1

n2

)n
− 1

]
= +∞ , δηλαδή η σειρά αποκλίνει .

7. Να αποδειχθεί ότι οι παρακάτω σειρές συγκλίνουν

(i)
∞∑
n=1

(−1)n sin
1√
n

(ii)
∞∑
n=1

(−1)n
(
n1/n − 1

)
.

Λύση.

(i) Επειδή για κάθε n ∈ N το 1/
√
n ∈ (0, π/2) και η y = sinx είναι γνήσια αύξουσα

και ϑετική συνάρτηση στο διάστηµα (0, π/2), η an = sin (1/
√
n) είναι γνήσια ϕθίνουσα

ακολουθία ϑετικών όρων. Επίσης, limn→∞ an = limn→∞ sin (1/
√
n) = 0. ΄Αρα, από το

κριτήριο του Leibnitz η εναλλάσσουσα σειρά
∑∞

n=1 (−1)n sin (1/
√
n) συγκλίνει.
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(ii) Αν an = n1/n − 1, για κάθε n > 1 είναι an > 0. Για να αποδείξουµε ότι η ακολουθία

(an) είναι ϕθίνουσα, ϑεωρούµε τη συνάρτηση f (x) = x1/x − 1. Επειδή

f ′ (x) =
(
elnx/x − 1

)′
=

(
lnx

x

)′
elnx/x =

1− lnx

x2
x1/x ,

για κάθε x > e είναι f ′ (x) < 0. ∆ηλαδή, για x > e η συνάρτηση f είναι γνήσια

ϕθίνουσα. Εποµένως, για κάθε n ≥ 3 η (an) είναι γνήσια ϕθίνουσα ακολουθία ϑετικών

όρων, τέτοια ώστε

lim
n→∞

an = lim
n→∞

(
n
√
n− 1

)
= 1− 1 = 0 .

΄Αρα, από το κριτήριο του Leibnitz η εναλλάσσουσα σειρά
∑∞

n=1(−1)n(n1/n− 1) συγκλί-

νει.

8. Να εξεταστεί αν οι σειρές της άσκησης 7 συγκλίνουν απόλυτα. ∆ηλαδή, να εξεταστούν ως προς

τη σύγκλιση οι σειρές

(i)
∞∑
n=1

sin
1√
n

(ii)
∞∑
n=1

(
n1/n − 1

)
.

Υπόδειξη. Για τη (ii): Αν χρησιµοποιηθεί η ανισότητα x− 1 ≥ lnx, x > 0, µε την ισότητα να

ισχύει αν και µόνο αν x = 1, τότε

n1/n − 1 ≥ lnn1/n =
lnn

n
.

Λύση.

(i) Η an = sin (1/
√
n) είναι ακολουθία ϑετικών όρων. Επειδή

lim
n→∞

sin (1/
√
n)

1/
√
n

= lim
x→0

sinx

x

(L’Hôpital)
= = lim

x→0
cosx = 1

και ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1 1/
√
n =

∑∞
n=1 1/n1/2 = +∞, από το οριακό κριτήριο

σύγκρισης η σειρά
∑∞

n=1 sin (1/
√
n) = +∞, δηλαδή η σειρά αποκλίνει.
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(ii) Για κάθε n ∈ N είναι

n1/n − 1 ≥ lnn1/n =
lnn

n
≥ 0 .

΄Οµως, όπως ϑα αποδειχθεί στη συνέχεια, η σειρά
∑∞

n=1
lnn
n = +∞ (αποκλίνει). Εποµέ-

νως, από το κριτήριο σύγκρισης και η σειρά
∑∞

n=1

(
n1/n − 1

)
= +∞ (αποκλίνει).

Αποδεικνύουµε τώρα ότι
∑∞

n=1
lnn
n = +∞ :

1ος τρόπος. Επειδή

lim
n→∞

lnn/n

1/n
= lim

n→∞
lnn = +∞

και ως γνωστόν η αρµονική σειρά
∑∞

n=1
1
n = +∞, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης ϑα

είναι και
∑∞

n=1
lnn
n = +∞.

2ος τρόπος. Θεωρούµε τη συνάρτηση f (x) = lnx/x, x > 0. Επειδή

f ′ (x) =

(
lnx

x

)′
=

1− lnx

x2
,

για κάθε x > e είναι f ′ (x) < 0. ∆ηλαδή, για x > e η συνάρτηση f είναι γνήσια

ϕθίνουσα. Εποµένως, για κάθε n ≥ 3 η an = lnn/n είναι γνήσια ϕθίνουσα ακολουθία

ϑετικών όρων και από το κριτήριο συµπύκνωσης οι σειρές
∑∞

n=1 an και
∑∞

n=0 2na2n είτε

και οι δύο συγκλίνουν ή και οι δύο αποκλίνουν. Επειδή
∞∑
n=0

2na2n =
∞∑
n=0

2n
ln 2n

2n
= ln 2

∞∑
n=0

n = +∞ ,

ϑα είναι και
∑∞

n=1 an =
∑∞

n=1
lnn
n = +∞, δηλαδή η σειρά

∑∞
n=1

lnn
n αποκλίνει.

2η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

y = f(x) = x− 1 +

∫ x/2

0
cos t2 dt

είναι γνήσια µονότονη στο R. Αν f−1 είναι η αντίστροφη της f , να υπολογιστεί το όριο

lim
y→−1

f−1 (y)

y + 1
.



148 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Λύση. Είναι f ′ (x) = 1 + (x/2)′ · cos (x/2)2 = 1 + (1/2) · cos
(
x2/4

)
> 0, ∀x ∈ R. Εποµένως,

η συνεχής συνάρτηση f είναι γνήσια αύξουσα στο R και κατά συνέπεια 1 − 1. Ως γνωστόν

y = f (x) ⇔ x = f−1 (y) και η f−1 είναι συνεχής και γνήσια αύξουσα. Επειδή f (0) = −1

και η f−1 είναι συνεχής, αν το y → −1 τότε το x→ 0. ΄Αρα

lim
y→−1

f−1 (y)

y + 1
= lim

x→0

x

f (x) + 1

(L’Hôpital)
= lim

x→0

1

f ′ (x)
= lim

x→0

1

1 + (1/2) · cos (x2/4)
=

2

3
.

2. Να µετασχηµατισθεί η διαφορική εξίσωση

(
x2 − 1

)
y′′ + xy′ − y = 0 , x > 1 , (1.17)

µε την αντικατάσταση t = cosh−1 x = ln
(
x+
√
x2 − 1

)
και στη συνέχεια να ϐρεθεί η γενική

λύση της.

Λύση. Είναι t = cosh−1 x⇔ x = cosh t. ΄Εχουµε

y′ =
dy

dx
=

dy

dt
· dt

dx
=

dy

dt
· 1√

x2 − 1

και

y′′ =
d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dx

(
dy

dt
· 1√

x2 − 1

)
=

d

dx

(
dy

dt

)
· 1√

x2 − 1
+

dy

dt
· d

dx

(
1√

x2 − 1

)
=

d

dt

(
dy

dt

)
· dt

dx
· 1√

x2 − 1
− dy

dt
· x

(x2 − 1)3/2
=

d2y

dt2
· 1

x2 − 1
− dy

dt
· x

(x2 − 1)3/2
.

Αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση προκύπτει ότι

(
x2 − 1

)
·

(
d2y

dt2
· 1

x2 − 1
− dy

dt
· x

(x2 − 1)3/2

)
+ x

dy

dt
· 1√

x2 − 1
− y = 0

και ισοδύναµα
d2y

dt2
− y = 0 . (1.18)

Η χαρακτηριστική εξίσωση της (1.18) είναι : r2−1 = 0 µε ϱίζες r1 = −1 και r2 = 1. Εποµένως,

η γενική λύση της (1.18) είναι

y∗ (t) = c1e
−t + c2e

t , c1, c2 ∈ R .
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΄Αρα, η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (1.17) είναι

y (x) = c1

(
x+

√
x2 − 1

)−1
+ c2

(
x+

√
x2 − 1

)
, c1, c2 ∈ R .

3. Υποθέτουµε ότι η συνεχής συνάρτηση f : R→ R είναι τέτοια ώστε

f (x) +

∫ x

0
ex−tf (t) dt = e−x , (1.19)

για κάθε x ∈ R. Να αποδειχθεί ότι η y = f (x) ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση

y′′ + y′ = 0 , y(0) = 1 , y′(0) = −2 .

Λύνοντας τη διαφορική εξίσωση να ϐρεθεί η y = f (x).

Λύση. Είναι

f (x) = e−x −
∫ x

0
ex−tf (t) dt = e−x − ex

∫ x

0
e−tf (t) dt ,

οπότε

f ′ (x) = −e−x − ex
∫ x

0
e−tf (t) dt− exe−xf (x) = −e−x − ex

∫ x

0
e−tf (t) dt− f (x)

και

f ′′ (x) = e−x − ex
∫ x

0
e−tf (t) dt− exe−xf (x)− f ′ (x)

= e−x − ex
∫ x

0
e−tf (t) dt− f (x)− f ′ (x)

= e−x −
[
f (x) +

∫ x

0
ex−tf (t) dt

]
− f ′ (x)

= e−x − e−x − f ′ (x) (λόγω της (1.19))

= −f ′ (x) ,

δηλαδή f ′′ (x) + f ′ (x) = 0. Εποµένως η f είναι δύο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη, µε

f (0) = 1 και f ′ (0) = −2. ∆ηλαδή, η y = f (x) ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση

y′′ + y′ = 0 , y(0) = 1 , y′(0) = −2 .
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Η χαρακτηριστική εξίσωση της y′′ + y′ = 0 είναι : r2 + r = 0 µε ϱίζες r1 = −1 και r2 = 0.

Εποµένως, η γενική λύση της y′′ + y′ = 0 είναι

y (x) = c1e
−x + c2 , c1, c2 ∈ R .

Η συνθήκη y (0) = 1 συνεπάγεται ότι c1 + c2 = 1, ενώ η y′ (0) = −2 συνεπάγεται ότι c1 = 2.

∆ηλαδή, είναι c1 = 2 και c2 = −1. ΄Αρα,

y = f (x) = 2e−x − 1 .

4. Αν

In =

∫
1

(x2 + a2)n
dx , a 6= 0 , n ∈ N∗ ,

να αποδειχθεί ο αναγωγικός τύπος

In+1 =
1

2na2
x

(x2 + a2)n
+

2n− 1

2na2
In .

Να υπολογιστεί το I2 και το I3.

Λύση. Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε∫
1

(x2 + a2)n
dx =

x

(x2 + a2)n
−
∫
x
((
x2 + a2

)−n)′
dx

=
x

(x2 + a2)n
+ 2n

∫
x2

(x2 + a2)n+1 dx

=
x

(x2 + a2)n
+ 2n

∫ (
x2 + a2

)
− a2

(x2 + a2)n+1 dx

=
x

(x2 + a2)n
+ 2n

∫
1

(x2 + a2)n
dx− 2na2

∫
1

(x2 + a2)n+1 dx ,

οπότε

(2n− 1) In = − x

(x2 + a2)n
+ 2na2In+1 και ισοδύναµα In+1 =

1

2na2
x

(x2 + a2)n
+

2n− 1

2na2
In .

Επειδή

I1 =

∫
1

x2 + a2
dx =

1

a
arctan

x

a
+ c ,

από τον αναγωγικό τύπο έχουµε

I2 =
1

2a2
x

x2 + a2
+

1

2a2
I1 =

1

2a2
x

x2 + a2
+

1

2a3
arctan

x

a
+ c
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και

I3 =
1

4a2
x

(x2 + a2)2
+

3

4a2
I2 =

1

4a2
x

(x2 + a2)2
+

3

8a4
x

x2 + a2
+

3

8a5
arctan

x

a
+ c .

5. Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =

∫
1

x+ xa
dx , x > 0 , a ∈ R .

Εφαρµογή. Να υπολογιστεί το όριο lim
R→+∞

∫ R

1

1

x+ x
√
2
dx .

Λύση. Αν a = 1, είναι

I =

∫
1

2x
dx =

1

2
lnx+ c .

΄Εστω a 6= 1. Τότε,

I =

∫
1

x+ xa
dx =

∫
x−a

x1−a + 1
dx

=
1

1− a

∫
1

u
du (αντικατάσταση u = x1−a + 1)

=
1

1− a
lnu+ c

=
1

1− a
ln
(
x1−a + 1

)
+ c .

΄Αρα,

I =

∫
1

x+ xa
dx =


1

1−a ln
(
x1−a + 1

)
+ c αν a 6= 1,

1
2 lnx+ c αν a = 1 .

Εφαρµογή. Για a =
√

2 έχουµε∫ R

1

1

x+ x
√
2
dx =

1

1−
√

2
ln
(
x1−

√
2 + 1

)∣∣∣x=R
x=1

=
1

1−
√

2

[
ln
(
R1−

√
2 + 1

)
− ln 2

]
.

Επειδή

lim
R→+∞

ln
(
R1−

√
2 + 1

)
= lim

R→+∞
ln
(

1/R
√
2−1 + 1

)
= ln 1 = 0 ,

είναι

lim
R→+∞

∫ R

1

1

x+ x
√
2
dx =

− ln 2

1−
√

2
=
(√

2 + 1
)

ln 2 .
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6. (αʹ) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα

I =

∫
1

3 + 5 sinx
dx .

(ϐʹ) Να ϐρεθεί η συνάρτηση y = f (x), x ≥ 3
√

2, αν

f ′ (x) =

√
x3 − 2

x
, f

(
3
√

2
)

= 1 .

Λύση.

(αʹ) Χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό t = tan x
2 , x ∈ (−π, π), οπότε x = 2 arctan t,

έχουµε

sinx =
2 tan x

2

1 + tan2 x
2

=
2t

1 + t2
και dx =

2

1 + t2
dt .

Εποµένως,

I =

∫
1

3 + 10t/ (1 + t2)

2

1 + t2
dt =

∫
2

3t2 + 10t+ 3
dt =

∫
2

(3t+ 1) (t+ 3)
dt .

Επειδή

2

(3t+ 1)(t+ 3)
=

A

3t+ 1
+

B

t+ 3
=
A(t+ 3) +B(3t+ 1)

(3t+ 1)(t+ 3)
=

(A+ 3B)t+ (3A+B)

(3t+ 1)(t+ 3)
,

είναι {A+ 3B = 0 , 3A+B = 2}. Η λύση του συστήµατος είναι {A = 3/4 , B = −1/4}.

΄Αρα,

I =
3

4

∫
1

3t+ 1
dt− 1

4

∫
1

t+ 3
dt

=
1

4
ln |3t+ 1| − 1

4
ln |t+ 3|+ c

=
1

4
ln

∣∣∣∣3t+ 1

t+ 3

∣∣∣∣+ c =
1

4
ln

∣∣∣∣3 tan(x/2) + 1

tan(x/2) + 3

∣∣∣∣+ c .
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(ϐʹ) Είναι ∫ √
x3 − 2

x
dx =

∫
t

(t2 + 2)1/3
· 2t

3 (t2 + 2)2/3
dt

(αντικατάσταση t =
√
x3 − 2⇔ x =

(
t2 + 2

)1/3)
=

2

3

∫
t2

t2 + 2
dt =

2

3

∫ (
t2 + 2

)
− 1

t2 + 2
dt

=
2

3

∫
dt− 2

3

∫
1

t2 +
(√

2
)2 dt

=
2

3
t− 2

3
√

2
arctan

t√
2

+ c

=
2

3

√
x3 − 2−

√
2

3
arctan

√
x3 − 2

2
+ c .

Εποµένως,

f (x) =
2

3

√
x3 − 2−

√
2

3
arctan

√
x3 − 2

2
+ c , µε f

(
3
√

2
)

= 1 .

΄Αρα, c = 1 και

f (x) =
2

3

√
x3 − 2−

√
2

3
arctan

√
x3 − 2

2
+ 1 .

7. Αν η συνάρτηση f : [0, 1]→ R είναι συνεχής, να αποδειχθεί ότι∫ 1

0
f (x)x2 dx =

1

3
f (ξ) , (1.20)

για κάποιο ξ ∈ [0, 1].

Εφαρµογή. Αν f(x) = arctanx, να ϐρεθεί η τιµή του ξ ∈ [0, 1].

Υπόδειξη. Αν η f παίρνει την ελάχιστη και τη µέγιστη τιµή της στα σηµεία x0 και y0 αντίστοιχα

του [0, 1], να αποδειχθεί ότι

f (x0) ≤ 3

∫ 1

0
f (x)x2 dx ≤ f (y0) .

Λύση. Υποθέτουµε ότι η f παίρνει την ελάχιστη και τη µέγιστη τιµή της στα σηµεία x0 και y0

αντίστοιχα του [0, 1]. Τότε f (x0) ≤ f (x) ≤ f (y0), για κάθε x ∈ [0, 1] και εποµένως∫ 1

0
f (x0)x

2 dx ≤
∫ 1

0
f (x)x2 dx ≤

∫ 1

0
f (y0)x

2 dx .
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Επειδή
∫ 1
0 f(x0)x

2 dx = f(x0)
∫ 1
0 x

2 dx = f(x0)
3 και παρόµοια

∫ 1
0 f(y0)x

2 dx = f(y0)
3 , από τις

προηγούµενες ανισότητες προκύπτει ότι

f(x0) ≤ 3

∫ 1

0
f(x)x2 dx ≤ f(y0) .

Εποµένως, από το ϑεώρηµα του Bolzano ή ενδιάµεσης τιµής, υπάρχει ξ ∈ [0, 1] τέτοιο ώστε

f(ξ) = 3

∫ 1

0
f(x)x2 dx και ισοδύναµα

∫ 1

0
f(x)x2 dx =

1

3
f(ξ) .

Εφαρµογή. Αν f(x) = arctanx, χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε∫ 1

0
x2 arctanx dx =

1

3
x3 arctanx

∣∣x=1

x=0
− 1

3

∫ 1

0
x3 (arctanx)′ dx

=
1

3
· π

4
− 1

3

∫ 1

0

x3

1 + x2
dx

=
π

12
− 1

3

∫ 1

0

(
x− x

1 + x2

)
dx

=
π

12
− 1

6

(
x2 − ln

(
1 + x2

))∣∣x=1

x=0

=
π

12
− 1

6
(1− ln 2) .

Εποµένως, από την (1.20) έχουµε

1

3
arctan ξ =

π

12
− 1

6
(1− ln 2)

⇔ arctan ξ =
π

4
− 1

2
(1− ln 2)

⇔ ξ = tan

(
π

4
− 1

2
(1− ln 2)

)
≈ 0, 7321 .

8. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι 1 − 1 και συνεχώς παραγωγίσιµη. Αν f−1

είναι η αντίστροφη συνάρτηση της f , να αποδειχθεί ότι∫ b

a
f(x) dx+

∫ f(b)

f(a)
f−1(x) dx = bf(b)− af(a) . (1.21)

Εφαρµογή. Να αποδειχθεί ότι∫ 1

0

q
√

1− xp dx =

∫ 1

0

p
√

1− xq dx , p, q > 0 .
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Λύση. Είναι∫ f(b)

f(a)
f−1(x) dx =

∫ b

a
yf ′(y) dy (αντικατάσταση y = f−1 (x)⇔ x = f(y))

= yf (y)|y=by=a −
∫ b

a
f(y) dy (παραγοντική ολοκλήρωση)

= bf(b)− af(a)−
∫ b

a
f(y) dy

και ισοδύναµα ∫ b

a
f(x) dx+

∫ f(b)

f(a)
f−1(x) dx = bf(b)− af(a) .

Εφαρµογή. Αν y = f(x) = q
√

1− xp, για κάθε x ∈ (0, 1) είναι

f ′(x) =
[
(1− xp)1/q

]′
= −p

q
xp−1(1− xp)1/q−1 < 0 ,

δηλαδή η συνάρτηση f είναι γνήσια ϕθίνουσα στο διάστηµα [0, 1] µε πεδίο τιµών το [0, 1].

Επειδή

y = q
√

1− xp ⇔ yq = 1− xp ⇔ xp = 1− yq ⇔ x = p
√

1− yq ,

η αντίστροφη συνάρτηση της f είναι η f−1(x) = p
√

1− xq, x ∈ [0, 1]. Είναι f(0) = 1 και

f(1) = 0, οπότε από την (1.21) έχουµε∫ 1

0

q
√

1− xp dx+

∫ 0

1

p
√

1− xq dx = 0⇔
∫ 1

0

q
√

1− xp dx =

∫ 1

0

p
√

1− xq dx .

3η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : [0, 1] → R είναι n-ϕορές παραγωγίσιµη στο [0, 1] και ότι

f (k)(0) = f (k)(1) = 0, για k = 1, 2, . . . , n − 1. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει c ∈ (0, 1) τέτοιο

ώστε

|f (n)(c)| ≥ n!2n−1|f(1)− f(0)| .
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Υπόδειξη. Αν x0 ∈ [0, 1], από τον τύπο του Taylor είναι

f

(
1

2

)
= f(x0) + f ′(x0)

(
1

2
− x0

)
+
f ′′(x0)

2!

(
1

2
− x0

)2

+ · · ·+ f (n−1)(x0)

(n− 1)!

(
1

2
− x0

)n−1
+
f (n)(ξ)

n!

(
1

2
− x0

)n
,

για κάποιο ξ µεταξύ x0 και 1/2. Χρησιµοποιείστε τον τύπο του Taylor για x0 = 0 και x0 = 1.

Απόδειξη. Εφαρµόζοντας τον τύπο του Taylor για x0 = 0 και x0 = 1, χρησιµοποιώντας την

υπόθεση f (k)(0) = f (k)(1) = 0, για k = 1, 2, . . . , n− 1, έχουµε αντίστοιχα

f

(
1

2

)
= f (0) +

f (n) (ξ1)

n!

(
1

2

)n
, (1.22)

για κάποιο ξ1, µε 0 < ξ1 < 1/2 και

f

(
1

2

)
= f(1) +

f (n)(ξ2)

n!

(
−1

2

)n
, (1.23)

για κάποιο ξ2, µε 1/2 < ξ2 < 1. Αφαιρώντας κατά µέλη τις (1.22) και (1.23) έχουµε

f(1)− f(0) =
1

n!2n

[
f (n)(ξ1)− (−1)nf (n)(ξ2)

]
.

Εποµένως,

|f(1)− f(0)| = 1

n!2n

∣∣∣f (n)(ξ1)− (−1)nf (n)(ξ2)
∣∣∣

≤ 1

n!2n

[∣∣∣f (n)(ξ1)∣∣∣+
∣∣∣f (n)(ξ2)∣∣∣]

≤ 2

n!2n

∣∣∣f (n)(c)∣∣∣ . (
∣∣f (n)(c)∣∣ = max

{∣∣f (n)(ξ1)∣∣ , ∣∣f (n)(ξ2)∣∣})
΄Αρα, ∣∣∣f (n)(c)∣∣∣ ≥ n!2n−1 |f(1)− f(0)| .

Σηµείωση. Αν η f είναι σταθερή συνάρτηση, τότε ϑα είναι

∣∣∣f (n)(c)∣∣∣ = 0 = n!2n−1 |f(1)− f(0)| , για κάθε c ∈ [0, 1] .
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2. Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα κατάλληλης συνάρτησης στο διάστηµα [0, 1], να αποδειχθεί

ότι

lim
n→∞

n−1∑
k=0

√
n− k

n3 + kn2
=
π

2
− 1 .

Λύση. Είναι

n−1∑
k=0

√
n− k

n3 + kn2
=

1

n

n−1∑
k=0

√
n− k
n+ k

=
1

n

n−1∑
k=0

√
1− k/n
1 + k/n

=
1

n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
,

όπου f (x) =
√

(1− x) / (1 + x). Εποµένως, από τη ϑεωρία του ολοκληρώµατος Riemann

έχουµε

lim
n→∞

n−1∑
k=0

√
n− k

n3 + kn2
=

∫ 1

0

√
1− x
1 + x

dx .

Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος ϑέτουµε

t =

√
1− x
1 + x

, οπότε x =
1− t2

1 + t2
και dx =

−4t

(1 + t2)2
dt .

Εποµένως,

lim
n→∞

n−1∑
k=0

√
n− k

n3 + kn2
=

∫ 0

1
t
−4t

(1 + t2)2
dt

= 4

∫ 1

0

t2

(1 + t2)2
dt

= −2

∫ 1

0
t
[(

1 + t2
)−1]′

dt

= −2
t

1 + t2

∣∣∣∣t=1

t=0

+ 2

∫ 1

0

1

1 + t2
dt (παραγοντική ολοκλήρωση)

= −1 + 2 arctan t|t=1
t=0 =

π

2
− 1 .

3. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0, 1] → R είναι συνεχής. Εφαρµόζοντας το γενικευµένο ϑεώρηµα

µέσης τιµής για ολοκληρώµατα, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

n

∫ 1/
√
n

0
f(x)e−nx dx = f(0) .
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Απόδειξη. Επειδή e−nx > 0, για κάθε n ∈ N και για κάθε x ∈ R, από το γενικευµένο ϑεώρηµα

µέσης τιµής για ολοκληρώµατα(παραπέµπουµε στο [27]) είναι

n

∫ 1/
√
n

0
f(x)e−nx dx = nf(ξn)

∫ 1/
√
n

0
e−nx dx = −f(ξn) e−nx

∣∣x=1/
√
n

x=0
=
(

1− e−
√
n
)
f(ξn) ,

(1.24)

για κάποιο ξn, µε 0 ≤ ξn ≤ 1/
√
n. Επειδή η f είναι συνεχής και limn→∞ ξn = 0, ϑα είναι

limn→∞ f(ξn) = f(0). ΄Αρα, από την (1.24) έχουµε

lim
n→∞

n

∫ 1/
√
n

0
f(x)e−nx dx = f(0) .

4. Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση να αποδειχθεί ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
1

sinx

xa
dx

συγκλίνει για a > 0.

Εφαρµογή. Να αποδειχθεί ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ 1

0
xp sin

(
1

x

)
dx

συγκλίνει για p > −2.

Λύση. Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε∫ R

1

sinx

xa
dx = − cosx

xa

∣∣∣R
x=1
− a

∫ R

1

cosx

xa+1
dx = −cosR

Ra
+ cos 1− a

∫ R

1

cosx

xa+1
dx .

Αν a > 0, τότε ∣∣∣∣cosR

Ra

∣∣∣∣ ≤ 1

Ra
−−−−→
R→∞

0 και εποµένως lim
R→∞

cosR

Ra
= 0 .

Είναι λοιπόν ∫ ∞
1

sinx

xa
dx = lim

n→∞

∫ R

1

sinx

xa
dx = cos 1− a

∫ ∞
1

cosx

xa+1
dx︸ ︷︷ ︸

I1

.

Αρκεί να εξετάσουµε ως προς τη σύγκλιση το γενικευµένο ολοκλήρωµα I1. Επειδή∣∣∣cosx

xa+1

∣∣∣ ≤ 1

xa+1
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και ως γνωστόν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

1
xa+1 dx συγκλίνει για a > 0, από το κριτήριο

σύγκρισης και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

∣∣ cosx
xa+1

∣∣ dx ϑα συγκλίνει. Εποµένως το γενι-

κευµένο ολοκλήρωµα I1 συγκλίνει. ΄Αρα, για a > 0 το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

sinx
xa dx

συγκλίνει.

Εφαρµογή. Με την αντικατάσταση x = 1/t, οπότε dx = −
(
1/t2

)
dt, παίρνουµε∫ 1

ε
xp sin

(
1

x

)
dx = −

∫ 1

1/ε

sin t

tp+2
dt =

∫ 1/ε

1

sin t

tp+2
dt , ε > 0 .

Εποµένως,∫ 1

0
xp sin

(
1

x

)
dx = lim

ε→0+

∫ 1

ε
xp sin

(
1

x

)
dx = lim

ε→0+

∫ 1/ε

1

sin t

tp+2
dt =

∫ ∞
1

sin t

tp+2
dt .

΄Οµως, αποδείξαµε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
1

sin t

tp+2
dt συγκλίνει αν p+ 2 > 0⇔ p > −2 .

΄Αρα, το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ 1
0 x

p sin (1/x) dx συγκλίνει για p > −2.

5. (αʹ) Αν a2 − 4b < 0, να αποδειχθεί ότι∫ ∞
−∞

dx

x2 + ax+ b
=

2π√
4b− a2

.

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι ∫ ∞
−∞

dx

x4 + 1
=

π√
2
.

Υπόδειξη. Είναι x4 + 1 =
(
x2 +

√
2x+ 1

) (
x2 −

√
2x+ 1

)
και

1

x4 + 1
=

1

2
√

2

(
x+
√

2

x2 +
√

2x+ 1
− x−

√
2

x2 −
√

2x+ 1

)
.

Λύση.

(αʹ) Είναι ∫
dx

x2 + ax+ b
=

∫
dx

(x+ a/2)2 + (4b− a2) /4

=

∫
dt

t2 +
(√

4b− a2/2
)2 (αντικατάσταση t = x+ a/2)

=
2√

4b− a2
arctan

(
2t√

4b− a2

)
+ c .
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Εποµένως,∫ ∞
−∞

dx

x2 + ax+ b
= lim

r→−∞
R→+∞

∫ R

r

dx

x2 + ax+ b

=
2√

4b− a2

[
lim

R→+∞
arctan

(
2R√

4b− a2

)
− lim
r→−∞

arctan

(
2r√

4b− a2

)]
=

2√
4b− a2

[π
2
−
(
−π

2

)]
=

2π√
4b− a2

.

(ϐʹ) Επειδή ∫
1

x4 + 1
dx =

1

2
√

2

∫
x+
√

2

x2 +
√

2x+ 1
dx−

∫
x−
√

2

x2 −
√

2x+ 1
dx

=
1

4
√

2

∫
2x+

√
2

x2 +
√

2x+ 1
dx+

1

4

∫
1

x2 +
√

2x+ 1
dx

− 1

4
√

2

∫
2x−

√
2

x2 −
√

2x+ 1
dx+

1

4

∫
1

x2 −
√

2x+ 1
dx

=
1

4
√

2
ln

(
x2 +

√
2x+ 1

x2 −
√

2x+ 1

)

+
1

4

[∫
1

x2 +
√

2x+ 1
dx+

∫
1

x2 −
√

2x+ 1
dx

]
,

χρησιµοποιώντας και το (α΄) έχουµε∫ ∞
−∞

1

x4 + 1
dx = lim

r→−∞
R→+∞

∫ R

r

1

x4 + 1
dx

=
1

4
√

2

[
lim
R→∞

ln

(
R2 +

√
2R+ 1

R2 −
√

2R+ 1

)
− lim
r→−∞

ln

(
r2 +

√
2r + 1

r2 −
√

2r + 1

)]

+
1

4

[∫ ∞
−∞

1

x2 +
√

2x+ 1
dx+

∫ ∞
−∞

1

x2 −
√

2x+ 1
dx

]

=
1

4

 2π√
4−

(√
2
)2 +

2π√
4−

(
−
√

2
)2
 =

π√
2
.

6. (αʹ) Αν R είναι η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς
∑∞

n=1 anx
n, να υπολογιστεί η ακτίνα

σύγκλισης R′ της δυναµοσειράς
∞∑
n=1

nn

n!
anx

n .
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(ϐʹ) Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης καθώς επίσης και το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσει-

ϱάς
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
(x− 1)n .

Λύση.

(αʹ) Από την υπόθεση είναι limn→∞ |an+1/an| = 1/R. Αν cn = nnan/n!, τότε

lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣∣(n+ 1)n+1an+1

(n+ 1)!
· n!

nnan

∣∣∣∣
= lim

n→∞

(
n+ 1

n

)n ∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =
1

R
lim
n→∞

(
1 +

1

n

)n
=

e

R
.

Εποµένως, η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς
∑∞

n=1 (nnan/n!)xn είναι R′ = R/e.

(ϐʹ) Αν an = (n!)2

(2n)! , είναι

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

[(n+ 1)!]2

(2n+ 2)!
· (2n)!

(n!)2
= lim

n→∞

(n+ 1)2

(2n+ 1)(2n+ 2)
=

1

4
.

Εποµένως, η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς
∑∞

n=1
(n!)2

(2n)!(x − 1)n είναι R = 4. ∆η-

λαδή, η δυναµοσειρά συγκλίνει για |x− 1| < 4⇔ −3 < x < 5. Θα εξετάσουµε ως προς

τη σύγκλιση τη δυναµοσειρά για x = −3 και για x = 5.

(i) Για x = 5 παίρνουµε τη σειρά
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!
4n ,

µε γενικό όρο cn = (n!)24n

(2n)! . Επειδή

cn+1

cn
=

[(n+ 1)!]24n+1

(2n+ 2)!
· (2n)!

(n!)24n
=

4(n+ 1)2

(2n+ 1)(2n+ 2)
> 1 ,

η ακολουθία ϑετικών όρων (cn) είναι αύξουσα και εποµένως limn→∞ cn 6= 0. ΄Αρα,

η σειρά αποκλίνει.

(ii) Για x = −3 παίρνουµε τη σειρά
∞∑
n=1

(−1)n
(n!)2

(2n)!
4n ,

µε γενικό όρο cn = (−1)n (n!)2

(2n)! 4n. ΄Οπως και προηγουµένως,

|cn+1|
|cn|

> 1 .
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∆ηλαδή η ακολουθία (|cn|) είναι αύξουσα και εποµένως limn→∞ cn 6= 0. ΄Αρα, η

σειρά αποκλίνει.

Το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς
∑∞

n=1
(n!)2

(2n)!(x− 1)n είναι I = (−3, 5).

7. Χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα της y = e−x
2
σε δυναµοσειρά, να αποδειχθεί ότι

I =

∫ 1

0
e−x

2
dx =

∞∑
k=0

(−1)k
1

k!(2k + 1)
.

Αν I ≈
∑4

k=0(−1)k/k!(2k+ 1) = 1− 1/3 + 1/10− 1/42 + 1/216 ≈ 0, 7475, να αποδειχθεί ότι

το σφάλµα της προσέγγισης είναι µικρότερο του 10−3.

Λύση. Επειδή ως γνωστόν et =
∑∞

k=0
tk

k! , για κάθε t ∈ R, ϑα είναι e−x
2

=
∑∞

k=0(−1)k x
2k

k! ,

για κάθε x ∈ R. Εποµένως,∫ 1

0
e−x

2
dx =

∫ 1

0

∞∑
k=0

(−1)k
x2k

k!
dx

=

∞∑
k=0

(−1)k

k!

∫ 1

0
x2k dx =

∞∑
k=0

(−1)k

k!
· x

2k+1

2k + 1

∣∣∣∣x=1

x=0

=

∞∑
k=0

(−1)k
1

k! (2k + 1)
.

Αν ak = 1
k!(2k+1) και πάρουµε το I ≈ S4 =

∑4
k=0(−1)k 1

k!(2k+1) , είναι γνωστό από το κριτήριο

του Leibniz για εναλλάσσουσες σειρές ότι

|I − S4| ≤ a5 =
1

5! · 11
=

1

1320
< 10−3 .

Με ακρίβεια δύο δεκαδικών ψηφίων είναι I = 0, 74.

8. Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης καθώς επίσης και το άθροισµα της δυναµοσειράς

1− x3

4
+
x7

8
− x11

12
+ · · ·+ (−1)n

x4n−1

4n
+ · · · = 1 +

∞∑
n=1

(−1)n
x4n−1

4n
.

Υπόδειξη. Αν

f (x) = 1− x3

4
+
x7

8
− x11

12
+ · · ·+ (−1)n

x4n−1

4n
+ · · · , |x| < 1 ,

τότε

(xf (x))′ − 1 = −x3 + x7 − x11 + · · ·+ (−1)n x4n−1 + · · · , |x| < 1 .
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Λύση. Αν cn = (−1)n x4n−1/4n, είναι

lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

4n

4 (n+ 1)
x4 = x4 , οπότε x4 < 1⇔ |x| < 1 .

Εποµένως, η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι R = 1.

Θα υπολογίσουµε τώρα το άθροισµα της δυναµοσειράς. Αν f(x) = 1 +
∑∞

n=1(−1)n x
4n−1

4n ,

|x| < 1, είναι f(0) = 1.

1ος τρόπος. Για |x| < 1 είναι xf(x) = x+
∑∞

n=1(−1)n x
4n

4n . Εποµένως,

(xf(x))′ − 1 =
∞∑
n=1

(−1)nx4n−1 = −x3
∞∑
n=1

(−1)n−1x4(n−1) = −x3
∞∑
n=0

(−1)nx4n , |x| < 1 .

Επειδή ως γνωστόν 1
1+t =

∑∞
n=0(−1)ntn, |t| < 1 (γεωµετρική σειρά), για t = x4 είναι

1

1 + x4
=
∞∑
n=0

(−1)nx4n , |x| < 1 .

΄Αρα,

(xf(x))′ − 1 = − x3

1 + x4
και ισοδύναµα (xf(x))′ = 1− x3

1 + x4
, |x| < 1 .

Ολοκληρώνοντας, για |x| < 1 παίρνουµε

xf(x) =

∫
dx−

∫
x3

1 + x4
dx = x− 1

4
ln(1 + x4) + c .

Αν x = 0, τότε 0 = − ln 1/4 + c⇔ c = 0. Εποµένως, xf(x) = x− 1
4 ln(1 + x4). ΄Αρα,

f(x) =


1− 1

4x ln(1 + x4) αν |x| < 1, x 6= 0 ,

0 αν x = 0 .

2ος τρόπος. Θα χρησιµοποιήσουµε το ανάπτυγµα της συνάρτησης y = ln(1 + t), |t| < 1,

σε δυναµοσειρά. Ως γνωστόν, για |t| < 1 είναι ln(1 + t) =
∑∞

n=1(−1)n−1tn/n. Αν ϑέσουµε

t = x4, τότε

ln(1 + x4) =
∞∑
n=1

(−1)n−1
x4n

n
⇔ − ln(1 + x4) =

∞∑
n=1

(−1)n
x4n

n
, |x| < 1 .

Εποµένως,

− 1

4x
ln(1 + x4) =

∞∑
n=1

(−1)n
x4n−1

4n
, |x| < 1 , x 6= 0 .
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΄Αρα,

1 +
∞∑
n=1

(−1)n
x4n−1

4n
= 1− 1

4x
ln(1 + x4) , για |x| < 1 , x 6= 0 .
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1.10 Ακαδηµαϊκό έτος 2004–5

ΣΧΟΛΗ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. ΄Εστω

an =
ε0
1

+
ε0ε1

2
+ · · ·+ ε0ε1 · · · εn

2n
,

όπου εn ∈ {−1, 1}. Να αποδειχθεί ότι η ακολουθία (an) είναι Cauchy και εποµένως συγκλίνει.

Αν limn→∞ an = a, να αποδειχθεί ότι a ∈ [−2, 2].

Απόδειξη. 1ος τρόπος. Αν k ∈ N, είναι

|an+k − an| =
∣∣∣ε0ε1 · · · εn+1

2n+1
+ · · ·+ ε0ε1 · · · εn+k

2n+k

∣∣∣
≤ 1

2n+1
+ · · ·+ 1

2n+k
=

1

2n+1

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

2k−1

)
=

1

2n+1
· 1− 1/2k

1− 1/2
=

1

2n

(
1− 1

2k

)
<

1

2n
.

Επειδή limn→∞ 1/2n = 0, ∀ε > 0, υπάρχει n0 ∈ N τέτοιος ώστε για κάθε n ≥ n0 και κάθε

k ∈ N είναι |an+k − an| < ε. ∆ηλαδή η (an) είναι ακολουθία Cauchy και εποµένως ϑα

συγκλίνει. Τέλος, επειδή

−
n∑
k=0

1

2k
≤ an ≤

n∑
k=0

1

2k

και
∑∞

k=0
1
2k

= 2, αν limn→∞ an = a, τότε a ∈ [−2, 2].

2ος τρόπος. Το an είναι το n-οστό µερικό άθροισµα της σειράς

∞∑
k=0

ε0ε1 · · · εk
2k

. (1.25)

Επειδή
∣∣ε0ε1 · · · εk/2k∣∣ ≤ 1/2k και η γεωµετρική σειρά

∑∞
k=0

1
2k

= 2 συγκλίνει, από το

κριτήριο σύγκρισης η σειρά
∑∞

k=0

∣∣ ε0ε1···εk
2k

∣∣ ϑα συγκλίνει. ∆ηλαδή η σειρά (1.25) συγκλίνει

απόλυτα και κατά συνέπεια ϑα συγκλίνει. ΄Αρα και η ακολουθία (an), που είναι το n-οστό

µερικό άθροισµα της σειράς, ϑα συγκλίνει. Επειδή η (an) συγκλίνει, είναι ακολουθία Cauchy.



166 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΛΥΜΕΝΕΣ ΑΣΚΗΣΕΙΣ

2. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι η σειρά
∑∞

n=1
(π/2)n

n! συγκλίνει και ότι αν an := 1
n!

∫ 1
0 (arcsinx)n dx,

τότε limn→∞ an = 0.

(ϐʹ) Αν bn =
∫ π
0

sinx
x+n dx, να αποδειχθεί ότι limn→∞ bn = 0.

Απόδειξη. (αʹ) Αν βn = (π/2)n

n! , είναι

lim
n→∞

βn+1

βn
= lim

n→∞

(π/2)n+1

(n+ 1)!
· n!

(π/2)n
= lim

n→∞

π/2

n+ 1
= 0

και από το κριτήριο του λόγου η σειρά
∑∞

n=1
(π/2)n

n! συγκλίνει. ΄Αρα,

lim
n→∞

(π/2)n

n!
= 0 .

Επειδή ως γνωστόν 0 ≤ arcsinx ≤ π
2 , για κάθε x ∈ [0, 1], ϑα είναι

0 ≤ an =
1

n!

∫ 1

0
(arcsinx)n dx ≤ (π/2)n

n!

∫ 1

0
dx =

(π/2)n

n!
.

΄Οµως limn→∞
(π/2)n

n! = 0, οπότε και limn→∞ an = 0.

Επειδή 0 ≤ sinx
(x+n ≤

1
x+n , για κάθε x ∈ [0, π], είναι

0 ≤ bn =

∫ π

0

sinx

x+ n
dx ≤

∫ π

0

1

x+ n
dx = ln(x+ n)|x=πx=0 = ln(π + n)− ln(n) = ln

(
1 +

π

n

)
.

΄Οµως limn→∞ ln (1 + π/n) = 0, οπότε και limn→∞ bn = 0.

3. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι x ≤ arcsinx ≤ 2x, για κάθε x ∈ [0, 1].

(ϐʹ) ΄Εστω an =
∫ 1/n
0 (arcsinx)a dx, a > −1. Να αποδειχθεί ότι η σειρά

∑∞
n=1 an συγκλίνει

αν και µόνο αν a > 0.

Απόδειξη. (αʹ) Γεωµετρικά, η απόδειξη της διπλής ανισότητας ϕαίνεται στο παρακάτω σχήµα.
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∆ίνουµε τώρα µία αναλυτική απόδειξη : Αν f(x) = arcsinx−x, τότε f ′(x) = 1√
1−x2 −1 ≥

0, για κάθε x ∈ [0, 1). Εποµένως f(x) ≥ f(0) = 0, για κάθε x ∈ [0, 1) και ισοδύναµα

arcsinx ≥ x, ∀x ∈ [0, 1]. Αν g(x) = 2x − arcsinx, τότε g′(x) = 2 − 1√
1−x2 = 0 αν και

µόνο αν x = ±
√

3/2. Επειδή g(0) = 0, g(
√

3/2) =
√

3 − π/3 και g(1) = 2 − π/2, η g

παίρνει την ελάχιστη τιµή της για x = 0. Είναι g(x) ≥ g(0) = 0, για κάθε x ∈ [0, 1] και

ισοδύναµα arcsinx ≤ 2x, για κάθε x ∈ [0, 1].

(ϐʹ) Λόγω της (α΄) είναι∫ 1/n

0
xa dx ≤ an =

∫ 1/n

0
(arcsinx)a dx ≤

∫ 1/n

0
(2x)a dx

και εποµένως
1

a+ 1
· 1

na+1
≤ an ≤

2a

a+ 1
· 1

na+1
.

Χρησιµοποιώντας το κριτήριο σύγκρισης για σειρές ϑετικών όρων, από την προηγούµενη

ανισότητα προκύπτει ότι η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει αν και µόνο αν η σειρά
∑∞

n=1
1

na+1

συγκλίνει. Ως γνωστόν η τελευταία σειρά συγκλίνει αν και µόνο αν a + 1 > 1 ⇔ a > 0.

΄Αρα, η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει αν και µόνο αν a > 0.

4. ΄Εστω η ακολουθία (an), µε an = n!
nn .
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(αʹ) Να αποδειχθεί ότι limn→∞
an+1

an
= limn→∞ n

√
an = 1

e .

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι limn→∞
n
√
n! =∞.

Απόδειξη. (αʹ) Είναι

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n+ 1)!

(n+ 1)n+1
· n

n

n!
= lim

n→∞

(
n

n+ 1

)n
= lim

n→∞

1

(1 + 1/n)n
=

1

e
.

Τότε ως γνωστόν ϑα είναι και limn→∞ n
√
an = limn→∞

n
√
n!/n = 1/e.

(ϐʹ) Είναι
n
√
n! =

n
√
n!

n
· n −−−→

n→∞

1

e
· ∞ =∞ .

5. Να εξεταστούν ως προς τη σύγκλιση οι σειρές

∞∑
n=1

(−1)n

n
√
n!

και
∞∑
n=1

(−1)n

n− lnn
.

Λύση. (i) Αν an = 1/ n
√
n!, από την προηγούµενη άσκηση είναι limn→∞ an = 0. Θα αποδεί-

ξουµε στη συνέχεια ότι η ακολουθία (an) είναι γνήσια ϕθίνουσα. Πράγµατι,

an > an+1 ⇔
1
n
√
n!
>

1
n+1
√

(n+ 1)!
⇔ n+1

√
(n+ 1)! >

n
√
n!⇔ ln n+1

√
(n+ 1)! > ln

n
√
n!

⇔ 1

n+ 1
(ln 1 + ln 2 + · · ·+ ln (n+ 1)) >

1

n
(ln 1 + ln 2 + · · ·+ lnn)

⇔ ln 1 + ln 2 + · · ·+ lnn+ ln (n+ 1)

ln 1 + ln 2 + · · ·+ lnn
>
n+ 1

n

⇔ 1 +
ln (n+ 1)

ln 1 + ln 2 + · · ·+ lnn
> 1 +

1

n

⇔ n ln (n+ 1) > ln 1 + ln 2 + · · ·+ lnn

και η τελευταία ανισότητα προφανώς ισχύει για κάθε n ∈ N. Εποµένως, από το κριτήριο του

Leibniz η σειρά
∞∑
n=1

(−1)n

n
√
n!

συγκλίνει.

(ii) Αν f(x) = 1
x−lnx , x > 0, τότε για κάθε x ≥ 1 είναι f ′(x) = 1/x−1

(x−lnx)2 ≤ 0. Εποµένως η

ακολουθία bn = 1
n−lnn είναι ϕθίνουσα. Επειδή limn→∞

lnn
n = 0, είναι

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

1

n− lnn
= lim

n→∞

1

n
(
1− lnn

n

) = 0 .
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΄Αρα, από το κριτήριο του Leibniz η σειρά
∞∑
n=1

(−1)n

n− lnn
συγκλίνει.

6. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι σειρά
∑∞

n=1
lnn
n2 συγκλίνει.

(ϐʹ) Αν an = ln (cos(1/n)) ln (sin(1/n)), να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1 an.

Υπόδειξη. Να συγκριθεί η σειρά
∑∞

n=1 |an| µε τη σειρά
∑∞

n=1
lnn
n2 .

Λύση.

(αʹ) Αν bn = lnn
n2 και cn = 1

n3/2 , τότε
bn
cn

= lnn
n1/2 . Είναι

lim
x→∞

lnx

x1/2
(L’Hôpital)

= lim
x→∞

1/x

1/2x1/2
= lim

x→∞

2

x1/2
= 0 ,

οπότε limn→∞
bn
cn

= 0. Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1 cn =
∑∞

n=1
1

n3/2 συγκλίνει,

από το οριακό κριτήριο σύγκρισης για σειρές µε ϑετικούς όρους και η σειρά
∑∞

n=1 bn =∑∞
n=1

lnn
n2 ϑα συγκλίνει.

(ϐʹ) Αν bn = lnn
n2 , τότε για κάθε n ≥ 2 είναι

|an|
bn

=
|ln (cos(1/n))|

1/n2
· |ln (sin(1/n))|

lnn
=
− ln (cos(1/n))

1/n2
· − ln (sin(1/n))

lnn
.

Επειδή

lim
x→∞

− ln (cos (1/x))

1/x2
= lim

t→0+

− ln(cos t)

t2

= lim
t→0+

sin t/ cos t

2t
(κανόνας L’Hôpital)

=
1

2
lim
t→0+

sin t

t
· 1

cos t
=

1

2

και

lim
x→∞

− ln (sin (1/x))

lnx
= lim

t→0+

− ln(sin t)

ln (1/t)

= lim
t→0+

ln(sin t)

ln t

= lim
t→0+

cos t/ sin t

1/t
(κανόνας L’Hôpital)

= lim
t→0+

t

sin t
· cos t = 1 ,

είναι limn→∞
|an|
bn

= 1/2. Επειδή από το (α΄) η σειρά
∑∞

n=1 bn =
∑∞

n=1
lnn
n2 συγκλίνει,

από το οριακό κριτήριο σύγκρισης για σειρές µε ϑετικούς όρους και η σειρά
∑∞

n=1 |an|

ϑα συγκλίνει. ∆ηλαδή η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει απόλυτα και εποµένως ϑα συγκλίνει.
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2η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. Αν η f : [0, 1] −→ R είναι συνεχής, να υπολογιστεί το όριο

lim
x→0+

x

∫ 1

x

f (t)

t
dt .

Υπόδειξη. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει M > 0, τέτοιο ώστε∣∣∣∣x ∫ 1

x

f(t)

t
dt

∣∣∣∣ ≤Mx| lnx|, για κάθε x ∈ (0, 1] .

Λύση. Αν M = max
0≤x≤1

|f (x)|, τότε για κάθε x ∈ (0, 1]

∣∣∣∣x ∫ 1

x

f (t)

t
dt

∣∣∣∣ ≤ x ∫ 1

x

|f (t)|
t

dt

≤ x
∫ 1

x

M

t
dt

= Mx ln t|t=1
t=x = Mx (ln 1− lnx) = −Mx lnx = Mx |lnx| .

΄Οµως

lim
x→0+

−x lnx = lim
x→0+

− lnx

1/x

(L’Hôpital)
= lim

x→0+

−1/x

−1/x2
= lim

x→0+
x = 0,

οπότε

lim
x→0+

∣∣∣∣x ∫ 1

x

f (t)

t
dt

∣∣∣∣ = 0 και κατά συνέπεια lim
x→0+

x

∫ 1

x

f (t)

t
dt = 0 .

2. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι

t− t3

6
≤ sin t ≤ t , ∀t ≥ 0 .

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι

lim
x→0+

∫ 2x

x

sin t

t2
dt = ln 2 .

Υπόδειξη.
∫ 2x
x

(
sin t/t2

)
dt− ln 2 =

∫ 2x
x

[
(sin t− t) /t2

]
dt, για κάθε x > 0 .
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Απόδειξη. (αʹ) Αν ϕ (t) = sin t − t, τότε ϕ′ (t) = cos t − 1 ≤ 0. Εποµένως ϕ (t) ≤ ϕ (0) = 0,

∀t ≥ 0 και ισοδύναµα sin t ≤ t, ∀t ≥ 0. Αν f (t) = t − t3/6 − sin t, τότε f ′ (t) =

1 − t2/2 − cos t και f ′′ (t) = −t + sin t = ϕ (t) ≤ 0, ∀t ≥ 0. Κατά συνέπεια f ′ (t) =

1 − t2/2 − cos t ≤ f ′ (0) = 0, ∀t ≥ 0. ΄Αρα, f (t) ≤ f (0) = 0, ∀t ≥ 0 και ισοδύναµα

t− t3/6 ≤ sin t, ∀t ≥ 0.

(ϐʹ) Για κάθε x > 0 είναι∫ 2x

x

sin t

t2
dt− ln 2 =

∫ 2x

x

sin t

t2
dt− (ln 2x− lnx)

=

∫ 2x

x

sin t

t2
dt−

∫ 2x

x

1

t
dt =

∫ 2x

x

sin t− t
t2

dt .

΄Οµως από την (α΄)
∣∣(sin t− t) /t2∣∣ ≤ t/6, για κάθε t > 0. Εποµένως,∣∣∣∣∫ 2x

x

sin t

t2
dt− ln 2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∫ 2x

x

sin t− t
t2

dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ 2x

x

∣∣∣∣sin t− tt2

∣∣∣∣ dt ≤
∫ 2x

x

t

6
dt =

x2

4
−−−−→
x→0+

0 .

΄Αρα, limx→0+
∫ 2x
x

(
sin t/t2

)
dt = ln 2.

3. (αʹ) Αν α, β ∈ R, να αποδειχθεί ότι

In =

∫ π

0

(
αt2 + βt

)
cos (nt) dt = (−1)n

2απ + β

n2
− β

n2
.

(ϐʹ) Να ϐρεθούν τα α, β ∈ R για τα οποία In = 1/n2, για κάθε n ∈ N.

Λύση.

(αʹ) Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε

In =

∫ π

0

(
αt2 + βt

)(sin (nt)

n

)′
dt

=
1

n

(
αt2 + βt

)
sin (nt)

∣∣∣∣t=π
t=0

− 1

n

∫ π

0
(2αt+ β) sin (nt) dt

= − 1

n

∫ π

0
(2αt+ β)

(
−cos (nt)

n

)′
dt

=
1

n2
(2αt+ β) cos (nt)

∣∣∣∣t=π
t=0

− 2α

n2

∫ π

0
cos (nt) dt

=
1

n2
[(2απ + β) cosnπ − β]− 2α

n3
sin (nt)

∣∣∣∣t=π
t=0

= (−1)n
2απ + β

n2
− β

n2
.
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(ϐʹ) Από την (α΄)

In =


2απ
4k2

αν n = 2k ,

−2απ+2β

(2k+1)2
αν n = 2k + 1 .

Επειδή In = 1/n2, αν n = 2k έχουµε 2απ/4k2 = 1/4k2, οπότε α = 1/2π. Αν n = 2k+1,

τότε − (2απ + 2β) / (2k + 1)2 = 1/ (2k + 1)2. Εποµένως, β = −απ − 1/2 = −1.

4. Να ϐρεθεί η συνάρτηση y = f (x), x ≥ 1, αν

f ′ (x) =

√
x− 1

x+ 1
· 1

x2
, f (1) = −π/2 .

Λύση. Είναι

f (x)− f (1) =

∫ x

1
f ′ (t) dt και εποµένως f (x) = −π

2
+

∫ x

1

√
t− 1

t+ 1
· 1

t2
dt .

Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση u = 1/t, οπότε du =
(
−1/t2

)
dt, έχουµε

f (x) = −π
2

+

∫ 1

1/x

√
1/u− 1

1/u+ 1
du = −π

2
+

∫ 1

1/x

√
1− u
1 + u

du = −π
2

+

∫ 1

1/x

1− u√
1− u2

du

= −π
2

+

∫ 1

1/x

1√
1− u2

du−
∫ 1

1/x

u√
1− u2

du = −π
2

+ arcsinu|u=1
u=1/x +

√
1− u2

∣∣∣u=1

u=1/x

= −π
2

+ arcsin 1− arcsin

(
1

x

)
−

√
1−

(
1

x

)2

= − arcsin

(
1

x

)
−
√
x2 − 1

x
.

5. Να ϐρεθεί η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης

1

1 + y2
y′ = ln

(
1 + x2

)
.

Λύση. Είναι

1

1 + y2
dy = ln

(
1 + x2

)
dx , οπότε

∫
1

1 + y2
dy =

∫
ln
(
1 + x2

)
dx .

Εποµένως,

arctan y =

∫
ln
(
1 + x2

)
dx .
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Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε

arctan y = x ln
(
1 + x2

)
− 2

∫
x2

1 + x2
dx

= x ln
(
1 + x2

)
− 2

∫ (
1 + x2

)
− 1

1 + x2
dx

= x ln
(
1 + x2

)
− 2

∫
dx+ 2

∫
1

1 + x2
dx

= x ln
(
1 + x2

)
− 2x+ 2 arctanx+ C , C ∈ R .

Ισοδύναµα, η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι

y = tan
(
x ln

(
1 + x2

)
− 2x+ 2 arctanx+ C

)
, C ∈ R .

6. Να ϐρεθεί η παραγωγίσιµη συνάρτηση f : R −→ R, µε f (0) = 1, τέτοια ώστε

f ′ (x) = f (x) +

∫ 1

0
f (t) dt , ∀x ∈ R .

Λύση. Παραγωγίζοντας έχουµε τη διαφορική εξίσωση f ′′ (x) = f ′ (x) και ισοδύναµα f ′′ (x)−

f ′ (x) = 0 µε χαρακτηριστική εξίσωση : r2 − r = 0. Οι ϱίζες της εξίσωσης είναι r1 = 0 και

r2 = 1 και εποµένως η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι

f (x) = c1 + c2e
x , c1, c2 ∈ R .

΄Οµως f (0) = 1, οπότε c1 + c2 = 1. Είναι

f ′ (0) = c2 = 1 +

∫ 1

0

(
c1 + c2e

t
)

dt = 1 +
(
c1t+ c2e

t
)∣∣t=1

t=0
= 1 + c1 + c2e− c2

και εποµένως c1 + c2 (e− 2) = −1. Είναι c1 = (1− e) / (3− e) και c2 = 2/ (3− e). ΄Αρα

f (x) =
1− e

3− e
+

2

3− e
ex =

2ex + 1− e

3− e
.

7. Να µετασχηµατισθεί η διαφορική εξίσωση:

(
1 + x2

)
y′′ + xy′ − 4y = 0 (1.26)
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µε την αντικατάσταση t = sinh−1 x = ln
(
x+
√

1 + x2
)

και στη συνέχεια να ϐρεθεί η γενική

λύση της.

Λύση. Είναι t = sinh−1 x⇔ x = sinh t. ΄Εχουµε

y′ =
dy

dx
=

dy

dt
· dt

dx
=

dy

dt
· 1√

1 + x2

και

y′′ =
d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dx

(
dy

dt
· 1√

1 + x2

)
=

d

dx

(
dy

dt

)
· 1√

1 + x2
+

dy

dt
· d

dx

(
1√

1 + x2

)
=

d

dt

(
dy

dt

)
· dt

dx
· 1√

1 + x2
− dy

dt
· x

(1 + x2)3/2
=

d2y

dt2
· 1

1 + x2
− dy

dt
· x

(1 + x2)3/2
.

Αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση (1.26) προκύπτει ότι

(
1 + x2

)
·

(
d2y

dt2
· 1

1 + x2
− dy

dt
· x

(1 + x2)3/2

)
+ x

dy

dt
· 1√

1 + x2
− 4y = 0

και ισοδύναµα
d2y

dt2
− 4y = 0 . (1.27)

Η χαρακτηριστική εξίσωση της (1.27) είναι : r2−4 = 0 µε ϱίζες r1 = −2 και r2 = 2. Εποµένως,

η γενική λύση της (1.27) είναι

y∗ (t) = c1e
−2t + c2e

2t , c1, c2 ∈ R .

΄Αρα, η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (1.26) είναι

y (x) = c1

(
x+

√
1 + x2

)−2
+ c2

(
x+

√
1 + x2

)2
, c1, c2 ∈ R .

8. Να µετασχηµατισθεί η διαφορική εξίσωση:

x2y′′ + 4xy′ −
(
x2 − 2

)
y = 0 (1.28)

µε την αντικατάσταση u = x2y και στη συνέχεια να ϐρεθεί η γενική λύση της σ᾿ ένα διάστηµα

I που δεν περιέχει το µηδέν.
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Λύση. Είναι

du

dx
= 2xy + x2

dy

dx
και

d2u

dx2
= 2y + 4x

dy

dx
+ x2

d2y

dx2
.

Αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση (1.28) έχουµε

d2u

dx2
− u = 0 . (1.29)

Η χαρακτηριστική εξίσωση της (1.29) είναι : r2−1 = 0 µε ϱίζες r1 = −1 και r2 = 1. Εποµένως,

η γενική λύση της (1.29) είναι

u (x) = c1e
−x + c2e

x , c1, c2 ∈ R .

΄Αρα, η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (1.28) σ᾿ ένα διάστηµα I που δεν περιέχει το

µηδέν είναι

y(x) =
1

x2
(
c1e
−x + c2e

x
)
, c1, c2 ∈ R .

3η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα κατάλληλης συνάρτησης στο διάστηµα [0, 1], να υπολογιστεί

το όριο

lim
n→∞

n∑
k=1

k

2n2 − 2kn+ k2
.

Λύση. Είναι

n∑
k=1

k

2n2 − 2kn+ k2
=

n∑
k=1

k

n2
(

2− 2 (k/n) + (k/n)2
)

=
1

n

n∑
k=1

k/n

2− 2 (k/n) + (k/n)2
=

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
,
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όπου f (x) =
x

2− 2x+ x2
. Εποµένως, από τη ϑεωρία του ολοκληρώµατος Riemann έχουµε

lim
n→∞

n∑
k=1

k

2n2 − 2kn+ k2
=

∫ 1

0

x

2− 2x+ x2
dx

=

∫ 1

0

x

(x− 1)2 + 1
dx

=

∫ 0

−1

t+ 1

t2 + 1
dt (αντικατάσταση t = x− 1)

=

∫ 0

−1

t

t2 + 1
dt+

∫ 0

−1

1

t2 + 1
dt

=
1

2
ln
(
1 + t2

)∣∣∣∣t=0

t=−1
+ arctan t|t=0

t=−1

= −1

2
ln 2− arctan (−1) =

π − ln 4

4
.

2. (αʹ) Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση το γενι-

κευµένο ολοκλήρωµα ∫ ∞
0

√
x sin(x2) dx .

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα

∫ π/2

0

xα

(sinx)β
dx , α, β > 0

συγκλίνει αν και µόνο αν 0 < β < α+ 1.

Λύση.

(αʹ) Είναι ∫ ∞
0

√
x sin

(
x2
)

dx =

∫ 1

0

√
x sin

(
x2
)

dx︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ ∞
1

√
x sin

(
x2
)

dx︸ ︷︷ ︸
I2

,

όπου το I1 =
∫ 1
0

√
x sin

(
x2
)

dx είναι ένα ορισµένο ολοκλήρωµα. Αρκεί λοιπόν να εξετά-
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σουµε ως προς τη σύγκλιση το γενικευµένο ολοκλήρωµα I2. ΄Εχουµε∫ R

1

√
x sin

(
x2
)

dx =

∫ R

1

1√
x

(
−

cos
(
x2
)

2

)′
dx

= −
cos
(
x2
)

2
√
x

∣∣∣∣∣
x=R

x=1

+
1

2

∫ R

1

(
1√
x

)′
cos
(
x2
)

dx

(παραγοντική ολοκλήρωση)

= −
cos
(
R2
)

2
√
R

+
cos 1

2
− 1

4

∫ R

1

cos
(
x2
)

x3/2
dx .

΄Οµως ∣∣∣∣∣cos
(
R2
)

√
R

∣∣∣∣∣ ≤ 1√
R
−−−−→
R→∞

0 συνεπάγεται lim
R→∞

cos
(
R2
)

√
R

= 0 ,

και εποµένως ∫ ∞
1

√
x sin

(
x2
)

dx =
cos 1

2
− 1

4

∫ ∞
1

cos
(
x2
)

x3/2
dx .

Επειδή∣∣∣∣∣cos
(
x2
)

x3/2

∣∣∣∣∣ ≤ 1

x3/2
και το γενικευµένο ολοκλήρωµα

∫ ∞
1

1

x3/2
dx = 2 συγκλίνει ,

από το κριτήριο σύγκρισης και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

∣∣cos
(
x2
)
/x3/2

∣∣ dx ϑα

συγκλίνει. Εποµένως το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

(
cos
(
x2
)
/x3/2

)
dx συγκλίνει και

κατά συνέπεια το I2 συγκλίνει. ΄Αρα, το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0

√
x sin

(
x2
)

dx

συγκλίνει.

(ϐʹ) Αν f (x) = xα/ (sinx)β και g (x) = 1/xβ−α, είναι f (x) , g (x) > 0, για κάθε x ∈ (0, π/2]

και

lim
x→0+

f (x)

g (x)
= lim

x→0+

( x

sinx

)β
=

(
lim
x→0+

x

sinx

)β
(L’Hôpital)

= 1β = 1 .

΄Οµως, ως γνωστόν, το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ π/2
0 1/xβ−α dx συγκλίνει αν και µόνο

αν β − α < 1⇔ 0 < β < α+ 1. ΄Αρα, το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ π/2
0 xα/ (sinx)β dx

συγκλίνει αν και µόνο αν 0 < β < α+ 1.

3. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f(x) = lnx
x2

είναι ϕθίνουσα για κάθε x ≥
√

e. Χρησιµο-

ποιώντας το κριτήριο γενικευµένου ολοκληρώµατος για σειρές, να αποδειχθεί ότι η σειρά
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∑∞
n=2

(
lnn/n2

)
συγκλίνει και ότι

1 + ln 2

2
<
∞∑
n=2

lnn

n2
<

ln
√

2 + 1 + ln 2

2
.

Λύση. Είναι f ′ (x) = (1− 2 lnx) /x3 ≤ 0 αν και µόνο αν 2 lnx ≥ 1⇔ lnx2 ≥ ln e⇔ x ≥
√

e.

Εποµένως, η συνάρτηση f είναι γνήσια ϕθίνουσα και ϑετική για κάθε x ≥ 2. Από το κριτήριο

γενικευµένου ολοκληρώµατος για σειρές, η σειρά
∑∞

n=2

(
lnn/n2

)
συγκλίνει αν και µόνο

αν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
2

(
lnx/x2

)
dx συγκλίνει. Χρησιµοποιώντας παραγοντική

ολοκλήρωση έχουµε∫ R

2

lnx

x2
dx =

∫ R

2

(
−1

x

)′
lnx dx

= − lnx

x

∣∣∣∣x=R
x=2

+

∫ R

2

1

x
(lnx)′ dx

= − lnR

R
+

ln 2

2
+

∫ R

2

1

x2
dx

= − lnR

R
+

ln 2

2
− 1

x

∣∣∣∣x=R
x=2

= − lnR

R
− 1

R
+

1 + ln 2

2
.

΄Οµως

lim
R→∞

lnR

R

(L’Hôpital)
= lim

R→∞

1

R
= 0 ,

οπότε ∫ ∞
2

lnx

x2
dx = lim

R→∞

∫ R

2

lnx

x2
dx =

1 + ln 2

2
.

∆ηλαδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
2

lnx
x2

dx συγκλίνει και άρα η σειρά
∑∞

n=2
lnn
n2 ϑα συ-

γκλίνει. Επειδή ως γνωστόν

∞∑
n=2

f(n)− f(2) ≤
∫ ∞
2

f(x) dx ≤
∞∑
n=2

f(n) ,

έχουµε

∞∑
n=2

lnn

n2
− ln 2

4
≤
∫ ∞
2

lnx

x2
dx ≤

∞∑
n=2

lnn

n2
⇐⇒

∞∑
n=2

lnn

n2
− ln 2

4
≤ 1 + ln 2

2
≤
∞∑
n=2

lnn

n2

και ισοδύναµα
1 + ln 2

2
<
∞∑
n=2

lnn

n2
<

ln
√

2 + 1 + ln 2

2
.
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4. (αʹ) Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης καθώς επίσης και το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσει-

ϱάς
∞∑
n=1

n2

3n + n
xn .

(ϐʹ) Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς

∞∑
n=1

(1 + 1/n)(−1)
nn2

xn .

Λύση.

(αʹ) Αν an = n2/ (3n + n), τότε

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(
n+ 1

n

)2 3n + n

3n+1 + n+ 1

= lim
n→∞

(
n+ 1

n

)2 3n + n

3 (3n + n)− 2n+ 1

= lim
n→∞

(
n+ 1

n

)2 1

3− (2n− 1) / (3n + n)
=

1

3
,

επειδή limn→∞ (2n− 1) / (3n + n) = 0. Εποµένως, η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσει-

ϱάς είναι R = 3. Αν x = ±3, τότε έχουµε τη σειρά

∞∑
n=1

n2

3n + n
(±3)n =

∞∑
n=1

(±1)n
n23n

3n + n
.

΄Οµως

lim
n→∞

∣∣∣∣(±1)n
n23n

3n + n

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n2

1 + n/3n
=∞

και κατά συνέπεια η δυναµοσειρά δεν συγκλίνει για x = ±3. ΄Αρα, το διάστηµα σύγκλισης

της δυναµοσειράς είναι I = (−3, 3).

(ϐʹ) Αν an = (1 + 1/n)(−1)
nn2

, τότε

an =


(
1 + 1

2k

)4k2 αν n = 2k,(
1 + 1

2k−1

)−(2k−1)2
αν n = 2k − 1 .

Επειδή ως γνωστόν limn→∞
(
1 + 1

n

)n
= e, είναι

lim
k→∞

2k
√
|a2k| = lim

k→∞

(
1 +

1

2k

)2k

= e
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και

lim
k→∞

2k−1
√
|a2k−1| = lim

k→∞

(
1 +

1

2k − 1

)−(2k−1)
= e−1 .

Κατά συνέπεια, lim n
√
|an| = max

{
e, e−1

}
= e. ΄Αρα, η ακτίνα σύγκλισης της δυναµο-

σειράς είναι R = 1/e = e−1.

5. Χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα της y = arctanx σε δυναµοσειρά, να αποδειχθεί ότι

I =

∫ 1

0
x2 arctan

(
x4
)

dx =

∞∑
n=0

(−1)n
1

(2n+ 1) (8n+ 7)
.

Αν I ≈
∑2

n=0 (−1)n / (2n+ 1) (8n+ 7), να αποδειχθεί ότι το σφάλµα της προσέγγισης είναι

µικρότερο του 0, 005.

Λύση. Επειδή ως γνωστόν arctanx =
∑∞

n=0 (−1)n x2n+1/ (2n+ 1), |x| < 1, είναι

x2 arctan
(
x4
)

= x2
∞∑
n=0

(−1)n
(
x4
)2n+1

2n+ 1
=
∞∑
n=0

(−1)n
x8n+6

2n+ 1
, |x| < 1 .

Εποµένως, για |x| < 1 έχουµε∫ x

0
t2 arctan

(
t4
)

dt =

∫ x

0

∞∑
n=0

(−1)n
t8n+6

2n+ 1
dt

=

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1

∫ x

0
t8n+6 dt

=

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1
· t

8n+7

8n+ 7

∣∣∣∣t=x
t=0

=

∞∑
n=0

(−1)n
x8n+7

(2n+ 1) (8n+ 7)
.

Επειδή η εναλλάσσουσα σειρά
∑∞

n=0 (−1)n / (2n+ 1) (8n+ 7) συγκλίνει, είναι

I =

∫ 1

0
t2 arctan

(
t4
)

dt = lim
x→1−

∞∑
n=0

(−1)n
x8n+7

(2n+ 1) (8n+ 7)
=

∞∑
n=0

(−1)n
1

(2n+ 1) (8n+ 7)
.

Αν I ≈ S2 =
∑2

n=0 (−1)n / (2n+ 1) (8n+ 7), από το κριτήριο του Leibniz για εναλλάσσουσες

σειρές είναι:

|I − S2| ≤ a3 =
1

7 · 31
=

1

217
<

1

200
= 0, 005 .
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6. Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης καθώς επίσης και το άθροισµα της δυναµοσειράς
∞∑
n=0

x2n+2

(n+ 1) (2n+ 1)
.

Λύση. Αν cn = x2n+2/ (n+ 1) (2n+ 1), είναι

lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n+ 1) (2n+ 1)

(n+ 2) (2n+ 3)
x2 = x2 , οπότε x2 < 1⇔ |x| < 1 .

Εποµένως, η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι R = 1.

Θα υπολογίσουµε τώρα το άθροισµα της δυναµοσειράς. Αν

f (x) :=
∞∑
n=0

x2n+2

(n+ 1) (2n+ 1)
, |x| < 1, είναι f (0) = 0 .

1ος τρόπος. Ως γνωστόν, για |x| < 1 είναι ln(1 + x) =
∑∞

n=1(−1)n−1 x
n

n και ln(1 − x) =

−
∑∞

n=0
xn

n . Εποµένως, ln(1 + x)− ln(1− x) = 2
∑∞

n=0
x2n+1

2n+1 . ΄Οµως

f ′(x) =

∞∑
n=0

(2n+ 2)
x2n+1

(n+ 1)(2n+ 1)
= 2

∞∑
n=0

x2n+1

2n+ 1
,

δηλαδή f ′(x) = ln(1 + x)− ln(1− x), για κάθε |x| < 1. ΄Αρα, χρησιµοποιώντας παραγοντική

ολοκλήρωση έχουµε

f (x) =

∫ x

0
ln (1 + t) dt−

∫ x

0
ln (1− t) dt

= t ln (1 + t)|t=xt=0 −
∫ x

0

t

1 + t
dt− t ln (1− t)|t=xt=0 +

∫ x

0
t
−1

1− t
dt

= x ln (1 + x)−
∫ x

0

(1 + t)− 1

1 + t
dt− x ln (1− x) +

∫ x

0

(1− t)− 1

1− t
dt

= x ln (1 + x)−
∫ x

0
dt+

∫ x

0

1

1 + t
dt− x ln (1− x) +

∫ x

0
dt−

∫ x

0

1

1− t
dt

= x ln (1 + x) + ln (1 + x)− x ln (1− x) + ln (1− x) = x ln

(
1 + x

1− x

)
+ ln

(
1− x2

)
.

2ος τρόπος.

Για |x| < 1 είναι f ′ (x) = 2
∑∞

n=0 x
2n+1/ (2n+ 1) και f ′′ (x) = 2

∑∞
n=0 x

2n = 2/
(
1− x2

)
.

Επειδή f ′ (0) = 0, είναι

f ′ (x) =

∫ x

0

2

1− t2
dt =

∫ x

0

(
1

1 + t
+

1

1− t

)
dt = ln (1 + x)− ln (1− x) .

Στη συνέχεια εργαζόµαστε όπως και προηγουµένως.
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1.11 Ακαδηµαϊκό έτος 2003–4

ΣΧΟΛΗ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. ΄Εστω η ακολουθία (un), µε

un =

√
n+

√
n− 1 + · · ·+

√
2 +
√

1 .

Να αποδειχθεί ότι

(i)
√
n ≤ un < 2

√
n, ∀n ∈ N.

(ii) limn→∞
un√
n

= 1.

(iii) limn→∞(un −
√
n) = 1

2 .

Απόδειξη. (i) Είναι un > 0, ∀n ∈ N. Επειδή
√

1 = 1 = u1 < 2
√

1, οι ανισότητες ισχύουν

για n = 1. Υποθέτουµε ότι ισχύουν για n = k, δηλαδή
√
k ≤ uk < 2

√
k. Τότε,

√
k + 1 <

√
k + 1 + uk = uk+1 <

√
k + 1 + 2

√
k =

√(√
k + 1

)2
=
√
k + 1

και
√
k + 1 <

√
k + 1 +

√
k + 1 = 2

√
k + 1. Εποµένως

√
k + 1 < uk+1 < 2

√
k + 1 ,

δηλαδή οι ανισότητες ισχύουν για n = k + 1.

(ii) Επειδή
√
n ≤ un =

√
n+ un−1 <

√
n+ 2

√
n− 1, έχουµε

1 ≤ un√
n
<

√
n+ 2

√
n− 1

n
=

√
1 + 2

√
n− 1

n2
−−−→
n→∞

1 .

΄Αρα, limn→∞
un√
n

= 1.

(iii) Είναι

un −
√
n =

u2n − n
un +

√
n

=
un−1

un +
√
n

=

√
n− 1

n
· un−1/

√
n− 1

un/
√
n+ 1

.

Επειδή από τη (ii) έχουµε limn→∞ un/
√
n = limn→∞ un−1/

√
n− 1 = 1, ϑα είναι

limn→∞(un −
√
n) = 1

2 .
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2. ΄Εστω οι ακολουθίες (An) και (Bn), µε

An =

∫ c

0
xn ln(1 + x2) dx και Bn =

∫ 1

c
xn ln(1 + x2) dx ,

όπου c ∈ (0, 1). Να αποδειχθεί ότι

0 < An ≤
ln(1 + c2)

n+ 1
· cn+1 , Bn ≥

ln(1 + c2)

n+ 1
(1− cn+1)

και στη συνέχεια να υπολογιστεί το limn→∞
An
Bn

.

Λύση. Επειδή ln(1 + x2) ≤ ln(1 + c2), για κάθε x ∈ [0, c] και ln(1 + x2) ≥ ln(1 + c2), για

κάθε x ∈ [c, 1], έχουµε

0 < An ≤ ln(1 + c2) ·
∫ c

0
xn dx =

ln(1 + c2)

n+ 1
· cn+1

και

Bn ≥ ln(1 + c2) ·
∫ 1

c
xn dx =

ln(1 + c2)

n+ 1
(1− cn+1) .

Εποµένως, 0 < An/Bn ≤ cn+1/(1 − cn+1). Επειδή το c ∈ (0, 1), limn→∞ c
n+1 = 0 και κατά

συνέπεια limn→∞ c
n+1/(1− cn+1) = 0. ΄Αρα, limn→∞

An
Bn

= 0.

3. ΄Εστω οι ακολουθίες Sn = 1/a1+1/a2+· · ·+1/an και σn = (1+1/a1)(1+1/a2) · · · (1+1/an),

όπου (an) είναι ακολουθία ϑετικών πραγµατικών αριθµών. Αν η (Sn) συγκλίνει, να αποδειχθεί

ότι και η ακολουθία (lnσn) συγκλίνει.

Υπόδειξη. Χρησιµοποιώντας τη γνωστή ανισότητα ln(1 + x) < x, ∀x > 0, να αποδειχθεί ότι η

(lnσn) είναι ακολουθία Cauchy.

Απόδειξη. Επειδή η (Sn) συγκλίνει, η (Sn) είναι ακολουθία Cauchy. Τότε, ∀ε > 0 υπάρχει

n0 ∈ N, τέτοιο ώστε ∀n ≥ n0 και για κάθε k ∈ N είναι

|Sn+k − Sn| =
1

an+1
+

1

an+2
+ · · ·+ 1

an+k
< ε .

Εποµένως, ∀n ≥ n0 και για κάθε k ∈ N είναι

|lnσn+k − lnσn| = ln

(
1 +

1

an+1

)
+ ln

(
1 +

1

an+2

)
+ · · ·+ ln

(
1 +

1

an+k

)
<

1

an+1
+

1

an+2
+ · · ·+ 1

an+k
< ε .
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΄Αρα, η (lnσn) είναι ακολουθία Cauchy και εποµένως συγκλίνει.

Σηµείωση. Επειδή σn = elnσn και η ακολουθία (lnσn) συγκλίνει, ϑα συγκλίνει και η ακολου-

ϑία (σn) .

4. (αʹ) ΄Εστω η ακολουθία (an), τέτοια ώστε

an+1 = 6
1 + an
7 + an

, a1 > 0 .

Να αποδειχθεί ότι η (an) είναι συστολική και να υπολογιστεί το όριό της.

(ϐʹ) Να ϐρεθεί το ανώτερο και κατώτερο όριο της ακολουθίας

bn =
lnn− (1 + cosnπ)n

ln 2n
.

Λύση.

(αʹ) Είναι an > 0, ∀n ∈ N. Η (an) είναι συστολική επειδή για κάθε n ≥ 2 είναι

|an+1 − an| = 6

∣∣∣∣1 + an
7 + an

− 1 + an−1
7 + an−1

∣∣∣∣
= 6
|(1 + an) (7 + an−1)− (1 + an−1) (7 + an)|

(7 + an) (7 + an−1)

= 36
|an − an−1|

(7 + an) (7 + an−1)
<

36

49
|an − an−1| ,

µε 0 < 36/49 < 1. Εποµένως η (an) είναι συστολική ακολουθία και κατά συνέπεια

συγκλίνει, έστω limn→∞ an = λ ≥ 0. Επειδή και limn→∞ an+1 = λ, από τη σχέση an+1 =

6 (1 + an) / (7 + an) προκύπτει ότι λ = 6 (1 + λ) / (7 + λ). Ισοδύναµα, λ2 + λ− 6 = 0 µε

ϱίζες λ1 = −3 και λ2 = 2. Επειδή λ ≥ 0, είναι limn→∞ an = 2.

(ϐʹ) Είναι

b2k =
ln 2k − (1 + cos 2kπ) 2k

ln 4k
=

ln 2k − 4k

ln 4k
=

1

2
· ln 2k/2k − 2

ln 4k/4k

και

b2k+1 =
ln (2k + 1)− (1 + cos (2kπ + π)) (2k + 1)

ln 2 (2k + 1)

=
ln (2k + 1)

ln 2 + ln (2k + 1)
=

1

ln 2/ ln (2k + 1) + 1
.
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Επειδή limn→∞ lnn/n = 0, ϑα είναι και limk→∞ ln 2k/2k = limk→∞ ln 4k/4k = 0. Επο-

µένως, limk→∞ b2k = −∞ και limk→∞ b2k+1 = 1. ΄Αρα,

lim inf
n→∞

an = −∞ και lim sup
n→∞

an = 1 .

5. Να εξεταστούν ως προς τη σύγκλιση οι παρακάτω σειρές

(αʹ)
∞∑
n=1

lnn

ln (en − 1)

(ϐʹ)
∞∑
n=2

(lnn)− lnn.

Υπόδειξη. (α΄) Να συγκριθεί η σειρά µε τη
∑∞

n=1
lnn
n . (ϐ΄) Να συγκριθεί η σειρά µε τη

∑∞
n=1

1
n2 .

Λύση.

(αʹ) Η σειρά
∑∞

n=1
lnn
n =∞. Πράγµατι, επειδή

lim
n→∞

lnn/n

1/n
= lim

n→∞
lnn =∞

και
∑∞

n=1
1
n = ∞, ϑα είναι και

∑∞
n=1

lnn
n = ∞. Αν an = lnn

ln(en−1) και bn = lnn
n , τότε για

κάθε n ≥ 2 είναι an, bn > 0 και

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

lnn/ ln(en − 1)

lnn/n

= lim
n→∞

n

ln(en − 1)

= lim
x→∞

x

ln(ex − 1)
= lim

x→∞

ex − 1

ex
= 1 . (κανόνας L’Hôpital)

Επειδή
∑∞

n=1 bn =
∑∞

n=1
lnn
n =∞, ϑα είναι και

∑∞
n=1 an =

∑∞
n=1

lnn
ln(en−1) =∞. ∆ηλαδή,

η σειρά
∑∞

n=1
lnn

ln(en−1) αποκλίνει.

(ϐʹ) Αν an = (lnn)− lnn και bn = 1/n2, τότε για κάθε n ≥ 2 είναι an, bn > 0 και

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n2 (lnn)− lnn

= lim
n→∞

elnn
2 · e− lnn·ln(lnn) = lim

n→∞
elnn

2−lnn·ln(lnn) = lim
n→∞

elnn·[2−ln(lnn)] = 0 .
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Ας σηµειωθεί ότι limn→∞ lnn·[2− ln (lnn)] = −∞. Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1 bn =∑∞
n=1

(
1/n2

)
συγκλίνει, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης και η σειρά

∑∞
n=1 an =∑∞

n=2 (lnn)− lnn ϑα συγκλίνει.

6. Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∞∑
n=1

sin

(
πn2

n+ 1

)
.

Υπόδειξη. Να αποδειχθεί ότι an = sin
(
πn2/ (n+ 1)

)
= (−1)n−1 sin (π/ (n+ 1)).

Λύση. Είναι

an = sin

(
πn2

n+ 1

)
= sin

(
π
n2 − 1 + 1

n+ 1

)
= sin

(
π

(
n− 1 +

1

n+ 1

))
= sin

(
π (n− 1) +

π

n+ 1

)
= (−1)(n−1) sin

(
π

n+ 1

)
.

Επειδή η ακολουθία bn = sin (π/ (n+ 1)), n ∈ N, είναι ϑετική και ϕθίνουσα µε limn→∞ bn =

0, από το κριτήριο Leibniz η σειρά
∑∞

n=1 sin
(
πn2/ (n+ 1)

)
συγκλίνει.

7. Αν SN =
∑N

n=2 ln
(

1 + (−1)n
n

)
είναι το N -οστό µερικό άθροισµα της σειράς

∞∑
n=2

ln

(
1 +

(−1)n

n

)
,

να αποδειχθεί ότι limN→∞ S2N = limN→∞ S2N+1 = 0. ∆ηλαδή ότι
∞∑
n=2

ln

(
1 +

(−1)n

n

)
= 0 .

Λύση. ΄Εχουµε

S2N =
2N∑
n=2

ln

(
1 +

(−1)n

n

)
= ln

(
1 +

1

2

)
+ ln

(
1− 1

3

)
+ · · ·+ ln

(
1 +

1

2N − 2

)
+ ln

(
1− 1

2N − 1

)
+ ln

(
1 +

1

2N

)
=

[
ln

(
3

2

)
+ ln

(
2

3

)]
+ · · ·+

[
ln

(
2N − 1

2N − 2

)
+ ln

(
2N − 2

2N − 1

)]
+ ln

(
2N + 1

2N

)
= ln 1 + · · ·+ ln 1 + ln

(
2N + 1

2N

)
= ln

(
2N + 1

2N

)
−−−−→
N→∞

ln 1 = 0
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και

S2N+1 =

2N+1∑
n=2

ln

(
1 +

(−1)n

n

)
= ln

(
1 +

1

2

)
+ ln

(
1− 1

3

)
+ · · ·+ ln

(
1 +

1

2N

)
+ ln

(
1− 1

2N + 1

)
=

[
ln

(
3

2

)
+ ln

(
2

3

)]
+ · · ·+

[
ln

(
2N + 1

2N

)
+ ln

(
2N

2N + 1

)]
= ln 1 + · · ·+ ln 1 = 0 .

Εποµένως, limN→∞ S2N = limN→∞ S2N+1 = 0. ΄Αρα, limN→∞ SN = 0 και ισοδύναµα

∞∑
n=2

ln

(
1 +

(−1)n

n

)
= 0 .

8. ΄Εστω η σειρά
∞∑
n=0

(−1)n
∫ 1

0
xnf (x) dx ,

όπου η f : [0, 1]→ R είναι συνεχής συνάρτηση.

(αʹ) Αν N ∈ N, να αποδειχθεί ότι

N∑
n=0

(−1)n
∫ 1

0
xnf (x) dx =

∫ 1

0

f (x)

1 + x
dx+ (−1)N

∫ 1

0
xN+1 f (x)

1 + x
dx .

(ϐʹ) Αν M = max
0≤x≤1

|f(x)| , να αποδειχθεί ότι

∣∣∣∣(−1)N
∫ 1

0
xN+1 f (x)

1 + x
dx

∣∣∣∣ ≤ M

N + 2
.

(γʹ) Να αποδειχθεί ότι η σειρά
∑∞

n=0 (−1)n
∫ 1
0 x

nf (x) dx συγκλίνει και ότι

∞∑
n=0

(−1)n
∫ 1

0
xnf (x) dx =

∫ 1

0

f (x)

1 + x
dx .

Εφαρµογή. Να υπολογιστεί το άθροισµα της σειράς

∞∑
n=0

(−1)n
∫ 1

0
xn

1 + x

1 + x2
dx .
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Απόδειξη. (αʹ) Είναι

N∑
n=0

(−1)n
∫ 1

0
xnf (x) dx =

∫ 1

0

N∑
n=0

(−1)n xnf (x) dx

=

∫ 1

0

(
1− x+ x2 − · · ·+ (−x)N

)
f (x) dx

=

∫ 1

0

1− (−x)N+1

1 + x
f (x) dx

=

∫ 1

0

f (x)

1 + x
dx+ (−1)N

∫ 1

0
xN+1 f (x)

1 + x
dx .

(ϐʹ) ΄Εχουµε ∣∣∣∣(−1)N
∫ 1

0
xN+1 f (x)

1 + x
dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0
xN+1 |f (x)|

1 + x
dx

≤M
∫ 1

0
xN+1 1

1 + x
dx

≤M
∫ 1

0
xN+1 dx =

M

N + 2
.

(γʹ) Από τη (ϐ΄) έπεται ότι limN→∞ (−1)N
∫ 1
0 x

N+1 f(x)
1+x dx = 0. Εποµένως, από την (α΄) έχουµε

∞∑
n=0

(−1)n
∫ 1

0
xnf (x) dx = lim

N→∞

N∑
n=0

(−1)n
∫ 1

0
xnf (x) dx =

∫ 1

0

f (x)

1 + x
dx .

Εφαρµογή. Αν f(x) = 1+x
1+x2

, από τη (γ΄) έχουµε

∞∑
n=0

(−1)n
∫ 1

0
xn

1 + x

1 + x2
dx =

∫ 1

0

1

1 + x2
dx = arctanx|x=1

x=0 = arctan 1− arctan 0 =
π

4
.

2η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

y = f(x) := 1 +

∫ x/2

0
e−t

2
dt

είναι γνήσια µονότονη στο R. Αν f−1 είναι η αντίστροφη της f , να υπολογιστεί το

lim
y→1

f−1 (y)

y − 1
.
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Λύση. Είναι f ′ (x) = (x/2)′ · e−(x/2)
2

= (1/2) · e−x2/4 > 0, ∀x ∈ R. Εποµένως η συνεχής

συνάρτηση f είναι γνήσια αύξουσα στο R και κατά συνέπεια 1 − 1. Επειδή f (0) = 1,

y = f (x)⇔ x = f−1 (y) και η f−1 είναι συνεχής, το y → 1 συνεπάγεται ότι x→ 0. ΄Αρα

lim
y→1

f−1 (y)

y − 1
= lim

x→0

x

f (x)− 1

(L’Hôpital)
= lim

x→0

1

f ′ (x)
= lim

x→0
2ex

2/4 = 2 .

2. Να υπολογιστεί το αόριστο ολοκλήρωµα:

I =

∫
x2√

x2 − 2x+ 2
dx .

Λύση. ΄Εχουµε

I =

∫
x2√

(x− 1)2 + 1
dx =

∫
(t+ 1)2√
t2 + 1

dt (αντικατάσταση t = x− 1⇔ x = t+ 1)

=

∫ (
t2 + 1

)
+ 2t

√
t2 + 1

dt

=

∫ √
t2 + 1 dt︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫
2t√
t2 + 1

dt︸ ︷︷ ︸
I2

.

Το ολοκλήρωµα I1 υπολογίζεται µε παραγοντική ολοκλήρωση (ή µε την αντικατάσταση t =

tanx, x ∈ (−π/2, π/2) ):

I1 =

∫ √
t2 + 1 dt = t

√
t2 + 1−

∫
t2√
t2 + 1

dt = t
√
t2 + 1−

∫ (
t2 + 1

)
− 1

√
t2 + 1

dt

= t
√
t2 + 1−

∫ √
t2 + 1 dt+

∫
1√
t2 + 1

dt = t
√
t2 + 1− I1 + ln

(
t+
√
t2 + 1

)
και ισοδύναµα

I1 =
1

2
t
√
t2 + 1 +

1

2
ln
(
t+

√
t2 + 1

)
+ C .

Επειδή

I2 =

∫
2t√
t2 + 1

dt = 2
√
t2 + 1 + C

και t = x− 1, τελικά έχουµε

I =
1

2
t
√
t2 + 1 +

1

2
ln
(
t+
√
t2 + 1

)
+ 2
√
t2 + 1 + C

=
x− 1

2

√
x2 − 2x+ 2 +

1

2
ln
(
x− 1 +

√
x2 − 2x+ 2

)
+ 2
√
x2 − 2x+ 2 + C .
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3. Να λυθεί η εξίσωση ∫ x

0

t3

(4t2 + 9)3/2
dt =

1

4
, x > 0 .

Λύση. ΄Εχουµε∫
t3

(4t2 + 9)3/2
dt =

∫
(27/8) tan3 θ

93/2 (tan2 θ + 1)
3/2
· 3/2

cos2 θ
dθ

(αντικατάσταση t = 3
2 tan θ, θ ∈ (−π/2, π/2))

=
3

16

∫
tan3 θ

(
cos2 θ

)3/2
cos2 θ

dθ

=
3

16

∫
sin3 θ

cos2 θ
dθ

=
3

16

∫ (
1− cos2 θ

)
sin θ

cos2 θ
dθ

=
3

16

∫
sin θ

cos2 θ
dθ − 3

16

∫
sin θ dθ

=
3

16

(
1

cos θ
+ cos θ

)
+ C

=
3

16

(√
1 + tan2 θ +

1√
1 + tan2 θ

)
+ C

=
3

16

√1 + (2t/3)2 +
1√

1 + (2t/3)2

+ C

=
3

16

(√
4t2 + 9

3
+

3√
4t2 + 9

)
+ C .

Εποµένως ∫ x

0

t3

(4t2 + 9)3/2
dt =

1

4
⇔ 3

16

(√
4t2 + 9

3
+

3√
4t2 + 9

)∣∣∣∣∣
t=x

t=0

=
1

4

⇔ 3

16

(√
4x2 + 9

3
+

3√
4x2 + 9

)
− 3

8
=

1

4

⇔
√

4x2 + 9 +
9√

4x2 + 9
= 10

⇔
(√

4x2 + 9
)2
− 10

√
4x2 + 9 + 9 = 0 .

΄Αρα,
√

4x2 + 9 = 1 ή
√

4x2 + 9 = 9. ΄Οµως η εξίσωση
√

4x2 + 9 = 1 δεν έχει λύση, ενώ
√

4x2 + 9 = 9 ⇔ 4x2 = 72 ⇔ x2 = 18 ⇔ x = ±3
√

2. Επειδή x > 0, η λύση της εξίσωσης

είναι x = 3
√

2.
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4. Να ϐρεθεί η συνάρτηση y = f(x), x ∈ (−π, π), αν

f ′(x) =
1

3− cosx
, f(0) = 0.

Λύση. Είναι

f (x) =

∫ x

0
f ′ (t) dt =

∫ x

0

1

3− cos t
dt .

Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση του Weierstrass u = tan (t/2) ⇔ t = 2 arctanu, για

t ∈ (−π, π), είναι

dt =
2

1 + u2
du και cos t =

1− tan2 (t/2)

1 + tan2 (t/2)
=

1− u2

1 + u2
.

Εποµένως

f (x) =

∫ x

0

1

3− cos t
dt =

∫ tan(x/2)

0

1

3− (1− u2) / (1 + u2)
· 2

1 + u2
du

=

∫ tan(x/2)

0

1

2u2 + 1
du

=
1

2

∫ tan(x/2)

0

1

u2 +
(
1/
√

2
)2 du

=

√
2

2
arctan

(√
2u
)∣∣∣u=tan(x/2)

u=0
=

√
2

2
arctan

(√
2 tan (x/2)

)
.

5. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι ∀x ∈ R είναι

2 arctan
(√

1 + x2 − x
)

+ arctanx = π/2 .

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση

f(x) =
π

2

(√
1 + x2 − x

)
+

∫ x

0

(
1− t√

1 + t2

)
arctan t dt− 2

∫ √1+x2−x
0

arctan tdt ,

x ∈ R, είναι σταθερή και ίση µε ln 2 .

Απόδειξη. (αʹ) Αν φ (x) := 2 arctan
(√

1 + x2 − x
)

+ arctanx, x ∈ R, τότε

φ′ (x) = 2

(√
1 + x2 − x

)′
1 +

(√
1 + x2 − x

)2 +
1

1 + x2

=
x/
√

1 + x2 − 1
√

1 + x2
(√

1 + x2 − x
) +

1

1 + x2
= − 1

1 + x2
+

1

1 + x2
= 0 , ∀x ∈ R .
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Εποµένως φ (x) = c. ΄Οµως φ (0) = 2 arctan 1 + arctan 0 = 2 · (π/4) + 0 = π/2. ΄Αρα,

φ (x) = π/2, ∀x ∈ R.

(ϐʹ) Για κάθε x ∈ R έχουµε

f ′ (x) =
π

2

(√
1 + x2 − x

)′
+

(
1− x√

1 + x2

)
arctanx

− 2
(√

1 + x2 − x
)′

arctan
(√

1 + x2 − x
)

=
π

2

(
x√

1 + x2
− 1

)
+

(
1− x√

1 + x2

)
arctanx

− 2

(
x√

1 + x2
− 1

)
arctan

(√
1 + x2 − x

)
=
π

2

(
x√

1 + x2
− 1

)
+

(
1− x√

1 + x2

)[
arctanx+ 2 arctan

(√
1 + x2 − x

)]
=
π

2

(
x√

1 + x2
− 1

)
+
π

2

(
1− x√

1 + x2

)
(arctanx+ 2 arctan

(√
1 + x2 − x

)
= π

2 )

= 0 .

Εποµένως η συνάρτηση είναι σταθερή. Επειδή

f (0) =
π

2
− 2

∫ 1

0
arctan tdt

=
π

2
− 2 t arctan t|t=1

t=0 + 2

∫ 1

0

t

1 + t2
dt

=
π

2
− 2 arctan 1 + ln

(
1 + t2

)∣∣t=1

t=0

=
π

2
− 2 · π

4
+ ln 2− ln 1 = ln 2 ,

είναι f (x) = ln 2.

6. Να ϐρεθεί η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης :

y′ + (tanx) y = x sin 2x , −π
2
< x <

π

2
. (1.30)

Λύση. Η γενική λύση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης : y′ + (tanx) y = 0 είναι

y = c · e−
∫
tanx dx = c · e−

∫
(sinx/ cosx) dx = c · eln(cosx) = c · cosx , c ∈ R .
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Αναζητούµε µία λύση της (1.30) της µορφής yε (x) = c (x) cosx. Η yε ικανοποιεί την (1.30),

δηλαδή y′ε + (tanx) yε = x sin 2x, οπότε

[c (x) cosx]′ + (tanx) c (x) cosx = x sin 2x

⇔ c′ (x) cosx− c (x) sinx+ c (x) sinx = x sin 2x

⇔ c′ (x) cosx = 2x sinx cosx⇔ c′ (x) = 2x sinx .

Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε

c (x) = 2

∫
x sinx dx = 2

∫
x d (− cosx) = −2x cosx+ 2

∫
cosx dx = −2x cosx+ 2 sinx .

Εποµένως, yε (x) = (−2x cosx+ 2 sinx) cosx = −2x cos2 x+ sin 2x. ΄Αρα, η γενική λύση της

(1.30) είναι

y = c cosx− 2x cos2 x+ sin 2x , c ∈ R .

7. Να µετασχηµατισθεί η διαφορική εξίσωση:

(
1− x2

) d2y

dx2
− xdy

dx
+ y = 0 , |x| < 1 , (1.31)

µε την αντικατάσταση x = sin t και στη συνέχεια να ϐρεθεί η γενική λύση της.

Λύση. Για t ∈ (−π/2, π/2) είναι x = sin t⇔ t = arcsinx, οπότε

y′ =
dy

dx
=

dy

dt
· dt

dx
=

dy

dt
· 1

dx/dt
=

dy

dt
· 1

cos t

και

y′′ =
d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dx

(
dy

dt
· 1

cos t

)
=

d

dt

(
dy

dt
· 1

cos t

)
· dt

dx

=

(
d2y

dt2
· 1

cos t
+

dy

dt
· sin t

cos2 t

)
· 1

dx/dt

=

(
d2y

dt2
· 1

cos t
+

dy

dt
· sin t

cos2 t

)
1

cos t
.

Αντικαθιστώντας στην (1.31) έχουµε

cos2 t ·
(

d2y

dt2
· 1

cos t
+

dy

dt
· sin t

cos2 t

)
1

cos t
− sin t · dy

dt
· 1

cos t
+ y = 0
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και ισοδύναµα
d2y

dt2
+ y = 0 . (1.32)

Η χαρακτηριστική εξίσωση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης (1.32) είναι : r2 + 1 = 0 µε

ϱίζες r1,2 = ±i. Εποµένως, η γενική λύση της (1.32) είναι

y∗ (t) = c1 cos t+ c2 sin t , c1, c2 ∈ R .

΄Αρα, η γενική λύση της (1.31) είναι

y (x) = c1 cos (arcsinx) + c2 sin (arcsinx) = c1

√
1− sin2 (arcsinx) + c2 sin (arcsinx)

= c1
√

1− x2 + c2x , c1, c2 ∈ R .

8. Να ϐρεθεί η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης :

y′′ + 4y = 1 + x+ sinx . (1.33)

Λύση. Η χαρακτηριστική εξίσωση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης y′′ + 4y = 0 είναι :

r2 + 4 = 0 µε ϱίζες r1,2 = ±2i. Εποµένως, η γενική λύση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης

είναι

y (x) = c1 cos 2x+ c2 sin 2x , c1, c2 ∈ R .

Θεωρούµε τώρα τις διαφορικές εξισώσεις

y′′ + 4y = 1 + x (1.34)

και

y′′ + 4y = sinx . (1.35)

Επειδή η f1 (x) = 1 + x = (1 + x) e0·x cos (0 · x) + e0·x sin (0 · x) και το 0 δεν είναι ϱίζα

της χαρακτηριστικής εξίσωσης r2 + 4 = 0, αναζητούµε µία λύση της (1.34) της µορφής

y1 = a + bx. Αντικαθιστώντας στην (1.34) έχουµε 4a + 4bx = 1 + x, για κάθε x ∈ R, ο-

πότε 4a = 4b = 1⇔ a = b = 1/4. ∆ηλαδή, µία λύση της (1.34) είναι η y1 = 1/4 + (1/4)x.

Επειδή η f2 (x) = sinx = 0 ·e0·x cosx+e0·x sinx και το 0+i = i δεν είναι ϱίζα της χαρακτηρι-

στικής εξίσωσης r2 + 4 = 0, αναζητούµε µία λύση της (1.35) της µορφής y1 = a cosx+ b sinx.
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Αντικαθιστώντας στην (1.35) έχουµε 3a cosx + 3b sinx = sinx, για κάθε x ∈ R, οπότε a = 0

και b = 1/3. ∆ηλαδή, µία λύση της (1.35) είναι η y2 = (1/3) sinx.

Εποµένως, y1 + y2 = 1/4 + (1/4)x + (1/3) sinx είναι µία λύση της (1.33). ΄Αρα, η γενική

λύση της (1.33) είναι

y = c1 cos 2x+ c2 sin 2x+ 1/4 + (1/4)x+ (1/3) sinx , c1, c2 ∈ R .

9. Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών:

y′′ − 2y′ + y = xex + 4 , y(0) = y′(0) = 1 . (1.36)

Λύση. Η χαρακτηριστική εξίσωση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης y′′− 2y′+ y = 0 είναι :

r2 − 2r + 1 = 0 µε ϱίζες r1 = r2 = 1. Εποµένως, η γενική λύση της οµογενούς διαφορικής

εξίσωσης είναι

y (x) = c1e
x + c2xex , c1, c2 ∈ R .

Θεωρούµε τώρα τις διαφορικές εξισώσεις

y′′ − 2y′ + y = xex (1.37)

και

y′′ − 2y′ + y = 4 . (1.38)

Επειδή η f1 (x) = xex = xex cos(0 · x) + ex sin(0 · x) και το 1 είναι διπλή ϱίζα της χαρακτηρι-

στικής εξίσωσης r2 − 2r + 1 = 0, αναζητούµε µία λύση της (1.37) της µορφής

y1 = x2(a+ bx)ex = (ax2 + bx3)ex .

Αντικαθιστώντας στην (1.37) έχουµε 2a+ 6bx = x, για κάθε x ∈ R, οπότε a = 0 και b = 1/6.

∆ηλαδή, µία λύση της (1.37) είναι η y1 = (1/6)x3ex.

Επειδή η f2(x) = 4 = 4·e0·x cos(0·x)+e0·x sin(0·x) και το 0 δεν είναι ϱίζα της χαρακτηριστικής

εξίσωσης r2−2r+1 = 0, αναζητούµε µία λύση της (1.38) της µορφής y2 = a. Αντικαθιστώντας

στην (1.38) έχουµε a = 4. ∆ηλαδή, µία λύση της (1.38) είναι η y2 = 4.
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Εποµένως, y1 + y2 = (1/6)x3ex + 4 είναι µία λύση της (1.36). ΄Αρα, η γενική λύση της (1.36)

είναι

y = c1e
x + c2xex + (1/6)x3ex + 4 , c1, c2 ∈ R .

Παραγωγίζοντας τη γενική λύση της (1.36) έχουµε

y′ = (c1 + c2) ex + c2xex + (1/2)x2ex + (1/6)x3ex , c1, c2 ∈ R

΄Οµως y (0) = 1 συνεπάγεται ότι c1 + 4 = 1 ⇔ c1 = −3, ενώ y′ (0) = 1 συνεπάγεται ότι

c1 + c2 = 1⇔ c2 = 1− c1 = 4. ΄Αρα, η λύση του προβλήµατος αρχικών τιµών είναι

y = −3ex + 4xex + (1/6)x3ex + 4 .
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1.12 Ακαδηµαϊκό έτος 2002–3

ΣΧΟΛΗ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ

1η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. Να αποδειχθεί ότι η (xn), µε xn = 1/4+22/42+32/43+ · · ·+n2/4n, είναι ακολουθία Cauchy.

Υπόδειξη. Είναι 4n ≥ n4, για κάθε n ≥ 4.

Απόδειξη. 1ος τρόπος. Είναι n4 ≤ 4n, ∀n ≥ 4. Για p ∈ N και n ≥ 3 έχουµε

xn+p − xn =
(n+ 1)2

4n+1
+

(n+ 2)2

4n+2
+ · · ·+ (n+ p)2

4n+p

≤ (n+ 1)2

(n+ 1)4
+

(n+ 2)2

(n+ 2)4
+ · · ·+ (n+ p)2

(n+ p)4

=
1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 2)2
+ · · ·+ 1

(n+ p)2

<
1

n(n+ 1)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+ · · ·+ 1

(n+ p− 1)(n+ p)

=

{(
1

n
− 1

n+ 1

)
+

(
1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
+ · · ·+

(
1

n+ p− 1
− 1

n+ p

)}
=

1

n
− 1

n+ p
<

1

n
.

∆ηλαδή

|xn+p − xn| = xn+p − xn <
1

n
−−−→
n→∞

0 .

Εποµένως η ακολουθία (xn) είναι Cauchy και άρα συγκλίνει.

2ος τρόπος. Το xn είναι το n-οστό µερικό άθροισµα της σειράς
∑∞

k=1
k2

4k
. Αν ck = k2

4k
, τότε

ck+1

ck
=

(k + 1)2

4k+1
· 4k

k2
=

1

4
· (k + 1)2

k2
−−−→
k→∞

1

4
< 1 .

Από το κριτήριο του λόγου η σειρά συγκλίνει. Ισοδύναµα, η ακολουθία (xn) συγκλίνει. ΄Αρα

η (xn) είναι Cauchy.

2. ΄Εστω η ακολουθία (an), µε a1 ∈ R και an+1 = 1
3 arctan an, n ∈ N. Να αποδειχθεί ότι η (an)

είναι συστολική και να ϐρεθεί το όριό της.

Λύση. Αν α < β, από το ϑεώρηµα µέσης τιµής είναι

arctanβ − arctanα =
1

1 + ξ2
(β − α) , για κάποιο ξ ∈ (α, β) .
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Εποµένως

|an+1 − an| =
1

3
|arctan an − arctan an−1| =

1

3
· 1

1 + ξ2n
|an − an−1| ≤

1

3
|an − an−1| ,

για κάποιο ξn µεταξύ an−1 και an. ΄Αρα,

|an+1 − an| ≤
1

3
|an − an−1| , γιαn = 2, 3, . . . .

∆ηλαδή η ακολουθία (an) είναι συστολική και κατά συνέπεια συγκλίνει, έστω limn→∞ an = λ.

Επειδή η y = arctanx είναι συνεχής συνάρτηση, είναι

lim
n→∞

an+1 =
1

3
lim
n→∞

arctan an =
1

3
arctan

(
lim
n→∞

an

)
και εποµένως λ =

1

3
arctanλ⇔ λ = 0 .

΄Αρα, limn→∞ an = 0.

3. Να ϐρεθεί το ανώτερο και κατώτερο όριο των ακολουθιών :

(αʹ) xn = 2(−1)n+1 + (−1)
n(n+1)

2 (2 + 3
n)

(ϐʹ) yn = 2n−1
n+1 cos (2nπ3 ) .

Λύση.

(αʹ) Είναι

x4k = −2 +

(
2 +

3

4k

)
−−−→
k→∞

0 , x4k+1 = 2−
(

2 +
3

4k + 1

)
−−−→
k→∞

0 ,

x4k+2 = −2−
(

2 +
3

4k + 2

)
−−−→
k→∞

−4 , x4k+3 = 2 +

(
2 +

3

4k + 3

)
−−−→
k→∞

4 .

Εποµένως limxn = 4 και limxn = −4.

(ϐʹ) Είναι y3k =
6k − 1

3k + 1
cos (2kπ) −−−→

k→∞
2,

y3k+1 =
6k + 1

3k + 2
cos

(
2kπ +

2π

3

)
=

6k + 1

3k + 2
·
(
−1

2

)
−−−→
k→∞

−1

και

y3k+2 =
6k + 3

3k + 3
cos

(
2kπ +

4π

3

)
=

6k + 3

3k + 3
·
(
−1

2

)
−−−→
k→∞

−1 .

Εποµένως lim yn = 2 και lim yn = −1.
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4. (αʹ) Αν Sn(x) είναι το n-οστό µερικό άθροισµα της σειράς
∞∑
k=1

[
k2xk (1− x)− (k − 1)2 xk−1 (1− x)

]
, x ∈ [0, 1] ,

να αποδειχθεί ότι Sn(x) = n2xn(1− x) και να υπολογιστεί το άθροισµα της σειράς.

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι
∞∑
k=1

∫ 1

0

[
k2xk (1− x)− (k − 1)2 xk−1 (1− x)

]
dx

=
∞∑
k=1

[
k2

(k + 1) (k + 2)
− (k − 1)2

k (k + 1)

]
= 1 .

Λύση.

(αʹ)

Sn (x) =
n∑
k=1

[
k2xk (1− x)− (k − 1)2 xk−1

]
= (1− x)

n∑
k=1

[
k2xk − (k − 1)2 xk−1

]
= (1− x)

[
x+

(
22x2 − x

)
+
(
32x3 − 22x2

)
+ · · ·+

(
n2xn − (n− 1)2 xn−1

)]
= (1− x)n2xn .

Είναι Sn(0) = Sn(1) = 0. Αν 0 < x < 1, τότε

lim
n→∞

Sn (x) = (1− x) lim
n→∞

n2

(1/x)n
(p=1/x)

= (1− x) lim
n→∞

n2

pn
= (1− x) lim

t→∞

t2

pt
(L’Hôpital)

=

= (1− x) lim
t→∞

2t

pt ln p

(L’Hôpital)
= (1− x) lim

t→∞

2

pt (ln p)2
= 0 .

Εποµένως,
∞∑
k=1

[
k2xk (1− x)− (k − 1)2 xk−1 (1− x)

]
= 0 , x ∈ [0, 1] ,

(ϐʹ) Είναι ∫ 1

0

[
k2xk (1− x)− (k − 1)2 xk−1 (1− x)

]
dx

= k2
∫ 1

0

(
xk − xk+1

)
dx− (k − 1)2

∫ 1

0

(
xk−1 − xk

)
dx

= k2
(

1

k + 1
− 1

k + 2

)
− (k − 1)2

(
1

k
− 1

k + 1

)
=

k2

(k + 1) (k + 2)
− (k − 1)2

k (k + 1)
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και εποµένως

n∑
k=1

∫ 1

0

[
k2xk (1− x)− (k − 1)2 xk−1 (1− x)

]
dx =

n∑
k=1

[
k2

(k + 1) (k + 2)
− (k − 1)2

k (k + 1)

]

=

[
12

2 · 3
+

(
22

3 · 4
− 12

2 · 3
+

)
+

(
32

4 · 5
− 22

3 · 4

)
+ · · ·+

(
n2

(n+ 1) (n+ 2)
− (n− 1)2

n (n+ 1)

)]

=
n2

(n+ 1) (n+ 2)
−−−→
n→∞

1 .

΄Αρα,
∞∑
k=1

∫ 1

0

[
k2xk(1− x)− (k − 1)2xk−1(1− x)

]
dx = 1 .

Σηµείωση. Παρατηρούµε ότι

∞∑
k=1

∫ 1

0

[
k2xk(1− x)− (k − 1)2xk−1(1− x)

]
dx

6=
∫ 1

0

∞∑
k=1

[
k2xk(1− x)− (k − 1)2xk−1(1− x)

]
dx .

5. Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1(−1)n sin (a/n), όπου a ∈ R. Συγκλίνει η

σειρά απόλυτα ;

Λύση. Για a = 0 είναι
∑∞

n=1(−1)n sin 0 = 0, δηλαδή η σειρά συγκλίνει. ΄Εστω a 6= 0. Τότε

υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε n ≥ n0 είναι 0 < |a|/n ≤ π/2. Εποµένως, η ακολουθία

an := sin (|a|/n) είναι ϑετική και ϕθίνουσα για κάθε n ≥ n0, µε limn→∞ an = 0. Επειδή

∞∑
n=n0

(−1)n sin(a/n) =


∑∞

n=n0
(−1)n sin(|a|/n) αν a > 0∑∞

n=n0
(−1)n+1 sin(|a|/n) αν a < 0 ,

από το κριτήριο του Leibniz η σειρά
∑∞

n=1(−1)n sin(a/n) συγκλίνει. ΄Αρα,

η σειρά
∞∑
n=1

(−1)n sin(a/n) συγκλίνει για κάθε a ∈ R .

Για a 6= 0 ϑεωρούµε τώρα τη σειρά

∞∑
n=n0

|(−1)n sin(a/n)| =
∞∑

n=n0

|sin(a/n)| =
∞∑

n=n0

sin(|a|/n) .
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Επειδή

lim
n→∞

sin(|a|/n)

1/n
= lim

x→0

sin(|a|x)

x

(L’Hôpital)
= |a|

και
∑∞

n=n0
1/n =∞, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης για σειρές ϑετικών όρων ϑα είναι και

∞∑
n=n0

sin(|a|/n) =∞ .

Εποµένως, η σειρά
∑∞

n=1(−1)n sin(a/n) δεν συγκλίνει απόλυτα για a ∈ R, a 6= 0.

6. Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1 an, όπου

an =


1/3n n είναι άρτιος ,

1/2n n είναι περιττός .

Λύση. Είναι lim n
√
an = 1/2 και lim n

√
an = 1/3. Επειδή lim n

√
an = 1/2 < 1, από το κριτήριο

της ϱίζας η σειρά συγκλίνει.

Παρατήρηση. Επειδή

an+1

an
=


1
2

(
3
2

)2k αν n = 2k

1
3

(
2
3

)2k+1 αν n = 2k + 1 ,

είναι

lim
an+1

an
= lim

k→∞

1

2

(
3

2

)2k

=∞ και lim
an+1

an
= lim

k→∞

1

3

(
2

3

)2k+1

= 0 .

∆ηλαδή

lim
an+1

an
= 0 < 1 <∞ = lim

an+1

an

και εποµένως το κριτήριο του λόγου δεν δίνει απάντηση για τη σύγκλιση ή απόκλιση της

σειράς.

7. Να εξεταστούν ως προς τη σύγκλιση οι σειρές :

(αʹ)
∞∑
n=1

(
3
√
n3 + 1− n

)
(ϐʹ)

∞∑
n=1

(1/n− ln (1 + 1/n)) .

Υπόδειξη. Να συγκριθεί η σειρά µε τη
∑∞

n=1

(
1/n2

)
.

Λύση.
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(αʹ) Επειδή

1 =
(

3
√
n3 + 1

)3
− n3 =

(
3
√
n3 + 1− n

)((
3
√
n3 + 1

)2
+ n

3
√
n3 + 1 + n2

)
,

αν

αn :=
3
√
n3 + 1− n =

1

3

√
(n3 + 1)2 + n 3

√
n3 + 1 + n2

και βn :=
1

n2
,

τότε

lim
n→∞

αn
βn

= lim
n→∞

n2

3

√
(n3 + 1)2 + n 3

√
n3 + 1 + n2

= lim
n→∞

1

3

√
(1 + 1/n3)2 + 3

√
1 + 1/n3 + 1

=
1

3
.

Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1

(
1/n2

)
συγκλίνει, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης

για σειρές ϑετικών όρων ϑα συγκλίνει και η σειρά
∑∞

n=1

(
3
√
n3 + 1− n

)
.

(ϐʹ) ΄Εστω an := 1/n− ln (1 + 1/n) και bn = 1/n2. Επειδή ln(1 + x) < x για κάθε x > 0, η

(an) είναι ακολουθία ϑετικών όρων. Επίσης,

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

1/n− ln (1 + 1/n)

1/n2
= lim

x→0

x− ln (1 + x)

x2

= lim
x→0

1− 1/ (1 + x)

2x
(κανόνας L’Hôpital)

= lim
x→0

1

2 (1 + x)
=

1

2
.

Επειδή η σειρά
∑∞

n=1

(
1/n2

)
συγκλίνει, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης για σειρές

ϑετικών όρων ϑα συγκλίνει και η σειρά
∑∞

n=1 (1/n− ln (1 + 1/n)).

8. Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∞∑
n=1

(1− n sin(1/n))a , a ∈ R .

Υπόδειξη. Να συγκριθεί η σειρά µε τη
∑∞

n=1(1/n
2a) .

Λύση. Επειδή sinx ≤ x, 0 ≤ x ≤ π/2, για κάθε n ∈ N είναι sin(1/n) < 1/n. Εποµένως

αn := (1− n sin(1/n))a > 0 και βn := 1/n2a > 0, για κάθε a ∈ R. Επειδή

lim
n→∞

1− n sin(1/n)

1/n2
= lim

x→0

1− sinx
x

x2
(L’Hôpital)

= lim
x→0

sinx− x cosx

2x3
(L’Hôpital)

=
1

6
lim
x→0

sinx

x
=

1

6
,
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είναι limn→∞
αn
βn

= 1
6a . Εποµένως, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης για σειρές ϑετικών όρων,

η σειρά
∑∞

n=1 (1− n sin(1/n))a συγκλίνει αν και µόνο αν η σειρά
∑∞

n=1

(
1/n2a

)
συγκλίνει.

΄Οµως είναι γνωστό ότι η σειρά
∑∞

n=1(1/n
2a) συγκλίνει αν και µόνο αν 2a > 1, δηλαδή

a > 1/2. ΄Αρα, η σειρά
∑∞

n=1 (1− n sin(1/n))a συγκλίνει για a > 1/2 και αποκλίνει για

a ≤ 1/2.

9. Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∞∑
n=2

(
lnn

n

)a
, a > 1 .

Λύση. Αν f(x) = lnx
x , x > 0, τότε f ′(x) = 1−lnx

x2
≤ 0, για κάθε x ≥ e. Εποµένως, για κάθε

n ≥ 3 η ακολουθία αn := (lnn/n)a είναι ϑετική και ϕθίνουσα. Από το κριτήριο συµπύκνωσης

αρκεί να εξετάσουµε ως προς τη σύγκλιση τη σειρά
∞∑
n=1

2n
(

ln 2n

2n

)a
= (ln 2)a

∞∑
n=1

na

2n(a−1)
. (∗)

Αν an := na/2n(a−1), είναι

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

n
√
na

2a−1
=

1

2a−1
< 1 .

Εποµένως, από το κριτήριο της ϱίζας η σειρά (∗) συγκλίνει. ΄Αρα και η σειρά
∑∞

n=2

(
lnn
n

)a,
a > 1, ϑα συγκλίνει.

2η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση f(x) = 1 − x + sinx είναι γνήσια µονότονη στο R. Αν f−1

είναι η αντίστροφη της f , να υπολογιστεί το

lim
y→1

f−1 (y)
3
√
y − 1

.

Λύση. Είναι f ′(x) = −1 + cosx ≤ 0, δηλαδή f ′(x) < 0 για κάθε x ∈ R, x 6= 2kπ (k ∈ Z). Η

f λοιπόν είναι γνήσια ϕθίνουσα και συνεχής και εποµένως η f−1 ϑα είναι γνήσια ϕθίνουσα

και συνεχής. Επειδή y = f(x)⇔ x = f−1(y) και f−1(1) = 0, είναι

lim
y→1

(
f−1 (y)
3
√
y − 1

)3

= lim
x→0

x3

−x+ sinx

(L’Hôpital)
= lim

x→0

3x2

−1 + cosx

(L’Hôpital)
= −6 lim

x→0

x

sinx

(L’Hôpital)
= −6 .
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΄Αρα,

lim
y→1

f−1 (y)
3
√
y − 1

= 3
√
−6 = − 3

√
6 .

2. Να υπολογιστεί το αόριστο ολοκλήρωµα :

I =

∫
ln
(
x+

√
x2 − 1

)
dx , x > 1.

Λύση. Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε

I =

∫
ln
(
x+

√
x2 − 1

)
dx = x ln

(
x+

√
x2 − 1

)
−
∫
x
[
ln
(
x+

√
x2 − 1

)]′
dx

= x ln
(
x+

√
x2 − 1

)
−
∫
x

1 + x/
√
x2 − 1

x+
√
x2 − 1

dx

= x ln
(
x+

√
x2 − 1

)
−
∫

x√
x2 − 1

dx = x ln
(
x+

√
x2 − 1

)
−
√
x2 − 1 + C ,

όπου C ∈ R.

3. Να ϐρεθεί η συνάρτηση y = f(x), |x| < 1, αν

f ′(x) =
arcsinx

(1− x2)3/2
, f(0) = 0.

Λύση. Είναι

f(x) =

∫ x

0
f ′(t) dt

=

∫ x

0

arcsin t

(1− t2)3/2
dt

=

∫ arcsinx

0

arcsin (sin θ)

cos3 θ
cos θ dθ (αντικατάσταση t = sin θ, −π/2 < θ < π/2)

=

∫ arcsinx

0

θ

cos2 θ
dθ =

∫ arcsinx

0
θ (tan θ)′ dθ

= θ tan θ|θ=arcsinx
θ=0 −

∫ arcsinx

0
tan θ dθ (παραγοντική ολοκλήρωση)

=
θ sin θ√
1− sin2 θ

∣∣∣∣∣
θ=arcsinx

θ=0

+ ln cos θ|θ=arcsinx
θ=0

=
θ sin θ√
1− sin2 θ

∣∣∣∣∣
θ=arcsinx

θ=0

+ ln
√

1− sin2 θ
∣∣∣θ=arcsinx

θ=0

=
x arcsinx√

1− x2
+ ln

√
1− x2 =

x arcsinx√
1− x2

+
1

2
ln
(
1− x2

)
.
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4. ΄Εστω f : R→ R παραγωγίσιµη συνάρτηση µε f(0) = 0 και 0 < f ′(x) ≤ 1. Να αποδειχθεί ότι

για κάθε x ≥ 0 είναι ∫ x

0
f(t)3 dt ≤

(∫ x

0
f(t) dt

)2

. (∗)

Απόδειξη. Επειδή f ′(x) > 0, η f είναι γνήσια αύξουσα και εποµένως f(x) > f(0) = 0, για

κάθε x > 0. Αν ϑέσουµε

F (x) :=

∫ x

0
f(t)3 dt−

(∫ x

0
f(t) dt

)2

,

είναι

F ′(x) := f(x)3 − 2f(x)

∫ x

0
f(t) dt = f(x)

(
f(x)2 − 2

∫ x

0
f(t) dt

)
.

Αν αποδείξουµε ότι F ′(x) ≤ 0, για κάθε x ≥ 0, τότε ϑα είναι F (x) ≤ F (0) = 0, για κάθε

x ≥ 0 και αυτό αποδεικνύει την (∗). Αρκεί λοιπόν να αποδείξουµε ότι

f(x)2 − 2

∫ x

0
f(t) dt ≤ 0 , για κάθεx ≥ 0 .

Θέτουµε τώρα G(x) := f(x)2 − 2
∫ x
0 f(t) dt. Επειδή

G′(x) = 2f(x)f ′(x)− 2f(x) = 2f(x)(f ′(x)− 1) ≤ 0 ,

είναι

G(x) ≤ G(0) = 0 για κάθε x ≥ 0⇔ f(x)2 − 2

∫ x

0
f(t) dt ≤ 0 για κάθε x ≥ 0 .

5. Μία καµπύλη γ του επιπέδου µε εξίσωση y = f(x), όπου η συνάρτηση f είναι συνεχώς

παραγωγίσιµη, διέρχεται από την αρχή των αξόνων. Αν η κλίση της εφαπτοµένης σε κάθε

σηµείο (x, y) της καµπύλης ισούται µε το άθροισµα των συντεταγµένων του σηµείου, να ϐρεθεί

η καµπύλη γ.

Λύση. Η καµπύλη γ του επιπέδου µε εξίσωση y = f(x) είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης

y′ = x+ y , y(0) = 0 .
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Η γενική λύση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης : y′ = y είναι

y = cex , c ∈ R .

Αναζητούµε τώρα µία µερική λύση της διαφορικής εξίσωσης της µορφής yε (x) = c (x) ex. Η

yε πρέπει να ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση y′ = x+ y, οπότε

[c (x) ex]′ = x+ c (x) ex ⇔ c′ (x) ex + c (x) ex = x+ c (x) ex ⇔ c′ (x) ex = x⇔ c′ (x) = xe−x .

Εποµένως,

c (x) =

∫
xe−x dx =

∫
x
(
−e−x

)′
dx = −xe−x +

∫
e−x dx = −xe−x − e−x .

Κατά συνέπεια yε (x) = (−xe−x − e−x) ex = −x − 1. Η γενική λύση της y′ = x + y είναι

y = cex − x− 1. Επειδή y(0) = 0, είναι c = 1 και τελικά έχουµε

y = f(x) = ex − x− 1 .

6. Να µετασχηµατισθεί η διαφορική εξίσωση:

xy′′ + 2y′ − xy = 0 , x > 0

µε την αντικατάσταση u = xy και στη συνέχεια να ϐρεθεί η γενική λύση της.

Λύση. Επειδή

u′ = xy′ + y και u′′ = xy′′ + y′ + y′ = xy′′ + 2y′ ,

η διαφορική εξίσωση xy′′ + 2y′ − xy = 0 µετασχηµατίζεται στην

u′′ − u = 0 . (1.39)

Η χαρακτηριστική εξίσωση της (1.39) είναι : r2−1 = 0 µε ϱίζες r1 = −1 και r2 = 1. Εποµένως,

η γενική λύση της (1.39) είναι

u (x) = c1e
−x + c2e

x , c1, c2 ∈ R .

΄Αρα, η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης xy′′ + 2y′ − xy = 0, x > 0, είναι

y (x) =
1

x

(
c1e
−x + c2e

x
)
, c1, c2 ∈ R .
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7. Να µετασχηµατισθεί η διαφορική εξίσωση :

3x2y′′ + 11xy′ − 3y = 0 , x > 0

µε την αντικατάσταση x = et και στη συνέχεια να ϐρεθεί η γενική λύση της.

Λύση. Για x > 0 είναι x = et ⇔ t = lnx. ΄Εχουµε

y′ =
dy

dx
=

dy

dt
· dt

dx
=

dy

dt
· 1

dx/dt
=

dy

dt
· 1

et
= e−t

dy

dt

και

y′′ =
d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dx

(
e−t

dy

dt

)
=

d

dt

(
e−t

dy

dt

)
· dt

dx

=

(
e−t

d2y

dt2
− e−t

dy

dt

)
· 1

dx/dt

=

(
e−t

d2y

dt2
− e−t

dy

dt

)
· 1

et
= e−2t

d2y

dt2
− e−2t

dy

dt
.

Αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση προκύπτει ότι

3e2t ·
(

e−2t
d2y

dt2
− e−2t

dy

dt

)
+ 11et

(
e−t

dy

dt

)
− 4y = 0

και ισοδύναµα

3
d2y

dt2
+ 8

dy

dt
− 3y = 0 . (1.40)

Η χαρακτηριστική εξίσωση της (1.40) είναι : 3r2 + 8r − 3 = 0 µε ϱίζες r1 = −3 και r2 = 1
3 .

Εποµένως, η γενική λύση της (1.40) είναι

y∗(t) = c1e
−3t + c2e

t/3 , c1, c2 ∈ R .

΄Αρα, η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης 3x2y′′ + 11xy′ − 3y = 0, x > 0, είναι

y(x) = c1x
−3 + c2x

1/3 , c1, c2 ∈ R .

8. Η διαφορική εξίσωση της κίνησης ενός συστήµατος (µάζα–ελατήριο) είναι

y′′ + 4y = cos 2t . (1.41)

Να ϐρεθεί η εξίσωση της κίνησης.
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Λύση. Η χαρακτηριστική εξίσωση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης y′′ + 4y = 0 είναι :

r2 + 4 = 0 µε ϱίζες r1,2 = ±2i. Εποµένως, η γενική λύση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης

είναι

y (x) = c1 cos 2t+ c2 sin 2t , c1, c2 ∈ R .

Επειδή η f (t) = cos 2t = e0·t cos 2t + e0·t sin 2t και η 0 + 2i είναι ϱίζα της χαρακτηριστι-

κής r2 + 4 = 0, αναζητούµε µερική λύση της (1.41) της µορφής yµ = t(a cos 2t + b sin 2t).

Αντικαθιστώντας την yµ στην (1.41), µετά από πράξεις καταλήγουµε στην εξίσωση

−4a sin 2t+ 4b cos 2t = cos 2t , για κάθε t ∈ R .

Εποµένως, {4a = 0, 4b = 1} ⇔ {a = 0, b = 1/4}. ∆ηλαδή, yµ = 1
4 t sin 2t. ΄Αρα, η γενική λύση

της (1.41) είναι

y = c1 cos 2t+ c2 sin 2t+
1

4
t sin 2t , c1, c2 ∈ R .

3η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R → R είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη, τέτοια ώστε

f (n)(0) = 0, ∀n ∈ N. Αν υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε |f (n)(x)| ≤ M , ∀n ∈ N και ∀x ∈ R,

εφαρµόζοντας τον τύπο του Maclaurin να αποδειχθεί ότι f(x) = 0, ∀x ∈ R.

Παρατήρηση. Υπάρχουν συναρτήσεις f : R→ R άπειρες ϕορές παραγωγίσιµες µε f (n)(0) =

0, ∀n ∈ N και οι οποίες δεν είναι ταυτοτικά µηδέν. Πράγµατι, αν

f(x) =


e−1/x

2
x 6= 0

0 x = 0 ,

τότε f(x) 6= 0, ∀x 6= 0 και επαγωγικά αποδεικνύεται ότι η f είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη

στο 0, µε f (n)(0) = 0, ∀n ∈ N .

Απόδειξη. ΄Εστω x ∈ R. Από τον τύπο του Maclaurin είναι

f(x) =
n∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1 ,
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για κάποιο ξ µεταξύ 0 και x. ΄Οµως, f (k)(0) = 0, ∀k ∈ N, οπότε

|f(x)| =
∣∣f (n+1)(ξ)

∣∣
(n+ 1)!

|x|n+1 ≤M |x|n+1

(n+ 1)!
.

Επειδή limn→∞
|x|n+1

(n+1)! = 0, από την προηγούµενη ανισότητα προκύπτει ότι f(x) = 0, ∀x ∈ R.

Σηµείωση. Αν x = 0, τότε προφανώς limn→∞
|x|n+1

(n+1)! = 0. ΄Εστω x ∈ R, x 6= 0. Για να

αποδείξουµε ότι limn→∞
|x|n+1

(n+1)! = 0 ή ισοδύναµα limn→∞
|x|n
n! = 0, αρκεί να ϑεωρήσουµε τη

σειρά
∑∞

n=1
|x|n
n! η οποία συγκλίνει. Πράγµατι, αν an := |x|n

n! , επειδή

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

|x|n+1

(n+ 1)!
· n!

|x|n
= lim

n→∞

|x|
(n+ 1)

= 0 < 1 ,

από το κριτήριο του λόγου η σειρά συγκλίνει. ΄Αρα, ο γενικός όρος της σειράς τείνει στο µηδέν.

∆ηλαδή, limn→∞
|x|n
n! = 0.

2. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : [0, 1]→ R είναι δυο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη στο [0, 1],

µε f(0) = f(1) = 0 και ότι υπάρχει σταθερά M > 0 τέτοια ώστε |f ′′(x)| ≤ M , για κάθε

x ∈ (0, 1). Να αποδειχθεί ότι |f ′(x)| ≤M/2, για κάθε x ∈ [0, 1].

Υπόδειξη. Αν x ∈ [0, 1], από τον τύπο του Taylor είναι

f(t) = f(x) +
f ′(x)

1!
(t− x) +

f ′′(ξ)

2!
(t− x)2 ,

για κάποιο ξ µεταξύ x και t.

Απόδειξη. Εφαρµόζοντας τον τύπο του Taylor για t = 0 και t = 1, έχουµε αντίστοιχα

0 = f(0) = f(x)− f ′(x)x+
f ′′(ξ1)

2!
x2 , (1.42)

για κάποιο ξ1, µε 0 < ξ1 < x ≤ 1 και

0 = f(1) = f(x)− f ′(x) (1− x) +
f ′′(ξ2)

2!
(1− x)2 , (1.43)

για κάποιο ξ2, µε 0 ≤ x < ξ2 < 1. Οι (1.42) και (1.43) προφανώς ισχύουν για x = 0 και x = 1

αντίστοιχα. Αφαιρώντας την (1.43) από την (1.42) έχουµε

f ′(x) =
1

2

[
f ′′(ξ1)x

2 − f ′′(ξ2) (1− x)2
]
, ∀x ∈ [0, 1] . (1.44)
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Επειδή από την υπόθεση είναι |f ′′(ξ1)| ≤M και |f ′′(ξ2)| ≤M , η (1.44) συνεπάγεται ότι

|f ′(x)| ≤ M

2

[
x2 + (1− x)2

]
=
M

2
(2x2 − 2x+ 1) , ∀x ∈ [0, 1] .

΄Οµως, για κάθε x ∈ [0, 1] είναι 0 < 2x2 − 2x+ 1 ≤ 1 οπότε

|f ′(x)| ≤ M

2
, ∀x ∈ [0, 1] .

3. Να ϐρεθούν οι ακτίνες σύγκλισης και τα διαστήµατα σύγκλισης των δυναµοσειρών :

(αʹ)
∞∑
n=1

(
2 + (−1)n

5 + (−1)n+1

)n
xn

(ϐʹ)
∞∑
n=1

2nxn
2
.

Λύση.

(αʹ) Αν an =
(

2+(−1)n
5+(−1)n+1

)n
, τότε

an =


(
3
4

)2k αν n = 2k,(
1
6

)2k+1 αν n = 2k + 1 .

Εποµένως,

2k
√
a2k =

3

4
−−−→
k→∞

3

4
και 2k+1

√
a2k+1 =

1

6
−−−→
k→∞

1

6
.

Κατά συνέπεια, lim n
√
an = max {3/4 , 1/6} = 3/4. ΄Αρα, η ακτίνα σύγκλισης της δυνα-

µοσειράς είναι R = 4/3. Η δυναµοσειρά συγκλίνει για |x| < 4/3⇔ −4/3 < x < 4/3.

Για x = ±4/3 παίρνουµε τη σειρά
∑∞

n=1 cn, µε

cn :=

(
2 + (−1)n

5 + (−1)n+1

)n
·
(
±4

3

)n
.

Τότε, c2k := (3/4)2k · (±4/3)2k = 1. Εποµένως, επειδή η ακολουθία cn δεν συγκλίνει

στο µηδέν, η σειρά
∑∞

n=1 cn αποκλίνει. Το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι

I = (−4/3, 4/3).
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(ϐʹ) Αν cn = 2nxn
2
, τότε

lim
n→∞

n
√
|cn| = lim

n→∞
2 |x|n =


0 αν |x| < 1 ,

2 αν |x| = 1 ,

∞ αν |x| > 1 .

Από το κριτήριο της ϱίζας η σειρά
∑∞

n=1 2nxn
2
συγκλίνει για |x| < 1. ΄Αρα, η ακτίνα

σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι R = 1.

Το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι I = (−1, 1).

4. Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης και το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς

∞∑
n=1

(
1 +

1

n

)(−1)nn2

xn .

Λύση. Αν an := (1 + 1/n)(−1)
nn2

, τότε

an =


(
1 + 1

2k

)4k2 αν n = 2k,(
1 + 1

2k−1

)−(2k−1)2
αν n = 2k − 1 .

Επειδή ως γνωστόν limn→∞
(
1 + 1

n

)n
= e, είναι

lim
k→∞

2k
√
|a2k| = lim

k→∞

(
1 +

1

2k

)2k

= e

και

lim
k→∞

2k−1
√
|a2k−1| = lim

k→∞

(
1 +

1

2k − 1

)−(2k−1)
= e−1 .

Κατά συνέπεια, lim n
√
|an| = max

{
e, e−1

}
= e. ΄Αρα, η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς

είναι R = 1/e = e−1. Η δυναµοσειρά συγκλίνει για |x| < 1/e⇔ −1/e < x < 1/e.

Για x = ±1/e παίρνουµε τη σειρά
∑∞

n=1 cn, µε

cn :=

(
1 +

1

n

)(−1)nn2

·
(
±1

e

)n
.
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Τότε, c2k := (1 + 1/2k)(2k)
2

/e2k και

lim
k→∞

c2k = lim
k→∞

(1 + 1/2k)(2k)
2

e2k
= lim

x→0

(1 + x)1/x
2

e1/x
= exp

(
lim
x→0

ln (1 + x)− x
x2

)
(L’Hôpital)

=

= exp

(
lim
x→0

(1 + x)−1 − 1

2x

)
= exp

(
lim
x→0

−1

2 (1 + x)

)
= exp (−1/2) = e−1/2 .

Εποµένως, επειδή η ακολουθία cn δεν συγκλίνει στο µηδέν, η σειρά
∑∞

n=1 cn αποκλίνει. Το

διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι I = (−1/e, 1/e).

Σηµείωση. Με y = expx ή y = ex συµβολίζουµε την εκθετική συνάρτηση.

5. Να αποδειχθεί ότι

5− 2x

6− 5x+ x2
=
∞∑
n=0

(
1

2n+1
+

1

3n+1

)
xn , |x| < 2 .

Υπόδειξη. 5−2x
6−5x+x2 = 1

2−x + 1
3−x .

Λύση. Επειδή ως γνωστόν 1/ (1− t) =
∑∞

n=0 t
n, |t| < 1, είναι

5− 2x

6− 5x+ x2
=

1

2− x
+

1

3− x
=

1

2
· 1

1− x/2
+

1

3
· 1

1− x/3
=

1

2

∞∑
n=0

(x
2

)n
+

1

3

∞∑
n=0

(x
3

)n
=

∞∑
n=0

(
1

2n+1
+

1

3n+1

)
xn , |x| < min {2, 3} = 2 .

6. Χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα της συνάρτησης f(x) = x5/
(
1 + x3

)
σε δυναµοσειρά, να

υπολογιστεί η παράγωγος f (14)(0).

Λύση. Επειδή ως γνωστόν 1/ (1 + t) =
∑∞

n=0(−1)ntn, |t| < 1, είναι

f(x) =
x5

1 + x3
= x5

∞∑
n=0

(−1)nx3n =

∞∑
n=0

(−1)nx3n+5 =

∞∑
n=0

f (n)(0)

n!
xn , |x| < 1 .

Εποµένως,
f (14)(0)

14!
= (−1)3 ⇔ f (14)(0) = −14! .

7. Χρησιµοποιώντας τη γεωµετρική σειρά
∑∞

n=0(x/a)n = 1/ (1− x/a), |x| < a, να ϐρεθεί το

άθροισµα της δυναµοσειράς

1 · 2
a2

+
2 · 3
a3

x+
3 · 4
a4

x2 +
4 · 5
a5

x3 + · · · , |x| < a .
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Λύση. Είναι

1

1− x/a
=
∞∑
n=0

(x
a

)n
= 1 +

x

a
+
x2

a2
+
x3

a3
+
x4

a4
+ · · ·+ xn

an
+ · · · , |x| < a .

Παραγωγίζοντας παίρνουµε

1

a (1− x/a)2
=

1

a

∞∑
n=1

n
(x
a

)n−1
=

1

a
+

2x

a2
+

3x2

a3
+

4x3

a4
+ · · ·+ nxn−1

an
+ · · · , |x| < a .

Παραγωγίζοντας και πάλι έχουµε

2

a2 (1− x/a)3
=

1

a2

∞∑
n=2

n (n− 1)
(x
a

)n−2
=

1 · 2
a2

+
2 · 3
a3

x+
3 · 4
a4

x2 + · · ·+ n (n− 1)

an
xn−2 + · · · , |x| < a .

΄Αρα,
1 · 2
a2

+
2 · 3
a3

x+
3 · 4
a4

x2 +
4 · 5
a5

x3 + · · · = 2a

(a− x)3
, |x| < a .

8. Χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα της f(x) = (1 − x2)−1/2 σε σειρά Maclaurin, να ϐρεθεί το

άθροισµα της δυναµοσειράς

1

2
2x3 +

1 · 3
2 · 4

4x5 +
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

6x7 + · · · , |x| < 1 .

Λύση. Από τη διωνυµική σειρά

(1 + t)a = 1 +
∞∑
n=1

a (a− 1) (a− 2) · · · (a− n+ 1)

n!
tn , |t| < 1 ,

για t = −x2 και a = −1/2 έχουµε

(
1− x2

)−1/2
= 1 +

∞∑
n=1

−1
2

(
−1

2 − 1
) (
−1

2 − 2
)
· · ·
(
−1

2 − n+ 1
)

n!
(−1)nx2n

= 1 +

∞∑
n=1

(
−1

2

) (
−3

2

) (
−5

2

)
· · ·
(
−2n−1

2

)
n!

(−1)nx2n

= 1 +
∞∑
n=1

(−1)n
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2n · n!
(−1)nx2n

= 1 +

∞∑
n=1

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n)
x2n

= 1 +
1

2
x2 +

1 · 3
2 · 4

x4 +
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

x6 + · · · , |x| < 1 .
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Παραγωγίζοντας την παραπάνω δυναµοσειρά, για |x| < 1 είναι

[(
1− x2

)−1/2]′
=

∞∑
n=1

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n)
2nx2n−1 =

1

2
2x+

1 · 3
2 · 4

4x3 +
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

6x5 + · · · .

Πολλαπλασιάζοντας και µε x2 τελικά έχουµε

1

2
2x3 +

1 · 3
2 · 4

4x5 +
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

6x7 + · · · = x2
[(

1− x2
)−1/2]′

=
x3

(1− x2)3/2
, |x| < 1 .

9. Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης και το άθροισµα της δυναµοσειράς

1

2
x3 − 1

4
x5 +

1

6
x7 − · · ·+ (−1)n

x2n+3

2n+ 2
+ · · · .

Λύση. Είναι

1

2
x3 − 1

4
x5 +

1

6
x7 − · · ·+ (−1)n

x2n+3

2n+ 2
+ · · · =

∞∑
n=1

(−1)n−1
x2n+1

2n
.

Αν cn = (−1)n−1x2n+1/2n, είναι

lim
n→∞

n
√
|cn| = lim

n→∞

|x|2+1/n

n
√

2n
x2 = x2

και εποµένως limn→∞
n
√
|cn| < 1 αν και µόνο αν x2 < 1⇔ |x| < 1. Η ακτίνα σύγκλισης της

δυναµοσειράς είναι R = 1.

Αν

f(x) :=
1

2
x3 − 1

4
x5 +

1

6
x7 − · · ·+ (−1)n

x2n+3

2n+ 2
+ · · · , |x| < 1 ,

τότε

f(x) = xg(x) µε g(x) :=
1

2
x2 − 1

4
x4 +

1

6
x6 − · · ·+ (−1)n

x2n+2

2n+ 2
+ · · · , |x| < 1 .

Παραγωγίζοντας τη g παίρνουµε

g′ (x) = x− x3 + x5 − · · ·+ (−1)nx2n+1 + · · ·

= x
(
1− x2 + x4 − · · ·+ (−1)nx2n + · · ·

)
= x

∞∑
n=0

(−1)nx2n =
x

1 + x2
, |x| < 1 .
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Εποµένως,

g (x) =

∫ x

0

t

1 + t2
dt =

1

2
ln
(
1 + x2

)
.

΄Αρα,

f (x) =
x

2
ln
(
1 + x2

)
.

10. Χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα της συνάρτησης f(x) = arctanx σε δυναµοσειρά, να αποδει-

χθεί ότι

I =

∫ 1

0

arctanx

x
dx =

∞∑
k=0

(−1)k
1

(2k + 1)2
.

Αν I ≈ S2 =
∑2

k=0 (−1)k 1
(2k+1)2

= 1 − 1
9 + 1

25 = 209
225 , να αποδειχθεί ότι το σφάλµα της

προσέγγισης είναι µικρότερο ή ίσο του 1/49.

Λύση. Επειδή ως γνωστόν arctanx =
∑∞

k=0 (−1)n x2k+1/ (2k + 1), |x| < 1, είναι

arctanx

x
=

1

x

∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

2k + 1
=
∞∑
k=0

(−1)k
x2k

2k + 1
, |x| < 1 .

Εποµένως, για |x| < 1 έχουµε∫ x

0

arctan t

t
dt =

∫ x

0

∞∑
k=0

(−1)k
t2k

2k + 1
dt

=
∞∑
k=0

(−1)k

2k + 1

∫ x

0
t2k dt =

∞∑
n=0

(−1)k

2k + 1
· t

2k+1

2k + 1

∣∣∣∣t=x
t=0

=
∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)2
.

Επειδή η εναλλάσσουσα σειρά
∑∞

k=0 (−1)k / (2k + 1)2 συγκλίνει, είναι

I =

∫ 1

0

arctan t

t
dt = lim

x→1−

∞∑
k=0

(−1)k
x2k+1

(2k + 1)2
=
∞∑
k=0

(−1)k
1

(2k + 1)2
.

Αν I ≈ S2 =
∑2

k=0 (−1)k / (2k + 1)2 = 209/225, από το κριτήριο του Leibniz για εναλλάσ-

σουσες σειρές είναι

|I − S2| ≤ a3 =
1

72
=

1

49
.
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4η Σειρά Ασκήσεων στα Μαθηµατικά Ια

1. Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα κατάλληλης συνάρτησης στο διάστηµα [0, 1], να υπολογιστεί

το όριο

lim
n→∞

n∑
k=1

n+ k√
4n4 − k2n2

.

Λύση. Είναι

lim
n→∞

n∑
k=1

n+ k√
4n4 − k2n2

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

1 + k/n√
4− (k/n)2

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
,

όπου f(x) = 1+x√
4−x2 . Επειδή η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο [0, 1], από τη ϑεωρία του

ολοκληρώµατος Riemann

lim
n→∞

n∑
k=1

n+ k√
4n4 − k2n2

=

∫ 1

0

1 + x√
4− x2

dx

=

∫ 1

0

1√
22 − x2

dx+

∫ 1

0

x√
4− x2

dx

= arcsin(x/2)|x=1
x=0 −

√
4− x2

∣∣∣x=1

x=0

= arcsin(1/2)−
√

3 + 2 = π/6 + 2−
√

3 .

2. ΄Εστω η συνάρτηση f : [0,∞) → R είναι συνεχής και α, β ∈ R, µε α 6= β. Να αποδειχθεί ότι

η συνάρτηση

y =
1

β − α

∫ x

0

(
e−α(x−t) − e−β(x−t)

)
f(t) dt , x ≥ 0,

ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση

d2y

dx2
+ (α+ β)

dy

dx
+ αβy = f(x) , y(0) = y′(0) = 0 .

Λύση. Επειδή

y =
e−αx

β − α

∫ x

0
eαtf(t) dt− e−βx

β − α

∫ x

0
eβtf(t) dt ,

παραγωγίζοντας έχουµε

dy

dx
= −αe

−αx

β − α

∫ x

0
eαtf(t) dt+

βe−βx

β − α

∫ x

0
eβtf(t) dt
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και
d2y

dx2
=
α2e−αx

β − α

∫ x

0
eαtf(t) dt+ f(x)− β2e−βx

β − α

∫ x

0
eβtf(t) dt .

Εύκολα διαπιστώνεται, µετά από πράξεις, ότι

d2y

dx2
+ (α+ β)

dy

dx
+ αβy = f(x) .

Επίσης παρατηρούµε ότι y(0) = y′(0) = 0.

3. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : [0, π] → R είναι δύο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη. Αν

f(π) = 1 και
∫ π
0 (f(x) + f ′′(x)) sinx dx = 2, να υπολογιστεί το f(0).

Λύση. Είναι∫ π

0
f ′′(x) sinx dx =

∫ π

0

[
f ′(x)

]′
sinx dx

= f ′(x) sinx
∣∣x=π
x=0
−
∫ π

0
f ′(x) cosx dx (παραγοντική ολοκλήρωση)

= −
∫ π

0
f ′(x) cosx dx

= − f(x) cosx|x=πx=0 −
∫ π

0
f(x) sinx dx (παραγοντική ολοκλήρωση)

= f(π) + f(0)−
∫ π

0
f(x) sinx dx .

΄Αρα,

f(0) =

∫ π

0

(
f(x) + f ′′(x)

)
sinx dx− f(π) = 2− 1 = 1 .

4. Χρησιµοποιώντας το γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα να υπολογιστεί το

lim
n→∞

∫ √3n
n

n arctanx

n2 + x2
dx .

Λύση. Αν η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής και η συνάρτηση g : [a, b] → R είναι

ολοκληρώσιµη, µε g(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b], τότε υπάρχει ξ ∈ [a, b] τέτοιο ώστε∫ b

a
f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x) dx .
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Εποµένως, αν f(x) = arctanx και g(x) = n
n2+x2

, από τον προηγούµενο τύπο έχουµε∫ √3n
n

n arctanx

n2 + x2
dx = arctan ξn ·

∫ √3n
n

n

n2 + x2
dx

= arctan ξn · arctan (x/n)|x=
√
3n

x=n

= arctan ξn ·
(

arctan
√

3− arctan 1
)

= arctan ξn · (π/3− π/4) = arctan ξn · (π/12) , όπου ξn ∈
[
n,
√

3n
]
.

Επειδή n ≤ ξn ≤
√

3n, είναι limn→∞ ξn = ∞ και κατά συνέπεια limn→∞ arctan ξn = π/2.

΄Αρα,

lim
n→∞

∫ √3n
n

n arctanx

n2 + x2
dx =

π

2
· π

12
=
π2

24
.

5. Να υπολογιστεί το µήκος της καµπύλης µε εξίσωση y = arcsin ex, − ln 2 ≤ x ≤ 0.

Λύση. Το µήκος της καµπύλης δίνεται από τον τύπο

` =

∫ 0

− ln 2

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx

=

∫ 0

− ln 2

√
1 +

(
ex√

1− e2x

)2

dx =

∫ 0

− ln 2

1√
1− e2x

dx

=

∫ 1

1/2

1

t
√

1− t2
dt (αντικατάσταση t = ex ⇔ x = ln t)

=

∫ 1

1/2

1

t2
√

(1/t)2 − 1
dt

= −
∫ 1

2

1√
u2 − 1

du =

∫ 2

1

1√
u2 − 1

du (αντικατάσταση u = 1/t⇔ t = 1/u)

= ln
(
u+

√
u2 − 1

)∣∣∣u=2

u=1
= ln

(
2 +
√

3
)
.

Σηµείωση. Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος
∫ 1
1/2

(
1/t
√

1− t2
)
dt µπορούµε να χρη-

σιµοποιήσουµε και την αντικατάσταση t = sin θ, −π/2 ≤ θ ≤ π/2. Τότε,

` =

∫ 1

1/2

1

t
√

1− t2
dt =

∫ π/2

π/6

cos θ

sin θ cos θ
dθ =

∫ π/2

π/6

1

sin θ
dθ = − ln

(
1

sin θ
+ cot θ

)∣∣∣∣θ=π/2
θ=π/6

= − ln 1 + ln
(

2 +
√

3
)

= ln
(

2 +
√

3
)
.
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6. (αʹ) Αν n ∈ N και In =
∫ π/2
0 cosn x dx, να αποδειχθεί ότι In = n−1

n In−2 και στη συνέχεια ότι

I2n =

∫ π/2

0
cos2n x dx =

(2n)!

4n(n!)2
· π

2
. (∗)

(ϐʹ) Αν n ∈ N, να αποδειχθεί ότι∫ ∞
0

1

(1 + x2)n
dx =

(2n− 2)!

4n−1 [(n− 1)!]2
· π

2
.

Λύση.

(αʹ) Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε

In =

∫ π/2

0
cosn x dx =

∫ π/2

0
(sinx)′ cosn−1 x dx

= sinx cosn−1 x
∣∣x=π/2
x=0

−
∫ π/2

0
sinx

(
cosn−1 x

)′
dx

= (n− 1)

∫ π/2

0
sin2 x cosn−2 x dx = (n− 1)

∫ π/2

0

(
1− cos2 x

)
cosn−2 x dx

= (n− 1)

∫ π/2

0
cosn−2 x dx− (n− 1)

∫ π/2

0
cosn x dx = (n− 1) In−2 − (n− 1) In .

Εποµένως, nIn = (n− 1) In−2 και ισοδύναµα

In =
n− 1

n
In−2 (1.45)

Επειδή

I2 =

∫ π/2

0
cos2 x dx =

∫ π/2

0

1 + cos 2x

2
dx =

1

2

(
x+

sin 2x

2

)∣∣∣∣x=π/2
x=0

=
1

2
· π

2
,

η (∗) ισχύει για n = 1. Υποθέτουµε ότι η (∗) ισχύει για n = k. Τότε,

I2k+2 =
2k + 1

2k + 2
I2k (από την (1.45))

=
2k + 1

2k + 2
· (2k)!

4k (k!)2
· π

2
(από την (∗) για n = k)

=
(2k + 1) (2k + 2)

(2k + 2)2
· (2k)!

4k (k!)2
· π

2
=

(2k + 2)!

4k+1 [(k + 1)!]2
· π

2
,

δηλαδή η (∗) ισχύει για n = k + 1. ΄Αρα, η (∗) ισχύει για κάθε n ∈ N.
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(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση x = tan θ, −π/2 < θ < π/2, έχουµε∫ ∞
0

1

(1 + x2)n
dx =

∫ π/2

0

1

(1 + tan2 θ)
n ·

1

cos2 θ
dθ

=

∫ π/2

0

cos2n θ

cos2 θ
dθ

=

∫ π/2

0
cos2(n−1) θ dθ =

(2n− 2)!

4n−1 [(n− 1)!]2
· π

2
.

(από την (∗) για n− 1)

7. Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ 1

0

cos2 x
3
√

1− x2
dx .

Λύση. Αν

f(x) :=
cos2 x

3
√

1− x2
=

cos2 x
3
√

1 + x
· 1

3
√

1− x
και g(x) :=

1
3
√

1− x
, 0 ≤ x < 1 ,

είναι f(x), g(x) > 0, για κάθε x ∈ [0, 1). Επειδή

lim
x→1−

f(x)

g(x)
= lim

x→1−

cos2 x
3
√

1 + x
=

cos2 1
3
√

2
∈ R+

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ 1
0

(
1/ 3
√

1− x
)
dx = 3/2 συγκλίνει, από γνωστό κριτήριο

για γενικευµένα ολοκληρώµατα µη αρνητικών συναρτήσεων και το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ 1
0

(
cos2 x/ 3

√
1− x2

)
dx ϑα συγκλίνει.

8. Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ 1

0

ln(1 + 3
√
x)

esinx − 1
dx .

Υπόδειξη. Για κάθε x ∈ [0, 1] είναι : esinx ≥ 1 + sinx και ln (1 + 3
√
x) ≤ 3

√
x.

Λύση. Επειδή ως γνωστόν ισχύουν οι ανισότητες et ≥ 1+ t, ∀t ∈ R και ln(1+ t) ≤ t, ∀t > −1,

έπεται ότι esinx ≥ 1 + sinx, ∀x ∈ R και ln (1 + 3
√
x) ≤ 3

√
x, ∀x > −1. Εποµένως,

0 <
ln (1 + 3

√
x)

esinx − 1
<

3
√
x

sinx
, ∀x ∈ (0, 1] . (1.46)
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Αν f(x) :=
3√x

sinx και g(x) := 1
x2/3

, τότε f(x), g(x) > 0, για κάθε x ∈ (0, 1]. Επειδή

lim
x→0+

f(x)

g(x)
= lim

x→0+

x

sinx
= 1

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ 1
0

1
x2/3

dx = 3 συγκλίνει, από γνωστό κριτήριο για γενικευ-

µένα ολοκληρώµατα µη αρνητικών συναρτήσεων και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ 1
0

3√x
sinx dx

ϑα συγκλίνει. Τότε όµως, χρησιµοποιώντας το κριτήριο σύγκρισης για γενικευµένα ολο-

κληρώµατα µη αρνητικών συναρτήσεων, από την (1.46) συνεπάγεται ότι και το γενικευµένο

ολοκλήρωµα
∫ 1
0

ln(1+ 3√x)
esin x−1 dx ϑα συγκλίνει.

9. Να εξεταστούν ως προς τη σύγκλιση τα γενικευµένα ολοκληρώµατα:

(αʹ) I =

∫ ∞
1

ln (1 + x)

x
dx

(ϐʹ) J =

∫ ∞
0

x arctanx√
1 + x3

dx.

Λύση.

(αʹ) Για κάθε x ≥ 1 είναι f(x) := ln(1+x)
x > 0 και g(x) := 1

x > 0. Επειδή

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞
ln (1 + x) =∞ ,

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

1
x dx = ∞ (αποκλίνει), από γνωστό κριτήριο για

γενικευµένα ολοκληρώµατα µη αρνητικών συναρτήσεων και το γενικευµένο ολοκλήρωµα

I =
∫∞
1

ln(1+x)
x dx =∞ (αποκλίνει).

(ϐʹ) Είναι

J =

∫ ∞
0

x arctanx√
1 + x3

dx =

∫ 1

0

x arctanx√
1 + x3

dx︸ ︷︷ ︸
J1

+

∫ ∞
1

x arctanx√
1 + x3

dx︸ ︷︷ ︸
J2

.

Επειδή το J1 είναι ένα ορισµένο ολοκλήρωµα, αρκεί να εξετάσουµε ως προς τη σύγκλιση

το γενικευµένο ολοκλήρωµα J2. Για κάθε x ≥ 1 είναι f(x) := x arctanx√
1+x3

> 0 και g(x) :=

1
x1/2

> 0. Επειδή

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

x3/2 arctanx√
1 + x3

= lim
x→∞

arctanx√
1/x3 + 1

=
π

2
,

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

(
1/x1/2

)
dx = ∞ (αποκλίνει), από γνωστό κρι-

τήριο για γενικευµένα ολοκληρώµατα µη αρνητικών συναρτήσεων και το γενικευµένο
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ολοκλήρωµα J2 =
∫∞
1

x arctanx√
1+x3

dx = ∞ (αποκλίνει). ΄Αρα, το γενικευµένο ολοκλήρωµα

J αποκλίνει.

10. Χρησιµοποιώντας το κριτήριο του γενικευµένου ολοκληρώµατος για σειρές, να αποδειχθεί ότι

2e−1 ≤
∞∑
n=1

ne−n ≤ 3e−1 .

Λύση. Αν an := ne−n, τότε

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

n
√
n

e
=

1

e
< 1

και από το κριτήριο του λόγου η σειρά
∑∞

n=1 ne
−n συγκλίνει. Αν f(x) := xe−x, x ≥ 1, είναι

f(x) > 0 και f ′(x) = e−x (1− x) ≤ 0, δηλαδή η f είναι ϕθίνουσα. Από το ϑεώρηµα του

γενικευµένου ολοκληρώµατος για σειρές είναι

∞∑
n=1

f(n)− f(1) ≤
∫ ∞
1

f(x) dx ≤
∞∑
n=1

f(n)⇔
∞∑
n=1

ne−n − e−1 ≤
∫ ∞
1

xe−x dx ≤
∞∑
n=1

ne−n .

Επειδή∫ ∞
1

xe−x dx = lim
r→∞

∫ r

1
xe−x dx = lim

r→∞

(
− xe−x

∣∣x=r
x=1

+

∫ r

1
e−x dx

)
(παραγοντική ολοκλήρωση)

= lim
r→∞

(
−re−r + e−1 − e−r + e−1

)
= − lim

r→∞

r

er
+ 2e−1

= − lim
r→∞

1

er
+ 2e−1 = 2e−1 , (κανόνας L’Hôpital)

τελικά έχουµε

∞∑
n=1

ne−n − e−1 ≤ 2e−1 ≤
∞∑
n=1

ne−n ⇐⇒ 2e−1 ≤
∞∑
n=1

ne−n ≤ 3e−1 .



Κεφάλαιο 2

Θέµατα Εξετάσεων

2.1 Ακαδηµαϊκό έτος 2014–15

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

9 Φεβρουαρίου, 2015

Θ1. ΄Εστω A, B ϕραγµένα υποσύνολα του R µε inf A < inf B. Να δείξετε ότι υπάρχει α ∈ A που

να είναι κάτω ϕράγµα του B. (1,3 µον.)

Λύση. Χρησιµοποιώντας το χαρακτηρισµό για το infimum ενός συνόλου, για ε = inf B −

inf A > 0 υπάρχει α ∈ A, τέτοιο ώστε

α < inf A+ ε = inf A+ inf B − inf A = inf B.

Συνεπώς το α είναι κάτω ϕράγµα του B.

Θ2. (αʹ) Αποδείξτε ότι αν lim
ν→+∞

βν = β και αν = βν+1 − βν , ν ∈ N∗, τότε

∞∑
ν=1

αν = β − β1 .

(1,2 µον.)

223
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(ϐʹ) Να δείξετε ότι
+∞∑
ν=0

ν + 1

3ν
=

9

4
.

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Πρόκειται για τηλεσκοπική σειρά αφού η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της

είναι η

sν = α1+α2+ · · ·+αν = (β2−β1)+(β3−β2)+ · · ·+(βν+1−βν) = βν+1−β1 → β−β1

και συνεπώς
∞∑
ν=1

αν = β − β1 .

(ϐʹ) Θεωρούµε τη γεωµετρική σειρά:
∑+∞

ν=0 x
ν = 1

1−x , |x| < 1. Εποµένως

+∞∑
ν=0

xν+1 =
x

1− x
, |x| < 1 .

Στη συνέχεια παραγωγίζοντας όρο προς όρο έχουµε ότι

+∞∑
ν=0

(ν + 1)xν =
1

(1− x)2
, |x| < 1 .

Για x = 1/3 έχουµε το συµπέρασµα.

Θ3. ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) =


x3 − 7 αν x άρρητος

1 αν x ϱητός .

Να ϐρεθούν όλα τα σηµεία του R στα οποία η f είναι συνεχής. Αιτιολογήστε την απάντησή

σας. (1,5 µον.)

Λύση. Η συνάρτηση f είναι ασυνεχής για x 6= 2. Πράγµατι, αν (αn) είναι ακολουθία

άρρητων αριθµών µε limn→∞ αn = x, τότε

lim
n→∞

f(αn) = lim
n→∞

(α3
n − 7) = x3 − 7 .
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Αν (ρn) είναι ακολουθία ϱητών αριθµών µε limn→∞ ρn = x, τότε

lim
n→∞

f(ρn) = 1 .

Εποµένως limn→∞ f(αn) 6= limn→∞ f(ρn) αν και µόνο αν

x3 − 7 6= 1⇔ x3 − 8 6= 0⇔ x 6= 2 .

Από το ϑεώρηµα(αρχή) µεταφοράς η f δεν είναι συνεχής για x 6= 2.

Θα αποδείξουµε τώρα ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο σηµείο 2. Επειδή 2 ∈ Q, είναι

f(2) = 1. Αν το x είναι άρρητος

|f(x)− f(2)| = |x3 − 7− 1| = |x3 − 8| = |x− 2|(x2 + 2x+ 4)

και αν το x είναι ϱητός |f(x)− f(2)| = |1− 1| = 0. Εποµένως

|f(x)− f(2)| ≤ |x− 2|(x2 + 2x+ 4) , για κάθε x ∈ R .

΄Εστω ε > 0. Αν |x− 2| < 1⇔ 1 < x < 3, τότε |f(x)− f(2)| < 19|x− 2|. Αν επιλέξουµε το

δ := min
{

1, ε19
}
, τότε

για κάθε x ∈ R µε |x− 2| < δ ⇒ |f(x)− f(2)| < ε .

΄Αρα η f είναι συνεχής στο σηµείο 2.

Θ4. ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα Darboux για παραγώγους.

΄Εστω f : I → R παραγωγίσιµη συνάρτηση στο διάστηµα I και έστω x0 εσωτερικό σηµείο

του I. ∆είξτε ότι το πλευρικό όριο limx→x+0
f ′(x) δεν µπορεί να ισούται µε +∞.

Εφαρµογή. Θεωρούµε τη συνάρτηση g : (−∞, 1)→ R µε

g(x) =


e1/x/ ln(1/x) αν 0 < x < 1

−1 αν x ≤ 0 .

Υπάρχει συνάρτηση f : (−∞, 1)→ R τέτοια ώστε f ′(x) = g(x), για κάθε x < 1; Αιτιολογήστε

την απάντησή σας. (2 µον.)
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Λύση. Θεώρηµα Darboux για παραγώγους : ΄Εστω f : [a, b]→ R παραγωγίσιµη συνάρτηση

µε f ′(a) 6= f ′(b). Τότε για κάθε c µεταξύ f ′(a) και f ′(b) υπάρχει ξ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε

f ′(ξ) = c .

΄Εστω f ′(x0+) = limx→x+0
f ′(x) = +∞. Από τον ορισµό του ορίου από δεξιά της f ′ στο x0,

γιαM = f ′(x0)+1 υπάρχει δ > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ (x0, x0+δ) ⊂ I να ισχύει f ′(x) ≥

f ′(x0) + 1. Μάλιστα µπορούµε να επιλέξουµε το δ > 0 έτσι ώστε f ′(x0) 6= f ′(x0 + δ)(γιατί ;).

Τότε από το Θεώρηµα Darboux για κάθε c στο ανοικτό διάστηµα J µε άκρα τα f ′(x0) και

f ′(x0 + δ) υπάρχει ξ ∈ (x0, x0 + δ) µε c = f ′(ξ) ≥ f ′(x0) + 1. Εποµένως το διάστηµα

[f ′(x0) + 1,+∞) ϑα περιέχει το ανοικτό διάστηµα J και κατά συνέπεια ϑα περιέχει και τα

άκρα του διαστήµατος J . Τότε f ′(x0) + 1 ≤ f ′(x0) < +∞, άτοπο. Καταλήξαµε σε άτοπο

επειδή υποθέσαµε ότι f ′(x0+) = +∞. ΄Αρα το f ′(x0+) δεν ισούται µε +∞.

Εφαρµογή. Είναι limx→0− g(x) = −1 και

lim
x→0+

g(x) = lim
x→0+

e1/x

ln(1/x)
= lim

t→+∞

et

ln t
= lim

t→+∞
tet = +∞ . (κανόνας L’Hôpital)

Εποµένως, αν υπάρχει συνάρτηση f : (−∞, 1) → R τέτοια ώστε f ′(x) = g(x), για κάθε

x < 1, ϑα είναι limx→0− f
′(x) = −1 και limx→0+ f

′(x) = +∞, άτοπο. ΄Αρα, δεν υπάρχει

συνάρτηση f : (−∞, 1)→ R µε f ′(x) = g(x) για κάθε x < 1.

Θ5. ΄Εστω f ∈ C2([−1, 1]), δηλαδή η συνάρτηση f : [−1, 1] → R είναι δύο ϕορές συνεχώς

παραγωγίσιµη στο διάστηµα [−1, 1]. Χρησιµοποιώντας τον τύπο Maclaurin για x = 1/n και

x = −1/n, n ∈ N∗, δείξτε ότι η σειρά
∞∑
n=1

[
f

(
1

n

)
+ f

(
− 1

n

)
− 2f(0)

]
συγκλίνει.

Εφαρµογή. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τη σειρά

∞∑
n=1

1

n
sin

(
1

n

)
.

(1,5 µον.)

Λύση. ΄Εστω x ∈ [−1, 1], x 6= 0. Από τον τύπο Maclaurin, για κάποιο ξ µεταξύ 0 και x είναι

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(ξ)

2!
x2 .
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Ειδικά για x = ±1/n έχουµε

f
(
1
n

)
= f(0) +

1

n
f ′(0) +

1

2n2
f ′′(αn) (2.1)

και

f
(
− 1
n

)
= f(0)− 1

n
f ′(0) +

1

2n2
f ′′(βn) , (2.2)

για κάποια αn, βn µε 0 < αn < 1/n και −1/n < βn < 0. Προσθέτοντας κατά µέλη τις (2.1),

(2.2) παίρνουµε

f
(
1
n

)
+ f

(
− 1
n

)
− 2f(0) = 1

2n2

[
f ′′(αn) + f ′′(βn)

]
,

όπου αn, βn ∈ [−1, 1]. ΄Εστω

M := max
x∈[−1,1]

|f ′′(x)| .

Τότε ∣∣f ( 1n)+ f
(
− 1
n

)
− 2f(0)

∣∣ ≤M · 1
n2 .

Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1(1/n
2) συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και η σειρά

∞∑
n=1

∣∣f ( 1n)+ f
(
− 1
n

)
− 2f(0)

∣∣
ϑα συγκλίνει. ∆ηλαδή η σειρά

∞∑
n=1

[
f
(
1
n

)
+ f

(
− 1
n

)
− 2f(0)

]
συγκλίνει απόλυτα και κατά συνέπεια ϑα συγκλίνει.

Εφαρµογή. Η f(x) := x sinx είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη στο R. Επειδή

f
(
1
n

)
+ f

(
− 1
n

)
− 2f(0) = 1

n sin
(
1
n

)
+ 1

n sin
(
1
n

)
= 2 1

n sin
(
1
n

)
η σειρά

∑∞
n=1

1
n sin

(
1
n

)
συγκλίνει.

Θ6. Να λυθεί η εξίσωση∫ x

1

1√
−t2 + 2t+ 1

dt =
π

4
, 1−

√
2 < x < 1 +

√
2 .

(1,5 µον.)
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Λύση. Είναι∫ x

1

1√
−t2 + 2t+ 1

dt =

∫ x

1

1√
2− (t− 1)2

dt

=

∫ x−1

0

1√
(
√

2)2 − u2
du (αντικατάσταση u = t− 1)

= arcsin

(
u√
2

)∣∣∣∣u=x−1
u=0

= arcsin

(
x− 1√

2

)
− arcsin 0 = arcsin

(
x− 1√

2

)
.

Εποµένως∫ x

1

1√
−t2 + 2t+ 1

dt =
π

4
⇔ arcsin

(
x− 1√

2

)
=
π

4
⇔ x− 1√

2
= sin

(π
4

)
=

1√
2
.

΄Αρα, x = 2.

Επαναληπτική Εξέταση στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

11 Σεπτεµβρίου, 2015

Θ1. ΄Εστω A, B µη κενά ϕραγµένα υποσύνολα του R. Υποθέτουµε ότι supA = inf B. ∆είξτε ότι

για κάθε ε > 0, υπάρχουν α ∈ A και β ∈ B, τέτοια ώστε β − α < ε. (1,3 µον.)

Λύση. ΄Εστω ε > 0. Χρησιµοποιώντας τους χαρακτηρισµούς για το supremum και το

infimum, έχουµε ότι υπαρχουν α ∈ A και β ∈ B, τέτοια ώστε

α > supA− ε

2
και β < inf B +

ε

2
.

Εποµένως β − α < inf B + ε
2 − (supA− ε

2) = ε.

Θ2. (αʹ) Αν ν ∈ N∗, να υπολογίσετε το όριο lim
ν→∞

ν
√

1ν + 2ν + · · ·+ 15ν . (1,2 µον.)

(ϐʹ) Να ϐρείτε το σύνολο σύγκλισης της δυναµοσειράς
∞∑
ν=1

νx4ν

και στη συνέχεια, για εκείνα τα x ∈ R για τα οποία συγκλίνει, να υπολογίσετε το

άθροισµά της. (1,5 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Για κάθε ν ∈ N∗ έχουµε ότι

15 < ν
√

1ν + 2ν + · · ·+ 15ν < ν
√

15ν + 15ν + · · ·+ 15ν = 15
ν
√

15 .

΄Οµως για κάθε ϑετικό πραγµατικό αριθµό α είναι limν→∞ ν
√
α = 1. Συνεπώς, από

γνωστή πρόταση για τις ισοσυγκλίνουσες ακολουθίες έχουµε ότι

lim
ν→∞

ν
√

1ν + 2ν + · · ·+ 15ν = 15 .

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας το κριτήριο λόγου (και ελέγχοντας τι συµβαίνει στα άκρα) ϐλέπουµε

ότι η δυναµοσειρά συγκλίνει για |x| < 1 και αποκλίνει για |x| ≥ 1. Από το ϑεώρηµα

για την όρο προς όρο παραγώγιση δυναµοσειρών και το ανάπτυγµα

1

1− x4
=

∞∑
ν=0

x4ν , για κάθε x ∈ (−1, 1) ,

έχουµε ότι
∞∑
ν=1

νx4ν =
x

4

∞∑
ν=1

4νx4ν−1 =
x

4

( ∞∑
ν=0

x4ν

)′
=
x

4

(
1

1− x4

)′
=

x4

(1− x4)2
,

για κάθε x ∈ (−1, 1).

Θ3. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) =


cos 1

x x 6= 0

0 x = 0 .

Βρείτε πραγµατικές ακολουθίες (xn), (yn) µε limn→∞ xn = limn→∞ yn = 0 και τέτοιες

ώστε limn→∞ f(xn) 6= limn→∞ f(yn). Υπάρχει το όριο limx→0 f(x); Αιτιολογήστε την

απάντησή σας. (1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω f : R→ R συνεχής συνάρτηση τέτοια ώστε

f

(
r +

1

n

)
= f(r) , για κάθε ϱητό αριθµό r και κάθε ϑετικό ακέραιο n . (∗)

∆είξτε ότι f(r) = f(0), για κάθε ϱητό r. Τι συµπεραίνετε για τη συνάρτηση f ; Αιτιολο-

γήστε την απάντησή σας.

(1,5 µον.)

Λύση.
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(αʹ) ΄Εστω xn = 1/2nπ και yn = 1/(2nπ + π/2), n ∈ N∗. Τότε xn, yn → 0, ενώ

f(xn) = cos 2nπ = 1 και f(yn) = cos(2nπ + π/2) = 0 για κάθε n ∈ N∗ .

∆ηλαδή limn→∞ f(xn) = 1 6= 0 = limn→∞ f(yn). Εποµένως, από το ϑεώρηµα(αρχή)

µεταφοράς το όριο limx→0 f(x) δεν υπάρχει.

(ϐʹ) Αν η (∗) ισχύει για κάθε r ∈ Q και κάθε n ∈ N∗, επαγωγικά ϑα αποδείξουµε ότι

f
(
r +

m

n

)
= f(r) , για κάθε m ∈ N∗ . (∗∗)

Πράγµατι, από την υπόθεση η (∗∗) ισχύει για m = 1. Αν υποθέσουµε ότι η (∗∗) ισχύει

για m ∈ N∗, τότε

f

(
r +

m+ 1

n

)
= f

(
r +

m

n
+

1

n

)
= f

(
r +

m

n

)
= f(r) .

∆ηλαδή η (∗∗) ισχύει για m+ 1.

Για r = 0 και r = −m/n, από τη (∗∗) έχουµε

f
(m
n

)
= f(0) = f

(
−m
n

)
και εποµένως f(r) = f(0), για κάθε r ∈ Q. ΄Εστω x0 ∈ R \Q και έστω (rn) ακολουθία

ϱητών αριθµών µε limn→∞ rn = x0. Επειδή η f είναι συνεχής συνάρτηση, από το

ϑεώρηµα(αρχή) µεταφοράς είναι f(x0) = limn→∞ f(rn) = f(0). Εποµένως, f(x) =

f(0) για κάθε x ∈ R και κατά συνέπεια η f είναι σταθερή συνάρτηση.

Θ4. ΄Εστω f ∈ C3([−1, 1]), δηλαδή η συνάρτηση f : [−1, 1] → R είναι τρεις ϕορές συνεχώς

παραγωγίσιµη στο διάστηµα [−1, 1]. Χρησιµοποιώντας τον τύπο Maclaurin για x = 1/n και

x = −1/n, n ∈ N∗, δείξτε ότι η σειρά

∞∑
n=1

[
f

(
1

n

)
+ f

(
− 1

n

)
− 2f(0)− 1

n2
f ′′(0)

]
συγκλίνει.

Εφαρµογή. Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τη σειρά

∞∑
n=1

1

n

[
1

n
− arctan

(
1

n

)]
.



2.1. ΑΚΑ∆ΗΜΑΪΚΟ ΕΤΟΣ 2014–15 231

(2 µον.)

Λύση. ΄Εστω x ∈ [−1, 1], x 6= 0. Από τον τύπο Maclaurin, για κάποιο ξ µεταξύ 0 και x είναι

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 +

f ′′′(ξ)

3!
x3 .

Ειδικά για x = ±1/n έχουµε

f
(
1
n

)
= f(0) + 1

nf
′(0) + 1

2n2 f
′′(0) + 1

6n3 f
′′′(αn) (2.3)

και

f
(
− 1
n

)
= f(0)− 1

nf
′(0) + 1

2n2 f
′′(0)− 1

6n3 f
′′(βn) , (2.4)

για κάποια αn, βn µε 0 < αn < 1/n και −1/n < βn < 0. Προσθέτοντας κατά µέλη τις (2.3),

(2.4) παίρνουµε

f
(
1
n

)
+ f

(
− 1
n

)
− 2f(0)− 1

n2 f
′′(0) = 1

6n3

(
f ′′(αn)− f ′′(βn)

)
,

όπου αn, βn ∈ [−1, 1]. ΄Εστω

M := max
x∈[−1,1]

|f ′′(x)| .

Τότε ∣∣f ( 1n)+ f
(
− 1
n

)
− 2f(0)− 1

n2 f
′′(0)

∣∣ ≤ 1
6n3

(
|f ′′(αn)|+ |f ′′(βn)|

)
≤ M

3 ·
1
n3 .

Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1(1/n
3) συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και η σειρά

∞∑
n=1

∣∣f ( 1n)+ f
(
− 1
n

)
− 2f(0)− 1

n2 f
′′(0)

∣∣
ϑα συγκλίνει. ∆ηλαδή η σειρά

∞∑
n=1

[
f
(
1
n

)
+ f

(
− 1
n

)
− 2f(0)− 1

n2 f
′′(0)

]
συγκλίνει απόλυτα και κατά συνέπεια ϑα συγκλίνει.

Εφαρµογή. Η f(x) := x arctanx είναι άπειρες ϕορές παραγωγίσιµη στο R µε

f ′(x) = arctanx+
x

1 + x2
και f ′′(x) =

2

(1 + x2)2
.

Επειδή

f
(
1
n

)
+ f

(
− 1
n

)
− 2f(0)− 1

n2 f
′′(0) = 2 1

n arctan
(
1
n

)
− 2 1

n2

η σειρά
∑∞

n=1
1
n

[
1
n − arctan

(
1
n

)]
συγκλίνει.
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Θ5. ΄Εστω f : [1,∞)→ R παραγωγίσιµη συνάρτηση µε f(1) = 1 και

f ′(t) =
1

t2 + f2(t)
, για κάθε t ≥ 1 .

∆είξτε πρώτα ότι f ′(t) ≤ 1

t2 + 1
, για κάθε t ≥ 1 και στη συνέχεια δείξτε ότι το όριο limx→∞ f(x)

υπάρχει µε lim
x→∞

f(x) ≤ 1 +
π

4
. (1,5 µον.)

Λύση. Επειδή από την υπόθεση είναι f ′(t) > 0, ∀t ≥ 1, η συνάρτηση f είναι γνήσια

αύξουσα µε f(t) ≥ f(1) = 1, ∀t ≥ 1. Εποµένως,

f ′(t) =
1

t2 + f2(t)
≤ 1

t2 + 1
, για κάθε t ≥ 1 .

Από το δεύτερο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του ολοκληρωτικού λογισµού, για κάθε x ≥ 1 έχουµε

f(x)−f(1) =

∫ x

1
f ′(t) dt ≤

∫ x

1

1

t2 + 1
dt = arctan t|t=xt=1 = arctanx−arctan 1 = arctanx−π

4
.

΄Οµως η συνάρτηση y = arctanx είναι γνήσια αύξουσα µε | arctanx| < π/2, για κάθε x ∈ R

και εποµένως

f(x) < f(1) +
π

2
− π

4
= 1 +

π

4
.

΄Εχουµε λοιπόν αποδείξει ότι η συνάρτηση f είναι γνήσια αύξουσα και άνω ϕραγµένη, το

1 + π/4 είναι ένα άνω ϕράγµα. ΄Αρα, το όριο limx→∞ f(x) υπάρχει µε

lim
x→∞

f(x) ≤ 1 +
π

4
.
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2.2 Ακαδηµαϊκό έτος 2013–14

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

28 Μαρτίου, 2014

Θ1. ΄Εστω A, B ϕραγµένα υποσύνολα του R µε supA = inf B. Να δείξετε ότι υπάρχουν α ∈ A

και β ∈ B, τέτοια ώστε β − α < 10−3. (1,5 µον.)

Λύση. Χρησιµοποιώντας τους χαρακτηρισµούς για το supremum και το infimum ενός

συνόλου, για ε = 10−3/2 υπάρχουν α ∈ A και β ∈ B τέτοια ώστε

α > supA− 10−3

2
και β < inf B +

10−3

2
.

Συνεπώς

β − α <
(

inf B +
10−3

2

)
−
(

supA− 10−3

2

)
= 10−3 .

Θ2. (αʹ) ΄Εστω η ακολουθία πραγµατικών αριθµών (αν) για την οποία ισχύει limν→+∞ 2ναν = 0.

Να δείξετε ότι η σειρά
+∞∑
ν=1

αν

συγκλίνει απόλυτα. (1,2 µον.)

(ϐʹ) Να αναπτύξετε σε δυναµοσειρά τη συνάρτηση

f(x) =
16x

(4 + x2)2
.

(1,3 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή limν→+∞ 2ναν = 0, για ε = 1 υπάρχει ν0 ∈ N τέτοιο ώστε

|2ναν | < 1 , για κάθε ν ≥ ν0 ⇔ |αν | <
1

2ν
, για κάθε ν ≥ ν0 .
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Επειδή η γεωµετρική σειρά
∑+∞

ν=ν0
(1/2)ν συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και η

σειρά
∑+∞

ν=ν0
|αν | ϑα συγκλίνει. ΄Αρα, η σειρά

+∞∑
ν=1

αν

συγκλίνει απόλυτα.

(ϐʹ) Παρατηρούµε ότι

16x

(4 + x2)2
=

x

(1 + (x/2)2)2
= −2

(
1

1 + (x/2)2

)′
.

Εποµένως από το ϑεώρηµα για την όρο προς όρο παραγώγιση δυναµοσειρών και το

ανάπτυγµα
1

1 + x
=

+∞∑
ν=0

(−1)νxν , |x| < 1 , (γεωµετρική σειρά)

έχουµε ότι

f(x) = −2

(
1− x2

4
+
x4

16
− x6

64
+ · · ·

)′
= x− x3

2
+

3x5

16
− · · · , |x/2| < 1⇔ |x| < 2 .

Θ3. (αʹ) ∆ώστε παράδειγµα πραγµατικής συνάρτησης ορισµένης στο R που να είναι συνεχής

µόνο στο σηµείο x = 1. Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. (1 µον.)

(ϐʹ) Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R → R είναι δυο ϕορές παραγωγίσιµη. ∆ιατυπώστε

τον τύπο Taylor µε κέντρο το x ∈ R. Αν limx→+∞ f
′′(x) = a ∈ R, υπολογίστε το όριο

lim
x→+∞

(f(x+ 2) + f(x)− 2f(x+ 1)) .

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Θεωρούµε τη συνάρτηση f : R→ R µε

f(x) =


x− 1 αν x ϱητός

0 αν x άρρητος .
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΄Εστω x0 ∈ R, x0 σταθερό. Αν (ρn) είναι ακολουθία ϱητών αριθµών µε limn→∞ ρn = x0,

τότε limn→∞ f(ρn) = limn→∞(ρn − 1) = x0 − 1. Αν (αn) είναι ακολουθία άρρητων

αριθµών µε limn→∞ αn = x0, τότε limn→∞ f(αn) = 0.

Είναι limn→∞ f(ρn) 6= limn→∞ f(αn) αν και µόνο αν x0− 1 6= 0⇔ x0 6= 1. Εποµένως

το ϑεώρηµα µεταφοράς για συνεχείς συναρτήσεις συνεπάγεται ότι η f δεν είναι συνεχής

στο R \ {1}.

Θα αποδείξουµε ότι η συνάρτηση f είναι συνεχής στο σηµείο 1. Επειδή f(1) = 1−1 =

0,

|f(x)− f(1)| = |f(x)| ≤ |x− 1|

και εποµένως limx→1 f(x) = f(1), δηλαδή η f είναι συνεχής στο σηµείο 1.

(ϐʹ) ΄Εστω x ∈ R. Από τον τύπο Taylor για κάθε h ∈ R έχουµε

f(x+ h) = f(x) + f ′(x)h+
f ′′(c)

2!
h2 , για κάποιο c µεταξύ x και x+ h .

Για h = 1 και h = 2 έχουµε

f(x+ 1) = f(x) + f ′(x) +
f ′′(ζx)

2!
, για κάποιο ζx µε x < ζx < x+ 1

και

f(x+ 2) = f(x) + 2f ′(x) +
f ′′(ξx)

2!
22 , για κάποιο ξx µε x < ξx < x+ 2 .

Από τις παραπάνω ισότητες προκύπτει ότι

f(x+ 2) + f(x)− 2f(x+ 1) = 2f ′′(ξx)− f ′′(ζx) ,

όπου x < ζx < x+ 1 και x < ξx < x+ 2. Επειδή limx→+∞ f
′′(x) = a, έχουµε

lim
x→+∞

(f(x+ 2) + f(x)− 2f(x+ 1)) = lim
x→+∞

2f ′′(ξx)− lim
x→+∞

f ′′(ζx) = 2a− a = a .

Θ4. ΄Εστω f : (0,+∞)→ R συνάρτηση κλάσηςC1 στο (0,+∞) και τέτοια ώστε limx→+∞ xf
′(x) =

1.
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(αʹ) ∆είξτε ότι υπάρχει a > 0 τέτοιο ώστε

για κάθε x ≥ a⇒ f ′(x) >
1

2x
.

(1 µον.)

(ϐʹ) Υπολογίστε αν υπάρχει το όριο limx→+∞ f(x) . (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή limx→+∞ xf
′(x) = 1, για ε = 1/2 υπάρχει a > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ≥ a

να ισχύει

|xf ′(x)− 1| < 1

2
⇔ 1

2
< xf ′(x) <

3

2
⇔ 1

2x
< f ′(x) <

3

2x
.

Εποµένως,

για κάθε x ≥ a⇒ f ′(x) >
1

2x
.

(ϐʹ) Επειδή η f ′ είναι συνεχής στο (0,+∞), από το δεύτερο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του ολο-

κληρωτικού λογισµού έχουµε

f(x) = f(a) +

∫ x

a
f ′(t) dt

≥ f(a) +

∫ x

a

1

2t
dt (f ′(t) > 1

2t για κάθε t ≥ a > 0)

= f(a) +
1

2
(lnx− ln a)

= f(a) +
1

2
ln
x

a
−−−−→
x→+∞

+∞

και εποµένως limx→+∞ f(x) = +∞.

Θ5. ΄Εστω (an) ακολουθία µε

an =
n2∑
k=1

n

4n2 + k2
=

1

n

n2∑
k=1

1

4 +
(
k
n

)2 .
Αν k, n ∈ N, δείξτε ότι∫ (k+1)/n

k/n

1

4 + x2
dx ≤ 1

n

1

4 +
(
k
n

)2 ≤ ∫ k/n

(k−1)/n

1

4 + x2
dx
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και ∫ (n2+1)/n

1/n

1

4 + x2
dx ≤ an ≤

∫ n

0

1

4 + x2
dx .

Υπολογίστε αν υπάρχει το όριο limn→∞ an. (2 µον.)

Λύση. Επειδή η συνάρτηση f(x) = 1
4+x2

είναι γνήσια ϕθίνουσα στο διάστηµα [0,+∞),

έχουµε ∫ (k+1)/n

k/n

1

4 + x2
dx ≤

∫ (k+1)/n

k/n

1

4 +
(
k
n

)2 dx =
1

n

1

4 +
(
k
n

)2
και ∫ k/n

(k−1)/n

1

4 + x2
dx ≥

∫ k/n

(k−1)/n

1

4 +
(
k
n

)2 dx =
1

n

1

4 +
(
k
n

)2 .
Εποµένως, ∫ (k+1)/n

k/n

1

4 + x2
dx ≤ 1

n

1

4 +
(
k
n

)2 ≤ ∫ k/n

(k−1)/n

1

4 + x2
dx .

Αθροίζοντας τις παραπάνω ανισότητες από k = 1 έως k = n2, παίρνουµε

n2∑
k=1

∫ (k+1)/n

k/n

1

4 + x2
dx ≤ 1

n

n2∑
k=1

1

4 +
(
k
n

)2 ≤ n2∑
k=1

∫ k/n

(k−1)/n

1

4 + x2
dx

και ισοδύναµα ∫ (n2+1)/n

1/n

1

4 + x2
dx ≤ an ≤

∫ n

0

1

4 + x2
dx .

΄Αρα,
1

2
arctan

(x
2

)∣∣∣∣x=(n2+1)/n

x=1/n

≤ an ≤
1

2
arctan

(x
2

)∣∣∣∣x=n
x=0

και κατά συνέπεια

1

2

[
arctan

(
n2 + 1

2n

)
− arctan

(
1

2n

)]
≤ an ≤

1

2
arctan

(n
2

)
.

Επειδή

lim
n→∞

1

2

[
arctan

(
n2 + 1

2n

)
− arctan

(
1

2n

)]
=

1

2
· π

2
=
π

4

και

lim
n→∞

1

2
arctan

(n
2

)
=

1

2
· π

2
=
π

4
,

συµπεραίνουµε ότι και limn→∞ an = π
4 .
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Επαναληπτική Εξέταση στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

6 Οκτωβρίου, 2014

Θ1. ΄Εστω A, B ϕραγµένα υποσύνολα του R µε supA = inf B. Να δείξετε ότι υπάρχουν α ∈ A

και β ∈ B, τέτοια ώστε β − α < 1
10 . (1,3 µον.)

Λύση. Χρησιµοποιώντας τους χαρακτηρισµούς για το supremum και το infimum ενός

συνόλου, για ε = 10−1/2 υπάρχουν α ∈ A και β ∈ B τέτοια ώστε

α > supA− 10−1

2
και β < inf B +

10−1

2
.

Συνεπώς

β − α <
(

inf B +
10−1

2

)
−
(

supA− 10−1

2

)
= 10−1 =

1

10
.

Θ2. (αʹ) ΄Εστω (αν) ακολουθία πραγµατικών αριθµών για την οποία ισχύει limν→+∞ αν = α >

0. Να δείξετε ότι υπάρχει ν0 ∈ N τέτοιο ώστε αν > 0, για κάθε ν ≥ ν0. (1,2 µον.)

(ϐʹ) Να αναπτύξετε σε δυναµοσειρά τη συνάρτηση

f(x) = − 2x

(1 + x2)2
.

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή limν→+∞ αν = α > 0, για ε = α/2 υπάρχει ν0 ∈ N τέτοιο ώστε για κάθε ν ≥ ν0

να ισχύει

|αν − α| <
α

2
⇔ α

2
< αν <

3α

2
.

Εποµένως,

για κάθε ν ≥ ν0 ⇒ αν >
α

2
> 0 .

(ϐʹ) Παρατηρούµε ότι

− 2x

(1 + x2)2
=

(
1

1 + x2

)′
.
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Εποµένως από το ϑεώρηµα για την όρο προς όρο παραγώγιση δυναµοσειρών και το

ανάπτυγµα
1

1 + x
=

+∞∑
ν=0

(−1)νxν , |x| < 1 , (γεωµετρική σειρά)

έχουµε ότι

f(x) =
(
1− x2 + x4 − x6 + · · ·

)′
= −2x+ 4x3 − 6x5 + · · · = 2

+∞∑
ν=1

(−1)ννx2ν−1 , |x2| < 1⇔ |x| < 1 .

Θ3. (i) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα Bolzano-Weierstrass για ακολουθίες και το ϑεώρηµα(αρχή)

µεταφοράς για συνεχείς συναρτήσεις. (0,5 µον.)

(ii) ΄Εστω f : [a, b]→ R παραγωγίσιµη συνάρτηση τέτοια ώστε

f(x)2 + (f ′(x))2 > 0 , για κάθε x ∈ [a, b] . (2.5)

∆είξτε ότι η f έχει πεπερασµένο το πλήθος ϱίζες στο διάστηµα [a, b]. (1,5 µον.)

Λύση.

(i) Θεώρηµα Bolzano-Weierstrass για ακολουθίες: Κάθε ϕραγµένη ακολουθία περιέχει

µια συγκλίνουσα υπακολουθία.

Θεώρηµα(αρχή) µεταφοράς για συνεχείς συναρτήσεις: Η συνάρτηση f : A ⊆ R→

R, A 6= ∅, είναι συνεχής στο σηµείο x0 ∈ A αν και µόνο αν για κάθε ακολουθία (xn)

σηµείων του A που συγκλίνει στο x0, η ακολουθία (f(xn)) συγκλίνει στο f(x0).

(ii) Η απόδειξη ϑα γίνει µε την εις άτοπο απαγωγή. Υποθέτουµε ότι το σύνολο Z(f) :=

{x ∈ [a, b] : f(x) = 0} δεν είναι πεπερασµένο, δηλαδή το σύνολο των ϱιζών της f στο

διάστηµα [a, b] δεν είναι πεπερασµένο. Τότε υπάρχει ακολουθία (xn) ξένων ανά δύο

στοιχείων του συνόλου Z(f). Είναι f(xn) = 0 για κάθε n ∈ N∗. Η ακολουθία (xn)

είναι ϕραγµένη και εποµένως από το ϑεώρηµα Bolzano-Weierstrass για ακολουθίες

υπάρχει υπακολουθία (xkn) µε limn→∞ xkn = x0. Είναι a ≤ xkn ≤ b για κάθε n ∈ N∗

και κατά συνέπεια το x0 ∈ [a, b]. Επειδή η f είναι συνεχής συνάρτηση, από το ϑεώρηµα
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µεταφοράς για συνεχείς συναρτήσεις limn→∞ f(xkn) = f(x0). ΄Οµως f(xkn) = 0 για

κάθε n ∈ N∗ οπότε και f(x0) = 0, δηλαδή το x0 είναι ϱίζα της f .

Από την υπόθεση η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 ∈ [a, b] µε

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
.

Τότε από το ϑεώρηµα(αρχή) µεταφοράς για το όριο συνάρτησης έχουµε

f ′(x0) = lim
n→∞

f(xkn)− f(x0)

xkn − x0
= 0 .

Εποµένως f(x0) = f ′(x0) = 0. ΄Οµως λόγω της (2.5) αυτό είναι άτοπο. ΄Αρα το σύνολο

των ϱιζών της f στο διάστηµα [a, b] είναι πεπερασµένο.

Θ4. Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα κατάλληλης συνάρτησης στο διάστηµα [0, 1], να ϐρεθεί το

όριο

lim
n→∞

n∑
k=1

n

4k2 − 4kn+ 2n2
.

(1,5 µον.)

Λύση. Είναι
n∑
k=1

n

4k2 − 4kn+ 2n2
=

1

n

n∑
k=1

1

4 (k/n)2 − 4(k/n) + 2
=

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
,

όπου f(x) = 1
4x2−4x+2

. Εποµένως, από τη ϑεωρία του ολοκληρώµατος Riemann έχουµε

lim
n→∞

n∑
k=1

n

4k2 − 4kn+ 2n2
=

∫ 1

0

1

4x2 − 4x+ 2
dx =

∫ 1

0

1

(2x− 1)2 + 1
dx .

΄Αρα,

lim
n→∞

n∑
k=1

n

4k2 − 4kn+ 2n2
=

∫ 1

0

1

(2x− 1)2 + 1
dx

=
1

2

∫ 1

−1

1

t2 + 1
dt (αντικατάσταση t = 2x− 1)

=
1

2
arctan t|t=1

t=−1

=
1

2
(arctan 1− arctan(−1)) = arctan 1 =

π

4
.
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Θ5. ΄Εστω f : R → R συνεχής και περιοδική συνάρτηση µε περίοδο T > 0, δηλαδή f(t + T ) =

f(t) για κάθε t ∈ R.

(αʹ) ∆είξτε ότι για κάθε x ∈ R είναι∫ x+T

x
f(t) dt =

∫ T

0
f(t) dt .

(1 µον.)

(ϐʹ) Αν x ∈ R και n ∈ N, δείξτε ότι∫ x+nT

x
f(t) dt = n

∫ T

0
f(t) dt .

(0,5 µον.)

(γʹ) Εφαρµογή. Υπολογίστε τα ολοκληρώµατα

(i)

∫ 1007π−ϕ

−ϕ
| sin t| dt και (ii)

∫ 1007π−ϕ

−ϕ
| cos 2t| dt , ϕ ∈ R .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) 1ος τρόπος. Από την υπόθεση είναι f(t−T ) = f ((t− T ) + T ) = f(t), για κάθε t ∈ R.

Εποµένως∫ x+T

x
f(t) dt =

∫ 0

x
f(t) dt+

∫ T

0
f(t) dt+

∫ x+T

T
f(t) dt

=

∫ 0

x
f(t) dt+

∫ T

0
f(t) dt+

∫ x+T

T
f(t− T ) dt

=

∫ 0

x
f(t) dt+

∫ T

0
f(t) dt+

∫ x

0
f(u) du (αντικατάσταση u = t− T )

= −
∫ x

0
f(t) dt+

∫ T

0
f(t) dt+

∫ x

0
f(t) dt =

∫ T

0
f(t) dt .

2ος τρόπος. ΄Εστω

F (x) :=

∫ x+T

x
f(t) dt =

∫ x+T

0
f(t) dt−

∫ x

0
f(t) dt .

Επειδή η f είναι συνεχής, η F είναι παραγωγίσιµη µε F ′(x) = f(x + T ) − f(x) = 0,

για κάθε x ∈ R. Εποµένως η F είναι σταθερή στο R. ΄Αρα F (x) = F (0) =
∫ T
0 f(t) dt

και κατά συνέπεια ∫ x+T

x
f(t) dt =

∫ T

0
f(t) dt , για κάθεx ∈ R .
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(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας το (α΄) έχουµε∫ x+nT

x
f(t) dt =

∫ x+T

x
f(t) dt+

∫ x+2T

x+T
f(t) dt+ · · ·+

∫ x+nT

x+(n−1)T
f(t) dt

=

∫ T

0
f(t) dt+

∫ T

0
f(t) dt+ · · ·+

∫ T

0
f(t) dt︸ ︷︷ ︸

n

= n

∫ T

0
f(t) dt .

(γʹ) Εφαρµογή. (i) Επειδή η συνάρτηση y = | sin t| είναι συνεχής και π-περιοδική, έχουµε∫ 1007π−ϕ

−ϕ
| sin t| dt = 1007

∫ π

0
| sin t| dt

= 1007

∫ π

0
sin t dt

= 1007(− cosπ + cos 0) = 1007 · 2 = 2014 .

(ii) Είναι∫ 1007π−ϕ

−ϕ
| cos 2t| dt =

1

2

∫ 2014π−2ϕ

−2ϕ
| cosx| dx (αντικατάσταση x = 2t)

= 1007

∫ π

0
| cosx| dx

(η συνάρτηση y = | cosx| είναι συνεχής και π-περιοδική)

= 1007

[∫ π/2

0
cosx dx−

∫ π

π/2
cosx dx

]
= 1007 [(sin(π/2)− (sin(π)− sin(π/2))] = 1007 · 2 = 2014 .

Σηµείωση. Μπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και την αντικατάσταση x = 2t− π

2
.



2.3. ΑΚΑ∆ΗΜΑΪΚΟ ΕΤΟΣ 2012–13 243

2.3 Ακαδηµαϊκό έτος 2012–13

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

22 Φεβρουαρίου, 2013

Θ1. (αʹ) ΄Εστω A, B µη κενά ϕραγµένα σύνολα πραγµατικών αριθµών. ∆είξτε ότι αν inf A <

supB, τότε υπάρχουν στοιχεία α ∈ A και β ∈ B µε α < β. (1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω ότι limαν = α < 0. Να δείξετε ότι υπάρχει ν0 ∈ N, τέτοιο ώστε αν < 0 για κάθε

ν ≥ ν0. (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Αν επιλέξουµε ε = supB − inf A > 0, τότε από τον χαρακτηρισµό supremum και

infimum ϑα υπάρχουν α ∈ A και β ∈ B τέτοια ώστε

α < inf A+
ε

2
= supB − ε

2
< β .

΄Αρα α < β.

(ϐʹ) Εφαρµόζουµε τον ορισµό του ορίου ακολουθίας για ε > 0 αρκετά µικρό έτσι ώστε

α+ ε < 0 (π.χ. ε = −α
2 ) και έχουµε ότι υπάρχει ν0 ∈ N, τέτοιο ώστε

αν < α+ ε < 0 , για κάθε ν ≥ ν0 .

Θ2. (αʹ) ∆είξτε ότι αν lim
ν→+∞

βν = β και αν = βν − βν+1 , ν ∈ N, τότε

∞∑
ν=1

αν = β1 − β .

(1 µον.)

(ϐʹ) Να αναπτύξετε σε δυναµοσειρά, κέντρου 0, τη συνάρτηση

1

(2 + x)2

προσδιορίζοντας και την ακτίνα σύγκλισής της. (1 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Πρόκειται για τηλεσκοπική σειρά αφού η ακολουθία των µερικών αθροισµάτων της

είναι η

sν = α1 + α2 + · · ·+ αν

= (β1 − β2) + (β2 − β3) + · · ·+ (βν − βν+1)

= β1 − βν+1 −−−→
ν→∞

β1 − β

και συνεπώς
∞∑
ν=1

αν = β1 − β .

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα για την παραγώγιση όρο προς όρο δυναµοσειράς έχουµε

1

(2 + x)2
=

(
− 1

2 + x

)′
= −1

2

(
1

1 + x/2

)′
= −1

2
(1− x/2 + x2/4− x3/8 + x4/16− · · · )′

= 1/4− x/4 + 3x2/16− x3/8 + · · · , για |x| < 2 .

Θ3. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση f : (a,∞)→ R, a ∈ R, µε limx→+∞ xf(x) = λ, όπου λ ∈ R. ∆ώστε

τον ορισµό του ορίου limx→+∞ xf(x) = λ και δείξτε ότι limx→+∞ f(x) = 0. (1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω f συνεχής συνάρτηση στο κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα [a, b]. Υποθέτουµε ότι

για κάθε x ∈ [a, b] υπάρχει y ∈ [a, b] µε

|f(y)| ≤ 1

2
|f(x)| .

∆είξτε ότι υπάρχει x0 ∈ [a, b] µε f(x0) = 0. (1,5 µον.)

Υπόδειξη. Αποδείξτε ότι υπάρχει ακολουθία (xn) σηµείων του [a, b] µε

|f(xn)| ≤ 1

2n−1
|f(x1)| .

Λύση.
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(αʹ) Αν limx→+∞ xf(x) = λ, τότε για κάθε ε > 0 υπάρχει δ = δ(ε) > a τέτοιο ώστε για κάθε

x > δ να ισχύει

|xf(x)− λ| < ε .

Παίρνουµε ε = 1 και επιλέγουµε το δ > a, δ > 0. Τότε |xf(x)| − |λ| ≤ |xf(x)− λ| < 1

και κατά συνέπεια |xf(x)| < |λ|+ 1 για κάθε x > δ. Εποµένως

|f(x)| < |λ|+ 1

x
, για κάθε x > δ .

΄Αρα limx→+∞ f(x) = 0.

(ϐʹ) 1ος τρόπος. ΄Εστω x1 ∈ [a, b]. Από την υπόθεση υπάρχει x2 ∈ [a, b] τέτοιο ώστε

|f(x2)| ≤ (1/2)|f(x1)|. ΄Εστω ότι υπάρχει xk ∈ [a, b] µε |f(xk)| ≤ (1/2k−1)|f(x1)|.

Τότε από την υπόθεση υπάρχει xk+1 ∈ [a, b] τέτοιο ώστε |f(xk+1)| ≤ (1/2)|f(xk)| ≤

(1/2k)|f(x1)|. Αποδείξαµε λοιπόν ότι

|f(xn)| ≤ 1

2n−1
|f(x1)| , για κάθε n ∈ N .

Η παραπάνω ανισότητα συνεπάγεται ότι f(xn) → 0. Η ακολουθία (xn) σηµείων του

[a, b] είναι ϕραγµένη και εποµένως από το ϑεώρηµα Bolzano-Weierstrass για ακολου-

ϑίες υπάρχει υπακολουθία (xkn) η οποία συγκλίνει, έστω xkn → x0. Είναι a ≤ xkn ≤ b

για κάθε n ∈ N και εποµένως το x0 ∈ [a, b]. Επειδή η f είναι συνεχής συνάρτηση,

από το ϑεώρηµα µεταφοράς f(xkn) → f(x0). ΄Οµως f(xn) → 0 συνεπάγεται ότι και

f(xkn)→ 0. ΄Αρα, f(x0) = 0.

2ος τρόπος. Η απόδειξη ϑα γίνει µε την εις άτοπο απαγωγή. Υποθέτουµε ότι η f δεν

µηδενίζεται στο [a, b]. Επειδή η |f | είναι συνεχής στο κλειστό και ϕραγµένο διάστη-

µα [a, b], η |f | παίρνει την ελάχιστη τιµή της στο διάστηµα [a, b]. ∆ηλαδή υπάρχει

x1 ∈ [a, b] τέτοιο ώστε

|f(x)| ≥ |f(x1)| , για κάθε x ∈ [a, b] . (2.6)

΄Οµως από την υπόθεση της άσκησης υπάρχει y ∈ [a, b] µε

|f(y)| ≤ 1

2
|f(x1)| ≤

1

2
|f(y)| . (λόγω της (2.6))

Επειδή υποθέσαµε ότι η f δεν µηδενίζεται στο [a, b], είναι |f(y)| > 0 και από την

παραπάνω ανισότητα προκύπτει ότι 1 ≤ 1/2 που είναι άτοπο. ΄Αρα η f έχει τουλάχιστον

µία ϱίζα στο [a, b].
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Θ4. ΄Εστω f : I → R παραγωγίσιµη συνάρτηση στο διάστηµα I και έστω x0 εσωτερικό σηµείο

του I.

(αʹ) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα Darboux για την παράγωγο της f στο διάστηµα I. Αν τα

πλευρικά όρια f ′(x0−) = limx→x−0
f ′(x) και f ′(x0+) = limx→x+0

f ′(x) υπάρχουν,

είναι δυνατόν να είναι

f ′(x0−) < f ′(x0) < f ′(x0+) ;

∆ικαιολογείστε την απάντησή σας. (0,8 µον.)

(ϐʹ) Αν f ′(x) 6= 0 για κάθε x ∈ I, αποδείξτε ότι η f είναι γνήσια µονότονη στο I. (0,8 µον.)

(γʹ) ΄Εστω f ′(x) 6= 0 για κάθε x ∈ I και f(x0) = f ′(x0) = 1. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση

F (x) :=

∫ f(x)

1
e−t

2
dt

είναι γνήσια µονότονη στο διάστηµα f(I) και υπολογίστε την παράγωγο (F−1)′(0),

όπου F−1 η αντίστροφη της F . (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Θεώρηµα Darboux : Αν a, b ∈ I µε f ′(a) 6= f ′(b), τότε για κάθε c µεταξύ f ′(a) και f ′(b)

υπάρχει ξ µεταξύ a και b, τέτοιο ώστε f ′(ξ) = c.

΄Εστω ότι f ′(x0−) < f ′(x0) < f ′(x0+). Αν f ′(x0−) < c < f ′(x0+) µε c 6= f ′(x0),

από το ϑεώρηµα Darboux ϑα πρέπει να υπάρχει x ∈ I τέτοιο ώστε c = f ′(x) που είναι

άτοπο. Εποµένως δεν µπορεί να ισχύει f ′(x0−) < f ′(x0) < f ′(x0+), δηλαδή η f ′ να

έχει ασυνέχεια πρώτου είδους στο x0.

(ϐʹ) Θα αποδείξουµε ότι η f ′ διατηρεί το πρόσηµο στο διάστηµα I. Πράγµατι, αν υποθέσου-

µε ότι για κάποια x, y ∈ I είναι f ′(x) < 0 < f ′(y), από το ϑεώρηµα Darboux υπάρχει

ξ µεταξύ των x και y µε f ′(ξ) = 0. ΄Ατοπο, επειδή από την υπόθεση είναι f ′(x) 6= 0 για

κάθε x ∈ I και κατά συνέπεια f ′(ξ) 6= 0. Εποµένως ϑα είναι είτε f ′(x) < 0 για κάθε

x ∈ I ή f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ I. ΄Αρα, είτε η f είναι γνήσια ϕθίνουσα στο I ή η f

είναι γνήσια αύξουσα στο I.
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(γʹ) Είναι

F ′(x) = f ′(x)e−f(x)
2 6= 0 για κάθε x ∈ I

και εποµένως η F είναι γνήσια µονότονη στο διάστηµα f(I). Επειδή F (x0) = 0 ⇔

(F−1)(0) = x0, είναι

(F−1)′(0) =
1

F ′(x0)
=
ef(x0)

2

f ′(x0)
= e .

Θ5. Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα ή µε οποιοδήποτε άλλο τρόπο,

υπολογίστε το όριο

lim
a→0

∫ 2

0

√
4 + a2x3

4 + x2
dx .

(1,5 µον.)

Λύση. 1ος τρόπος. Επειδή οι συναρτήσεις f(x) =
√

4 + a2x3 και g(x) = 1
4+x2

είναι ϑετικές

και συνεχείς στο διάστηµα [0, 2], από το γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώ-

µατα είναι ∫ 2

0

√
4 + a2x3

4 + x2
dx =

√
4 + a2ξ3

∫ 2

0

1

22 + x2
dx

=
√

4 + a2ξ3 · 1

2
arctan

(x
2

)∣∣∣x=2

x=0

=
√

4 + a2ξ3 · 1

2
arctan 1 =

π

8

√
4 + a2ξ3 ,

για κάποιο ξ µε 0 ≤ ξ ≤ 2. ΄Οµως lima→0

√
4 + a2ξ3 = 2, οπότε

lim
a→0

∫ 2

0

√
4 + a2x3

4 + x2
dx =

π

4
.

2ος τρόπος. Επειδή ∫ 2

0

(
lim
a→0

√
4 + a2x2

4 + x2

)
dx =

∫ 2

0

2

4 + x2
dx ,

ϑεωρούµε τη διαφορά∣∣∣∣∣
√

4 + a2x3

4 + x2
dx−

∫ 2

0

2

4 + x2
dx

∣∣∣∣∣ =

∫ 2

0

√
4 + a2x3 − 2

4 + x2
dx

≤ (
√

4 + 8a3 − 2)

∫ 2

0

1

4 + x2
dx −−−→

a→0
0 .
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Εποµένως

lim
a→0

∫ 2

0

√
4 + a2x3

4 + x2
dx =

∫ 2

0

2

22 + x2
dx = arctan 1 =

π

4
.

Επαναληπτική Εξέταση στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

13 Σεπτεµβρίου, 2013

Θ1. ΄Εστω A, B µη κενά άνω ϕραγµένα σύνολα πραγµατικών αριθµών. Αν supA < supB,

αποδείξτε ότι υπάρχει στοιχείο β ∈ B που να είναι άνω ϕράγµα του συνόλου A. Ισχύει το

συµέρασµα αν supA ≤ supB; (1 µον.)

Λύση. Αν επιλέξουµε ε = supB − supA > 0, τότε από τον χαρακτηρισµό του supremum

ϑα υπάρχει β ∈ B τέτοιο ώστε

β > supB − ε = supB − supB + supA = supA .

΄Αρα β > α, για κάθε α ∈ A, δηλαδή το β είναι άνω ϕράγµα του A.

Αν η ανισότητα δεν είναι γνήσια, τότε δεν ισχύει το συµπέρασµα (µπορούµε για παράδειγµα

να πάρουµε A = [0, 1) και B = [1/2, 1)).

Θ2. ΄Εστω (αν) ακολουθία ϑετικών πραγµατικών αριθµών.

(αʹ) Αποδείξτε ότι η σειρά
∞∑
ν=1

αν
2 + ν2αν

συγκλίνει. (1 µον.)

(ϐʹ) Αν υποθέσουµε ότι η σειρά
∑∞

ν=1 αν αποκλίνει, αποδείξτε ότι και η σειρά

∞∑
ν=1

αν
2 + αν

ϑα αποκλίνει. (1 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Για κάθε ν ∈ N είναι

0 <
αν

2 + ν2αν
<

αν
ν2αν

=
1

ν2
.

Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞

ν=1

(
1/ν2

)
συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης για

σειρές µε ϑετικούς όρους και η σειρά
∞∑
ν=1

αν
2 + ν2αν

ϑα συγκλίνει.

(ϐʹ) ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις :

– Η ακολουθία (αν) είναι άνω ϕραγµένη, δηλαδή υπάρχειM > 0, τέτοιο ώστε αν ≤M

για κάθε ν ∈ N. Τότε
αν

2 + αν
≥ αν

2 +M
=

1

2 +M
· αν ,

για κάθε ν ∈ N και συνεπώς από το κριτήριο σύγκρισης για σειρές µε ϑετικούς όρους

και η σειρά
∞∑
ν=1

αν
2 + αν

ϑα αποκλίνει.

– Η ακολουθία (αν) δεν είναι άνω ϕραγµένη. Τότε υπάρχει υπακολουθία (ακν ) της

(αν) µε

lim
ν→∞

ακν = +∞ .

Εποµένως

lim
ν→∞

ακν
2 + ακν

= lim
ν→∞

1

2/ακν + 1
= 1

και κατά συνέπεια lim
ν→∞

αν
2 + αν

6= 0. ΄Αρα, από το κριτήριο απόκλισης η σειρά
∞∑
ν=1

αν
2 + αν

ϑα αποκλίνει.

Θ3. ΄Εστω f : (0,∞)→ R συνάρτηση κλάσης C1 στο (0,∞) και τέτοια ώστε limx→∞ xf
′(x) = 1.

(αʹ) Αποδείξτε ότι υπάρχει a > 0 τέτοιο ώστε

για κάθε x ≥ a⇒ f ′(x) >
1

2x
.

(1 µον.)

(ϐʹ) Υπολογίστε αν υπάρχει το όριο limx→∞ f(x) . (1 µον.)

Λύση.



250 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΘΕΜΑΤΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ

(αʹ) Επειδή limx→∞ xf
′(x) = 1, για ε = 1/2 υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x > M

να ισχύει

|xf ′(x)− 1| < 1

2
⇔ 1

2
< xf ′(x) <

3

2
⇔ 1

2x
< f ′(x) <

3

2x
.

Εποµένως αν επιλέξουµε a > M > 0, τότε

για κάθε x ≥ a⇒ f ′(x) >
1

2x
.

(ϐʹ) Επειδή η f ′ είναι συνεχής στο (0,∞), από το δεύτερο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του ολο-

κληρωτικού λογισµού έχουµε

f(x) = f(a) +

∫ x

a
f ′(t) dt

≥ f(a) +

∫ x

a

1

2t
dt (f ′(t) > 1

2t για κάθε t ≥ a > 0)

= f(a) +
1

2
(lnx− ln a)

= f(a) +
1

2
ln
x

a
−−−→
x→∞

∞

και εποµένως limx→∞ f(x) =∞.

Θ4. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R→ R είναι κλάσης C2 και τέτοια ώστε

f(x+ y)f(x− y) ≤ (f(x))2 , για κάθε x, y ∈ R .

Αποδείξτε ότι

f(x)f ′′(x) ≤ (f ′(x))2 , για κάθε x ∈ R .

(2 µον.)

Λύση. ΄Εστω x ∈ R, x σταθερό. Αν y 6= 0, από τον τύπο Taylor έχουµε

f(x+ y) = f(x) + f ′(x)y +
f ′′(ζy)

2!
y2 , για κάποιο ζy µεταξύ x και x+ y

και

f(x− y) = f(x)− f ′(x)y +
f ′′(ξy)

2!
y2 , για κάποιο ξy µεταξύ x και x− y .
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Πολλαπλασιάζοντας τις παραπάνω ισότητες κατά µέλη και χρησιµοποιώντας την υπόθεση

παίρνουµε

(f(x))2 − f(x)f ′(x)y + f(x)
f ′′(ξy)

2
y2 + f(x)f ′(x)y − (f ′(x))2y2 + f ′(x)

f ′′(ξy)

2
y3

+f(x)
f ′′(ζy)

2
y2 − f ′(x)

f ′′(ζy)

2
y3 +

f ′′(ζy)f
′′(ξy)

4
y4 ≤ (f(x))2 .

Εποµένως

f(x)
f ′′(ξy)

2
y2+f ′(x)

f ′′(ξy)

2
y3+f(x)

f ′′(ζy)

2
y2−f ′(x)

f ′′(ζy)

2
y3+

f ′′(ζy)f
′′(ξy)

4
y4 ≤ (f ′(x))2y2

και διαιρώντας µε y2 έχουµε

f(x)
f ′′(ξy)

2
+ f ′(x)

f ′′(ξy)

2
y + f(x)

f ′′(ζy)

2
− f ′(x)

f ′′(ξy)

2
y +

f ′′(ξy)f
′′(ζy)

4
y2 ≤ (f ′(x))2 .

Επειδή limy→0 ζy = limy→0 ξy = x και η f ′′ είναι συνεχής, παίρνοντας στην παραπάνω

ανισότητα το y → 0 τελικά προκύπτει ότι

f(x)
f ′′(x)

2
+ f(x)

f ′′(x)

2
≤ (f ′(x))2 ⇔ f(x)f ′′(x) ≤ (f ′(x))2 , για κάθε x ∈ R .

Θ5. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση f(x) = lnx ορισµένη στο διάστηµα [1, n], n ∈ N, n ≥ 2 και έστω

P = {1, 2, . . . , n − 1, n} διαµέριση του [1, n]. Υπολογίστε το κάτω άθροισµα L(f, P ),

το άνω άθροισµα U(f, P ) της f που αντιστοιχεί στη διαµέριση P και αποδείξτε ότι

n− 1 + ln(n− 1)! ≤ n lnn ≤ n− 1 + lnn! .

(1 µον.)

(ϐʹ) Να ϐρεθεί η συνεχής συνάρτηση f : (−1,∞)→ R τέτοια ώστε

f ′(x) =
1

(x+ 2)
√
x+ 1

, για κάθε x > −1 και f(0) =
π

2
.

(1 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Επειδή η f(x) = lnx είναι γνήσια αύξουσα συνάρτηση στο στο διάστηµα [1, n], έχουµε

L(f, P ) = (2− 1) ln 1 + (3− 2) ln 2 + · · ·+ (n− (n− 1)) ln(n− 1)

= ln 2 + · · ·+ ln(n− 1) = ln(n− 1)!

και

U(f, P ) = (2− 1) ln 2 + (3− 2) ln 3 + · · ·+ (n− (n− 1)) lnn

= ln 2 + ln 3 + · · ·+ lnn = lnn! .

Επίσης ∫ n

1
lnx dx = x lnx|x=nx=1 −

∫ n

1
dx = n lnn− n+ 1 .

΄Οµως

L(f, P ) ≤
∫ n

1
lnx dx ≤ U(f, P )

και εποµένως

ln(n− 1)! ≤ n lnn− n+ 1 ≤ lnn!⇔ n− 1 + ln(n− 1)! ≤ n lnn ≤ n− 1 + lnn! .

(ϐʹ) Από το δεύτερο ϑεµελιώδες ϑεώρηµα του ολοκληρωτικού λογισµού για κάθε x > −1

έχουµε

f(x)− f(0) =

∫ x

0

1

(t+ 2)
√
t+ 1

dt

=

∫ √x+1

1

1

(u2 + 1)u
2u du (αντικατάσταση u =

√
t+ 1⇔ t = u2 − 1)

= 2 arctanu|u=
√
x+1

u=1

= 2(arctan
√
x+ 1− arctan 1)

= 2
(

arctan
√
x+ 1− π

4

)
= 2 arctan

√
x+ 1− π

2

και εποµένως f(x) = 2 arctan
√
x+ 1.
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2.4 Ακαδηµαϊκό έτος 2011–12

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

8 Μαρτίου, 2012

Θ1. (αʹ) ΄Εστω A, B µη κενά σύνολα πραγµατικών αριθµών τέτοια ώστε x ≤ y, για κάθε x ∈ A

και κάθε y ∈ B. Να δείξετε ότι inf B ≥ x, για κάθε x ∈ A. (1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω (αν) ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Υποθέτουµε ότι

lim
ν→∞

ν
√
|αν | = ρ < 1 .

∆είξτε ότι lim
ν→∞

αν = 0. (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Αν inf B < x, για κάποιο x ∈ A, τότε επιλέγοντας ε = x− inf B > 0, από το χαρακτη-

ϱισµό του infimum ϑα υπάρχει y ∈ B τέτοιο ώστε

y < inf B + ε = x

το οποίο είναι άτοπο. ΄Αρα inf B ≥ x, για κάθε x ∈ A.

(ϐʹ) Από την υπόθεση, για ε > 0 αρκετά µικρό υπάρχει ν0 ∈ N, τέτοιο ώστε

ν
√
|αν | < ρ+ ε = λ < 1 για κάθε ν ≥ ν0 .

Εποµένως

0 ≤ |αν | < λν για κάθε ν ≥ ν0 .

Αφού 0 < λ < 1, είναι limν→∞ λ
ν = 0 και κατά συνέπεια limν→∞ |αν | = 0. Το

τελευταίο όµως συνεπάγεται ότι limν→∞ αν = 0
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Θ2. (αʹ) ΄Εστω (αν) και (βν) ακολουθίες ϑετικών πραγµατικών αριθµών. Υποθέτουµε ότι

lim
ν→∞

αν
βν

= +∞ .

∆είξτε ότι αν η σειρά
∞∑
ν=1

βν αποκλίνει, τότε αποκλίνει και η σειρά
∞∑
ν=1

αν . (1 µον.)

(ϐʹ) Να αναπτύξετε σε δυναµοσειρά, κέντρου 0, τη συνάρτηση

f(x) =
1

(1 + x)3
, |x| < 1 .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) ΄Εστω M > 0. Τότε από τον ορισµό του ορίου υπάρχει ν0 ∈ N, τέτοιο ώστε

αν
βν

> M για κάθε ν ≥ ν0 .

Εποµένως,

αν > Mβν για κάθε ν ≥ ν0 .

Επειδή η σειρά
∞∑
ν=1

βν = +∞ αποκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και η σειρά

∞∑
ν=1

αν = +∞ ϑα αποκλίνει.

(ϐʹ) ΄Εχουµε, χρησιµοποιώντας τη γεωµετρική σειρά και το ϑεώρηµα για την παραγώγιση

όρο προς όρο δυναµοσειρών, ότι

1

(1 + x)3
= −1

2

(
1

(1 + x)2

)′
=

1

2

(
1

1 + x

)′′
=

1

2

(
1− x+ x2 − x3 + x4 − x5 + · · ·

)′′
=

1

2

(
−1 + 2x− 3x2 + 4x3 − 5x4 + · · ·

)′
= 1− 3x+ 6x2 − 10x3 + · · · , |x| < 1 .

Θ3. ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι συνεχής στο κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα [a, b].
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(αʹ) Υποθέτουµε ότι η f δεν είναι ϕραγµένη. Τότε, για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει xn ∈ [a, b]

τέτοιο ώστε

|f(xn)| > n .

Χρησιµοποιώντας το ϑεώρηµα Bolzano-Weierstrass για ακολουθίες αποδείξτε ότι η

παραπάνω υπόθεση οδηγεί σε άτοπο. Εποµένως η f είναι ϕραγµένη στο [a, b]. (1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω f(x0) > 0, όπου x0 ∈ (a, b). Αποδείξτε οτι υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε

για κάθε x ∈ [x0 − δ, x0 + δ] ⊂ [a, b] να ισχύει
f(x0)

2
< f(x) <

3f(x0)

2
. (2.7)

Εφαρµογή. Υποθέτουµε ότι f(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b] και ότι το ολοκλήρωµα∫ b

a
f(x) dx = 0 .

Αν υπάρχει x0 ∈ (a, b) τέτοιο ώστε f(x0) > 0, χρησιµοποιώντας τη (2.7) αποδείξτε ότι∫ b

a
f(x) dx > 0 . (άτοπο)

Να συµπεράνετε ότι f(x) = 0 για κάθε x ∈ [a, b]. (1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Η ακολουθία (xn) σηµείων του [a, b] είναι ϕραγµένη και εποµένως από το ϑεώρηµα

Bolzano-Weierstrass για ακολουθίες, υπάρχει υπακολουθία (xkn) µε limn→∞ xkn = x.

Είναι a ≤ xkn ≤ b για κάθε n ∈ N∗ και κατά συνέπεια το x ∈ [a, b]. Επειδή η f είναι

συνεχής συνάρτηση, από το ϑεώρηµα µεταφοράς

lim
n→∞

f (xkn) = f(x) .

∆ηλαδή η ακολουθία (f (xkn)) συγκλίνει και κατά συνέπεια ϑα είναι ϕραγµένη. ΄Οµως

από την υπόθεση είναι

|f(xkn)| > kn ≥ n , για κάθε n ∈ N∗

και εποµένως limn→∞ |f (xkn)| = ∞, δηλαδή η ακολουθία (f (xkn)) δεν είναι ϕραγ-

µένη. ΄Ατοπο. Εποµένως η f είναι ϕραγµένη στο [a, b].
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(ϐʹ) Επειδή η f είναι συνεχής στο x0 ∈ (a, b), για ε = f(x0)/2 > 0 υπάρχει δ1 > 0 τέτοιο

ώστε αν x ∈ [a, b] µε |x− x0| < δ1, δηλαδή x ∈ (x0 − δ1, x0 + δ1), να ισχύει

|f(x)− f(x0)| <
f(x0)

2
⇔ f(x0)

2
< f(x) <

3f(x0)

2
.

Αν πάρουµε το δ < δ1 αρκετά µικρό έτσι ώστε [x0 − δ, x0 + δ] ⊂ [a, b], τότε

για κάθε x ∈ [x0 − δ, x0 + δ] ⊂ [a, b] ϑα είναι
f(x0)

2
< f(x) <

3f(x0)

2
.

Εφαρµογή. Αν υπάρχει x0 ∈ (a, b) τέτοιο ώστε f(x0) > 0, χρησιµοποιώντας τη (2.7)

έχουµε ∫ b

a
f(x) dx ≥

∫ x0+δ

x0−δ
f(x) dx ≥

∫ x0+δ

x0−δ

f(x0)

2
dx = δf(x0) > 0 . (άτοπο)

Εποµένως f(x) = 0 για κάθε x ∈ (a, b). Επειδή η f είναι συνεχής στο [a, b], ϑα είναι

f(a) = limx→a+ f(x) = 0 και f(b) = limx→b− f(x) = 0. ΄Αρα, f(x) = 0 για κάθε

x ∈ [a, b].

Θ4. (αʹ) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα Taylor. Στον τύπο Taylor δείξτε ποιο είναι το πολυώνυµο Taylor

ϐαθµού n (n ∈ N) και ποιο το υπόλοιπο. ∆ώστε και τις δύο µορφές του υπολοίπου.

Ποιο ϑεώρηµα χρησιµοποιείται για την απόδειξη του τύπου Taylor; (1 µον.)

(ϐʹ) Εφαρµόστε τον τύπο Maclaurin για τη συνάρτηση f(x) = ln(1 + x), x > −1 και

αποδείξτε ότι για οποιοδήποτε k ∈ N και για κάθε x > 0 έχουµε

x− 1

2
x2 + · · · − 1

2k
x2k < ln(1 + x) < x− 1

2
x2 + · · ·+ 1

2k + 1
x2k+1 . (2.8)

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Θεώρηµα Taylor: ΄Εστω n ∈ N και έστω η συνεχής συνάρτηση f : [a, b] → R της

οποίας οι παράγωγοι f ′, f ′′, . . . , f (n) είναι συνεχείς στο [a, b] και η f (n+1) υπάρχει στο

(a, b). Αν x0 ∈ [a, b], τότε για κάθε x ∈ [a, b] υπάρχει ξ µεταξύ x0 και x τέτοιο ώστε

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) +
f ′′(x0)

2!
(x− x0)2 + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)n +Rn(x) ,

(τύπος Taylor)
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όπου

Pn(x) =
n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)k είναι το πολυώνυµο Taylor ϐαθµού n

και Rn(x) είναι το υπόλοιπο µε

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)n+1 (Lagrange)

ή

Rn(x) =
f (n+1)(ξ)

n!
(x− ξ)n(x− x0) . (Cauchy)

Για την απόδειξη του τύπου Taylor µε το υπόλοιπο κατά Lagrange χρησιµοποιείται το

῾῾γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής ᾿᾿. Για την απόδειξη του ίδιου τύπου µε το υπόλοιπο

κατά Cauchy χρησιµοποιείται το κλασικό ϑεώρηµα µέσης τιµής (για τις αποδείξεις

παραπέµπουµε στο [27]).

(ϐʹ) Θα εφαρµόσουµε τον τύπο Maclaurin(τύπος Taylor µε x0 = 0)

f(x) = f(0) + f ′(0)x+
f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn +

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
xn+1 ,

όπου ξ µεταξύ 0 και x. Παρατηρούµε ότι η n-οστή παράγωγος της f(x) = ln(1 + x),

x > −1, είναι

f (n)(x) = (−1)n−1
(n− 1)!

(1 + x)n
.

Κατά συνέπεια

f (n)(0)

n!
= (−1)n−1

1

n
και

f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
= (−1)n

1

(n+ 1)(1 + ξ)n+1
.

Εποµένως, αν x > 0

ln(1 + x) = x− 1

2
x2 + · · ·+ (−1)n−1

1

n
xn︸ ︷︷ ︸

Pn(x)

+ (−1)n
1

(n+ 1)(1 + ξ)n+1
xn+1︸ ︷︷ ︸

Rn(x)

, (2.9)

για κάποιο ξ µε 0 < ξ < x.

(i) Αν n = 2k είναι άρτιος, τότε R2k(x) > 0 και από τη (2.9) προκύπτει η αριστερή

ανισότητα της (2.8).

(ii) Αν n = 2k+1 είναι περιττός, τότε R2k+1(x) < 0 και από τη (2.9) προκύπτει η δεξιά

ανισότητα της (2.8).
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Θ5. Υπολογίστε το ολοκλήρωµα ∫ x

1

1

t2 + 2t+ 5
dt , x ∈ R

και στη συνέχεια αποδείξτε ότι η λύση της εξίσωσης∫ x

1

1

t2 + 2t+ 5
dt =

π

24

είναι x = 2
√

3− 1. (1,5 µον.)

Λύση. Είναι ∫ x

1

1

t2 + 2t+ 5
dt =

∫ x

1

1

(t+ 1)2 + 22
dt

=
1

2
arctan

(
t+ 1

2

)∣∣∣∣t=x
t=1

=
1

2
arctan

(
x+ 1

2

)
− 1

2
arctan 1

=
1

2
arctan

(
x+ 1

2

)
− π

8
.

Εποµένως ∫ x

1

1

t2 + 2t+ 5
dt =

π

24
⇔ 1

2
arctan

(
x+ 1

2

)
− π

8
=

π

24

⇔ arctan

(
x+ 1

2

)
=
π

3

⇔ x+ 1

2
= tan

π

3

⇔ x+ 1

2
=
√

3

⇔ x = 2
√

3− 1 .
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Επαναληπτική Εξέταση στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

5 Οκτωβρίου, 2012

Θ1. ΄Εστω A, B µη κενά άνω ϕραγµένα σύνολα πραγµατικών αριθµών. Αν supA < supB,

αποδείξτε ότι υπάρχει στοιχείο β ∈ B που να είναι άνω ϕράγµα του συνόλου A. Ισχύει το

συµέρασµα αν supA ≤ supB; (1 µον.)

Λύση. Αν επιλέξουµε ε = supB − supA > 0, τότε από τον χαρακτηρισµό του supremum

ϑα υπάρχει β ∈ B τέτοιο ώστε

β > supB − ε = supB − supB + supA = supA .

΄Αρα β > α, για κάθε α ∈ A, δηλαδή το β είναι άνω ϕράγµα του A.

Αν η ανισότητα δεν είναι γνήσια, τότε δεν ισχύει το συµπέρασµα (µπορούµε για παράδειγµα

να πάρουµε A = [0, 1) και B = [1/2, 1)).

Θ2. ΄Εστω (αν) ακολουθία ϑετικών πραγµατικών αριθµών.

(αʹ) Αποδείξτε ότι η σειρά
∞∑
ν=1

αν
2 + ν2αν

συγκλίνει. (1 µον.)

(ϐʹ) Αν υποθέσουµε ότι η σειρά
∑∞

ν=1 αν αποκλίνει, αποδείξτε ότι και η σειρά

∞∑
ν=1

αν
2 + αν

ϑα αποκλίνει. (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Για κάθε ν ∈ N∗ είναι

0 <
αν

2 + ν2αν
<

αν
ν2αν

=
1

ν2
.

Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞

ν=1

(
1/ν2

)
συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης για

σειρές µε ϑετικούς όρους και η σειρά
∞∑
ν=1

αν
2 + ν2αν

ϑα συγκλίνει.

(ϐʹ) ∆ιακρίνουµε δύο περιπτώσεις :
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– Η ακολουθία (αν) είναι άνω ϕραγµένη, δηλαδή υπάρχειM > 0, τέτοιο ώστε αν ≤M

για κάθε ν ∈ N∗. Τότε

αν
2 + αν

≥ αν
2 +M

=
1

2 +M
· αν ,

για κάθε ν ∈ N∗ και συνεπώς από το κριτήριο σύγκρισης για σειρές µε ϑετικούς

όρους και η σειρά
∞∑
ν=1

αν
2 + αν

ϑα αποκλίνει.

– Η ακολουθία (αν) δεν είναι άνω ϕραγµένη. Τότε υπάρχει υπακολουθία (ακν ) της

(αν) µε

lim
ν→∞

ακν = +∞ .

Εποµένως

lim
ν→∞

ακν
2 + ακν

= lim
ν→∞

1

2/ακν + 1
= 1

και κατά συνέπεια lim
ν→∞

αν
2 + αν

6= 0. ΄Αρα, από το κριτήριο απόκλισης η σειρά
∞∑
ν=1

αν
2 + αν

ϑα αποκλίνει.

Θ3. (αʹ) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα Bolzano-Weierstrass για ακολουθίες και το ϑεώρηµα µεταφο-

ϱάς για συνεχείς συναρτήσεις.

(0,5 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση. Υποθέτουµε ότι υπάρχει ακολουθία (xn)

σηµείων του [a, b] τέτοια ώστε

f(xn) =
2

n2
.

∆είξτε ότι υπάρχει x0 ∈ [a, b] τέτοιο ώστε f(x0) = 0. (0,8 µον.)

(γʹ) ΄Εστω g : R → R συνεχής συνάρτηση. Αν g(r) = 0 για κάθε r ∈ Q, είναι g(x) = 0 για

κάθε x ∈ R; ∆ικαιολογείστε την απάντησή σας. (0,7 µον.)

Λύση.

(αʹ) Θεώρηµα Bolzano-Weierstrass για ακολουθίες: Κάθε ϕραγµένη ακολουθία περιέ-

χει µια συγκλίνουσα υπακολουθία.
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Θεώρηµα µεταφοράς για συνεχείς συναρτήσεις: Η συνάρτηση f : A→ R, A ⊆ R,

είναι συνεχής στο σηµείο x0 ∈ A αν και µόνο αν για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του

A που συγκλίνει στο x0, η ακολουθία (f(xn)) συγκλίνει στο f(x0).

(ϐʹ) Η ακολουθία (xn) είναι ϕραγµένη και εποµένως από το ϑεώρηµα Bolzano-Weierstrass

υπάρχει υπακολουθία (xkn) µε limn→∞ xkn = x0. Είναι a ≤ xkn ≤ b για κάθε n ∈ N∗

και κατά συνέπεια το x0 ∈ [a, b]. Επειδή η f είναι συνεχής συνάρτηση, από το ϑεώρηµα

µεταφοράς έχουµε

f(x0) = lim
n→∞

f(xkn) = lim
n→∞

2

k2n
= 0 .

(γʹ) ΄Εστω x ∈ R. Επειδή το Q είναι σύνολο πυκνό στο R, υπάρχει ακολουθία (rn) ϱητών

αριθµών µε limn→∞ rn = x. Πράγµατι, για κάθε n ∈ N∗ υπάρχει rn ∈ Q τέτοιο ώστε

x− 1

n
< rn < x+

1

n
.

Εποµένως limn→∞ rn = x. Επειδή η g είναι συνεχής συνάρτηση, από το ϑεώρηµα

µεταφοράς έχουµε

g(x) = lim
n→∞

g(rn) = 0 .

΄Αρα, g(x) = 0 για κάθε x ∈ R.

Θ4. ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής στο [a, b] και παραγωγίσιµη στο (a, b).

Αν limx→a+ f
′(x) = λ ∈ R, αποδείξτε ότι η f είναι από δεξιά παραγωγίσιµη στο a και

f ′+(a) = λ(δηλαδή, f ′+(a) = f ′(a+)). (1 µον.)

Λύση. Επειδή limx→a+ f
′(x) = λ,

∀ε > 0 υπάρχει δ > 0, τέτοιο ώστε για κάθε x µε a < x < a+ δ ≤ b είναι |f ′(x)− λ| < ε .

(2.10)

Από το ϑεώρηµα µέσης τιµής για κάθε t ∈ (a, a+ δ) υπάρχει ξ ∈ (a, t) τέτοιο ώστε

f(t)− f(a)

t− a
= f ′(ξ) .

Εποµένως, από τη (2.10) για x = ξ προκύπτει ότι

για κάθε t ∈ (a, a+ δ) ,
∣∣∣∣f(t)− f(a)

t− a
− λ

∣∣∣∣ < ε .
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∆ηλαδή f ′+(a) = limt→a+
f(t)−f(a)

t−a = λ. ΄Αρα, η δεξιά παράγωγος της f στο a υπάρχει και

ισούται µε λ.

Θ5. ΄Εστω I ένα διάστηµα στοR και έστω f : I → R µία συνεχής και γνήσια µονότονη συνάρτηση.

(αʹ) Αν η f είναι παραγωγίσιµη στο x0 ∈ I και f ′(x0) 6= 0, δείξτε ότι η αντίστροφη συνάρ-

τηση f−1 είναι παραγωγίσιµη στο y0 = f(x0) και ισχύει

(f−1)′(y0) =
1

f ′(x0)
.

(1 µον.)

(ϐʹ) Αν η f είναι παραγωγίσιµη µε παράγωγο f ′(x) = (1 + x3)−1/2 για κάθε x ∈ I =

(−1,∞), δείξτε ότι η αντίστροφη συνάρτηση g = f−1 ικανοποιεί τη σχέση

g′′(x) =
3

2
g(x)2 , για κάθε x ∈ f(I) .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Πρέπει να δείξουµε ότι το όριο

lim
h→0

f−1(y0 + h)− f−1(y0)
h

υπάρχει και ισούται µε 1/f ′(x0). Παίρνουµε το h αρκετά µικρό, h 6= 0, έτσι ώστε το

y0 + h να ανήκει στο πεδίο ορισµού της f−1(δηλαδή στο πεδίο τιµών της f ). Επειδή η

f είναι 1− 1, υπάρχει µοναδικό t 6= 0 τέτοιο ώστε y0 + h = f(x0 + t). Εποµένως,

h = f(x0 + t)− y0 = f(x0 + t)− f(x0)

και

x0 + t = f−1(y0 + h), οπότε t = f−1(y0 + h)− x0 = f−1(y0 + h)− f−1(y0) .

Ως γνωστόν η f−1 είναι συνεχής και εποµένως limh→0[f
−1(y0 + h) − f−1(y0)] = 0.

∆ηλαδή το t→ 0 καθώς το h→ 0. Τότε,

lim
h→0

f−1(y0 + h)− f−1(y0)
h

= lim
t→0

t

f(x0 + t)− f(x0)

= lim
t→0

1
f(x0+t)−f(x0)

t

=
1

f ′(x0)
.

΄Αρα, η παράγωγος (f−1)′(y0) υπάρχει και ισούται µε 1/f ′(x0).
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(ϐʹ) Επειδή f ′(x) > 0 για κάθε x ∈ (−1,∞), η f είναι γνήσια αύξουσα στο διάστηµα

I = (−1,∞). Για κάθε x ∈ f(I) έχουµε

g′(x) = (f−1)′(x) =
1

f ′(f−1(x))
(από το (α΄))

=
{

1 + [f−1(x)]3
}1/2

και εποµένως

g′′(x) =
3

2

[f−1(x)]2(f−1)′(x)

{1 + [f−1(x)]3}1/2

=
3

2
[f−1(x)]2 =

3

2
g(x)2 .

Θ6. (αʹ) Υπολογίστε το ολοκλήρωµα ∫ 4

2

1

x
√
x− 1

dx .

(1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω f : [0, 1]→ R συνεχής συνάρτηση. Αν a, b > 0, χρησιµοποιώντας το γενικευµένο

ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα ή µε οποιοδήποτε άλλο τρόπο, αποδείξτε ότι

lim
ε→0+

∫ bε

aε

f(x)

x
dx = f(0) ln

b

a
.

(1 µον.)

(γʹ) Αποδείξτε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ 1

0
| ln t| dt συγκλίνει και ισούται µε 1.

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι∫ 4

2

1

x
√
x− 1

dx =

∫ √3
1

1

(t2 + 1)t
2t dt (αντικατάσταση t =

√
x− 1⇔ x = t2 + 1)

= 2 arctan t|t=
√
3

t=1

= 2(arctan
√

3− arctan 1)

= 2
(π

3
− π

4

)
=
π

6
.
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(ϐʹ) Για ε > 0 αρκετά µικρό τα aε, bε ∈ (0, 1). Επειδή η συνάρτηση f είναι συνεχής και η

g(x) = 1/x είναι ϑετική και συνεχής στο κλειστό διάστηµα µε άκρα τα aε, bε, από το

γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα(παραπέµπουµε στο [27]) είναι∫ bε

aε

f(x)

x
dx = f(ξ(ε)) ·

∫ bε

aε

1

x
dx = f(ξ(ε)) (ln bε− ln aε) = f(ξ(ε)) ln

b

a
, (2.11)

για κάποιο ξ(ε) ∈ [aε, bε] αν a < b ή ξ(ε) ∈ [bε, aε] αν b < a. Επειδή η f είναι συνεχής

και limε→0+ ξ(ε) = 0, ϑα είναι limε→0+ f(ξ(ε)) = f(0). ΄Αρα, από τη (2.11) έχουµε

lim
ε→0+

∫ bε

aε

f(x)

x
dx = f(0) ln

b

a
.

(γʹ) Για κάθε x ∈ (0, 1)∫ 1

x
| ln t| dt = −

∫ 1

x
ln t dt = − t ln t|t=1

t=x +

∫ 1

x
dt = x lnx+ 1− x

(παραγοντική ολοκλήρωση)

και εποµένως ∫ 1

0
|ln t| dt = lim

x→0+

∫ 1

x
| ln t| dt

= lim
x→0+

(x lnx+ 1− x)

= lim
x→0+

x lnx+ 1

= lim
x→0+

lnx

1/x
+ 1

= − lim
x→0+

x+ 1 (κανόνας L’Hôpital)

= 1 .

∆ηλαδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ 1
0 | ln t| dt συγκλίνει και ισούται µε 1.
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2.5 Ακαδηµαϊκό έτος 2010–11

ΣΧΟΛΗ ΕΦΑΡΜΟΣΜΕΝΩΝ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ & ΦΥΣΙΚΩΝ ΕΠΙΣΤΗΜΩΝ

ΤΟΜΕΑΣ ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΩΝ

Εξετάσεις στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

24 Φεβρουαρίου, 2011

Θ1. (αʹ) ΄Εστω A, B µη κενά κάτω ϕραγµένα σύνολα πραγµατικών αριθµών. ∆είξτε ότι αν

inf A < inf B, τότε υπάρχει στοιχείο α ∈ A που να είναι κάτω ϕράγµα του συνόλου B.

Ισχύει το συµπέρασµα αν inf A ≤ inf B; (1,2 µον.)

(ϐʹ) Να δείξετε ότι το σύνολο

Γ =
{ µ

ln ν
: µ ∈ Z, ν ∈ N∗ \ {1}

}
είναι πυκνό στο R. (1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Αν επιλέξουµε ε = inf B − inf A > 0, τότε από τον χαρακτηρισµό του infimum ϑα

υπάρχει α ∈ A τέτοιο ώστε

α < inf A+ ε = inf A+ (inf B − inf A) = inf B .

΄Αρα β > α, για κάθε β ∈ B, δηλαδή το α είναι κάτω ϕράγµα του B.

Αν η ανισότητα δεν είναι γνήσια, δηλαδή inf A ≤ inf B, τότε δεν ισχύει το συµπέρασµα

(µπορούµε για παράδειγµα να πάρουµε A = B = (0, 1]).

(ϐʹ) 1ος τρόπος. ΄Εστω x, y ∈ R, µε x < y. Υποθέτουµε ότι x > 0 και επιλέγουµε ένα

ν ∈ N∗ \ {1}, έτσι ώστε
1

ln ν
< y − x .

Στη συνέχεια επιλέγουµε τον ελάχιστο ϕυσικό αριθµό µ έτσι ώστε

µ

ln ν
> x .

Αυτό σηµαίνει ότι
µ− 1

ln ν
≤ x .
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Τότε,
µ

ln ν
≤ x+

1

ln ν
< x+ (y − x) = y

και εποµένως

x <
µ

ln ν
< y .

Αν x < 0 < y, µπορούµε να πάρουµε µ = 0. Τέλος αν x < y < 0, τότε 0 < −y < −x

και από το πρώτο µέρος της απόδειξης, ϑα υπάρχουν µ, ν ∈ N∗, ν 6= 1, τέτοια ώστε

−y < µ

ln ν
< −x⇔ x <

−µ
ln ν

< y .

΄Αρα το σύνολο

Γ =
{ µ

ln ν
: µ ∈ Z, ν ∈ N∗ \ {1}

}
είναι πυκνό στο R.

2ος τρόπος. ΄Εστω x ∈ R. Θεωρούµε την ακολουθία (xν) στοιχείων του συνόλου Γ µε

xν =
[x ln ν]

ln ν
, ν ≥ 2 ,

όπου [x ln ν] είναι το ακέραιο µέρος του x ln ν. Επειδή ως γνωστόν

x ln ν − 1 < [x ln ν] ≤ x ln ν ,

διαιρώντας µε ln ν παίρνουµε

x− 1

ln ν
< xν ≤ x .

Εποµένως, από το κριτήριο ισοσυγκλινουσών ακολουθιών έχουµε ότι limν→∞ xν = x.

Επειδή κάθε x ∈ R είναι όριο ακολουθίας στοιχείων του Γ, συµπεραίνουµε ότι το

σύνολο Γ είναι πυκνό στο R.

Θ2. ΄Εστω α0, α1, α2, . . . διαδοχικοί όροι αριθµητικής προόδου µε διαφορά ω = 5 και |λ| < 1.

∆είξτε ότι η σειρά
∞∑
ν=0

ανλ
ν συγκλίνει και στη συνέχεια υπολογίστε το άθροισµά της.

(1,5 µον.)
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Λύση. Επειδή limν→+∞ αν = +∞, είναι∣∣∣∣αν+1λ
ν+1

ανλν

∣∣∣∣ = |λ|
∣∣∣∣αν+1

αν

∣∣∣∣ = |λ|
∣∣∣∣αν + 5

αν

∣∣∣∣ = |λ|
∣∣∣∣1 +

5

αν

∣∣∣∣ −−−−→ν→+∞
|λ| < 1

και από το κριτήριο λόγου η σειρά συγκλίνει. Επειδή η σειρά συγκλίνει, από γνωστό κριτήριο

έπεται ότι

lim
ν→+∞

ανλ
ν = 0 .

Είναι

sν = α0 + α1λ+ α2λ
2 + · · ·+ αν−1λ

ν−1

⇒ λsν = λα0 + α1λ
2 + · · ·+ αν−1λ

ν .

Αφαιρώντας κατά µέλη παίρνουµε ότι

(1− λ)sν = α0 + (α1 − α0)λ+ (α2 − α1)λ
2 + · · ·+ (αν−1 − αν−2)λν−1 − αν−1λν .

∆ηλαδή

(1− λ)sν = α0 + 5λ
(
1 + λ+ λ2 + · · ·+ λν−2

)
− αν−1λν .

Συνεπώς, περνώντας στο όριο και στα δύο µέλη έχουµε ότι

(1− λ) lim
ν→+∞

sν = α0 + 5λ lim
ν→+∞

ν−2∑
k=0

λk − lim
ν→+∞

αν−1λ
ν .

Εποµένως, λαµβάνοντας υπόψην ότι |λ| < 1 (και άρα η γεωµετρική σειρά συγκλίνει) καθώς

και το ότι limν→+∞ ανλ
ν = 0, έχουµε

(1− λ)
∞∑
ν=0

ανλ
ν = α0 + 5λ

∞∑
ν=0

λν .

΄Αρα,
∞∑
ν=0

ανλ
ν =

α0

1− λ
+

5λ

(1− λ)2
.

Θ3. Αν η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι συνεχής στο διάστηµα [a, b], να αποδειχθεί ότι και η |f |

ϑα είναι συνεχής στο [a, b]. ∆ώστε ένα παράδειγµα συνάρτησης g η οποία να είναι ασυνεχής

σε κάθε σηµείο του [a, b], ενώ η |g| να είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του [a, b]. (1 µον.)
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Λύση. ΄Εστω η f είναι συνεχής και έστω x0 ∈ [a, b]. Τότε, για κάθε ε > 0 υπάρχει δ =

δ(ε) > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ [a, b] µε |x−x0| < δ να ισχύει |f(x)− f(x0)| < ε. Επειδή

ως γνωστόν ισχύει η ανισότητα ||f(x)| − |f(x0)|| ≤ |f(x)− f(x0)|, τελικά έχουµε ότι για

κάθε ε > 0 υπάρχει δ = δ(ε) > 0 τέτοιο ώστε για κάθε x ∈ [a, b] µε |x − x0| < δ να ισχύει

||f(x)| − |f(x0)|| < ε. ∆ηλαδή η |f | είναι συνεχής στο x0.

Θεωρούµε τώρα τη συνάρτηση g µε

g(x) =


1 αν x ∈ [a, b] ∩Q ,

−1 αν x ∈ [a, b] \Q .

Η g είναι ασυνεχής σε κάθε σηµείο του [a, b], ενώ |g(x)| = 1 για κάθε x ∈ [a, b]. Εποµένως

η |g| είναι συνεχής σε κάθε σηµείο του [a, b].

Θ4. (αʹ) Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : (0,+∞) → (0,+∞) είναι παραγωγίσιµη και τέτοια

ώστε

lim
x→0+

f(x) =
π

2
, lim
x→+∞

f(x) = 0 και f ′(x) ≤ − 1

1 + x2
για κάθε x > 0 .

Να αποδειχθεί ότι f(x) = arctan(1/x) για κάθε x > 0. (1 µον.)

(ϐʹ) ∆ιατυπώστε το ϑεώρηµα Bolzano-Weierstrass για ακολουθίες και το ϑεώρηµα µεταφο-

ϱάς για συνεχείς συναρτήσεις.

΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι παραγωγίσιµη στο κλειστό και ϕραγµένο

διάστηµα [a, b]. Αν οι συναρτήσεις f , f ′ δεν έχουν καµία κοινή ϱίζα στο διάστηµα [a, b],

να αποδειχθεί ότι το σύνολο των ϱιζών της f στο διάστηµα [a, b] είναι πεπερασµένο.

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Αν g(x) := f(x)− arctan(1/x), η g είναι παραγωγίσιµη στο (0,+∞) µε

g′(x) = f ′(x)− (1/x)′

1 + (1/x)2
= f ′(x) +

1

1 + x2
≤ 0 , για κάθε x > 0 .

Εποµένως η g είναι ϕθίνουσα στο διάστηµα (0,+∞). Επίσης έχουµε

lim
x→0+

g(x) = lim
x→0+

f(x)− lim
x→0+

arctan
1

x
=
π

2
− π

2
= 0
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και

lim
x→+∞

g(x) = lim
x→+∞

f(x)− lim
x→+∞

arctan
1

x
= 0 .

΄Αρα g(x) = 0⇔ f(x) = arctan(1/x) για κάθε x > 0.

(ϐʹ) Θεώρηµα Bolzano-Weierstrass για ακολουθίες: Κάθε ϕραγµένη ακολουθία περιέ-

χει µία συγκλίνουσα υπακολουθία.

Θεώρηµα µεταφοράς για συνεχείς συναρτήσεις: Η συνάρτηση f : A→ R, A ⊆ R,

είναι συνεχής στο σηµείο x0 ∈ A αν και µόνο αν για κάθε ακολουθία (xn) σηµείων του

A που συγκλίνει στο x0, η ακολουθία (f(xn)) συγκλίνει στο f(x0).

΄Εστω Z(f) := {x ∈ [a, b] : f(x) = 0} το σύνολο των ϱιζών της f στο διάστηµα [a, b].

Υποθέτουµε ότι το σύνολο Z(f) δεν είναι πεπερασµένο. Τότε υπάρχει ακολουθία (xn)

ξένων ανά δύο στοιχείων του συνόλου Z(f). Είναι f(xn) = 0 για κάθε n ∈ N∗. Η

ακολουθία (xn) είναι ϕραγµένη και εποµένως από το ϑεώρηµα Bolzano-Weierstrass

υπάρχει υπακολουθία (xkn) µε limn→∞ xkn = c. Είναι a ≤ xkn ≤ b για κάθε n ∈ N∗

και κατά συνέπεια το c ∈ [a, b]. Επειδή η f είναι συνεχής συνάρτηση, από το ϑεώρηµα

µεταφοράς limn→∞ f (xkn) = f(c). ΄Οµως f (xkn) = 0 για κάθε n ∈ N∗ οπότε και

f(c) = 0, δηλαδή το c είναι ϱίζα της f .

Η f είναι παραγωγίσιµη στο c ∈ [a, b] και εποµένως

f ′(c) = lim
x→c

f(x)− f(c)

x− c
.

Επειδή limn→∞ xkn = c, από το ϑεώρηµα µεταφοράς για το όριο συνάρτησης έχουµε

f ′(c) = lim
n→∞

f (xkn)− f(c)

xkn − c
= 0 .

Εποµένως f(c) = f ′(c) = 0, δηλαδή το c ∈ [a, b] είναι µία κοινή ϱίζα των f και f ′.

΄Ατοπο. ΄Αρα, το σύνολο των ϱιζών της f στο διάστηµα [a, b] είναι πεπερασµένο.

Θ5. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι∫ 1

0

1

x+
√

2− x2
dx =

∫ π/4

0

1

tan θ + 1
dθ =

1

4
ln 2 +

π

8
.

(1,5 µον.)
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(ϐʹ) Αν n ∈ N, να υπολογιστεί το όριο

lim
n→+∞

∫ √3
0

n arcsin (x/2)

x+ n
dx .

∆ικαιολογείστε την απάντησή σας. (1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι ∫ 1

0

1

x+
√

2− x2
dx =

∫ π/4

0

√
2 cos θ√

2 sin θ +
√

2 cos θ
dθ

(αντικατάσταση x =
√

2 sin θ ⇔ θ = arcsin(x/
√

2), 0 ≤ θ ≤ π/4)

=

∫ π/4

0

1

tan θ + 1
dθ

=

∫ 1

0

1

(1 + t) (1 + t2)
dt

(αντικατάσταση t = tan θ ⇔ θ = arctan t, 0 ≤ θ ≤ π/4)

=
1

2

∫ 1

0

[
1

1 + t
+
−t+ 1

1 + t2

]
dt

=
1

2

∫ 1

0

1

1 + t
dt− 1

2

∫ 1

0

t

1 + t2
dt+

1

2

∫ 1

0

1

1 + t2
dt

=
1

2
ln (1 + t)

∣∣∣∣1
0

− 1

4
ln
(
1 + t2

)∣∣∣∣1
0

+
1

2
arctan t

∣∣∣∣1
0

=
1

4
ln 2 +

π

8
.

(ϐʹ) 1ος τρόπος. Παρατηρούµε ότι∣∣∣∣∣
∫ √3
0

n arcsin(x/2)

x+ n
dx−

∫ √3
0

arcsin(x/2) dx

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ √3
0

x arcsin(x/2)

x+ n
dx

∣∣∣∣∣
=

∫ √3
0

x arcsin(x/2)

x+ n
dx

≤
√

3π

3

∫ √3
0

1

x+ n
dx

≤ π

n
−−−−−→
n→+∞

0 .

Εποµένως,

lim
n→+∞

∫ √3
0

n arcsin(x/2)

x+ n
dx =

∫ √3
0

arcsin(x/2) dx .
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Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε∫ √3
0

arcsin(x/2) dx = x arcsin(x/2)|
√
3

0 −
∫ √3
0

x√
4− x2

dx

=
√

3 arcsin
(√

3/2
)

+
√

4− x2
∣∣∣√3
0

=

√
3π

3
− 1 .

΄Αρα,

lim
n→+∞

∫ √3
0

n arcsin(x/2)

x+ n
dx =

√
3π

3
− 1 .

2ος τρόπος. Στο διάστηµα [0,
√

3] οι συναρτήσεις fn(x) = n
x+n , n ∈ N∗, είναι συνεχείς

και η συνάρτηση g(x) = arcsin(x/2) είναι συνεχής και µη αρνητική. Εποµένως, από

το γεινικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα∫ √3
0

n arcsin(x/2)

x+ n
dx =

n

ξn + n

∫ √3
0

arcsin(x/2) dx

=

(√
3π

3
− 1

)
n

ξn + n
, (

∫ √3
0 arcsin(x/2) dx =

√
3π/3− 1)

για κάποιο ξn µε 0 ≤ ξn ≤
√

3. Επειδή 0 ≤ ξn/n ≤
√

3/n, είναι

lim
n→+∞

ξn
n

= 0

και κατά συνέπεια

lim
n→+∞

∫ √3
0

n arcsin(x/2)

x+ n
dx =

(√
3π

3
− 1

)
lim

n→+∞

1

ξn/n+ 1
=

√
3π

3
− 1 .

Επαναληπτική Εξέταση στη Μαθηµατική Ανάλυση Ι

31 Οκτωβρίου, 2011

Θ1. ΄Εστω A ⊂ R. Υποθέτουµε ότι 0 /∈ A, inf A = 0 και ότι το σύνολο A δεν είναι άνω ϕραγµένο.

Ορίζουµε το σύνολο B ως εξής

B =

{
3x

3x+ 1
: x ∈ A

}
.
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Να αποδείξετε ότι inf B = 0 και supB = 1. ΄Εχει το B µέγιστο, ελάχιστο στοιχείο ;

(1,5 µον.)

Λύση. Παρατηρούµε ότι σύνολο B είναι κάτω ϕραγµένο από το 0 και άνω ϕραγµένο από

το 1. Χρησιµοποιώντας τον χαρακτηρισµό των inf και sup, ϑα δείξουµε ότι inf B = 0 και

supB = 1.

΄Εστω ε > 0. Τότε αφού inf A = 0, υπάρχει x ∈ A, τέτοιο ώστε x < ε/3 και εποµένως

3x

3x+ 1
< 3x < ε .

΄Αρα inf B = 0.

Επειδή το σύνολο A δεν είναι άνω ϕραγµένο, µπορούµε να επιλέξουµε x ∈ A τέτοιο ώστε

x >
1

3ε
− 1

3
.

Τότε
3x

3x+ 1
> 1− ε

και συνεπώς supB = 1.

Το B δεν έχει ούτε ελάχιστο ούτε µέγιστο στοιχείο αφού οι εξισώσεις

3x

3x+ 1
= 0 και

3x

3x+ 1
= 1

είναι αδύνατες στο B.

Θ2. (αʹ) Να υπολογιστεί το όριο lim
n→∞

n
√

3n + 5n . (1 µον.)

(ϐʹ) ∆ίνεται η ακολουθία (bn), n ≥ 0, πραγµατικών αριθµών µε

lim
n→∞

bn = b .

Θέτουµε an = bn−1 − bn+1, για n ≥ 1. Υπολογίστε το άθροισµα της σειράς

∞∑
n=1

an .

(1,5 µον.)

Λύση.
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(αʹ) ΄Εχουµε ότι

5 < n
√

3n + 5n < n
√

5n + 5n = 5
n
√

2 .

΄Οµως limn→∞
n
√

2 = 1(για κάθε α > 0 είναι γνωστό ότι limn→∞ n
√
α = 1). Εποµένως,

από το κριτήριο ισοσυγκλινουσών ακολουθιών έχουµε ότι

lim
n→∞

n
√

3n + 5n = 5 .

(ϐʹ) Πρόκειται για τηλεσκοπική σειρά. Αν SN =
∑N

n=1 an είναι το N -οστό µερικό άθροισµα

της σειράς, τότε

SN =
N∑
n=1

(bn−1 − bn) +
N∑
n=1

(bn − bn+1)

= [(b0 − b1) + (b1 − b2) + · · ·+ (bN−2 − bN−1) + (bN−1 − bN )]

+ [(b1 − b2) + (b2 − b3) + · · ·+ (bN−1 − bN ) + (bN − bN+1)]

= [b0 − bN ] + [b1 − bN+1] = b0 + b1 − bN − bN+1 .

Εποµένως,

∞∑
n=1

an = lim
N→∞

SN = lim
N→∞

(b0 + b1 − bN − bN+1) = b0 + b1 − 2b .

Θ3. Υποθέτουµε ότι η πραγµατική συνάρτηση f είναι συνεχής στο διάστηµα [a,∞), a ∈ R και

ότι το όριο limx→∞ f (x) υπάρχει, έστω limx→∞ f (x) = λ ∈ R. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση

f είναι ϕραγµένη στο διάστηµα [a,∞). (1 µον.)

Λύση. Επειδή limx→∞ f(x) = λ, για ε > 0 υπάρχει M > a τέτοιο ώστε |f(x) − λ| < ε για

κάθε x > M . Ισοδύναµα,

λ− ε < f(x) < λ+ ε για κάθε x > M .

Επειδή η συνάρτηση f είναι συνεχής στο κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα [a,M ], η f είναι

ϕραγµένη. ΄Εστω c1, c2 ∈ R τέτοια ώστε

c1 < f(x) < c2 , για κάθε x ∈ [a,M ] .
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Τότε

min{λ− ε, c1} < f(x) < max{λ+ ε, c2} , για κάθε x ∈ [a,∞) .

∆ηλαδή η συνάρτηση f είναι ϕραγµένη στο διάστηµα [a,∞).

Θ4. ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι παραγωγίσιµη µε f ′(a) > f ′(b). ∆είξτε ότι για κάθε

c ∈ (f ′(b), f ′(a)) υπάρχει ξ ∈ (a, b) τέτοιο ώστε f ′(ξ) = c.

Υπόδειξη. Αποδείξτε ότι η συνάρτηση g(x) := f(x)− cx δεν µπορεί να πάρει τη µέγιστη τιµή

της στα σηµεία a, b. (1,5 µον.)

Λύση. Θεωρούµε τη συνάρτηση g : [a, b]→ R µε

g(x) := f(x)− cx .

Τότε,

g′(a) = f ′(a)− c > 0 και g′(b) = f ′(b)− c < 0 .

Η συνάρτηση g είναι συνεχής στο κλειστό και ϕραγµένο διάστηµα [a, b] και εποµένως ϑα

παίρνει τη µέγιστη τιµή της για κάποιο ξ ∈ [a, b].

Αν ξ = a, τότε για κάθε h > 0 µε a+ h < b είναι g(a+ h) ≤ g(a) και εποµένως

g′(a) = lim
h→0+

g(a+ h)− g(a)

h
≤ 0 . (άτοπο)

Αν ξ = b, τότε για κάθε h < 0 µε b+ h > a είναι g(b+ h) ≤ g(b) και εποµένως

g′(b) = lim
h→0−

g(b+ h)− g(b)

h
≥ 0 . (άτοπο)

΄Αρα, το ξ ∈ (a, b) και το ϑεώρηµα του Fermat συνεπάγεται ότι g′(ξ) = 0⇔ f ′(ξ) = c.

Θ5. (αʹ) Υποθέτουµε ότι η ϕραγµένη συνάρτηση f : [0, 1] → R είναι ολοκληρώσιµη. Αποδείξτε

ότι

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
=

∫ 1

0
f(x) dx .

(1 µον.)

(ϐʹ) Αν

an =

[(
1 +

12

n2

)(
1 +

22

n2

)
· · ·
(

1 +
n2

n2

)]1/n
,

χρησιµοποιώντας το (α΄) αποδείξτε ότι lim
n→∞

an = 2e(π−4)/2. (1,5 µον.)

Λύση.
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(αʹ) ΄Εστω Pn = {x0, x1, x2, . . . , xn} ακολουθία διαµερίσεων του διαστήµατος [0, 1], όπου

xk = k/n, 0 ≤ k ≤ n. Επειδή xk−xk−1 = k/n−(k−1)/n = 1/n, είναι limn→∞ ‖Pn‖ =

limn→∞ 1/n = 0. Αν ξ = (ξk)
n
k=1, µε xk−1 ≤ ξk ≤ xk (1 ≤ k ≤ n), τότε το άθροισµα

του Riemann

S (f, Pn, ξ) =

n∑
k=1

f (ξk) (xk − xk−1) =
1

n

n∑
k=1

f (ξk) .

Επειδή η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο [0, 1], από τη ϑεωρία του ολοκληρώµα-

τος Riemann ∫ 1

0
f(x) dx = lim

n→∞
S (f, Pn, ξ) = lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

f (ξk) . (2.12)

Αν επιλέξουµε το ξk = k/n, 1 ≤ k ≤ n, τότε από τη (2.12) προκύπτει ότι

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
=

∫ 1

0
f(x) dx .

(ϐʹ) Είναι

ln an =
1

n

[
ln

(
1 +

12

n2

)
+ ln

(
1 +

22

n2

)
+ · · ·+ ln

(
1 +

n2

n2

)]
=

1

n

n∑
k=1

ln

(
1 +

k2

n2

)
=

1

n

n∑
k=1

ln

(
1 +

(
k

n

)2
)
.

Εποµένως, από το (α΄) έχουµε

lim
n→∞

ln an = lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

ln

(
1 +

(
k

n

)2
)

=

∫ 1

0
ln(1 + x2) dx

= x ln(1 + x2)
∣∣x=1

x=0
−
∫ 1

0

2x2

1 + x2
dx (παραγοντική ολοκλήρωση)

= ln 2− 2

∫ 1

0

(1 + x2)− 1

1 + x2
dx

= ln 2− 2

∫ 1

0
dx+ 2

∫ 1

0

1

1 + x2
dx

= ln 2− 2 + 2 arctanx|x=1
x=0

= ln 2− 2 + 2 arctan 1 = ln 2− 2 +
π

2
.
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΄Αρα,

lim
n→∞

an = eln 2−2+π/2 = 2e(π−4)/2 .

Θ6. ∆είξτε ότι

arctanx+ arctan

(
1

x

)
=
π

2
, x > 0

και στη συνέχεια υπολογίστε το ολοκλήρωµα∫ 2

1/2

(
x2 +

1

x4

)
arctanx dx .

(1,5 µον.)

Λύση. Για κάθε x > 0 είναι(
arctanx+ arctan

(
1

x

))′
=

1

1 + x2
+

(1/x)′

1 + (1/x)2
=

1

1 + x2
− 1

1 + x2
= 0 .

Εποµένως arctanx + arctan(1/x) = c, για κάθε x > 0. ΄Οµως για x = 1 είναι arctan 1 +

arctan 1 = 2 arctan 1 = π/2 = c. ΄Αρα arctanx+ arctan(1/x) = π/2, για κάθε x > 0.

Είναι ∫ 2

1/2

(
x2 +

1

x4

)
arctanx dx =

∫ 1/2

2

(
1

t2
+ t4

)
arctan

(
1

t

)
·
(
− 1

t2

)
dt

(αντικατάσταση x = 1/t)

=

∫ 2

1/2

(
t2 +

1

t4

)
arctan

(
1

t

)
dt

=
π

2

∫ 2

1/2

(
t2 +

1

t4

)
dt−

∫ 2

1/2

(
t2 +

1

t4

)
arctan t dt

(arctan(1/t) = π/2− arctan t)

και κατά συνέπεια

2

∫ 2

1/2

(
x2 +

1

x4

)
arctanx dx =

π

2

∫ 2

1/2

(
x2 +

1

x4

)
dx

=
π

2

(
x3

3
− 1

3x3

)∣∣∣∣2
1/2

=
21π

8
.

΄Αρα ∫ 2

1/2

(
x2 +

1

x4

)
arctanx dx =

21π

16
.
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2.6 Ακαδηµαϊκό έτος 2009–10

ΣΧΟΛΗ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ

Εξετάσεις στα Μαθηµατικά Ια

11 Φεβρουαρίου, 2010

Θ1. ΄Εστω η συνάρτηση

f (x) =


arctanx

x αν x 6= 0 ,

1 αν x = 0 .

(αʹ) Εξετάστε αν η συνάρτηση f είναι γνήσια µονότονη στα διαστήµατα (−∞, 0), (0,∞) και

υπολογείστε τα όρια limx→0 f(x) και limx→±∞ f(x). Είναι η f συνεχής στο 0; Ποιο

είνα το πεδίο τιµών της f ; ∆ικαιολογείστε τις απαντήσεις σας. (1,5 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω

F (x) =

∫ x

1
f(t) dt , x ∈ R .

Να αποδειχθεί ότι η συνάρτηση y = F (x) είναι γνήσια µονότονη. Αν F−1 είναι η

αντίστροφη συνάρτηση της F , να υπολογιστεί η παράγωγος
(
F−1

)′
(0). (0,5 µον.)

(γʹ) Χρησιµοποιώντας τη γεωµετρική σειρά να αναπτυχθεί σε δυναµοσειρά η συνάρτηση

y = arctanx και να αποδειχθεί ότι∫ 1

0

arctanx

x
dx =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2
.

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Για x 6= 0 είναι

f ′ (x) =
x/
(
1 + x2

)
− arctanx

x2
.

Αν g (x) = x/
(
1 + x2

)
− arctanx, τότε για κάθε x ∈ R έχουµε

g′ (x) =
1− x2

(1 + x2)2
− 1

1 + x2
=
−2x2

(1 + x2)2
≤ 0 .

∆ηλαδή η g είναι γνήσια ϕθίνουσα οπότε g (x) ≥ g (0) = 0 για κάθε x ≤ 0 και

g (x) ≤ g (0) = 0 για κάθε x ≥ 0. Εποµένως, f ′ (x) > 0 για κάθε x < 0 και f ′ (x) < 0
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για κάθε x > 0. ΄Αρα, η συνάρτηση f είναι γνήσια αύξουσα στο διάστηµα (−∞, 0) και

γνήσια ϕθίνουσα στο διάστηµα (0,∞).

Είναι

lim
x→0

f (x) = lim
x→0

arctanx

x

(L’Hôpital)
= lim

x→0

1

1 + x2
= 1 .

Επειδή limx→±∞ arctanx = ±π/2, έχουµε

lim
x→±∞

f (x) = lim
x→±∞

arctanx

x
= 0 .

Παρατηρούµε ότι limx→0 f (x) = 1 = f (0) και εποµένως η f είναι συνεχής στο 0. Το

πεδίο τιµών της f είναι το (0, 1].

(ϐʹ) Η f είναι συνεχής στο R και εποµένως F ′ (x) = f (x). Από το (α΄) έχουµε ότι F ′ (x) > 0,

δηλαδή η F είναι γνήσια αύξουσα στο R. Επειδή F (1) = 0, είναι(
F−1

)′
(0) =

1

F ′ (1)
=

1

f (1)
=

1

arctan 1
=

4

π
.

(γʹ) Επειδή 1
1+t =

∑∞
n=0(−1)ntn, |t| < 1, είναι 1

1+t2
=
∑∞

n=0(−1)nt2n, για κάθε |t| < 1.

Ολοκληρώνοντας έχουµε

arctanx =

∫ x

0

1

1 + t2
dt =

∞∑
n=0

(−1)n
∫ x

0
t2n dt =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
, |x| < 1 .

Εποµένως
arctanx

x
=
∞∑
n=0

(−1)n
x2n

2n+ 1
, |x| < 1 ,

οπότε ∫ x

0

arctan t

t
dt =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1

∫ x

0
t2n dt =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2
x2n+1 .

Επειδή η τελευταία δυναµοσειρά συγκλίνει για x = 1 (κριτήριο του Leibniz), τελικά

έχουµε ∫ 1

0

arctan t

t
dt = lim

x→1−

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2
x2n+1 =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2
.

Θ2. (αʹ) Να ϐρεθούν όλες οι συνεχείς συναρτήσεις f : R→ R τέτοιες ώστε

f (x) + 4

∫ x

0
(x− t) f (t) dt = 3 , για κάθε x ∈ R.

(1,5 µον.)
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(ϐʹ) Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης, το διάστηµα σύγκλισης και το άθροισµα της δυναµο-

σειράς
∞∑
n=1

(−1)n−1 (2n− 1)x2n−2 .

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι

f (x) = 3− 4

∫ x

0
(x− t) f (t) dt = 3− 4x

∫ x

0
f (t) dt+ 4

∫ x

0
tf (t) dt .

Η f είναι παραγωγίσιµη µε

f ′ (x) = −4

∫ x

0
f (t) dt− 4xf (x) + 4xf (x) = −4

∫ x

0
f (t) dt .

Επίσης η f ′ είναι παραγωγίσιµη µε

f ′′ (x) = −4f (x)⇔ f ′′ (x) + 4f (x) = 0 .

Εποµένως, οι συναρτήσεις y = f (x) είναι δύο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµες και

ικανοποιούν τη διαφορική εξίσωση

y′′ + 4y = 0 , y(0) = 3 , y′(0) = 0 .

Η χαρακτηριστική εξίσωση της y′′ + 4y = 0 είναι : r2 + 4 = 0 µε ϱίζες r1,2 = ±2i.

Εποµένως, η γενική λύση της y′′ + 4y = 0 είναι

y (x) = c1 cos 2x+ c2 sin 2x , c1, c2 ∈ R .

΄Οµως y (0) = 3 συνεπάγεται ότι c1 = 3, ενώ y′ (0) = 0 συνεπάγεται ότι c2 = 0. ΄Αρα,

y = f (x) = 3 cos 2x .

(ϐʹ) Αν cn = (−1)n−1 (2n− 1)x2n−2, είναι

lim
n→∞

n
√
|cn| = lim

n→∞
n
√

2n− 1 |x|2−2/n = x2 .
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Εποµένως, limn→∞
n
√
|cn| < 1 ⇔ x2 < 1 ⇔ |x| < 1. ΄Αρα, η ακτίνα σύγκλισης της

δυναµοσειράς είναι R = 1.

Για x = ±1 έχουµε τη σειρά
∑∞

n=1 (−1)n−1 (2n− 1). Επειδή

lim
n→∞

∣∣∣(−1)n−1 (2n− 1)
∣∣∣ = lim

n→∞
(2n− 1) =∞ ,

η σειρά αποκλίνει. Το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι I = (−1, 1).

΄Εστω

f (x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1 (2n− 1)x2n−2 , |x| < 1 .

Τότε

f (x) =

[ ∞∑
n=1

(−1)n−1 x2n−1

]′

=

[ ∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

]′

=

[
x

∞∑
n=0

(−1)n x2n

]′

=

[
x

1

1 + x2

]′
=

1− x2

(1 + x2)2
.

Θ3. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής και η συνάρτηση g : [a, b] → R είναι

Riemann ολοκληρώσιµη, µε g (t) ≥ 0 για κάθε t ∈ [a, b]. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει

ξ ∈ [a, b] τέτοιο ώστε ∫ b

a
f (t) g (t) dt = f (ξ)

∫ b

a
g (t) dt .

(1 µον.)

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας το (α΄) ή µε οποιοδήποτε άλλο τρόπο να υπολογιστεί το όριο

lim
x→0+

∫ 2x

x

sinn t

tn+1
dt , n ∈ N∗ .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι το γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα, για την απόδειξη πα-

ϱαπέµπουµε στο [27].
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(ϐʹ) 1ος τρόπος. Αν

f (t) =

(
sin t

t

)n
και g (t) =

1

t
, t > 0 ,

οι συναρτήσεις f, g είναι συνεχείς και η g είναι ϑετική. Αν x > 0, από το (α΄) έχουµε∫ 2x

x

sinn t

tn+1
dt =

(
sin ξ(x)

ξ(x)

)n ∫ 2x

x

1

t
dt

=

(
sin ξ(x)

ξ(x)

)n
(ln 2x− lnx)

=

(
sin ξ(x)

ξ(x)

)n
ln 2 ,

για κάποιο ξ(x), µε x ≤ ξ(x) ≤ 2x. Επειδή limx→0+ ξ(x) = 0, είναι

lim
x→0+

(
sin ξ(x)

ξ(x)

)n
= lim

u→0+

(
sinu

u

)n
= 1 . (limu→0+

sinu
u = 1)

Εποµένως,

lim
x→0+

∫ 2x

x

sinn t

tn+1
dt = ln 2 .

2ος τρόπος. Εύκολα αποδεικνύεται ότι η συνάρτηση y = sinx
x είναι ϕθίνουσα και ϑετική

στο διάστηµα (0, π). Εποµένως, για κάθε x ∈ (0, π/2) και t ∈ [x, 2x] είναι

0 <
sin 2x

2x
≤ sin t

t
< 1 , οπότε

(
sin 2x

2x

)n 1

t
≤ sinn t

tn+1
<

1

t
.

Ολοκληρώνοντας στο διάστηµα [x, 2x] έχουµε(
sin 2x

2x

)n ∫ 2x

x

1

t
dt ≤

∫ 2x

x

sinn t

tn+1
dt ≤

∫ 2x

x

1

t
dt

⇔
(

sin 2x

2x

)n
(ln 2x− lnx) ≤

∫ 2x

x

sinn t

tn+1
dt ≤ (ln 2x− lnx)

⇔
(

sin 2x

2x

)n
ln 2 ≤

∫ 2x

x

sinn t

tn+1
dt ≤ ln 2 .

Επειδή limx→0+
(
sin 2x
2x

)n
= 1, από το κριτήριο ισοσυγκλινουσών συναρτήσεων είναι

lim
x→0+

∫ 2x

x

sinn t

tn+1
dt = ln 2 .

Θ4. (αʹ) Να εξεταστούν ως προς τη σύγκλιση οι σειρές

(i)

∞∑
n=2

(
2

n
+ ln

n− 1

n

)
και (ii)

∞∑
n=1

n2

2n + n
.

(1,5 µον.)
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(ϐʹ) Να εξεταστεί αν το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
4

3x+ 7

2
√
x (x− 1) (x+ 4)

dx

συγκλίνει και αν ναι να υπολογιστεί. (1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) (i) Για κάθε n ≥ 2 είναι an = 2
n + ln n−1

n = 2/n+ ln (1− 1/n) > 0. Αν bn = 1/n, τότε

lim
n→∞

an
bn

= 2 + lim
n→∞

ln (1− 1/n)

1/n
= 2 + lim

x→0+

ln (1− x)

x

(L’Hôpital)
= 2− lim

x→0+

1

1− x
= 1 .

Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1 (1/n) αποκλίνει, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης

και η σειρά
∑∞

n=2

(
2
n + ln n−1

n

)
ϑα αποκλίνει.

(ii) Αν an = n2/ (2n + n), είναι∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =
an+1

an
=

(n+ 1)2

2n+1 + n+ 1
· 2n + n

n2
=

(
n+ 1

n

)2 1 + n/2n

2 + n/2n + 1/2n
.

Επειδή

lim
n→∞

n

2n
= lim

n→∞

n

en ln 2
= lim

x→∞

x

ex ln 2

(L’Hôpital)
= lim

x→∞

1

ex ln 2 ln 2
= 0 ,

είναι

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ =
1

2
< 1 .

΄Αρα, από το κριτήριο του λόγου(κριτήριο D’Alembert) η σειρά
∑∞

n=1

(
n2/ (2n + n)

)
συγκλίνει.

(ϐʹ) Επειδή

lim
x→∞

(3x+ 7) /2
√
x (x− 1) (x+ 4)

1/x3/2
= lim

x→∞

3x2 + 7x

2 (x− 1) (x+ 4)

= lim
x→∞

3 + 7/x

2 (1− 1/x) (1 + 4/x)
=

3

2

και ως γνωστόν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
4

(
1/x3/2

)
dx συγκλίνει, από το οριακό

κριτήριο σύγκρισης και το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
4

3x+ 7

2
√
x (x− 1) (x+ 4)

dx
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ϑα συγκλίνει. Είναι∫
3x+ 7

2
√
x (x− 1) (x+ 4)

dx =

∫
3t2 + 7

(t2 − 1) (t2 + 4)
dt

(αντικατάσταση t =
√
x⇔ x = t2)

=

∫
3t2 + 7

(t− 1) (t+ 1) (t2 + 4)
dt

=

∫
1

t− 1
dt−

∫
1

t+ 1
dt+

∫
1

t2 + 22
dt

= ln

∣∣∣∣ t− 1

t+ 1

∣∣∣∣+
1

2
arctan

t

2
+ c

= ln

∣∣∣∣√x− 1√
x+ 1

∣∣∣∣+
1

2
arctan

√
x

2
+ c .

Εποµένως,∫ ∞
4

3x+ 7

2
√
x (x− 1) (x+ 4)

dx = lim
R→∞

∫ R

4

3x+ 7

2
√
x (x− 1) (x+ 4)

dx

= lim
R→∞

(
ln

∣∣∣∣∣
√
R− 1√
R+ 1

∣∣∣∣∣+
1

2
arctan

√
R

2

)

−
(

ln
1

3
+

1

2
arctan 1

)
= ln 1 +

1

2
· π

2
+ ln 3− 1

2
· π

4
=
π

8
+ ln 3 .

Επαναληπτικές Εξετάσεις στα Μαθηµατικά Ια

8 Σεπτεµβρίου, 2010

Θ1. (αʹ) Να αποδεχθεί ότι

n! ≥ nn/2 , n ∈ N∗

και να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά

∞∑
n=1

(lnn)n

n!
.

(1,5 µον.)
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(ϐʹ) ΄Εστω
∑∞

n=1 an συγκλίνουσα σειρά ϑετικών όρων και έστω (un) ακολουθία µε u1 > 0

και

un+1 =
1

2

(
un +

√
u2n + a2n

)
, n ∈ N .

Να αποδειχθεί ότι η σειρά
∑∞

n=1 (un+1 − un) συγκλίνει. Συγκλίνει ή αποκλίνει η

ακολουθία (un) και γιατί; (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Η ανισότητα για n = 1 είναι ισότητα. Αν n! ≥ nn/2, πρέπει να αποδείχθεί ότι (n+ 1)! ≥

(n+ 1)(n+1)/2. Είναι

(n+ 1)! = n! (n+ 1) ≥ nn/2 (n+ 1) .

Αρκεί λοιπόν να αποδειχθεί ότι

nn/2 (n+ 1) ≥ (n+ 1)(n+1)/2 ⇔ nn/2 ≥ (n+ 1)(n−1)/2

⇔ nn ≥ (n+ 1)n−1

⇔ (n+ 1) ≥ (1 + 1/n)n

⇔ ln (n+ 1) ≥ n ln (1 + 1/n) .

΄Οµως η τελευταία ανισότητα ισχύει. Πράγµατι,

n ln (1 + 1/n) ≤ n (1/n) = 1 ≤ ln (n+ 1) , για κάθε n ≥ 2.

Για κάθε n ∈ N είναι

0 ≤ (lnn)n

n!
≤ (lnn)n

nn/2
.

Επειδή

lim
n→∞

n

√
(lnn)n

nn/2
= lim

n→∞

lnn

n1/2
= lim

x→∞

lnx

x1/2
(L’Hôpital)

= lim
x→∞

2

x1/2
= 0 < 1 ,

από το κριτήριο της ϱίζας (κριτήριο Cauchy) η σειρά
∑∞

n=1

(
(lnn)n /nn/2

)
συγκλίνει.

Εποµένως, από το κριτήριο σύγκρισης και η σειρά
∑∞

n=1 ((lnn)n /n!) ϑα συγκλίνει.

(ϐʹ) Από τον ορισµό η (un) είναι γνήσια αύξουσα ακολουθία ϑετικών όρων. Παρατηρούµε

ότι για κάθε n ∈ N είναι

0 < un+1 − un =
1

2

(√
u2n + a2n − un

)
=

a2n

2
(√

u2n + a2n + un

) < 1

2
an .
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Επειδή η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και η σειρά

∞∑
n=1

(un+1 − un) ϑα συγκλίνει .

Για κάθε n ≥ 2 είναι

n−1∑
k=1

(uk+1 − uk) = (u2 − u1) + (u3 − u2) + · · ·+ (un − un−1) = un − u1 ,

οπότε

lim
n→∞

un = u1 + lim
n→∞

n−1∑
k=1

(uk+1 − uk) = u1 +
∞∑
k=1

(uk+1 − uk) .

΄Αρα, η ακολουθία (un) συγκλίνει.

Θ2. Να µετασχηµατισθεί η διαφορική εξίσωση

x4
d2y

dx2
− r2y = 0 , r > 0 , (2.13)

µε την αντικατάσταση x = t−1 και y = ut−1 στη µορφή

α
d2u

dt2
+ β

du

dt
+ γu = 0 .

Να υπολογιστούν τα α, β, γ ∈ R και να ϐρεθεί η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (2.13)

στο διάστηµα (0,∞). (1,5 µον.)

Λύση. Είναι
dy

dx
=

dy

dt
· dt

dx
=
tdudt − u
t2

(−t2) = u− tdu
dt

και

d2y

dx2
=

d

dx

(
u− tdu

dt

)
=

d

dt

(
u− tdu

dt

)
· dt

dx

=

(
du

dt
− du

dt
− td

2u

dt2

)
(−t2) = t3

d2u

dt2
.

Αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση έχουµε

t−1
d2u

dt2
− r2ut−1 = 0
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και ισοδύναµα

d2u

dt2
− r2u = 0 . (2.14)

Η χαρακτηριστική εξίσωση της (2.14) είναι : ρ2 − r2 = 0 µε ϱίζες ρ1,2 = ±r. Εποµένως η

γενική λύση της (2.14) είναι

u (t) = c1e
−rt + c2e

rt , c1, c2 ∈ R .

΄Αρα, η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (2.13) είναι

y (x) = x
(
c1e
−r/x + c2e

r/x
)
, x > 0 , c1, c2 ∈ R .

Θ3. (αʹ) Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα κατάλληλης συνάρτησης στο διάστηµα [0, 1], να ϐρε-

ϑεί το όριο

lim
n→∞

n∑
k=1

k2

(k2 + n2)3/2
.

(1,5 µον.)

(ϐʹ) Αν η συνάρτηση f : [a, b]→ R είναι συνεχώς παραγωγίσιµη, να αποδειχθεί ότι

lim
n→∞

∫ b

a
f (x) sinnx dx = 0 .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι
n∑
k=1

k2

(k2 + n2)3/2
=

1

n

n∑
k=1

(k/n)2(
(k/n)2 + 1

)3/2 =
1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
,

όπου f (x) = x2/
(
x2 + 1

)3/2. Εποµένως, από τη ϑεωρία του ολοκληρώµατος Riemann
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έχουµε

lim
n→∞

n∑
k=1

k2

(k2 + n2)3/2
=

∫ 1

0

x2

(x2 + 1)3/2
dx

=

∫ 1

0
x
[
−
(
x2 + 1

)−1/2]′
dx

= − x√
x2 + 1

∣∣∣∣x=1

x=0

+

∫ 1

0

1√
x2 + 1

dx

(παραγοντική ολοκλήρωση)

= − 1√
2

+ ln
(
x+

√
x2 + 1

)∣∣∣x=1

x=0

= ln
(

1 +
√

2
)
−
√

2

2
.

Σηµείωση. Το ολοκλήρωµα
∫ 1
0

x2

(x2+1)3/2
dx υπολογίζεται και µε την αντικατάσταση x =

tan θ, −π/2 < θ < π/2.

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε∫ b

a
f (x) sinnx dx = − 1

n
f (x) cosnx|x=bx=a +

1

n

∫ b

a
f ′ (x) cosnx dx

=
f (a) cosna− f (b) cosnb

n
+

1

n

∫ b

a
f ′ (x) cosnx dx .

Αν M = maxx∈[a,b] |f (x)| και M ′ = maxx∈[a,b] |f ′ (x)|, τότε∣∣∣∣∫ b

a
f (x) sinnx dx

∣∣∣∣ ≤ |f (a) cosna− f (b) cosnb|
n

+
1

n

∣∣∣∣∫ b

a
f ′ (x) cosnx dx

∣∣∣∣
≤ |f (a)|+ |f (b)|

n
+

1

n

∫ b

a

∣∣f ′ (x)
∣∣ dx

≤ 2M

n
+
M ′ (b− a)

n
−−−→
n→∞

0 .

΄Αρα,

lim
n→∞

∫ b

a
f(x) sinnx dx = 0 .

Θ4. ΄Εστω a 6= 0. Να εξεταστεί αν το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
0

1

(1 + x)(1 + a2x)
dx

συγκλίνει και αν ναι να υπολογιστεί. (1,5 µον.)
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Λύση. Επειδή∫ ∞
0

1

(1 + x)(1 + a2x)
dx =

∫ 1

0

1

(1 + x)(1 + a2x)
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫ ∞
1

1

(1 + x)(1 + a2x)
dx︸ ︷︷ ︸

I2

,

αρκεί να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση το γενικευµένο ολοκλήρωµα I2. Για κάθε x ≥ 1

είναι

0 <
1

(1 + x)(1 + a2x)
<

1

a2
· 1

x2

και ως γνωστόν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

(
1/x2

)
dx συγκλίνει. Από το κριτήριο

σύγκρισης και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0

(
1/ (1 + x)

(
1 + a2x

))
dx ϑα συγκλίνει. Αν

a 6= ±1 και R > 0, τότε∫ R

0

1

(1 + x)(1 + a2x)
dx =

1

1− a2

∫ R

0

[
1

1 + x
− a2

1 + a2x

]
dx

=
1

1− a2
[
ln(1 + x)− ln(1 + a2x)

]∣∣x=R
x=0

=
1

1− a2
[
ln(1 +R)− ln(1 + a2R)

]
=

1

1− a2
ln

(
1 +R

1 + a2R

)
.

Εποµένως, για a 6= ±1 έχουµε∫ ∞
0

1

(1 + x)(1 + a2x)
dx = lim

R→∞

∫ R

0

1

(1 + x)(1 + a2x)
dx

= lim
R→∞

1

1− a2
ln

(
1 +R

1 + a2R

)
= lim

R→∞

1

1− a2
ln

(
1/R+ 1

1/R+ a2

)
=

1

1− a2
ln

(
1

a2

)
=

2 ln |a|
a2 − 1

.

Αν a = ±1, τότε ∫ ∞
0

1

(1 + x)2
dx = 1− lim

x→∞

1

1 + x
= 1 .

΄Αρα, ∫ ∞
0

1

(1 + x)(1 + a2x)
dx =


2 ln |a|/(a2 − 1) αν a 6= ±1 ,

1 αν a = ±1 .
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Θ5. (αʹ) Χρησιµοποιώντας τη γεωµετρική σειρά, να ϐρεθεί το ανάπτυγµα της συνάρτησης y =

ln
(
1− x2

)
σε σειρά Maclaurin. (0,5 µον.)

(ϐʹ) Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης, το διάστηµα σύγκλισης και το άθροισµα της δυναµο-

σειράς
∞∑
n=1

x2n

n(2n+ 1)
.

Εφαρµογή. Να υπολογιστεί το άθροισµα της σειράς

∞∑
n=1

1

n(2n+ 1)
.

(2 µον.)

Λύση.

(αʹ) Ως γνωστόν 1/(1− t) =
∑∞

n=0 t
n, |t| < 1. Ολοκληρώνοντας, για |x| < 1 έχουµε

ln(1− x) = −
∫ x

0

1

1− t
dt = −

∞∑
n=0

∫ x

0
tn dt = −

∞∑
n=0

xn+1

n+ 1
= −

∞∑
n=1

xn

n
.

Εποµένως,

ln(1− x2) = −
∞∑
n=1

(
x2
)n
n

= −
∞∑
n=1

x2n

n
, |x| < 1 .

(ϐʹ) Αν cn = x2n/n (2n+ 1), είναι

lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

x2n+2

(n+ 1)(2n+ 3)
· n(2n+ 1)

x2n
= lim

n→∞

n(2n+ 1)

(n+ 1)(2n+ 3)
x2 = x2 .

Εποµένως limn→∞ |cn+1/cn| < 1, αν και µόνο αν |x| < 1. ∆ηλαδή, η ακτίνα σύγκλισης

της δυναµοσειράς είναι R = 1.

Για x = ±1 παίρνουµε τη σειρά
∑∞

n=1
1

n(2n+1) . Είναι

0 <
1

n(2n+ 1)
<

1

n2

και ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1
1
n2 συγκλίνει. Εποµένως, από το κριτήριο σύγκρισης και

η σειρά
∑∞

n=1
1

n(2n+1) ϑα συγκλίνει. ΄Αρα, το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς

είναι I = [−1, 1].

Αν f(x) =
∑∞

n=1
x2n

n(2n+1) , |x| < 1, τότε xf(x) =
∑∞

n=1
x2n+1

n(2n+1) , |x| < 1, οπότε

(xf(x))′ =

∞∑
n=1

x2n

n
= − ln(1− x2) , |x| < 1 .
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Εποµένως,

xf(x) = −
∫ x

0
ln(1− t2) dt

= − t ln(1− t2)
∣∣t=x
t=0
− 2

∫ x

0

t2

1− t2
dt (παραγοντική ολοκλήρωση)

= −x ln(1− x2) + 2

∫ x

0
dt− 2

∫ x

0

1

1− t2
dt

= −x ln(1− x2) + 2x−
∫ x

0

(
1

1 + t
+

1

1− t

)
dt

= −x ln(1− x2) + 2x− ln(1 + x) + ln(1− x)

= 2x− (1 + x) ln(1 + x) + (1− x) ln(1− x) .

΄Αρα,

f(x) =


2−

(
x−1 + 1

)
ln(1 + x) + (x−1 − 1) ln(1− x) αν |x| < 1, x 6= 0

0 αν x = 0 .

Εφαρµογή. Επειδή η σειρά
∑∞

n=1
1

n(2n+1) συγκλίνει, είναι

∞∑
n=1

1

n(2n+ 1)
= lim

x→1−

[
2− (x−1 + 1) ln(1 + x) + (x−1 − 1) ln(1− x)

]
= 2− 2 ln 2 + lim

x→1−
(x−1 − 1) ln(1− x)

= 2− 2 ln 2 + lim
x→1−

ln(1− x)

(x−1 − 1)−1

= 2− 2 ln 2− lim
x→1−

(1− x) (κανόνας L’Hôpital)

= 2− 2 ln 2 .
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2.7 Ακαδηµαϊκό έτος 2008–9

ΣΧΟΛΗ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ

Εξετάσεις στα Μαθηµατικά Ια

25 Φεβρουαρίου, 2009

Θ1. (αʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∞∑
n=1

an , µε an =

∫ 1/n

0

sin3 x

1 + x
dx .

(1 µον.)

(ϐʹ) Να υπολογιστεί το άθροισµα της σειράς
∞∑
n=2

(
1√
n− 1

− 2√
n

+
1√
n+ 1

)
.

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι sinx ≤ x, για κάθε x ≥ 0 και εποµένως

0 < an =

∫ 1/n

0

sin3 x

1 + x
dx ≤

∫ 1/n

0

x3

1 + x
dx ≤

∫ 1/n

0
x3 dx =

1

4n4
.

Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1
1
n4 συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και η σειρά∑∞

n=1 an ϑα συγκλίνει.

(ϐʹ) Επειδή

SN =
N∑
n=2

(
1√
n− 1

− 2√
n

+
1√
n+ 1

)
=

N∑
n=2

(
1√
n− 1

− 1√
n

)
−

N∑
n=2

(
1√
n
− 1√

n+ 1

)
,

είναι

SN =

[(
1− 1√

2

)
+

(
1√
2
− 1√

3

)
+ · · ·+

(
1√
N − 1

− 1√
N

)]
−
[(

1√
2
− 1√

3

)
+

(
1√
3
− 1√

4

)
+ · · ·+

(
1√
N
− 1√

N + 1

)]
=

[
1− 1√

N

]
−
[

1√
2
− 1√

N + 1

]
−−−−→
N→∞

1− 1√
2
.

΄Αρα
∞∑
n=2

(
1√
n− 1

− 2√
n

+
1√
n+ 1

)
= 1− 1√

2
.
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Θ2. Να µετασχηµατισθεί η διαφορική εξίσωση

x
d2y

dx2
− dy

dx
− x3y = 0 , (2.15)

µε την αντικατάσταση t = x2 και στη συνέχεια να ϐρεθεί η γενική λύση της στο διάστηµα

(0,∞).

(1 µον.)

Λύση. Είναι
dy

dx
=

dy

dt
· dt

dx
=

dy

dt
· 2x = 2x

dy

dt

και

d2y

dx2
=

d

dx

(
2x

dy

dt

)
= 2

dy

dt
+ 2x

d

dx

(
dy

dt

)
= 2

dy

dt
+ 2x

d

dt

(
dy

dt

)
· dt

dx

= 2
dy

dt
+ 4x2

d2y

dt2
.

Αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση έχουµε

2x
dy

dt
+ 4x3

d2y

dt2
− 2x

dy

dt
− x3y = 0

και ισοδύναµα

4
d2y

dt2
− y = 0 . (2.16)

Η χαρακτηριστική εξίσωση της (2.16) είναι : 4r2 − 1 = 0 µε ϱίζες r1,2 = ±1/2. Εποµένως, η

γενική λύση της (2.16) είναι

y∗ (t) = c1e
−t/2 + c2e

t/2 , c1, c2 ∈ R .

΄Αρα, η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (2.15) είναι

y (x) = c1e
−x2/2 + c2e

x2/2 , x > 0 , c1, c2 ∈ R .
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Θ3. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση g : R → R είναι συνεχής και 2π-περιοδική, δηλαδή g (t+ 2π) =

g (t), για κάθε t ∈ R. Να αποδειχθεί ότι για κάθε x ∈ R είναι∫ π+x

−π+x
g (t) dt =

∫ π

−π
g (t) dt .

(1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω

an =
1

π

∫ π

−π
f (t) cosnt dt , bn =

1

π

∫ π

−π
f (t) sinnt dt , n = 1, 2, . . . ,

όπου η συνάρτηση f : R→ R είναι συνεχής και 2π-περιοδική. Αν

Bn (x) =
1

π

∫ π

−π
f (x+ t) sinnt dt , x ∈ R ,

να αποδειχθεί ότι Bn (x) = bn cosnx− an sinnx. (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) 1ος τρόπος. Είναι∫ π+x

−π+x
g (t) dt =

∫ −π
−π+x

g (t) dt+

∫ π

−π
g (t) dt+

∫ π+x

π
g (t) dt

= −
∫ π+x

π
g (u− 2π) du+

∫ π

−π
g (t) dt+

∫ π+x

π
g (t) dt

(αντικατάσταση u = t+ 2π)

= −
∫ π+x

π
g (u) du+

∫ π

−π
g (t) dt+

∫ π+x

π
g (t) dt

(g (u− 2π) = g (u))

=

∫ π

−π
g (t) dt .

2ος τρόπος. Αν

F (x) =

∫ π+x

−π+x
g (t) dt =

∫ π+x

0
g (t) dt−

∫ −π+x
0

g (t) dt ,

τότε

F ′ (x) = g (π + x)−g (−π + x) = g (π + x)−g (−π + x+ 2π) = g (π + x)−g (π + x) = 0 ,
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για κάθε x ∈ R. Εποµένως F (x) = c, για κάθε x ∈ R. ΄Οµως F (0) =
∫ π
−π g (t) dt και

κατά συνέπεια

F (x) =

∫ π+x

−π+x
g (t) dt =

∫ π

−π
g (t) dt , για κάθε x ∈ R.

(ϐʹ) Είναι

Bn (x) =
1

π

∫ π

−π
f (x+ t) sinnt dt

=
1

π

∫ π+x

−π+x
f (u) sinn (u− x) du (αντικατάσταση u = x+ t)

=
1

π

∫ π

−π
f (u) sinn (u− x) du

(επειδή η συνάρτηση g (u) := f (u) sinn (u− x) είναι 2π-περιοδική)

=
1

π

∫ π

−π
f (u) (sinnu cosnx− cosnu sinnx) du

=

(
1

π

∫ π

−π
f (u) sinnu du

)
cosnx−

(
1

π

∫ π

−π
f (u) cosnu du

)
sinnx

= bn cosnx− an sinnx .

Θ4. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής και η συνάρτηση g : [a, b] → R είναι

ολοκληρώσιµη, µε g (t) ≥ 0 για κάθε t ∈ [a, b]. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b]

τέτοιο ώστε ∫ b

a
f (t) g (t) dt = f (ξ)

∫ b

a
g (t) dt .

(1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω η συνάρτηση f : R→ R είναι συνεχής και έστω a > 0. Να υπολογιστεί το

lim
x→0

1

x2(a+1)

∫ x2

0
taf (t) dt .

(0,8 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι το γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα, για την απόδειξη πα-

ϱαπέµπουµε στο [27].
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(ϐʹ) 1ος τρόπος. Επειδή η συνάρτηση g(t) = ta είναι µη αρνητική και συνεχής στο διάστηµα[
0, x2

]
, από το (α΄) έχουµε

1

x2(a+1)

∫ x2

0
taf(t) dt =

f (ξ(x))

x2(a+1)

∫ x2

0
ta dt =

f (ξ(x))

x2(a+1)
· x

2(a+1)

a+ 1
=
f (ξ(x))

a+ 1
,

για κάποιο ξ(x), µε 0 ≤ ξ(x) ≤ x2. Επειδή limx→0 ξ(x) = 0 και η f είναι συνεχής,

είναι limx→0 f (ξ(x)) = f(0). Εποµένως,

lim
x→0

1

x2(a+1)

∫ x2

0
taf(t) dt = lim

x→0

f (ξ(x))

a+ 1
=

f(0)

a+ 1
.

2ος τρόπος. Είναι

lim
x→0

1

x2(a+1)

∫ x2

0
taf(t) dt = lim

x→0

(∫ x2
0 taf(t) dt

)′
(
x2(a+1)

)′ (κανόνας L’Hôpital)

= lim
x→0

2xx2af(x2)

2(a+ 1)x2a+1

=
f(0)

a+ 1
. (η f είναι συνεχής)

Θ5. (αʹ) Να εξεταστεί αν το γενικευµένο ολοκλήρωµα

I =

∫ ∞
0

1

(ex + 1)(e−x + 1)
dx

συγκλίνει και αν ναι να υπολογιστεί. (1 µον.)

(ϐʹ) Αν
∫∞
0 e−x

2
dx =

√
π/2, να αποδειχθεί ότι

In =

∫ ∞
0

t2ne−4t
2
dt =

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

23n+2

√
π , n = 1, 2, 3 . . . .

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή για κάθε x ≥ 0 είναι

0 <
1

(ex + 1)(e−x + 1)
<

1

ex + 1
<

1

ex
= e−x
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και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0 e−x dx = 1 συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα I ϑα συγκλίνει. Είναι∫
1

(ex + 1)(e−x + 1)
dx =

∫
ex

(ex + 1)2
dx

=

∫
1

t2
dt (αντικατάσταση t = ex + 1)

= −1

t
+ c = − 1

ex + 1
+ c .

Εποµένως,

I = − lim
x→∞

1

ex + 1
+

1

2
=

1

2
.

(ϐʹ) Είναι

In =

∫ ∞
0

t2ne−4t
2
dt =

1

22n+1

∫ ∞
0

x2ne−x
2
dx =

1

22n+1
Jn , (αντικατάσταση x = 2t)

όπου

Jn =

∫ ∞
0

x2ne−x
2
dx .

Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε∫
x2ne−x

2
dx =

∫
x2n−1

(
−1

2
e−x

2

)′
dx = −1

2
x2n−1e−x

2
+

2n− 1

2

∫
x2n−2e−x

2
dx .

Επειδή

lim
x→∞

x2n−1e−x
2

= lim
x→∞

x2n−1

ex2
(L’Hôpital)

=
2n− 1

2
lim
x→∞

x2n−3

ex2
(L’Hôpital)

= · · · = 0 ,

είναι

Jn =
2n− 1

2

∫ ∞
0

x2n−2e−x
2
dx =

2n− 1

2
Jn−1 , n = 1, 2, 3 . . . .

Εποµένως,

Jn =
2n− 1

2
Jn−1 =

(2n− 1)(2n− 3)

22
Jn−2 = · · · = (2n− 1)(2n− 3) · · · 3

2n−1
J1 ,

οπότε

Jn =
(2n− 1)(2n− 3) · · · 3 · 1

2n

∫ ∞
0

e−x
2

=
(2n− 1)(2n− 3) · · · 3 · 1

2n+1

√
π ,

΄Αρα,

In =

∫ ∞
0

t2ne−4t
2
dt =

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

23n+2

√
π , n = 1, 2, 3 . . . .
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Θ6. (αʹ) Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης καθώς επίσης και το διάστηµα σύγκλισης της δυναµο-

σειράς
∞∑
n=1

(x− 1)3n

n8n
.

(1 µον.)

(ϐʹ) Να υπολογιστεί το άθροισµα της σειράς
∞∑
n=0

(n− (−1)n) 3−n .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Αν cn = (x− 1)3n /n8n, είναι

lim
n→∞

n
√
|cn| = lim

n→∞

|x− 1|3

8 n
√
n

=
|x− 1|3

8
.

Εποµένως limn→∞
n
√
|cn| < 1, αν και µόνο αν |x − 1|3 < 8 και ισοδύναµα |x − 1| <

2. ΄Αρα, η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι R = 2 και κατά συνέπεια η

δυναµοσειρά συγκλίνει για x ∈ (−1, 3)

(i) Για x = −1 προκύπτει η σειρά
∑∞

n=1(−1)n/n. Η σειρά είναι εναλλάσσουσα και από

το κριτήριο του Leibniz συγκλίνει.

(ii) Για x = 3 προκύπτει η σειρά
∑∞

n=1(1/n). Ως γνωστόν η σειρά αποκλίνει.

΄Αρα, το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι I = [−1, 3).

(ϐʹ) Είναι
∞∑
n=0

(n− (−1)n) 3−n =
∞∑
n=0

n

3n
−
∞∑
n=0

(−1)n
1

3n
=

1

3

∞∑
n=1

n

3n−1
−
∞∑
n=0

(−1)n
1

3n
.

Ως γνωστόν,

1

1− x
=
∞∑
n=0

xn ,
1

(1− x)2
=
∞∑
n=1

nxn−1 και
1

1 + x
=
∞∑
n=0

(−1)nxn , |x| < 1 .

Εποµένως, για x = 1/3 έχουµε
∞∑
n=0

(n− (−1)n) 3−n =
1

3

∞∑
n=1

n

3n−1
−
∞∑
n=0

(−1)n
1

3n

=
1

3

1

(1− 1/3)2
− 1

1 + 1/3
=

3

4
− 3

4
= 0 .
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Επαναληπτικές Εξετάσεις στα Μαθηµατικά Ια

9 Σεπτεµβρίου, 2009

Θ1. (αʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά

∞∑
n=1

√
n+ 1−

√
n

n
.

(0,5 µον.)

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι limn→∞ n
√
n = 1. Στη συνέχεια να αποδειχθεί ότι υπάρχει N ∈ N

τέτοιο ώστε 0 < n
√
n− 1 < 1/3, για κάθε n ≥ N και να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση

η σειρά
∞∑
n=1

(
n
√
n− 1

)n
.

(1 µον.)

(γʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1 an, όπου

an =


1/4n αν n είναι άρτιος ,

1/5n αν n είναι περιττός .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι √
n+ 1−

√
n

n
=

1

n
(√
n+ 1 +

√
n
) < 1

n
√
n

=
1

n3/2

και ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1
1

n3/2 συγκλίνει. Εποµένως από το κριτήριο σύγκρισης

και η σειρά
∞∑
n=1

√
n+ 1−

√
n

n

ϑα συγκλίνει.
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(ϐʹ) Επειδή

lim
n→∞

lnn

n
= lim

x→∞

lnx

x

(L’Hôpital)
= lim

x→∞

1

x
= 0 ,

είναι

lim
n→∞

n
√
n = lim

n→∞
n1/n = lim

n→∞
elnn/n = e0 = 1 .

Επειδή limn→∞ n
√
n = 1, για ε = 1/3 υπάρχει N ∈ N τέτοιο ώστε 0 < n

√
n− 1 < 1/3,

για κάθε n ≥ N .

Εποµένως

0 <
(
n
√
n− 1

)n
< (1/3)n , για κάθε n ≥ N

και ως γνωστόν η γεωµετρική σειρά
∑∞

n=N (1/3)n συγκλίνει. ΄Αρα από το κριτήριο σύ-

γκρισης και η σειρά
∑∞

n=N ( n
√
n− 1)

n ϑα συγκλίνει. ∆ηλαδή η σειρά
∑∞

n=1 ( n
√
n− 1)

n

συγκλίνει.

Σηµείωση. Για τη σύγκλιση της σειράς µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε και το κριτήριο

της ϱίζας (κριτήριο του Cauchy). Αν an = ( n
√
n− 1)

n, τότε

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

(
n
√
n− 1

)
= 0 < 1

και εποµένως η σειρά
∑∞

n=1 ( n
√
n− 1)

n συγκλίνει.

(γʹ) 1ος τρόπος. Αν n = 2k, τότε

n
√
an = 2k

√
a2k =

2k

√
1

42k
=

1

4
−−−→
k→∞

1

4
.

Αν n = 2k + 1, τότε

n
√
an = 2k+1

√
a2k+1 =

2k+1

√
1

52k+1
=

1

5
−−−→
k→∞

1

5
.

Εποµένως, lim n
√
an = 1/4 < 1 και από το κριτήριο της ϱίζας(κριτήριο του Cauchy) η

σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει.

Ας σηµειωθεί ότι το κριτήριο του λόγου(κριτήριο του D’Alembert) δεν δίνει απάντηση

για τη σύγκλιση ή απόκλιση της σειράς
∑∞

n=1 an.

2ος τρόπος. Παρατηρούµε ότι

0 < an ≤
1

4n
, για κάθε n ≥ 1.

Επειδή ως γνωστόν η γεωµετρική σειρά
∑∞

n=1 (1/4n) = 1/3 συγκλίνει, από το κριτήριο

σύγκρισης και η σειρά
∑∞

n=1 an ϑα συγκλίνει.
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Θ2. Να ϐρεθούν όλες οι 1− 1 και δύο ϕορές παραγωγίσιµες πραγµατικές συναρτήσεις y = f(x)

µε dy
dx = f ′(x) 6= 0, για κάθε x ∈ R, οι οποίες είναι λύσεις της εξίσωσης

d2y

dx2
+

d2x

dy2
= 0 . (2.17)

Υπόδειξη. Εκφράστε τη δεύτερη παράγωγο d2x
dy2

συναρτήσει των dy
dx και d2y

dx2
. (1,5 µον.)

Λύση. Ως γνωστόν
dx

dy
=

1
dy
dx

και εποµένως

d2x

dy2
=

d

dy

(
1
dy
dx

)

=
d

dx

(
1
dy
dx

)
· dx

dy
(κανόνας αλυσίδας)

= − 1(
dy
dx

)2 · d2y

dx2
· dx

dy
= − 1(

dy
dx

)3 · d2y

dx2
.

Αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση έχουµε

d2y

dx2

1− 1(
dy
dx

)3
 = 0 .

Ισοδύναµα,
d2y

dx2
= 0 ή

(
dy

dx

)3

= 1 .

Η λύση της εξίσωσης d2y
dx2

= 0 είναι y = ax+ b, a, b ∈ R µε a 6= 0, επειδή η y είναι 1− 1.

Η
(
dy
dx

)3
= 1 συνεπάγεται dy

dx = 1 της οποίας η λύση είναι y = x+ c, c ∈ R.

΄Αρα η γενική λύση της (2.17) είναι y = f(x) = ax+ b, a, b ∈ R µε a 6= 0.

Θ3. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι arctan t ≤ t, για κάθε t ≥ 0. (0,5 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω f : [0, 1] → [0,∞) παραγωγίσιµη συνάρτηση της οποίας η πρώτη παράγωγος

είναι ϕθίνουσα συνάρτηση και τέτοια ώστε f(0) = 0 και f ′(1) > 0. Να αποδειχθεί ότι∫ 1

0

1

f2(x) + 1
dx ≤ f(1)

f ′(1)
. (2.18)
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Είναι δυνατόν να ισχύει η ισότητα στην παραπάνω ανισότητα ; (1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Αν ϕ (t) := arctan t− t, είναι

ϕ′ (t) =
1

1 + t2
− 1 = − t2

1 + t2
≤ 0 , για κάθε t ∈ R.

Εποµένως, για κάθε t ≥ 0 είναι ϕ(t) ≤ ϕ(0) και ισοδύναµα arctan t ≤ t.

(ϐʹ) Από την υπόθεση f ′(x) ≥ f ′(1) > 0, για κάθε x ∈ [0, 1] και εποµένως η f είναι γνήσια

αύξουσα.

Επειδή η f ′ είναι ϕθίνουσα, για κάθε x ∈ [0, 1] έχουµε f ′(1) ≤ f ′(x) και εποµένως

f ′(1)

f2(x) + 1
≤ f ′(x)

f2(x) + 1
.

Ολοκληρώνοντας έχουµε

f ′(1)

∫ 1

0

1

f2(x) + 1
dx ≤

∫ 1

0

f ′(x)

f2(x) + 1
dx

=

∫ 1

0
(arctan(f(x)))′ dx

= arctan(f(1))− arctan(f(0))

= arctan(f(1)) . (f(0) = 0)

Επειδή f ′(1) > 0 και f(1) > f(0) = 0, από την (α΄) έχουµε arctan(f(1)) ≤ f(1) και

εποµένως ∫ 1

0

1

f2(x) + 1
dx ≤ arctan(f(1))

f ′(1)
≤ f(1)

f ′(1)
.

Για να ισχύει η ισότητα ϑα πρέπει να είναι arctan(f(1)) = f(1)⇔ f(1) = 0. Τότε∫ 1

0

1

f2(x) + 1
dx = 0 . (άτοπο επειδή f2(x) + 1 > 0, ∀x ∈ [0, 1])

΄Αρα δεν είναι δυνατόν να έχουµε ισότητα στη (2.18).

Σηµείωση. Επίσης, επειδή f(1) > f(0) = 0, από την (α΄) προκύπτει ότι arctan(f(1)) <

f(1) και εποµένως δεν είναι δυνατόν να έχουµε ισότητα στη (2.18).
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Θ4. (αʹ) Αν

In =

∫ π

0

1− cosnx

1− cosx
dx , n = 1, 2, 3, . . . ,

να αποδειχθεί ότι

In =
1

2
(In+1 + In−1) , n ≥ 2

και να υπολογιστεί το In. (1,5 µον.)

(ϐʹ) Να εξεταστεί αν το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
0

sin
(
x2 + x+ 1

)
dx

συγκλίνει.

Υπόδειξη.

sin
(
x2 + x+ 1

)
=

[
− cos

(
x2 + x+ 1

)]′
2x+ 1

.

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή

lim
x→0

1− cosnx

1− cosx

(L’Hôpital)
= lim

x→0

n sinnx

sinx

(L’Hôpital)
=

n2 cosnx

cosx
= n2 ,

το In είναι ένα ορισµένο ολοκλήρωµα. Για n ≥ 2 είναι

In+1 + In−1
2

=

∫ π

0

2− [cos (n+ 1)x+ cos (n− 1)x]

2 (1− cosx)
dx

=

∫ π

0

1− cosnx cosx

1− cosx
dx

=

∫ π

0

(1− cosnx) + cosnx(1− cosx)

1− cosx
dx

= In +

∫ π

0
cosnx dx = In +

sinnx

n

∣∣∣∣x=π
x=0

= In .

Εποµένως, οι όροι της ακολουθίας {I1, I2, I3, . . .} αποτελούν αριθµητική πρόοδο µε

λόγο ω = I2 − I1. ΄Οµως

I1 =

∫ π

0

1− cosx

1− cosx
dx = π

και

I2 =

∫ π

0

1− cos 2x

1− cosx
dx =

∫ π

0

2− 2 cos2 x

1− cosx
dx = 2

∫ π

0
(1 + cosx) dx = 2π ,

οπότε ω = 2π − π = π. ΄Αρα, In = I1 + (n− 1)ω = π + (n− 1)π = nπ.
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(ϐʹ) Επειδή ∫
sin
(
x2 + x+ 1

)
dx = −

cos
(
x2 + x+ 1

)
2x+ 1

− 2

∫
cos
(
x2 + x+ 1

)
(2x+ 1)2

dx

(παραγοντική ολοκλήρωση)

και ∣∣∣∣∣−cos
(
x2 + x+ 1

)
2x+ 1

∣∣∣∣∣ ≤ 1

2x+ 1
−−−→
x→∞

0 ,

είναι ∫ ∞
0

sin
(
x2 + x+ 1

)
dx = cos 1− 2

∫ ∞
0

cos
(
x2 + x+ 1

)
(2x+ 1)2

dx︸ ︷︷ ︸
I

.

Αρκεί να εξετάσουµε ως προς τη σύγκλιση το γενικευµένο ολοκλήρωµα I. Επειδή∣∣∣∣∣cos
(
x2 + x+ 1

)
(2x+ 1)2

∣∣∣∣∣ ≤ 1

(2x+ 1)2

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
0

1

(2x+ 1)2
dx =

1

2
, (συγκλίνει)

από το κριτήριο σύγκρισης το γενικευµένο ολοκλήρωµα I συγκλίνει απόλυτα και κατά

συνέπεια ϑα συγκλίνει. ΄Αρα, το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
0

sin
(
x2 + x+ 1

)
dx

συγκλίνει.

Θ5. Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης και το άθροισµα της δυναµοσειράς

∞∑
n=1

(
n+ 2−n

)
xn .

(1,5 µον.)

Λύση. Αν an = n+ 2−n, είναι

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n+ 1 + 2−n−1

n+ 2−n
= lim

n→∞

1 + 1/n+ 1/n2n+1

1 + 1/n2n
= 1 .
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Εποµένως, η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι R = 1. ∆ηλαδή η δυναµοσειρά

συγκλίνει για |x| < 1.

Ως γνωστόν, για |x| < 1 είναι

1

1− x
=
∞∑
n=0

xn ,
1

(1− x)2
=
∞∑
n=1

nxn−1 και
x/2

1− x/2
=
∞∑
n=1

(x
2

)n
.

Εποµένως, για |x| < 1 έχουµε

∞∑
n=1

(
n+ 2−n

)
xn =

∞∑
n=1

nxn +
∞∑
n=1

(x
2

)n
= x

∞∑
n=1

nxn−1 +

∞∑
n=1

(x
2

)n
=

x

(1− x)2
+

x

2− x
.
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2.8 Ακαδηµαϊκό έτος 2007–8

ΣΧΟΛΗ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ

Εξετάσεις στα Μαθηµατικά Ια

25 Φεβρουαρίου, 2008

Θ1. (αʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά

∞∑
n=1

ln

(
2n+ 1

2n− 1

)
.

(1 µον.)

(ϐʹ) Να εξεταστούν ως προς τη σύγκλιση οι σειρές

(i)

∞∑
n=1

lnn

n2
και (ii)

∞∑
n=1

(
n1/n

2 − 1
)
.

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) 1ος τρόπος. Είναι

N∑
n=1

ln

(
2n+ 1

2n− 1

)
= ln

(
3

1

)
+ ln

(
5

3

)
+ ln

(
7

5

)
+ · · ·+ ln

(
2N + 1

2N − 1

)
= ln

(
3

1
· 5

3
· 7

5
· · · 2N + 1

2N − 1

)
= ln (2N + 1) −−−−→

N→∞
∞ .

Εποµένως
∞∑
n=1

ln

(
2n+ 1

2n− 1

)
=∞ ,

δηλαδή η σειρά αποκλίνει.

2ος τρόπος. Παρατηρούµε ότι

ln

(
2n+ 1

2n− 1

)
= ln

(
1 +

2

2n− 1

)
.

Επειδή

lim
x→0+

ln (1 + x)

x

(L’Hôpital)
= lim

x→0+

1

1 + x
= 1 ,
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από το ϑεώρηµα µεταφοράς έχουµε

lim
n→∞

ln
(

1 + 2
2n−1

)
2

2n−1
= 1 .

΄Οµως
∑∞

n=1 (2/ (2n− 1)) =∞, οπότε από το οριακό κριτήριο σύγκρισης ϑα είναι και

∞∑
n=1

ln

(
2n+ 1

2n− 1

)
=∞ .

(ϐʹ) (i) Αν bn = lnn/n2 και cn = 1/n3/2, είναι

lim
n→∞

bn
cn

= lim
n→∞

lnn/n2

1/n3/2
= lim

x→∞

lnn√
n

= lim
x→∞

lnx√
x

(L’Hôpital)
= 2 lim

x→∞

1√
x

= 0 .

Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1
1

n3/2 συγκλίνει, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης

και η σειρά
∑∞

n=1
lnn
n2 ϑα συγκλίνει.

Σηµείωση. Επειδή η ακολουθία bn = lnn
n2 είναι ϕθίνουσα και ϑετική για κάθε n ≥ 2,

µπορεί να χρησιµοποιηθεί και το κριτήριο συµπύκνωσης ή το κριτήριο γενικευµένου

ολοκληρώµατος.

(ii) ΄Εστω

an = n1/n
2 − 1 = elnn/n

2 − 1 και bn =
lnn

n2
.

Είναι

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

lnn

n2
= lim

x→∞

lnx

x2
(L’Hôpital)

= lim
x→∞

1

2x2
= 0 .

Επειδή

lim
x→0+

ex − 1

x

(L’Hôpital)
= lim

x→0+
ex = 1 ,

τότε από το ϑεώρηµα µεταφοράς

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

elnn/n
2 − 1

lnn/n2
= 1 .

Επειδή από τη (i) η σειρά
∑∞

n=1
lnn
n2 συγκλίνει, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης και

η σειρά
∑∞

n=1

(
n1/n

2 − 1
)

ϑα συγκλίνει.

Θ2. Να µετασχηµατισθεί η διαφορική εξίσωση

y′′ +
2x

1 + x2
y′ +

1

(1 + x2)2
y = 0 (2.19)
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µε την αντικατάσταση x = tan t και στη συνέχεια να ϐρεθεί η γενική λύση της. (1,5 µον.)

Λύση. Ως γνωστόν x = tan t⇔ t = arctanx. Είναι

y′ =
dy

dx
=

dy

dt
· dt

dx
=

dy

dt
· 1

dx/dt
=

dy

dt
cos2 t

και

y′′ =
d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dt

(
dy

dx

)
· dt

dx

=
d

dt

(
dy

dt
cos2 t

)
· 1

dx/dt

=

[
d

dt

(
dy

dt

)
cos2 t− dy

dt
sin 2t

]
cos2 t =

d2y

dt2
cos4 t− dy

dt
sin 2t cos2 t .

Επειδή 1 + x2 = 1 + tan2 t = 1
cos2 t

, αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση έχουµε

d2y

dt2
cos4 t− dy

dt
sin 2t cos2 t+ 2 tan t cos2 t · dy

dt
cos2 t+ y cos4 t = 0

και ισοδύναµα
d2y

dt2
+ y = 0 . (2.20)

Η χαρακτηριστική εξίσωση της (2.20) είναι : r2 + 1 = 0 µε ϱίζες r1,2 = ±i. Εποµένως, η

γενική λύση της (2.20) είναι

y∗ (t) = c1 cos t+ c2 sin t , c1, c2 ∈ R .

Επειδή

cos t = ± 1√
1 + tan2 t

= ± 1√
1 + x2

και sin t = ± tan t√
1 + tan2 t

= ± x√
1 + x2

,

η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (2.19) είναι

y (x) =
c1 + c2x√

1 + x2
, c1, c2 ∈ R .

Θ3. (αʹ) Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα κατάλληλης συνάρτησης στο διάστηµα [0, 1], να ϐρε-

ϑεί το όριο

lim
n→∞

n−1∑
k=0

1√
k2 − 2kn+ 2n2

.

(1,3 µον.)
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(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας το γεικειυµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα ή µε οποιο-

δήποτε άλλο τρόπο, να υπολογιστεί το όριο

lim
a→0

∫ 3

0

√
1 + a4x3

3 + x2
dx .

(1,2 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι

n−1∑
k=0

1√
k2 − 2kn+ 2n2

=
1

n

n−1∑
k=0

1√
(k/n)2 − 2k/n+ 2

=
1

n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
,

όπου f(x) = 1√
x2−2x+2

. Εποµένως, από τη ϑεωρία του ολοκληρώµατος Riemann

έχουµε

lim
n→∞

n−1∑
k=0

1√
k2 − 2kn+ 2n2

=

∫ 1

0

1√
x2 − 2x+ 2

dx =

∫ 1

0

1√
(x− 1)2 + 1

dx .

΄Αρα,

lim
n→∞

n−1∑
k=0

1√
k2 − 2kn+ 2n2

=

∫ 1

0

1√
(x− 1)2 + 1

dx

=

∫ 0

−1

1√
t2 + 1

dt (αντικατάσταση t = x− 1)

= ln
(
t+

√
t2 + 1

)∣∣∣t=0

t=−1

= − ln(−1 +
√

2) = ln(1 +
√

2) .

(ϐʹ) 1ος τρόπος. Επειδή οι συναρτήσεις f(x) =
√

1 + a4x3 και g(x) = 1
3+x2

είναι ϑετι-

κές και συνεχείς στο διάστηµα [0, 3], από το γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής για

ολοκληρώµατα είναι∫ 3

0

√
1 + a4x3

3 + x2
dx =

√
1 + a4ξ3

∫ 3

0

1

(
√

3)2 + x2
dx

=
√

1 + a4ξ3
1√
3

arctan

(
x√
3

)∣∣∣∣x=3

x=0

=
√

1 + a4ξ3
1√
3

arctan
√

3 =
π

3
√

3

√
1 + a4ξ3 ,
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για κάποιο ξ, µε 0 ≤ ξ ≤ 3. Επειδή lima→0

√
1 + a4ξ3 = 1, είναι

lim
a→0

∫ 3

0

√
1 + a4x3

3 + x2
dx =

π

3
√

3
.

2ος τρόπος.∣∣∣∣∣
∫ 3

0

√
1 + a4x3

3 + x2
dx−

∫ 3

0

1

3 + x2
dx

∣∣∣∣∣ =

∫ 3

0

√
1 + a4x3 − 1

3 + x2
dx

≤ (
√

1 + 27a4 − 1)

∫ 3

0

1

3 + x2
dx −−−→

a→0
0 .

΄Αρα,

lim
a→0

∫ 3

0

√
1 + a4x3

3 + x2
dx =

∫ 3

0

1

3 + x2
dx =

π

3
√

3
.

Θ4. (αʹ) Αν η συνάρτηση f είναι συνεχής στο [0,∞) και το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
0

f
(√

x2 + 1− x
)
dx

συγκλίνει, να αποδειχθεί ότι∫ ∞
0

f
(√

x2 + 1− x
)
dx =

1

2

∫ 1

0

(
1 +

1

u2

)
f (u) du .

(0,8 µον.)

(ϐʹ) Να ϐρεθούν οι τιµές του n ∈ N για τις οποίες το γενικευµένο ολοκλήρωµα

In =

∫ ∞
0

(√
x2 + 1− x

)n
dx

συγκλίνει και χρησιµοποιώντας το (α΄) να υπολογιστεί. (1,7 µον.)

Λύση.

(αʹ) Αν u =
√
x2 + 1 − x, x ≥ 0, τότε x = −u2−1

2u και dxdu = −u2+1
2u2

. Παρατηρούµε ότι για

x = 0 είναι u = 1 και

lim
x→∞

(
√
x2 + 1− x) = lim

x→∞

1√
x2 + 1 + x

= 0 .

Εποµένως,∫ ∞
0

f(
√
x2 + 1− x) dx = −

∫ 0

1
f(u)

u2 + 1

2u2
du =

1

2

∫ 1

0
(1 +

1

u2
)f(u) du .
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(ϐʹ) Επειδή∫ ∞
0

(
√
x2 + 1− x)n dx =

∫ 1

0
(
√
x2 + 1− x)n dx︸ ︷︷ ︸

J1

+

∫ ∞
1

(
√
x2 + 1− x)n dx︸ ︷︷ ︸

J2

,

όπου το J1 είναι ένα ορισµένο ολοκλήρωµα, αρκεί να εξετάσουµε ως προς τη σύγκλιση

το γενικευµένο ολοκλήρωµα J2. ΄Οµως

lim
x→∞

(
√
x2 + 1− x)n

1/xn
= lim

x→∞

(
x√

x2 + 1 + x

)n
= lim

x→∞

(
1√

1 + 1/x2 + 1

)n
=

1

2n

και ως γνωστόν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

1
xn dx συγκλίνει αν και µόνο αν n ≥

2. Εποµένως, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης το γενικευµένο ολοκλήρωµα J2 ϑα

συγκλίνει αν και µόνο αν n ≥ 2. ΄Αρα, το γενικευµένο ολοκλήρωµα In ϑα συγκλίνει αν

και µόνο αν n ≥ 2.

Για τον υπολογισµό του In, n ≥ 2, από το (α΄) για f(x) = xn έχουµε

In =
1

2

∫ 1

0

(
1 +

1

u2

)
un du =

1

2

∫ 1

0
(un + un−2) du

=
1

2

(
un+1

n+ 1
+
un−1

n− 1

)∣∣∣∣u=1

u=0

=
1

2

(
1

n+ 1
+

1

n− 1

)
=

n

n2 − 1
.

Θ5. Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης και το άθροισµα της δυναµοσειράς

∞∑
n=1

n2xn .

Εφαρµογή. Να υπολογιστεί το άθροισµα της σειράς

∞∑
n=1

n2

3n/2
.

(1,5 µον.)

Λύση. Αν an = n2, είναι

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(
n+ 1

n

)2

= 1 .
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Εποµένως, η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι R = 1.

Για τον υπολογισµό του αθροίσµατος της δυναµοσειράς παραγωγίζουµε δύο ϕορές τη γεω-

µετρική σειρά 1
1−x =

∑∞
n=0 x

n, |x| < 1, οπότε

1

(1− x)2
=
∞∑
n=1

nxn−1 και
2

(1− x)3
=
∞∑
n=2

n(n− 1)xn−2 , |x| < 1 .

Εποµένως,

∞∑
n=1

n2xn =

∞∑
n=1

[n (n− 1) + n]xn

=
∞∑
n=1

n (n− 1)xn +
∞∑
n=1

nxn

= x2
∞∑
n=2

n (n− 1)xn−2 + x
∞∑
n=1

nxn−1

= x2
2

(1− x)3
+ x

1

(1− x)2
=

x2 + x

(1− x)3
, |x| < 1 .

Εφαρµογή. Για x = 1/
√

3 έχουµε

∞∑
n=1

n2

3n/2
=

1/3 + 1/
√

3(
1− 1/

√
3
)3 =

3 +
√

3(√
3− 1

)3 ≈ 12, 0622 .

Επαναληπτικές Εξετάσεις στα Μαθηµατικά Ια

1 Σεπτεµβρίου, 2008

Θ1. (αʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά

∞∑
n=1

ln

(
2n+ 1

2n+ 3

)
.

(1 µον.)

(ϐʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά

∞∑
n=2

nlnn

(lnn)n
.

(1 µον.)
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(γʹ) ΄Εστω (an) ακολουθία πραγµατικών αριθµών. Αν η σειρά
∑∞

n=1 a
2
n συγκλίνει, να απο-

δειχθεί ότι και η σειρά
∑∞

n=1
an
n ϑα συγκλίνει.

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) 1ος τρόπος. Είναι

N∑
n=1

ln

(
2n+ 1

2n+ 3

)
= ln

(
3

5

)
+ ln

(
5

7

)
+ ln

(
7

9

)
+ · · ·+ ln

(
2N + 1

2N + 3

)
= ln

(
3

5
· 5

7
· 7

9
· · · 2N + 1

2N + 3

)
= ln

(
3

2N + 3

)
−−−−→
N→∞

−∞ .

Εποµένως
∞∑
n=1

ln

(
2n+ 1

2n+ 3

)
= −∞ ,

δηλαδή η σειρά αποκλίνει.

2ος τρόπος. Παρατηρούµε ότι

ln

(
2n+ 1

2n+ 3

)
= ln

(
1− 2

2n+ 3

)
.

Επειδή

lim
x→0+

− ln (1− x)

x

(L’Hôpital)
= lim

x→0+

1

1− x
= 1 ,

τότε και

lim
n→∞

− ln
(

1− 2
2n+3

)
2

2n+3

= 1 .

΄Οµως
∑∞

n=1
2

2n+3 =∞, οπότε από το οριακό κριτήριο σύγκρισης ϑα είναι και

∞∑
n=1

[
− ln

(
2n+ 1

2n+ 3

)]
=∞⇔

∞∑
n=1

ln

(
2n+ 1

2n+ 3

)
= −∞ .

(ϐʹ) Ο γενικός όρος της σειράς είναι an = nlnn/ (lnn)n, n ≥ 2. Είναι an > 0, για κάθε

n ≥ 2 και

n
√
an =

nlnn/n

lnn
=
eln

2 n/n

lnn
.

Επειδή

lim
n→∞

ln2 n

n
= lim

x→∞

ln2 x

x

(L’Hôpital)
= 2 lim

x→∞

lnx

x

(L’Hôpital)
= 2 lim

x→∞

1

x
= 0 ,
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είναι

lim
n→∞

eln
2 n/n = 1 .

΄Αρα,

lim
n→∞

n
√
an = lim

n→∞

eln
2 n/n

lnn
= 0 < 1

και από το κριτήριο της ϱίζας(κριτήριο του Cauchy) η σειρά συγκλίνει.

(γʹ) Είναι (|an| − 1/n)2 ≥ 0 και ισοδύναµα

2
∣∣∣an
n

∣∣∣ ≤ a2n +
1

n2
, για κάθε n ≥ 1.

Ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1

(
1/n2

)
συγκλίνει και από την υπόθεση η σειρά

∑∞
n=1 a

2
n

επίσης συγκλίνει. Εποµένως και η σειρά
∑∞

n=1

(
a2n + 1/n2

)
ϑα συγκλίνει. ΄Αρα, από το

κριτήριο σύγκρισης η σειρά 2
∑∞

n=1

∣∣an
n

∣∣ συγκλίνει. Αφού η σειρά
∑∞

n=1

∣∣an
n

∣∣ συγκλίνει,
τότε και η σειρά

∑∞
n=1

an
n ϑα συγκλίνει.

Θ2. Να ϐρεθεί η συνάρτηση y = f (x), x ∈ (−3/2, 5/2), αν

f ′ (x) =
1√

−4x2 + 4x+ 15
, f (1/2) = π .

(1,5 µον.)

Λύση. Είναι

f(x)− f(1/2) =

∫ x

1/2

1√
−4t2 + 4t+ 15

dt⇔ f(x) =

∫ x

1/2

1√
−4t2 + 4t+ 15

dt+ π .

΄Οµως ∫
1√

−4t2 + 4t+ 15
dt =

1

2

∫
1√

4− (t− 1/2)2
dt

=
1

2

∫
1√

22 − u2
du (αντικατάσταση u = t− 1/2)

=
1

2
arcsin

(u
2

)
+ c

=
1

2
arcsin

(
t− 1/2

2

)
+ c =

1

2
arcsin

(
2t− 1

4

)
+ c .
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Εποµένως,

f(x) =
1

2
arcsin

(
2x− 1

4

)
+ π .

Θ3. (αʹ) Αν η συνάρτηση f : [1,∞)→ (0,∞) είναι ϕθίνουσα, να αποδειχθεί ότι

n∑
k=1

f (k)− f (1) ≤
∫ n

1
f (x) dx ≤

n∑
k=1

f (k)− f (n) , n = 1, 2, . . . .

(1 µον.)

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας το (α΄) να υπολογιστεί το

lim
n→∞

1

n2/3

n∑
k=1

1

k1/3
.

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή η συνάρτηση f είναι ϕθίνουσα στο διάστηµα [k, k + 1], k ∈ N, για k ≤ x ≤ k+1

είναι f (k + 1) ≤ f (x) ≤ f (k) και εποµένως

f (k + 1) ≤
∫ k+1

k
f (x) dx ≤ f (k) .

Αν n ≥ 2, αθροίζοντας τις παραπάνω ανισότητες για k = 1, 2, . . . , n− 1 έχουµε ότι

n−1∑
k=1

f (k + 1) ≤
∫ 2

1
f (x) dx+

∫ 3

2
f (x) dx+ · · ·+

∫ n

n−1
f (x) dx ≤

n−1∑
k=1

f (k)

και ισοδύναµα
n∑
k=2

f (k) ≤
∫ n

1
f (x) dx ≤

n−1∑
k=1

f (k) .

΄Αρα,
n∑
k=1

f (k)− f (1) ≤
∫ n

1
f (x) dx ≤

n∑
k=1

f (k)− f (n) .

(ϐʹ) Επειδή η συνάρτηση f (x) = 1/x1/3 είναι γνήσια ϕθίνουσα στο διαστηµα [1,∞), από

το (α΄) έχουµε
n∑
k=1

1

k1/3
− 1 ≤

∫ n

1

1

x1/3
dx ≤

n∑
k=1

1

k1/3
− 1

n1/3
.
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΄Οµως ∫ n

1

1

x1/3
dx =

3

2
x2/3

∣∣∣∣x=n
x=1

=
3

2

(
n2/3 − 1

)
,

οπότε
n∑
k=1

1

k1/3
− 1 ≤ 3

2

(
n2/3 − 1

)
≤

n∑
k=1

1

k1/3
− 1

n1/3

και ισοδύναµα

3

2

(
n2/3 − 1

)
+

1

n1/3
≤

n∑
k=1

1

k1/3
≤ 3

2

(
n2/3 − 1

)
+ 1 .

Εποµένως,

3

2
− 3

2

1

n2/3
+

1

n
≤ 1

n2/3

n∑
k=1

1

k1/3
≤ 3

2
− 1

2

1

n2/3
.

Επειδή

lim
n→∞

(
3

2
− 3

2

1

n2/3
+

1

n

)
= lim

n→∞

(
3

2
− 1

2

1

n2/3

)
=

3

2
,

από τις παραπάνω ανισότητες και το κριτήριο κιβωτισµού(κριτήριο ισοσυγκλινουσών

ακολουθιών) προκύπτει ότι

lim
n→∞

1

n2/3

n∑
k=1

1

k1/3
=

3

2
.

Θ4. Να εξεταστεί αν το γενικευµένο ολοκλήρωµα

∫ ∞
1

√
x

(x+ 1)2
dx

συγκλίνει και αν ναι να υπολογιστεί. (1,5 µον.)

Λύση. Επειδή

lim
x→∞

√
x/ (x+ 1)2

1/x3/2
= lim

x→∞

x2

(x+ 1)2
= lim

x→∞

1

(1 + 1/x)2
= 1

και ως γνωστόν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

(
1/x3/2

)
dx συγκλίνει, από το οριακό κριτή-
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ϱιο σύγκρισης και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

(√
x/ (x+ 1)2

)
dx ϑα συγκλίνει. Είναι

∫ √
x

(x+ 1)2
dx = −

∫ √
x

(
1

x+ 1

)′
dx

= −
√
x

x+ 1
+

1

2

∫
1√

x (x+ 1)
dx (παραγοντική ολοκλήρωση)

= −
√
x

x+ 1
+

∫
1

t2 + 1
dt (αντικατάσταση t =

√
x⇔ x = t2)

= −
√
x

x+ 1
+ arctan t+ c

= −
√
x

x+ 1
+ arctan

√
x+ c .

Εποµένως,∫ ∞
1

√
x

(x+ 1)2
dx = lim

R→∞

∫ R

1

√
x

(x+ 1)2
dx

= lim
R→∞

(
−
√
R

R+ 1
+ arctan

√
R

)
−
(
−1

2
+ arctan 1

)
= − lim

R→∞

1√
R+ 1/

√
R

+ lim
R→∞

arctan
√
R+

1

2
− arctan 1

=
π

2
+

1

2
− π

4
=

1

2
+
π

4
.

Θ5. (αʹ) Χρησιµοποιώντας τη γεωµετρική σειρά, να ϐρεθεί το ανάπτυγµα της συνάρτησης y =

ln (1− 2x) σε σειρά Maclaurin. (0,7 µον.)

(ϐʹ) Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης και το άθροισµα της δυναµοσειράς

∞∑
n=1

2nxn+2

n (n+ 2)
.

Εφαρµογή. Να υπολογιστεί το άθροισµα της σειράς

∞∑
n=1

1

n (n+ 2) 2n
.

(2,3 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Ως γνωστόν 1/ (1− t) =
∑∞

n=0 t
n, |t| < 1. Ολοκληρώνοντας, για |x| < 1 έχουµε

ln (1− x) = −
∫ x

0

1

1− t
dt = −

∞∑
n=0

∫ x

0
tn dt = −

∞∑
n=0

xn+1

n+ 1
= −

∞∑
n=1

xn

n
.

Εποµένως,

ln (1− 2x) = −
∞∑
n=1

(2x)n

n
= −

∞∑
n=1

2nxn

n
, |x| < 1

2
.

(ϐʹ) Αν cn = 2nxn+2/n (n+ 2), είναι

lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

2n+1 |x|n+3

(n+ 1) (n+ 3)
· n (n+ 2)

2n |x|n+2 = lim
n→∞

2n (n+ 2)

(n+ 1) (n+ 3)
|x| = 2 |x| .

Εποµένως limn→∞ |cn+1/cn| < 1, αν και µόνο αν |x| < 1/2. ∆ηλαδή, η ακτίνα σύγκλι-

σης της δυναµοσειράς είναι R = 1/2.

΄Εστω

f (x) =

∞∑
n=1

2nxn+2

n (n+ 2)
, |x| < 1

2
.

Παραγωγίζοντας έχουµε

f ′ (x) =
∞∑
n=1

2nxn+1

n
= x

∞∑
n=1

2nxn

n
= −x ln (1− 2x) , |x| < 1

2

και κατά συνέπεια

f (x) = −
∫ x

0
t ln (1− 2t) dt , |x| < 1

2
.

Είναι∫ x

0
t ln (1− 2t) dt =

∫ x

0

(
t2

2

)′
ln (1− 2t) dt

=
x2

2
ln (1− 2x) +

∫ x

0

t2

1− 2t
dt (παραγοντική ολοκλήρωση)

=
x2

2
ln (1− 2x)− 1

4

∫ x

0
(2t+ 1) dt+

1

4

∫ x

0

1

1− 2t
dt

=
x2

2
ln (1− 2x)− 1

4

(
x2 + x

)
− 1

8
ln (1− 2x) .

΄Αρα,
∞∑
n=1

2nxn+2

n (n+ 2)
=

1

4

(
x2 + x

)
+

1

8

(
1− 4x2

)
ln (1− 2x) , |x| < 1

2
.

Εφαρµογή. Για x = 1/4 έχουµε

∞∑
n=1

2n

n (n+ 2) 4n+2
=

1

16

∞∑
n=1

1

n (n+ 2) 2n
.
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΄Αρα,

∞∑
n=1

1

n (n+ 2) 2n
= 16

[
1

4

(
1

42
+

1

4

)
+

1

8

(
1− 4

1

42

)
ln

(
1− 2

1

4

)]
=

5

4
− 3

2
ln 2 .
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2.9 Ακαδηµαϊκό έτος 2006–7

ΣΧΟΛΗ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ

Εξετάσεις στα Μαθηµατικά Ια

10 Σεπτεµβρίου, 2007

Θ1. (αʹ) ΄Εστω η ακολουθία an = nrxn, r ∈ R και |x| < 1. Να υπολογιστεί το limn→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣
καθώς επίσης και το limn→∞ an. (0,7 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω fn(x) = xn(1 − x), gn(x) = n2xn(1 − x) ακολουθίες συναρτήσεων ορισµένες

στο διάστηµα [0, 1]. Να υπολογιστούν τα bn = max
0≤x≤1

fn(x) και cn = max
0≤x≤1

gn(x). Να

αποδειχθεί ότι limn→∞ bn = 0 και

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx =

∫ 1

0
lim
n→∞

fn(x) dx ,

ενώ limn→∞ cn =∞ και

lim
n→∞

∫ 1

0
gn(x) dx 6=

∫ 1

0
lim
n→∞

gn(x) dx .

(1,8 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n+ 1)r |x|n+1

nr |x|n
= lim

n→∞

(
1 +

1

n

)r
|x| = |x| < 1 .

Από το κριτήριο του λόγου η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει και εποµένως limn→∞ an = 0.

(ϐʹ) Η παράγωγος f ′n (x) = xn−1 (n− (n+ 1)x) µηδενίζεται στο (0, 1) για x = n
n+1 . Επειδή

fn(0) = fn(1) = 0, είναι

bn = max
0≤x≤1

fn(x) = fn

(
n

n+ 1

)
=

(
n

n+ 1

)n(
1− n

n+ 1

)
=

1(
1 + 1

n

)n · 1

n+ 1
.

Παρόµοια,

cn = max
0≤x≤1

gn(x) =
1(

1 + 1
n

)n · n2

n+ 1
.

Εποµένως,

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

1(
1 + 1

n

)n · lim
n→∞

1

n+ 1
=

1

e
· 0 = 0
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και

lim
n→∞

cn = lim
n→∞

1(
1 + 1

n

)n · lim
n→∞

n2

n+ 1
=

1

e
· ∞ =∞ .

Από την (α΄), για |x| < 1 είναι limn→∞ x
n = limn→∞ n

2xn = 0. Εποµένως, για κάθε

x ∈ [0, 1] είναι limn→∞ fn(x) = limn→∞ gn(x) = 0. Παρατηρούµε ότι

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(x) dx = lim

n→∞

∫ 1

0

(
xn − xn+1

)
dx

= lim
n→∞

(
1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
= 0 =

∫ 1

0
lim
n→∞

fn(x) dx ,

ενώ

lim
n→∞

∫ 1

0
gn(x) dx = lim

n→∞
n2
∫ 1

0
(xn − xn+1) dx

= lim
n→∞

n2
(

1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
= lim

n→∞

n2

(n+ 1)(n+ 2)

= 1 6= 0 =

∫ 1

0
lim
n→∞

gn(x) dx .

Θ2. (αʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∞∑
n=1

nn

an2 , a ∈ R, a 6= 0 .

(1 µον.)

(ϐʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∞∑
n=1

na tan

(
π

4
+

1

n

)
, a ∈ R .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) ΄Εστω an = nn/an
2
. Τότε

lim
n→∞

n
√
|an| = lim

n→∞
n

√∣∣∣∣ nnan2

∣∣∣∣ = lim
n→∞

n

|a|n
= lim

n→∞
n

(
1

|a|

)n
.
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Αν |a| > 1, από το ϑέµα 1 (α΄) είναι limn→∞ n(1/|a|)n = 0 < 1. Εποµένως, από το

κριτήριο της ϱίζας η σειρά
∑∞

n=1

(
nn/an

2
)

συγκλίνει απόλυτα. Αν |a| ≤ 1, a 6= 0,

είναι limn→∞
n
√
|an| = limn→∞ n(1/|a|)n = +∞ και από το κριτήριο της ϱίζας η σειρά∑∞

n=1

(
nn/an

2
)

αποκλίνει. ΄Αρα, η σειρά
∑∞

n=1

(
nn/an

2
)

συγκλίνει αν και µόνο αν

|a| > 1.

(ϐʹ) Αν an = na tan (π/4 + 1/n), για κάθε n ≥ 2 είναι an > 0. ΄Εστω bn = na. Επειδή

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

tan

(
π

4
+

1

n

)
= tan

(π
4

)
= 1 ,

από το οριακό κριτήριο σύγκρισης η σειρά
∑∞

n=1 n
a tan (π/4 + 1/n) συγκλίνει αν και

µόνο αν η σειρά
∑∞

n=1 n
a συγκλίνει. Ως γνωστόν, η σειρά

∑∞
n=1 n

a =
∑∞

n=1 (1/n−a)

συγκλίνει αν και µόνο αν −a > 1 ⇔ a < −1. ΄Αρα, η σειρά
∑∞

n=1 n
a tan (π/4 + 1/n)

συγκλίνει αν και µόνο αν a < −1.

Θ3. Αν η συνάρτηση f : [0, π/2]→ R είναι συνεχής, να αποδειχθεί ότι

2

π

∫ π/2

0
f (x) dx = f (ξ) , για κάποιο ξ ∈ [0, π/2] .

Αν f(x) = 1
2−sinx , να αποδειχθεί ότι το

ξ = arcsin

(
2− 3

√
3

4

)
≈ 0, 7767 .

(2 µον.)

Λύση. Υποθέτουµε ότι η f παίρνει την ελάχιστη και τη µέγιστη τιµή της στα σηµεία x0 και

y0 αντίστοιχα του [0, π/2]. Τότε f (x0) ≤ f (x) ≤ f (y0), για κάθε x ∈ [0, π/2] και εποµένως∫ π/2

0
f (x0) dx ≤

∫ π/2

0
f (x) dx ≤

∫ π/2

0
f (y0) dx⇔ f (x0) ≤

2

π

∫ π/2

0
f (x) dx ≤ f (y0) .

Από το ϑεώρηµα του Bolzano ή ενδιάµεσης τιµής, υπάρχει ξ ∈ [0, π/2] τέτοιο ώστε

f (ξ) =
2

π

∫ π/2

0
f (x) dx .

Αν f(x) = 1
2−sinx , χρησιµοποιώντας το µετασχηµατισµό t = tan x

2 , x ∈ (−π, π), οπότε

x = 2 arctan t, είναι

sinx =
2 tan x

2

1 + tan2 x
2

=
2t

1 + t2
και dx =

2

1 + t2
dt .
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Εποµένως,∫ π/2

0

1

2− sinx
dx =

∫ 1

0

1

2− 2t/ (1 + t2)

2

1 + t2
dt

=

∫ 1

0

1

t2 − t+ 1
dt

=

∫ 1

0

1

(t− 1/2)2 + 3/4
dt

=

∫ 1/2

−1/2

1

u2 +
(√

3/2
)2 du (αντικατάσταση u = t− 1/2)

=
2√
3

arctan

(
2u√

3

)∣∣∣∣u=1/2

u=−1/2

=
4√
3

arctan

(
1√
3

)
=

2π

3
√

3
.

΄Αρα,

f (ξ) =
2

π

∫ π/2

0

1

2− sinx
dx⇔ 1

2− sin ξ
=

4

3
√

3
⇔ sin ξ = 2− 3

√
3

4

και κατά συνέπεια

ξ = arcsin

(
2− 3

√
3

4

)
≈ 0, 7767 .

Θ4. Αν θ ∈ (0, π/2), να ϐρεθεί η γενική λύση y = y (x) της διαφορικής εξίσωσης

y′′ + 2y′ cos θ + y = 0

και να αποδειχθεί ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0 y (x)2 dx συγκλίνει. (1,5 µον.)

Λύση. Η χαρακτηριστική εξίσωση της διαφορικής εξίσωσης είναι : r2 + 2r cos θ + 1 = 0 µε

ϱίζες

r1,2 = − cos θ ±
√

cos2 θ − 1 = − cos θ ±
√
− sin2 θ = − cos θ ± i sin θ .

Εποµένως, η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι

y (x) = (c1 cos (x sin θ) + c2 sin (x sin θ)) e−x cos θ , c1, c2 ∈ R .

Επειδή

y(x)2 = (c1 cos (x sin θ) + c2 sin (x sin θ))2 e−2x cos θ ≤ (|c1|+ |c2|)2 e−2x cos θ
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και το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
0

e−2x cos θ dx = lim
R→∞

∫ R

0
e−2x cos θ dx

= − 1

2 cos θ
lim
R→∞

e−2x cos θ
∣∣∣x=R
x=0

= − 1

2 cos θ
lim
R→∞

(
e−2R cos θ − 1

)
=

1

2 cos θ
(cos θ > 0)

συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0 y(x)2 dx ϑα

συγκλίνει.

Θ5. Να εξεταστεί αν το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
x

dt

t
√
t+ 1

, x > 0 ,

συγκλίνει και αν ναι να υπολογιστεί. (1,5 µον.)

Λύση. Επειδή για t > 0 είναι

0 <
1

t
√
t+ 1

<
1

t
√
t

=
1

t3/2

και ως γνωστόν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
x

(
1/t3/2

)
dt συγκλίνει, από το κριτήριο

σύγκρισης και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
x

(
1/t
√
t+ 1

)
dt ϑα συγκλίνει. Είναι∫ ∞

x

dt

t
√
t+ 1

=

∫ ∞
√
x+1

2udu

u (u2 − 1)
(αντικατάσταση u =

√
t+ 1⇔ t = u2 − 1)

=

∫ ∞
√
x+1

(
1

u− 1
− 1

u+ 1

)
du

= ln

(
u− 1

u+ 1

)∣∣∣∣∞√
x+1

= lim
u→∞

ln

(
u− 1

u+ 1

)
− ln

(√
x+ 1− 1√
x+ 1 + 1

)
= ln 1− ln

(√
x+ 1− 1√
x+ 1 + 1

)
= ln

(√
x+ 1 + 1√
x+ 1− 1

)
.

Θ6. (αʹ) Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης και το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς

∞∑
n=1

1

n3n
x3n .

(1 µον.)
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(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας τη διωνυµική σειρά, να αναπτυχθεί σε σειρά Maclaurin η συνάρτηση

f (x) = 1/
(
1− x3

)1/2 και στη συνέχεια να υπολογιστεί το άθροισµα της δυναµοσειράς

1

2
3x3 +

1 · 3
2 · 4

6x6 +
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

9x9 + · · · , |x| < 1 .

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Αν cn = (1/n3n)x3n, είναι

lim
n→∞

n
√
|cn| = lim

n→∞

|x|3

3 n
√
n

=
|x|3

3
.

Εποµένως limn→∞
n
√
|cn| < 1, αν και µόνο αν |x|3 < 3 και ισοδύναµα |x| < 3

√
3.

∆ηλαδή, η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι R = 3
√

3.

(i) Για x = 3
√

3 προκύπτει η σειρά
∑∞

n=1 (1/n). Ως γνωστόν η σειρά αποκλίνει.

(ii) Για x = − 3
√

3 προκύπτει η σειρά
∑∞

n=1 ((−1)n /n). Η σειρά είναι εναλλάσσουσα

και από το κριτήριο του Leibniz συγκλίνει.

΄Αρα, το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι I =
[
− 3
√

3, 3
√

3
)
.

(ϐʹ) Από τη διωνυµική σειρά

(1 + t)a = 1 +
∞∑
n=1

a (a− 1) (a− 2) · · · (a− n+ 1)

n!
tn , |t| < 1 ,

για t = −x3 και a = −1/2 έχουµε

f (x) =
(
1− x3

)−1/2
= 1 +

∞∑
n=1

−1
2

(
−1

2 − 1
) (
−1

2 − 2
)
· · ·
(
−1

2 − n+ 1
)

n!
(−1)n x3n

= 1 +
∞∑
n=1

(
−1

2

) (
−3

2

) (
−5

2

)
· · ·
(
−2n−1

2

)
n!

(−1)n x3n

= 1 +

∞∑
n=1

(−1)n
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2n · n!
(−1)n x3n

= 1 +

∞∑
n=1

1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2 · 4 · 6 · · · (2n)
x3n

= 1 +
1

2
x3 +

1 · 3
2 · 4

x6 +
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

x9 + · · · , |x| < 1 .

Παρατηρούµε ότι

f ′ (x) =
3

2
x2
(
1− x3

)−3/2
=

1

2
3x2 +

1 · 3
2 · 4

6x5 +
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

9x8 + · · · , |x| < 1
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και εποµένως

3x3

2 (1− x3)3/2
=

1

2
3x3 +

1 · 3
2 · 4

6x6 +
1 · 3 · 5
2 · 4 · 6

9x9 + · · · , |x| < 1 .

Επαναληπτικές Εξετάσεις στα Μαθηµατικά Ια

8 Οκτωβρίου, 2007

Θ1. (αʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά

∞∑
n=2

1√
n

ln

(
n+ 1

n− 1

)
.

Υπόδειξη. ln (1 + x) < x, για κάθε x > 0. (1 µον.)

(ϐʹ) Να ϐρεθούν οι τιµές του a, a < 0, για τις οποίες η σειρά

∞∑
n=2

(lnn)a

n

συγκλίνει. (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Για κάθε n ≥ 2 είναι

ln

(
n+ 1

n− 1

)
= ln

(
(n− 1) + 2

n− 1

)
= ln

(
1 +

2

n− 1

)
<

2

n− 1

και εποµένως

0 <
1√
n

ln

(
n+ 1

n− 1

)
<

2√
n (n− 1)

. (2.21)

΄Οµως

lim
n→∞

2/
√
n (n− 1)

1/n3/2
= lim

n→∞

2n3/2√
n (n− 1)

= 2

και ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=2

(
1/n3/2

)
συγκλίνει. Από το οριακό κριτήριο σύγκρισης

και η σειρά
∑∞

n=2 (2/
√
n (n− 1)) συγκλίνει. ΄Αρα, από την ανισότητα (2.21) και το

κριτήριο σύγκρισης η σειρά
∑∞

n=2
1√
n

ln
(
n+1
n−1

)
συγκλίνει.
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(ϐʹ) 1ος τρόπος. Η ακολουθία an = (lnn)a

n , a < 0, n ≥ 2, είναι ϑετική και ϕθίνουσα. Από

το κριτήριο συµπύκνωσης αρκεί να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∞∑
n=1

2na2n =

∞∑
n=1

2n
(ln 2n)a

2n
= (ln 2)a

∞∑
n=1

na .

Ως γνωστόν, η σειρά
∑∞

n=1 n
a =

∑∞
n=1 (1/n−a) συγκλίνει αν και µόνο αν −a > 1 ⇔

a < −1. ΄Αρα, η σειρά
∑∞

n=2
(lnn)a

n συγκλίνει αν και µόνο αν a < −1.

2ος τρόπος. Στο διάστηµα [2,∞) η συνάρτηση f(x) = (lnx)a

x , a < 0, είναι ϑετική και

ϕθίνουσα. Από το κριτήριο του γενικευµένου ολοκληρώµατος η σειρά συγκλίνει αν και

µόνο αν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
2

(lnx)a

x dx συγκλίνει. ΄Οµως∫ ∞
2

(lnx)a

x
dx =

∫ ∞
ln 2

ta dt (αντικατάσταση t = lnx)

=

∫ ∞
ln 2

1

t−a
dt

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα συγκλίνει αν και µόνο αν −a > 1⇔ a < −1.

Θ2. ΄Εστω η ακολουθία

an =
n (n+ 1) (n+ 2) · · · (n+ n)

nn
.

Ζητείται να υπολογιστεί το limn→∞ n
√
an µε δύο διαφορετικούς τρόπους :

(αʹ) Να υπολογιστεί πρώτα το limn→∞
an+1

an
και στη συνέχεια το limn→∞ n

√
an. Να εξεταστεί

ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1 an. (1 µον.)

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας το ολοκλήρωµα κατάλληλης συνάρτησης στο διάστηµα [0, 1] να ϐρε-

ϑεί το limn→∞ ln n
√
an και στη συνέχεια το limn→∞ n

√
an.

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι

an+1

an
=

(n+ 1)(n+ 2)(n+ 3) · · · (2n+ 2)

(n+ 1)n+1
· nn

n(n+ 1)(n+ 2) · · · (n+ n)

=
(2n+ 1)(2n+ 2)

(n+ 1)n+1
· n

n

n

=
(2n+ 1)(2n+ 2)

n(n+ 1)
· nn

(n+ 1)n
=

(2n+ 1)(2n+ 2)

n(n+ 1)
· 1

(1 + 1/n)n
.
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Εποµένως limn→∞(an+1/an) = 4/e. Τότε όµως και limn→∞ n
√
an = 4/e. Επειδή 4/e >

1, από το κριτήριο του λόγου (ή το κριτήριο της ϱίζας) η σειρά
∑∞

n=1 an αποκλίνει.

(ϐʹ) Είναι

ln n
√
an =

1

n
{lnn+ ln (n+ 1) + ln (n+ 2) + · · ·+ ln (n+ n)− n lnn}

=
1

n
lnn+

1

n
{[ln (n+ 1)− lnn] + [ln (n+ 2)− lnn] + · · ·+ [ln (n+ n)− lnn]}

= ln n
√
n+

1

n

{
ln

(
1 +

1

n

)
+ ln

(
1 +

2

n

)
+ · · ·+ ln

(
1 +

n

n

)}
= ln n

√
n+

1

n

n∑
k=1

ln

(
1 +

k

n

)

και εποµένως

lim
n→∞

ln n
√
an = lim

n→∞
ln n
√
n+ lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

ln

(
1 +

k

n

)
= ln 1 +

∫ 1

0
ln (1 + x) dx

= x ln (1 + x)|x=1
x=0 −

∫ 1

0

x

1 + x
dx (παραγοντική ολοκλήρωση)

= ln 2−
∫ 1

0

(1 + x)− 1

1 + x
dx

= ln 2−
∫ 1

0
dx+

∫ 1

0

1

1 + x
dx

= ln 2− 1 + ln (1 + x)|x=1
x=0

= ln 2− 1 + ln 2 = ln 4− 1 .

΄Αρα

lim
n→∞

n
√
an = eln 4−1 =

4

e
.

Θ3. (αʹ) ΄Εστω η συνεχής συνάρτηση f : I → R και έστω a, b σηµεία του ανοικτού διαστήµατος

I ⊆ R, µε a < b. Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f είναι κοίλη. Τότε, για κάθε t ∈ [0, 1]

είναι

f ((1− t) a+ tb) ≥ (1− t) f (a) + tf (b) . (2.22)
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Χρησιµοποιώντας την παραπάνω ανισότητα να αποδειχθεί ότι

1

b− a

∫ b

a
f (x) dx ≥ f (a) + f (b)

2
. (2.23)

(1 µον.)

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας την κοίλη συνάρτηση y = lnx στο διάστηµα [n, n+ 1], n = 1, 2, 3, . . .,

να αποδειχθεί ότι (
1 +

1

n

)n
≥
√

n

n+ 1
· e .

(1 µον.)

Απόδειξη. (αʹ) Ολοκληρώνοντας στο διάστηµα [0, 1] έχουµε∫ 1

0
f ((1− t) a+ tb) dt =

1

b− a

∫ b

a
f (x) dx (αντικατάσταση x = (1− t) a+ tb)

και∫ 1

0
[(1− t) f (a) + tf (b)] dt = f (a)

∫ 1

0
(1− t) dt+ f (b)

∫ 1

0
t dt =

f (a) + f (b)

2
.

Εποµένως, από την ανισότητα (2.22) προκύπτει η απόδειξη της ανισότητας (2.23).

(ϐʹ) Από την ανισότητα (2.23), µε f (x) = lnx, a = n και b = n+ 1 έχουµε∫ n+1

n
lnx dx ≥ lnn+ ln (n+ 1)

2
= ln

√
n (n+ 1) .

΄Οµως∫ n+1

n
lnx dx = x lnx|x=n+1

x=n −
∫ n+1

n
x (lnx)′ dx (παραγοντική ολοκλήρωση)

= (n+ 1) ln (n+ 1)− n lnn−
∫ n+1

n
dx

= n (ln (n+ 1)− lnn) + ln (n+ 1)− 1

= n ln

(
n+ 1

n

)
+ ln (n+ 1)− 1

= ln

(
1 +

1

n

)n
+ ln (n+ 1)− 1 ,
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οπότε

ln

(
1 +

1

n

)n
+ ln (n+ 1)− 1 ≥ ln

√
n (n+ 1)

⇔ ln

(
1 +

1

n

)n
≥ ln

√
n (n+ 1)− ln (n+ 1) + 1

⇔ ln

(
1 +

1

n

)n
≥ ln

√
n (n+ 1)

n+ 1
+ ln e

⇔ ln

(
1 +

1

n

)n
≥ ln

(√
n

n+ 1
· e
)
.

΄Αρα, (
1 +

1

n

)n
≥
√

n

n+ 1
· e .

Θ4. (αʹ) Να µετασχηµατισθεί η διαφορική εξίσωση

x2y′′ + xy′ + 4y = 0 , x ≥ 1 ,

µε την αντικατάσταση x = et και στη συνέχεια να ϐρεθεί η γενική λύση της. (1,5 µον.)

(ϐʹ) Να ϐρεθούν όλοι οι πραγµατικοί αριθµοί a, a > 1, έτσι ώστε το πρόβληµα συνοριακών

τιµών

x2y′′ + xy′ + 4y = 0 , 1 ≤ x ≤ a , y (1) = y (a) = 0 ,

να έχει µη µηδενική λύση. (0,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Για x > 0 είναι x = et ⇔ t = lnx. ΄Εχουµε

y′ =
dy

dx
=
dy

dt
· dt
dx

=
dy

dt
· 1

dx/dt
=
dy

dt
· 1

et
= e−t

dy

dt

και

y′′ =
d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dx

(
e−t

dy

dt

)
=

d

dt

(
e−t

dy

dt

)
· dt
dx

=

(
e−t

d2y

dt2
− e−tdy

dt

)
· 1

dx/dt
=

(
e−t

d2y

dt2
− e−tdy

dt

)
· 1

et
= e−2t

d2y

dt2
− e−2tdy

dt
.
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Αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση προκύπτει ότι

e2t ·
(
e−2t

d2y

dt2
− e−2tdy

dt

)
+ et

(
e−t

dy

dt

)
+ 4y = 0

και ισοδύναµα
d2y

dt2
+ 4y = 0 . (2.24)

Η χαρακτηριστική εξίσωση της (2.24) είναι : r2 + 4 = 0 µε ϱίζες r1,2 = ±2i. Εποµένως,

η γενική λύση της (2.24) είναι

y∗ (t) = c1 cos 2t+ c2 sin 2t , c1, c2 ∈ R .

΄Αρα, η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι

y (x) = c1 cos (2 lnx) + c2 sin (2 lnx) , c1, c2 ∈ R .

(ϐʹ) Η συνθήκη y (1) = 0 συνεπάγεται ότι c1 = 0 και εποµένως η συνθήκη y (a) = 0 ϑα

ικανοποιείται για µη µηδενικά c2 αν

sin (2 ln a) = 0⇔ 2 ln a = nπ ⇔ a = enπ/2 ,

όπου το n είναι ϑετικός ακέραιος.

Θ5. (αʹ) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα
∫ x
0 sin

√
t dt, x ≥ 0. (0,8 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω an = (2n+ 1/2)2 π2 και bn = 4n2π2, n ∈ N. Να υπολογιστούν τα όρια

lim
n→∞

∫ an

0
sin
√
t dt και lim

n→∞

∫ bn

0
sin
√
t dt .

Υπάρχει το limR→∞
∫ R
0 sin

√
t dt; Αιτιολογήστε την απάντησή σας. (0,7 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι∫ x

0
sin
√
t dt = 2

∫ √x
0

u sinu du (αντικατάσταση u =
√
t⇔ t = u2, dt = 2udu)

= −2 u cosu|u=
√
x

u=0 + 2

∫ √x
0

cosu du (παραγοντική ολοκλήρωση)

= −2
√
x cos

√
x+ 2 sin

√
x .
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(ϐʹ) Παρατηρούµε ότι limn→∞ an = limn→∞ bn =∞ και

lim
n→∞

∫ an

0
sin
√
t dt = lim

n→∞

(
−2
(

2nπ +
π

2

)
cos
(

2nπ +
π

2

)
+ 2 sin

(
2nπ +

π

2

))
= 2 ,

ενώ

lim
n→∞

∫ bn

0
sin
√
t dt = lim

n→∞
(−4nπ cos 2nπ + 2 sin 2nπ) = lim

n→∞
(−4nπ) = −∞ .

Επειδή

lim
n→∞

∫ an

0
sin
√
t dt 6= lim

n→∞

∫ bn

0
sin
√
t dt ,

το limR→∞
∫ R
0 sin

√
t dt δεν υπάρχει.

Θ6. Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
0

cosx
3
√
x
dx .

(1,5 µον.)

Λύση. Επειδή ∫ ∞
0

cosx
3
√
x
dx =

∫ 1

0

cosx
3
√
x
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫ ∞
1

cosx
3
√
x
dx︸ ︷︷ ︸

I2

,

αρκεί να εξεταστούν ως προς τη σύγκλιση τα γενικευµένα ολοκληρώµατα I1 και I2. Είναι∣∣∣∣cosx
3
√
x

∣∣∣∣ ≤ 1
3
√
x

και ως γνωστόν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ 1
0 (1/ 3

√
x) dx συγκλίνει. Από το κριτήριο

σύγκρισης και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ 1
0 |cosx/ 3

√
x| dx ϑα συγκλίνει. Εποµένως το

γενικευµένο ολοκλήρωµα I1 συγκλίνει.

Για το I2 ϑα χρησιµοποιήσουµε παραγοντική ολοκλήρωση. Είναι∫ R

1

cosx
3
√
x
dx =

sinx
3
√
x

∣∣∣∣R
x=1

+
1

3

∫ R

1

sinx

x4/3
dx =

sinR
3
√
R
− sin 1 +

1

3

∫ R

1

sinx

x4/3
dx .

Επειδή ∣∣∣∣sinR3
√
R

∣∣∣∣ ≤ 1
3
√
R
−−−−→
R→∞

0 , είναι lim
R→∞

sinR
3
√
R

= 0 .
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Εποµένως

I2 =

∫ ∞
1

cosx
3
√
x
dx = lim

R→∞

∫ R

1

cosx
3
√
x
dx = − sin 1 +

1

3

∫ ∞
1

sinx

x4/3
dx︸ ︷︷ ︸

I3

.

Αρκεί να εξετάσουµε ως προς τη σύγκλιση το γενικευµένο ολοκλήρωµα I3. Επειδή∣∣∣∣sinxx4/3

∣∣∣∣ ≤ 1

x4/3

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

1
x4/3

dx συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και το

γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

∣∣∣ sinx
x4/3

∣∣∣ dx ϑα συγκλίνει. Εποµένως το γενικευµένο ολοκλή-

ϱωµα I3 συγκλίνει και κατά συνέπεια το I2 συγκλίνει. ΄Αρα, το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫∞
0

cosx
3√x dx συγκλίνει.

Θ7. (αʹ) Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης και το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς

∞∑
n=1

3n

n
x3n+1 .

(1 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω η δυναµοσειρά

1 +
x2

3
+
x4

5
+
x6

7
+ · · · .

Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς, το άθροισµα

f(x) = 1 +
x2

3
+
x4

5
+
x6

7
+ · · ·

και να αποδειχθεί ότι

f

(
2x

1 + x2

)
=
(
1 + x2

)
f (x) .

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Αν cn = (3n/n)x3n+1, είναι

lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

3n+1 |x|3n+4

n+ 1
· n

3n |x|3n+1 = lim
n→∞

n

n+ 1
3 |x|3 = 3 |x|3 .

Εποµένως limn→∞ |cn+1/cn| < 1, αν και µόνο αν |x|3 < 1/3 και ισοδύναµα |x| <

1/ 3
√

3. ∆ηλαδή, η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι R = 1/ 3
√

3.
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(i) Για x = 1/ 3
√

3 προκύπτει η σειρά
(
1/ 3
√

3
)∑∞

n=1 1/n. Ως γνωστόν η σειρά αποκλίνει.

(ii) Για x = −1/ 3
√

3 προκύπτει η σειρά
(
1/ 3
√

3
)∑∞

n=1 (−1)n+1 /n. Η σειρά είναι εναλ-

λάσσουσα και από το κριτήριο του Leibniz συγκλίνει.

΄Αρα το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι I =
[
−1/ 3
√

3, 1/ 3
√

3
)
.

(ϐʹ) ΄Εχουµε τη δυναµοσειρά
∑∞

n=0 x
2n/ (2n+ 1). Αν cn = x2n/ (2n+ 1), είναι

lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

x2n+2

2n+ 3
· 2n+ 1

x2n
= lim

n→∞

2n+ 1

2n+ 3
x2 = x2 .

Εποµένως limn→∞ |cn+1/cn| < 1, αν και µόνο αν x2 < 1 και ισοδύναµα |x| < 1.

∆ηλαδή η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι R = 1.

Παρατηρούµε ότι

xf(x) = x+
x3

3
+
x5

5
+
x7

7
+ · · · , οπότε (xf(x))′ = 1+x2+x4+x6+ · · · , |x| < 1 .

Εποµένως (xf(x))′ = 1/
(
1− x2

)
, |x| < 1. Ολοκληρώνοντας, έχουµε

xf(x) =

∫ x

0

1

1− t2
dt =

1

2

∫ x

0

(
1

1− t
+

1

1 + t

)
dt =

1

2
ln

(
1 + t

1− t

)∣∣∣∣t=x
t=0

=
1

2
ln

(
1 + x

1− x

)
.

΄Αρα

f(x) =


1
2x ln

(
1+x
1−x

)
αν |x| < 1, x 6= 0

1 αν x = 0 .

Μετά από πράξεις, εύκολα διαπιστώνεται ότι

f

(
2x

1 + x2

)
= (1 + x2)f(x) .
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2.10 Ακαδηµαϊκό έτος 2004–5

ΣΧΟΛΗ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ

Εξετάσεις στα Μαθηµατικά Ια

31 Ιανουαρίου, 2005

Θ1. Να εξεταστούν ως προς τη σύγκλιση οι σειρές
∑∞

n=1
lnn
n και

∑∞
n=1(n

1/n − 1).

(1,5 µον.)

Λύση.

(i) 1ος τρόπος. Είναι limn→∞
lnn/n
1/n = limn→∞ lnn = ∞. Επειδή ως γνωστόν η αρµονική

σειρά
∑∞

n=1
1
n = ∞, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης ϑα είναι και

∑∞
n=1

lnn
n = ∞,

δηλαδή η σειρά
∑∞

n=1
lnn
n αποκλίνει.

2ος τρόπος. Αν f(x) = lnx
x , τότε f ′(x) = 1−lnx

x2
≤ 0, για κάθε x ≥ e. ∆ηλαδή η f είναι

ϕθίνουσα και ϑετική για x ≥ e. Αν an = lnn
n , τότε για κάθε n ≥ 3 η ακολουθία (an)

είναι γνήσια ϕθίνουσα µε an > 0. Από το κριτήριο συµπύκνωσης η σειρά
∑∞

n=1 an

συγκλίνει αν και µόνο αν η σειρά
∑∞

n=1 2na2n συγκλίνει. ΄Οµως,

∞∑
n=1

2na2n =
∞∑
n=1

2n
ln 2n

2n
= ln 2

∞∑
n=1

n =∞

και εποµένως η σειρά
∑∞

n=1 an =
∑∞

n=1
lnn
n =∞, δηλαδή αποκλίνει.

Σηµείωση. Επειδή η f είναι ϕθίνουσα και ϑετική για x ≥ e, µπορούµε να χρησιµοποι-

ήσουµε και το κριτήριο γενικευµένου ολοκληρώµατος για σειρές. Πράγµατι, επειδή το

γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
e

lnx

x
dx = lim

R→∞

∫ R

e

lnx

x
dx

= lim
R→∞

∫ lnR

1
t dt (αντικατάσταση t = lnx)

= lim
R→∞

(lnR)2

2
− 1

2
=∞ ,

ϑα είναι και
∑∞

n=1
lnn
n =∞.

(ii) Ισχύει η ανισότητα ex ≥ x+ 1, για κάθε x ∈ R και εποµένως

n
1
n − 1 = e

lnn
n − 1 ≥ lnn

n
, για κάθεn ∈ N .
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Επειδή
∑∞

n=1
lnn
n =∞, από το κριτήριο σύγκρισης ϑα είναι και

∑∞
n=1

(
n1/n − 1

)
=∞,

δηλαδή η σειρά
∑∞

n=1

(
n1/n − 1

)
αποκλίνει.

Σηµείωση . Αν an = lnn
n και bn = n1/n − 1, είναι an, bn > 0, ∀n ≥ 2. Εύκολα

αποδεικνύεται ότι limn→∞
bn
an

= 1, οπότε και πάλι από το οριακό κριτήριο σύγκρισης

καταλήγουµε στο ίδιο αποτέλεσµα.

Θ2. Να αποδειχθεί ότι sinx ≥ 2x
π , για κάθε x ∈

[
0, π2

]
. Αν In :=

∫ π
0 e−n sinx dx, να αποδειχθεί

ότι In = 2
∫ π/2
0 e−n sinx dx και στη συνέχεια ότι limn→∞ n

aIn = 0, όπου a < 1. (1,5 µον.)

Απόδειξη. Αν f(x) = sinx − 2x
π , τότε f ′(x) = cosx − 2

π και f ′′(x) = − sinx ≤ 0, για κάθε

x ∈ [0, π/2]. Εποµένως η f είναι κοίλη στο διάστηµα [0, π/2], µε f(0) = f (π/2) = 0. ΄Αρα

f(x) ≥ 0, ∀x ∈ [0, π/2] και ισοδύναµα sinx ≥ 2x
π για κάθε x ∈ [0, π/2]. Γεωµετρικά, η

ευθεία µε εξίσωση y = 2x
π διέρχεται από τα σηµεία (0, 0), (π/2, 1) και η y = sinx είναι κοίλη

στο διάστηµα [0, π/2]. ΄Αρα sinx ≥ 2x
π για κάθε x ∈ [0, π/2].

Είναι

In =

∫ π/2

0
e−n sinx dx+

∫ π

π/2
e−n sinx dx

=

∫ π/2

0
e−n sinx dx−

∫ 0

π/2
e−n sin(π−t) dt (αντικατάσταση x = π − t))

=

∫ π/2

0
e−n sinx dx+

∫ π/2

0
e−n sin t dt = 2

∫ π/2

0
e−n sinx dx .

Εποµένως

0 < naIn = 2na
∫ π/2

0
e−n sinx dx

≤ 2na
∫ π/2

0
e−2nx/π dx

= −πna−1 e−2nx/π
∣∣∣x=π/2
x=0

= πna−1
(
1− e−n

)
−−−→
n→∞

0 .

΄Αρα limn→∞ n
aIn = 0.
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Θ3. (αʹ) Αν f (x) =
∫ x3
0 et

2
dt, να αποδειχθεί ότι

6

∫ 1

0
x2f (x) dx− 2

∫ 1

0
ex

2
dx = 1− e .

(1 µον.)

(ϐʹ) Να ϐρεθεί η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης

xy′ =
√
x3 − 2 , x ≥ 3

√
2 .

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή f ′(x) = (x3)′ex
6

= 3x2ex
6
, µε f(0) = 0 και f(1) =

∫ 1
0 et

2
dt, χρησιµοποιώντας

παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε

6

∫ 1

0
x2f (x) dx = 2

∫ 1

0

(
x3
)′
f (x) dx

= 2x3f (x)
∣∣1
0
− 2

∫ 1

0
x3f ′ (x) dx (παραγοντική ολοκλήρωση)

= 2

∫ 1

0
et

2
dt− 6

∫ 1

0
x5ex

6
dx

= 2

∫ 1

0
ex

2
dx− ex

6
∣∣∣1
0

= 2

∫ 1

0
ex

2
dx− e + 1

και ισοδύναµα

6

∫ 1

0
x2f(x) dx− 2

∫ 1

0
ex

2
dx = 1− e .

(ϐʹ) Είναι

y′ =

√
x3 − 2

x
, x ≥ 3

√
2 ,

οπότε

y =

∫ √
x3 − 2

x
dx+ C , C ∈ R .
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Αν u =
√
x3 − 2, τότε x =

(
u2 + 2

)1/3 και dx =
(

2u/3
(
u2 + 2

)2/3)
du. Εποµένως

∫ √
x3 − 2

x
dx =

2

3

∫
u2

u2 + 2
du

=
2

3

∫ (
u2 + 2

)
− 2

u2 + 2
du

=
2

3

∫
du− 4

3

∫
1

u2 + (
√

2)2
du

=
2u

3
− 4

3
√

2
arctan

(
u√
2

)
=

2
√
x3 − 2

3
− 2
√

2

3
arctan

(√
x3 − 2

2

)
.

΄Αρα η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι

y =
2
√
x3 − 2

3
− 2
√

2

3
arctan

(√
x3 − 2

2

)
+ C , C ∈ R .

Θ4. (αʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
0

x3/2 cos
(
x3
)

dx .

(1,5 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω Γ (p) :=

∫ ∞
0

e−xxp−1 dx, p > 0, η συνάρτηση γάµµα. Να αποδειχθεί ότι

Γ (p+ 1) = pΓ (p) .

Αν
∫∞
0 e−x

2
dx =

√
π/2, να υπολογιστεί η Γ (1/2) και στη συνέχεια η Γ (5/2).

(1,3 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι ∫ ∞
0

x3/2 cos
(
x3
)

dx =

∫ 1

0
x3/2 cos

(
x3
)

dx︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ ∞
1

x3/2 cos
(
x3
)

dx︸ ︷︷ ︸
I2

,
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όπου το I1 =
∫ 1
0

(
x3/2 cos

(
x3
))

dx είναι ένα ορισµένο ολοκλήρωµα. Αρκεί λοιπόν να

εξετάσουµε ως προς τη σύγκλιση το γενικευµένο ολοκλήρωµα I2. Είναι

∫ R

1
x3/2 cos

(
x3
)

dx =

∫ R

1

1√
x

(
sin
(
x3
)

3

)′
dx

=
sin
(
x3
)

3
√
x

∣∣∣∣∣
x=R

x=1

− 1

3

∫ R

1

(
1√
x

)′
sin
(
x3
)

dx

(παραγοντική ολοκλήρωση)

=
sin
(
R3
)

3
√
R
− sin 1

3
+

1

6

∫ R

1

sin
(
x3
)

x3/2
dx

και εποµένως

∫ ∞
1

x3/2 cos
(
x3
)

dx = lim
R→∞

(
sin
(
R3
)

3
√
R
− sin 1

3
+

1

6

∫ R

1

sin
(
x3
)

x3/2
dx

)

= −sin 1

3
+

1

6

∫ ∞
1

sin
(
x3
)

x3/2
dx .

Ας σηµειωθεί ότι∣∣∣∣∣sin
(
R3
)

√
R

∣∣∣∣∣ ≤ 1√
R
−−−−→
R→∞

0 συνεπάγεται lim
R→∞

sin
(
R3
)

√
R

= 0 .

Επειδή
∣∣sin (x3) /x3/2∣∣ ≤ 1/x3/2 και ως γνωστόν το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞

1

1

x3/2
dx

συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
1

∣∣∣∣sin(x3)

x3/2

∣∣∣∣ dx

ϑα συγκλίνει. Εποµένως το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

sin(x3)

x3/2
dx συγκλίνει και κατά

συνέπεια το I2 συγκλίνει. ΄Αρα το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ ∞
0

x3/2 cos(x3) dx

συγκλίνει.
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(ϐʹ) Είναι

pΓ (p) = p

∫ ∞
0

e−xxp−1 dx

= lim
R→∞

∫ R

0
e−x (xp)′ dx

= lim
R→∞

{
e−xxp

∣∣x=R
x=0
−
∫ R

0

(
e−x
)′
xp dx

}
= lim

R→∞

{
e−RRp +

∫ R

0
e−xxp dx

}
=

∫ ∞
0

e−xxp dx (limR→∞ e−RRp = limR→∞
Rp

eR
(L’Hôpital)

= 0)

= Γ (p+ 1) .

Για p = 1/2 έχουµε

Γ (1/2) =

∫ ∞
0

e−xx−1/2 dx = 2

∫ ∞
0

e−t
2

dt =
√
π , (αντικατάσταση x = t2)

οπότε Γ (5/2) = (3/2) Γ (3/2) = (3/2) (1/2) Γ (1/2) = 3
√
π/4.

Θ5. (αʹ) Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης και το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς

∞∑
n=1

(x− 2)3n

3nn4
.

(1,3 µον.)

(ϐʹ) Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης καθώς επίσης και το άθροισµα της δυναµοσειράς

∞∑
n=0

3n+ 2

n!
xn .

(1,2 µον.)

Απόδειξη. (αʹ) Αν cn = (x− 2)3n /3nn4, είναι

lim
n→∞

n
√
|cn| =

|x− 2|3

3
lim
n→∞

1
n
√
n4

=
|x− 2|3

3
.

Εποµένως limn→∞
n
√
|cn| < 1, αν και µόνο αν |x−2|3 < 3 και ισοδύναµα |x−2| < 3

√
3.

∆ηλαδή η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι R = 3
√

3.
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(i) Αν x− 2 = 3
√

3, έχουµε τη σειρά
∑∞

n=1
1
n4 η οποία ως γνωστόν συγκλίνει.

(ii) Αν x−2 = − 3
√

3, έχουµε τη σειρά
∑∞

n=1(−1)n 1
n4 η οποία συγκλίνει από το κριτήριο

του Leibniz για εναλλάσσουσες σειρές.

΄Αρα, το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι I =
[
2− 3
√

3, 2 + 3
√

3
]
.

(ϐʹ) Αν an = (3n+ 2)/n!, τότε

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

3n+ 5

(n+ 1)!
· n!

3n+ 2
= lim

n→∞

3n+ 5

(n+ 1)(3n+ 2)
= 0

και εποµένως η ακτίνα σύγκλισης είναι R = ∞, δηλαδή η δυναµοσειρά συγκλίνει για

κάθε x ∈ R. Επειδή ex =
∑∞

n=0 x
n/n! , για κάθε x ∈ R, είναι

∞∑
n=0

3n+ 2

n!
xn = 3

∞∑
n=0

n

n!
xn + 2

∞∑
n=0

xn

n!

= 3x
∞∑
n=1

n

n!
xn−1 + 2ex

= 3x

( ∞∑
n=0

xn

n!

)′
+ 2ex

= 3x (ex)′ + 2ex = 3xex + 2ex .

Επαναληπτικές Εξετάσεις στα Μαθηµατικά Ια

29 Αυγούστου, 2005

Θ1. (αʹ) ΄Εστω η ακολουθία (an) µε an+1 =
√

2 + an, a1 >
√

2. Να εξεταστεί ως προς τη

σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1 (2− an). (1,5 µον.)

(ϐʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά

∞∑
n=1

e−
√
n2−1 .

(1 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Είναι an >
√

2, ∀n ∈ N. Πράγµατι, a1 >
√

2 και αν υποθέσουµε ότι an >
√

2, τότε

an+1 =
√

2 + an >

√
2 +
√

2 >
√

2 .

Αν bn = 2− an,∣∣∣∣bn+1

bn

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2− an+1

2− an

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣2−√2 + an
2− an

∣∣∣∣ =
|2− an|(

2 +
√

2 + an
)
|2− an|

<
1

2 +
√

2
.

Επειδή

lim

∣∣∣∣bn+1

bn

∣∣∣∣ ≤ 1

2 +
√

2
< 1 ,

από το κριτήριο του λόγου (κριτήριο σύγκλισης του D’Alembert) η σειρά συγκλίνει

απόλυτα.

Σηµείωση. Αν an0 = 2, για κάποιο n0 ∈ N, τότε ϑα είναι an = 2 για κάθε n ≥ n0. Σ᾿

αυτή την περίπτωση οι όροι της σειράς
∑∞

n=1 (2− an) είναι µηδέν για κάθε n ≥ n0 και

η σειρά προφανώς ϑα συγκλίνει.

(ϐʹ) 1ος τρόπος. Για κάθε n ∈ N είναι
√
n2 − 1 ≥ n− 1 και εποµένως

0 < e−
√
n2−1 ≤ e−(n−1) .

΄Οµως από το κριτήριο της ϱίζας η σειρά
∑∞

n=1 e−(n−1) =
∑∞

n=0 e−n συγκλίνει. Πράγ-

µατι, limn→∞
n
√

e−n = e−1 < 1. ΄Αρα, από το κριτήριο σύγκρισης και η σειρά∑∞
n=1 e−

√
n2−1 ϑα συγκλίνει.

2ος τρόπος. Αν an = e−
√
n2−1 και bn = 1/n2, επειδή

lim
x→∞

lnx√
x2 − 1

(L’Hôpital)
= lim

x→∞

1/x

x/
√
x2 − 1

= lim
x→∞

√
x2 − 1

x2
= 0 ,

είναι

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n2e−
√
n2−1 = lim

n→∞
e2 lnn−

√
n2−1 = lim

n→∞
e
√
n2−1(2 lnn/

√
n2−1−1) = 0 .

Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1

(
1/n2

)
συγκλίνει, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης

και η σειρά
∑∞

n=1 e−
√
n2−1 ϑα συγκλίνει.
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Θ2. (αʹ) Να µετασχηµατισθεί η διαφορική εξίσωση:

y′′ +
2

x
y′ + y = 0 (2.25)

µε την αντικατάσταση u = xy και στη συνέχεια να ϐρεθεί η γενική λύση της σ᾿ ένα

διάστηµα I που δεν περιέχει το µηδέν. (1 µον.)

(ϐʹ) Να ϐρεθεί η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης

y′ =
y√

1 + ex
.

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι
du

dx
= y + x

dy

dx
και

d2u

dx2
= 2

dy

dx
+ x

d2y

dx2
.

Αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση έχουµε

d2u

dx2
+ u = 0 . (2.26)

Η χαρακτηριστική εξίσωση της (2.26) είναι : r2 + 1 = 0 µε ϱίζες r1,2 = ±i. Εποµένως,

η γενική λύση της (2.26) είναι

u (x) = c1 cosx+ c2 sinx , c1, c2 ∈ R .

΄Αρα, η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (2.25) σ᾿ ένα διάστηµα I που δεν περιέχει

το µηδέν είναι

y (x) =
1

x
(c1 cosx+ c2 sinx) , c1, c2 ∈ R .

(ϐʹ) Είναι
1

y
dy =

1√
1 + ex

dx , οπότε
∫

1

y
dy =

∫
1√

1 + ex
dx .

Εποµένως,

ln |y| =
∫

1√
1 + ex

dx .
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Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση t =
√

1 + ex ⇔ x = ln
(
t2 − 1

)
, είναι dx/dt =

2t/
(
t2 − 1

)
οπότε

ln |y| =
∫

2

t2 − 1
dt

= −
∫

1

t+ 1
dt+

∫
1

t− 1
dt

= ln

(
t− 1

t+ 1

)
+ C = ln

(√
1 + ex − 1√
1 + ex + 1

)
+ C .

Ισοδύναµα, η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι

y = C

√
1 + ex − 1√
1 + ex + 1

, C ∈ R .

Θ3. ΄Εστω το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ ∞
0

x arctanx

(1 + x2)2
dx.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα συγκλίνει. (0,8 µον.)

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι arctanx+ arctan(1/x) = π/2, x > 0. (0,5 µον.)

(γʹ) Να υπολογιστεί το γενικευµένο ολοκλήρωµα. (1,2 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι ∫ ∞
0

x arctanx

(1 + x2)2
dx =

∫ 1

0

x arctanx

(1 + x2)2
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫ ∞
1

x arctanx

(1 + x2)2
dx︸ ︷︷ ︸

I2

,

όπου το I1 είναι ένα ορισµένο ολοκλήρωµα. Αρκεί λοιπόν να εξετάσουµε ως προς τη

σύγκλιση το γενικευµένο ολοκλήρωµα I2. Επειδή∫ ∞
1

x arctanx

(1 + x2)2
dx ≤ π

2

∫ ∞
1

x

(1 + x2)2
dx ≤ π

2

∫ ∞
1

x

x4
dx =

π

2

∫ ∞
1

1

x3
dx

και ως γνωστόν το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

(
1/x3

)
dx συγκλίνει, από το κριτήριο

σύγκρισης και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

x arctanx
(1+x2)2

dx ϑα συγκλίνει. Εποµένως

το I2 συγκλίνει. ΄Αρα, το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0

x arctanx
(1+x2)2

dx συγκλίνει.

(ϐʹ) Για κάθε x > 0,

(arctanx+ arctan(1/x))′ =
1

1 + x2
+

(1/x)′

1 + (1/x)2
=

1

1 + x2
− 1

1 + x2
= 0 .
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Εποµένως, arctanx + arctan(1/x) = c, x ∈ (0,∞). Επειδή arctan 1 + arctan 1 =

2 arctan 1 = π/2 = c, για κάθε x > 0 είναι arctanx+ arctan(1/x) = π/2.

(γʹ) Είναι

∫ ∞
0

x arctanx

(1 + x2)2
dx =

∫ 0

∞

(1/t) arctan (1/t)(
1 + (1/t)2

)2 (
− 1

t2

)
dt =

∫ ∞
0

t arctan (1/t)

(1 + t2)2
dt

(αντικατάσταση t = 1/x)

και εποµένως

∫ ∞
0

x arctanx

(1 + x2)2
dx =

1

2

(∫ ∞
0

x arctanx

(1 + x2)2
dx+

∫ ∞
0

x arctan (1/x)

(1 + x2)2
dx

)
=

1

2

∫ ∞
0

x (arctanx+ arctan (1/x))

(1 + x2)2
dx

=
π

4

∫ ∞
0

x

(1 + x2)2
dx = lim

R→∞
−π

8

(
1 + x2

)−1∣∣∣x=R
x=0

=
π

8
.

Σηµείωση. Το γενικευµένο ολοκλήρωµα µπορεί να υπολογιστεί και µε παραγοντική

ολοκλήρωση.

Θ4. (αʹ) Χρησιµοποιώντας τη γεωµετρική σειρά, να αναπτυχθεί η συνάρτηση y = 1/ (1 + ta),

a > 0, σε δυναµοσειρά και να αποδειχθεί ότι

∫ 1

0

1

1 + ta
dt =

∞∑
n=0

(−1)n

na+ 1
.

Εφαρµογή . Να υπολογιστεί το άθροισµα της σειράς
∑∞

n=0
(−1)n
n+3 . (1,5 µον.)

(ϐʹ) Να ϐρεθεί το άθροισµα της σειράς
∑∞

n=0 (n+ 1) 3−n. (1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή ως γνωστόν 1/ (1 + x) =
∑∞

n=0(−1)nxn, |x| < 1, είναι

1

1 + ta
=

∞∑
n=0

(−1)ntna , |t| < 1 .
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Εποµένως, για |x| < 1 έχουµε∫ x

0

1

1 + ta
dt =

∫ x

0

∞∑
n=0

(−1)ntna dt

=
∞∑
n=0

(−1)n
∫ x

0
tna dt

=
∞∑
n=0

(−1)n
tna+1

na+ 1

∣∣∣∣t=x
t=0

=
∞∑
n=0

(−1)n
xna+1

na+ 1
.

Επειδή η εναλλάσσουσα σειρά
∑∞

n=0(−1)n/(na+ 1) συγκλίνει, είναι∫ 1

0

1

1 + ta
dt = lim

x→1−

∫ x

0

1

1 + ta
dt =

∞∑
n=0

(−1)n

na+ 1
.

Για a = 1/3, χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση u = 1 + t1/3 ⇔ t = (u− 1)3 έχουµε∫ 1

0

1

1 + t1/3
dt =

∫ 2

1

3(u− 1)2

u
du

= 3

∫ 2

1

(
u− 2 +

1

u

)
du

= 3

(
u2

2
− 2u+ lnu

)∣∣∣∣u=2

u=1

= 3

(
−1

2
+ ln 2

)
.

΄Αρα
∞∑
n=0

(−1)n

n+ 3
=

1

3

∞∑
n=0

(−1)n

n/3 + 1
=

1

3

∫ 1

0

1

1 + t1/3
dt = −1

2
+ ln 2 .

(ϐʹ) Ως γνωστόν 1/ (1− x) =
∑∞

n=0 x
n, |x| < 1. Παραγωγίζοντας, για |x| < 1 έχουµε

1

(1− x)2
=

∞∑
n=1

nxn−1 =

∞∑
n=0

(n+ 1)xn .

Εποµένως για x = 1/3 προκύπτει ότι

∞∑
n=0

(n+ 1)3−n =
1

(1− 1/3)2
=

9

4
.
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2.11 Ακαδηµαϊκό έτος 2003–4

ΣΧΟΛΗ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ

Εξετάσεις στα Μαθηµατικά Ια

1 Μαρτίου, 2004

Θ1. (αʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1 n
−(1+1/n). (0,5 µον.)

(ϐʹ) (i) Χρησιµοποιώντας τη γεωµετρική σειρά να ϐρεθούν τα αναπτύγµατα των

f (x) = ln

(
1 + x

1− x

)
και g (x) = ln

(
1− x2

)
σε σειρές Maclaurin. (0,8 µον.)

(ii) Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης και το άθροισµα της δυναµοσειράς

∞∑
n=0

x2n

(n+ 1) (2n+ 1)
.

(1,2 µον.)

Λύση.

(αʹ) Αν an = n−(1+1/n) = n−1/n/n και bn = 1/n, είναι

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

n−1/n = lim
n→∞

e−
lnn
n = e0 = 1 .

Επειδή
∑∞

n=1 1/n =∞, ϑα είναι και
∑∞

n=1 n
−(1+1/n) =∞, δηλαδή η σειρά αποκλίνει.

(ϐʹ) (i) Ως γνωστόν 1
1−t =

∑∞
n=0 t

n και 1
1+t

∑∞
n=0(−1)ntn, |t| < 1. Ολοκληρώνοντας, για

|x| < 1 έχουµε

− ln (1− x) =

∫ x

0

1

1− t
dt =

∞∑
n=0

∫ x

0
tn dt =

∞∑
n=0

xn+1

n+ 1
=

∞∑
n=1

xn

n

και

ln(1 + x) =

∫ x

0

1

1 + t
dt =

∞∑
n=0

(−1)n
∫ x

0
tn dt

=

∞∑
n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1
=

∞∑
n=1

(−1)n−1
xn

n
.
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Εποµένως για |x| < 1 είναι

g(x) = ln(1− x2) = −
∞∑
n=0

x2n+2

n+ 1

και

f(x) = ln

(
1 + x

1− x

)
= ln(1 + x)− ln(1− x) = 2

∞∑
n=0

x2n+1

2n+ 1
.

(ii) Αν cn = x2n

(n+1)(2n+1) , τότε

lim
n→∞

n
√
|cn| = lim

n→∞

|x|2
n
√

(n+ 1)(2n+ 1)
= |x|2 .

Είναι limn→∞
n
√
|cn| < 1 αν και µόνο αν |x| < 1. Εποµένως η ακτίνα σύγκλισης

της δυναµοσειράς είναι R = 1 και το άθροισµά της :

∞∑
n=0

x2n

(n+ 1)(2n+ 1)
= 2

∞∑
n=0

x2n

(2n+ 1)
−
∞∑
n=0

x2n

n+ 1

=
2

x

∞∑
n=0

x2n+1

(2n+ 1)
− 1

x2

∞∑
n=0

x2n+2

n+ 1

=


1
x ln

(
1+x
1−x

)
+ 1

x2
ln(1− x2) αν |x| < 1, x 6= 0 ,

1 αν x = 0 .

Θ2. (αʹ) Αν η συνάρτηση f : [0, 1]→ R είναι συνεχής και ϑετική, να αποδειχθεί ότι∫ 1

0

f (x)

f (x) + f (1− x)
dx =

1

2
.

(1,2 µον.)

(ϐʹ) Να ϐρεθεί η συνάρτηση y = f(x), x ∈ (−3, 1), αν

f ′ (x) =
x√

3− 2x− x2
, f (−1) = 0.

(1,3 µον.)

Λύση.
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(αʹ) ΄Εχουµε∫ 1

0

f (x)

f (x) + f (1− x)
dx =

∫ 1/2

0

f (x)

f (x) + f (1− x)
dx+

∫ 1

1/2

f (x)

f (x) + f (1− x)
dx

=

∫ 1/2

0

f (x)

f (x) + f (1− x)
dx−

∫ 0

1/2

f (1− t)
f (1− t) + f (t)

dt

(αντικατάσταση x = 1− t)

=

∫ 1/2

0

f (x)

f (x) + f (1− x)
dx+

∫ 1/2

0

f (1− x)

f (x) + f (1− x)
dx

=

∫ 1/2

0

f (x) + f (1− x)

f (x) + f (1− x)
dx =

∫ 1/2

0
dx =

1

2
.

(ϐʹ) Είναι

f (x) =

∫ x

−1
f ′ (t) dt =

∫ x

−1

t√
3− 2t− t2

dt

=

∫ x

−1

t√
4− (t+ 1)2

dt

=

∫ x+1

0

u− 1√
4− u2

du (αντικατάσταση u = t+ 1)

=

∫ x+1

0

u√
4− u2

du−
∫ x+1

0

1√
22 − u2

du

= −
√

4− u2
∣∣∣u=x+1

u=0
− arcsin

(u
2

)∣∣∣u=x+1

u=0

= 2−
√

3− 2x− x2 − arcsin

(
x+ 1

2

)
.

Θ3. (αʹ) Αν η συνάρτηση f : [0, 1]→ R είναι συνεχής και

F (x) :=

∫ 1

0
|x− t| f (t) dt , x ∈ [0, 1] ,

να υπολογιστεί η F ′′ (x). (1,2 µον.)

(ϐʹ) Να µετασχηµατισθεί η διαφορική εξίσωση:

x2y′′ − 3xy′ + 4y = 0 , x > 0 ,

µε την αντικατάσταση x = et και στη συνέχεια να ϐρεθεί η γενική λύση της.

(1,3 µον.)

Λύση.



2.11. ΑΚΑ∆ΗΜΑΪΚΟ ΕΤΟΣ 2003–4 349

(αʹ) Είναι

F (x) =

∫ x

0
(x− t) f (t) dt−

∫ 1

x
(x− t) f (t) dt

= x

∫ x

0
f (t) dt−

∫ x

0
tf (t) dt− x

∫ 1

x
f (t) dt+

∫ 1

x
tf (t) dt

= x

∫ x

0
f (t) dt−

∫ x

0
tf (t) dt+ x

∫ x

1
f (t) dt−

∫ x

1
tf (t) dt ,

οπότε

F ′ (x) =

∫ x

0
f (t) dt+ xf (x)− xf (x) +

∫ x

1
f (t) dt+ xf (x)− xf (x)

=

∫ x

0
f (t) dt+

∫ x

1
f (t) dt .

΄Αρα, F ′′ (x) = f (x) + f (x) = 2f (x).

(ϐʹ) Για x > 0 είναι x = et ⇔ t = lnx. ΄Εχουµε

y′ =
dy

dx
=

dy

dt

dt

dx
=

dy

dt

1

dx/dt
=

dy

dt

1

et
= e−t

dy

dt

και

y′′ =
d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dx

(
e−t

dy

dt

)
=

d

dt

(
e−t

dy

dt

)
dt

dx

=

(
e−t

d2y

dt2
− e−t

dy

dt

)
1

dx/dt
=

(
e−t

d2y

dt2
− e−t

dy

dt

)
1

et
= e−2t

d2y

dt2
− e−2t

dy

dt
.

Αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση προκύπτει ότι

e2t
(

e−2t
d2y

dt2
− e−2t

dy

dt

)
− 3et

(
e−t

dy

dt

)
+ 4y = 0

και ισοδύναµα
d2y

dt2
− 4

dy

dt
+ 4y = 0 . (2.27)

Η χαρακτηριστική εξίσωση της (2.27) είναι : r2 − 4r + 4 = 0 µε ϱίζες r1 = r2 = 2.

Εποµένως, η γενική λύση της (2.27) είναι

y∗ (t) = c1e
2t + c2te

2t , c1, c2 ∈ R .

΄Αρα, η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι

y (x) = x2 (c1 + c2 lnx) , c1, c2 ∈ R .
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Θ4. (αʹ) Να εξεταστούν ως προς τη σύγκλιση τα γενικευµένα ολοκληρώµατα:∫ 1

0
|lnx| dx και

∫ ∞
1

lnx

x2
dx .

(1 µον.)

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα

I =

∫ ∞
0

(
x+ 1

x2 + 1

)2

lnx dx

συγκλίνει και στη συνέχεια να υπολογιστεί. (1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε∫ 1

0
| lnx|dx = −

∫ 1

0
lnx dx = − ln 1 + lim

x→0+
x lnx+

∫ 1

0
dx

= lim
x→0+

lnx

1/x
+ 1

= − lim
x→0+

x+ 1 (κανόνας L’Hôpital)

= 1 ,

δηλαδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ 1
0 | lnx| dx συγκλίνει.

Αν f(x) = lnx
x2

και g(x) = 1
x3/2

, είναι

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

lnx/x2

1/x3/2
= lim

x→∞

lnx√
x

(L’Hôpital)
= 2 lim

x→∞

1√
x

= 0 .

Επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

1
x3/2

dx συγκλίνει, από γνωστό κριτήριο και το

γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

lnx
x2

dx ϑα συγκλίνει.

(ϐʹ) Είναι

I =

∫ ∞
0

(
x+ 1

x2 + 1

)2

lnx dx =

∫ 1

0

(
x+ 1

x2 + 1

)2

lnx dx︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ ∞
1

(
x+ 1

x2 + 1

)2

lnx dx︸ ︷︷ ︸
I2

.

Αν f(x) =
(
x+1
x2+1

)2
lnx και g1(x) = | lnx|, τότε

lim
x→0+

|f(x)|
g1(x)

= lim
x→0+

(
x+ 1

x2 + 1

)2

= 1 .
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Επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ 1
0 | lnx|dx συγκλίνει, από γνωστό κριτήριο το I1

ϑα συγκλίνει απόλυτα και εποµένως ϑα συγκλίνει.

Αν τώρα g2(x) = lnx
x2

, είναι

lim
x→∞

f(x)

g2(x)
= lim

x→∞
x2
(
x+ 1

x2 + 1

)2

= 1 .

Επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

lnx
x2

dx συγκλίνει, από γνωστό κριτήριο ϑα συ-

γκλίνει και το I2. ΄Αρα, το I συγκλίνει. Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος χρησι-

µοποιούµε την αντικατάσταση t = 1/x, οπότε

I = −
∫ 0

∞

(
1/t+ 1

1/t2 + 1

)2

ln (1/t)
dt

t2
= −

∫ ∞
0

1

t2

(
t2 + t

t2 + 1

)2

ln t dt = −I .

΄Αρα, I = 0.

Θ5. ΄Εστω η δυναµοσειρά
∑∞

n=1 (−1)n−1Anx
n, όπου An =

∑n
k=1 (1/k).

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι An+1/An = 1 + 1/(n+ 1)An και στη συνέχεια ότι η ακτίνα σύγκλισης

της δυναµοσειράς είναι R = 1. (0,5 µον.)

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι I = (−1, 1).

(0,5 µον.)

(γʹ) Να αποδειχθεί ότι η y =
∑∞

n=1(−1)n−1Anx
n, x ∈ (−1, 1), είναι η µοναδική λύση της

διαφορικής εξίσωσης

(1 + x)y′ + y =
1

1 + x
, y(0) = 0 , −1 < x < 1 .

Λύνοντας τη διαφορική εξίσωση να ϐρεθεί η y, δηλαδή το άθροισµα της δυναµοσειράς.

(2 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι An+1 = An + 1
n+1 , οπότε An+1

An
= 1 + 1

(n+1)An
. Αν cn = (−1)n−1An, επειδή

limn→∞An =
∑∞

k=1
1
k =∞, έχουµε

lim
n→∞

∣∣∣∣cn+1

cn

∣∣∣∣ = lim
n→∞

An+1

An
= lim

n→∞

(
1 +

1

(n+ 1)An

)
= 1 .

Εποµένως η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι R = 1.
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(ϐʹ) Για x = 1 έχουµε τη σειρά
∑∞

n=0(−1)n−1An, ενώ για x = −1 προκύπτει η σειρά

−
∑∞

n=0An. Επειδή limn→∞ |(−1)n−1An| = limn→∞An = ∞, (−1)n−1An 9 0 και

εποµένως η πρώτη σειρά δεν συγκλίνει. Επειδή limn→∞An = ∞ και η δεύτερη σειρά

δεν συγκλίνει. ΄Αρα, το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι I = (−1, 1).

(γʹ) ΄Εστω y =
∑∞

n=1(−1)n−1Anx
n, x ∈ (−1, 1). Τότε y(0) = 0 και

(1 + x)y′ + y = (1 + x)
∞∑
n=1

(−1)n−1nAnx
n−1 +

∞∑
n=1

(−1)n−1Anx
n

=

∞∑
n=1

(−1)n−1nAnx
n−1 +

∞∑
n=1

(−1)n−1nAnx
n +

∞∑
n=1

(−1)n−1Anx
n

=
∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)An+1x
n +

∞∑
n=1

(−1)n−1(n+ 1)Anx
n

= 1 +
∞∑
n=1

(−1)n(n+ 1) [An+1 −An]xn

= 1 +

∞∑
n=1

(−1)nxn (επειδή από την (α΄) είναι (n+ 1) [An+1 −An] = 1)

=
∞∑
n=0

(−1)nxn =
1

1 + x
.

∆ηλαδή η y =
∑∞

n=1(−1)n−1Anx
n, x ∈ (−1, 1), είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης

(1 + x)y′ + y =
1

1 + x
, y(0) = 0 , −1 < x < 1 .

Η γενική λύση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης : (1 + x) y′ + y = 0 είναι

y = ce−
∫
(1/(1+x)) dx = ce− ln(1+x) =

c

1 + x
, c ∈ R .

Αναζητούµε τώρα µία λύση της διαφορικής εξίσωσης της µορφής yε(x) = c(x)
1+x . Η yε

πρέπει να ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση, οπότε

(1 + x)

[
c(x)

1 + x

]′
+

c(x)

1 + x
=

1

1 + x

⇔ c′(x)− c(x)

1 + x
+

c(x)

1 + x
=

1

1 + x

⇔ c′(x) =
1

1 + x
.

∆ηλαδή, c(x) = ln(1 +x). Εποµένως, yε(x) = ln(1+x)
1+x και η γενική λύση της διαφορικής

εξίσωσης είναι

y =
c

1 + x
+

ln(1 + x)

1 + x
, c ∈ R .
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΄Οµως y(0) = 0 συνεπάγεται ότι c = 0 και κατά συνέπεια y = ln(1+x)
1+x . ΄Αρα,

∞∑
n=1

(−1)n−1Anx
n =

ln(1 + x)

1 + x
, −1 < x < 1 .

Να επιλέξετε τέσσερα(4) από τα πέντε(5) ϑέµατα

Επαναληπτικές Εξετάσεις στα Μαθηµατικά Ια

30 Αυγούστου, 2004

Θ1. Να υπολογιστεί το όριο

lim
x→1−

arccosx√
1− x

και να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=0 an, µε an = arccos
(

n
n+1

)
. (1,5 µον.)

Λύση. Είναι

lim
x→1−

arccosx√
1− x

(L’Hôpital)
= lim

x→1−

−1/
√

1− x2

−1/2
√

1− x
= lim

x→1−

2√
1 + x

=
√

2 .

Εποµένως, αν an = arccos
(

n
n+1

)
και bn =

√
1− n

n+1 = 1√
n+1

, τότε

lim
n→∞

an
bn

=
√

2 .

Επειδή
∑∞

n=0 bn =
∑∞

n=0
1√
n+1

=
∑∞

n=1
1√
n

= ∞, από το οριακό κριτήριο σύγκρισης για

σειρές µε ϑετικούς όρους ϑα είναι και
∑∞

n=0 an = ∞, δηλαδή η σειρά
∑∞

n=0 an αποκλίνει.

Θ2. Να ϐρεθεί η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης

ey − 1

ey − 2
y′ =

1

x
, x > 0 .

(1,5 µον.)

Λύση. Είναι
ey − 1

ey − 2
dy =

1

x
dx , x > 0 ,
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οπότε ∫
ey − 1

ey − 2
dy =

∫
1

x
dx = lnx+ C , C ∈ R .

Επειδή ∫
ey − 1

ey − 2
dy =

∫
u− 1

(u− 2)u
du (αντικατάσταση u = ey)

=
1

2

∫ (
1

u
+

1

u− 2

)
du

=
1

2
ln |u|+ 1

2
ln |u− 2| = 1

2
y +

1

2
ln |ey − 2| ,

η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης είναι

1

2
y +

1

2
ln |ey − 2| = lnx+ C , C ∈ R

και ισοδύναµα

y + ln |ey − 2| − 2 lnx = C , C ∈ R .

Θ3. Υποθέτουµε ότι η συνεχής συνάρτηση f : R→ R είναι τέτοια ώστε

f (x) +

∫ x

0
(x− t) f (t) dt = 1 ,

για κάθε x ∈ R. Να αποδειχθεί ότι η y = f (x) ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση

y′′ + ay = 0 , y(0) = 1 , y′(0) = 0 ,

για κατάλληλο a ∈ R. Λύνοντας τη διαφορική εξίσωση να ϐρεθεί η y = f (x).

(1,5 µον.)

Λύση. Είναι

f (x) = 1−
∫ x

0
(x− t) f (t) dt = 1− x

∫ x

0
f (t) dt+

∫ x

0
tf (t) dt ,

οπότε

f ′ (x) = −
∫ x

0
f (t) dt− xf (x) + xf (x) = −

∫ x

0
f (t) dt

και f ′′ (x) = −f (x). Εποµένως η f είναι δύο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη, µε f (0) = 1

και f ′ (0) = 0. ∆ηλαδή, η y = f (x) ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση

y′′ + ay = 0 , y(0) = 1 , y′(0) = 0 ,
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µε a = 1. Η χαρακτηριστική εξίσωση της y′′ + y = 0 είναι : r2 + 1 = 0 µε ϱίζες r1,2 = ±i.

Εποµένως, η γενική λύση της y′′ + y = 0 είναι

y (x) = c1 cosx+ c2 sinx , c1, c2 ∈ R .

΄Οµως y (0) = 1 συνεπάγεται ότι c1 = 1, ενώ y′ (0) = 0 συνεπάγεται ότι c2 = 0. ΄Αρα,

y = f (x) = cosx .

Θ4. Να ϐρεθεί η συνάρτηση y = f(x), x ≤ −1, αν

f ′ (x) =

√
x2 − 1

x2
, f (−1) = 0 .

(1,5 µον.)

Λύση. Είναι

f (x) =

∫ x

−1
f ′ (t) dt =

∫ x

−1

√
t2 − 1

t2
dt

=

∫ x

−1

(
−t−1

)′√
t2 − 1 dt

= −
√
t2 − 1

t

∣∣∣∣∣
t=x

t=−1

+

∫ x

−1

(√
t2 − 1

)′
t

dt (παραγοντική ολοκλήρωση)

= −
√
x2 − 1

x
+

∫ x

−1

1√
t2 − 1

dt

= −
√
x2 − 1

x
+ ln

∣∣∣t+
√
t2 − 1

∣∣∣∣∣∣t=x
t=−1

= −
√
x2 − 1

x
+ ln

∣∣∣x+
√
x2 − 1

∣∣∣ = −
√
x2 − 1

x
+ ln

(
−x−

√
x2 − 1

)
.

Θ5. ΄Εστω α ∈ R.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα

Iα =

∫ ∞
1

x2−α

1 + x2
dx

συγκλίνει αν και µόνο αν α > 1. (0,5 µον.)
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(ϐʹ) Αν α > 1 και

Jα =

∫ ∞
1

ln
(
1 + x2

)
xα

dx ,

να προσδιοριστούν, χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση, οι πραγµατικοί αριθµοί

λα και µα τέτοιοι ώστε

Jα = λα + µαIα .

Εφαρµογή. Να υπολογιστεί το J2. (1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Αν f(x) = x2−α

1+x2
και g(x) = 1

xα , είναι

lim
x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

x2

1 + x2
= 1 .

΄Οµως το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

1
xα dx συγκλίνει αν και µόνο αν α > 1. Εποµένως

από γνωστό κριτήριο και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

x2−α

1+x2
dx ϑα συγκλίνει αν και

µόνο αν α > 1.

(ϐʹ) Αν α > 1, χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε∫ x

1

ln
(
1 + t2

)
tα

dt =

∫ x

1

(
t1−α

1− α

)′
ln(1 + t2) dt

=
t1−α

1− α
ln(1 + t2)

∣∣∣∣t=x
t=1

− 1

1− α

∫ x

1
t1−α

(
ln(1 + t2)

)′
dt

=
1

1− α
ln(1 + x2)

xα−1
+

ln 2

α− 1
− 2

1− α

∫ x

1

t2−α

1 + t2
dt .

΄Οµως

lim
x→∞

ln(1 + x2)

xα−1
(L’Hôpital)

=
2

α− 1
· lim
x→∞

1

xα−3(1 + x2)
=

2

α− 1
· lim
x→∞

1

xα−1(1 + x−2)
= 0 .

Εποµένως

Jα = lim
x→∞

∫ x

1

ln(1 + t2)

tα
dt =

ln 2

α− 1
+

2

α− 1
Iα .

∆ηλαδή

Jα = λα + µαIα µε λα =
ln 2

α− 1
και µα =

2

α− 1
.

Εφαρµογή. Επειδή I2 =
∫∞
1

1
1+x2

dx = limx→∞ arctanx− arctan 1 = π/2− π/4 = π/4,

ϑα είναι J2 = ln 2 + 2I2 = ln 2 + π/2.
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Θ6. Χρησιµοποιώντας τη γεωµετρική σειρά να αναπτυχθεί σε δυναµοσειρά η συνάρτηση y =

arctanx και να αποδειχθεί ότι∫ 1

0

arctanx

x
dx =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2
.

(1 µον.)

Λύση. Επειδή 1
1+t =

∑∞
n=0 (−1)n tn, |t| < 1, είναι 1

1+t2
=
∑∞

n=0 (−1)n t2n, |t| < 1.

Ολοκληρώνοντας έχουµε

arctanx =

∫ x

0

1

1 + t2
dt =

∞∑
n=0

(−1)n
∫ x

0
t2n dt =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
, |x| < 1 .

Εποµένως
arctanx

x
=
∞∑
n=0

(−1)n
x2n

2n+ 1
, |x| < 1 ,

οπότε ∫ x

0

arctan t

t
dt =

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1

∫ x

0
t2n dt =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2
x2n+1 .

Επειδή η τελευταία δυναµοσειρά συγκλίνει για x = 1 (κριτήριο του Leibniz), τελικά έχουµε∫ 1

0

arctan t

t
dt = lim

x→1−

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2
x2n+1 =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)2
.

Θ7. ΄Εστω οι δυναµοσειρές
∞∑
n=0

(−3)n x2n και
∞∑
n=1

(−3)n x2n

n
.

(αʹ) Να υπολογιστούν οι ακτίνες και τα διαστήµατα σύγκλισης των δυναµοσειρών. (1 µον.)

(ϐʹ) Να υπολογιστούν τα αθροίσµατα των δυναµοσειρών.

Εφαρµογή. Να αποδειχθεί ότι
∑∞

n=1
(−1)n
n = − ln 2. (1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Αν an = (−3)n x2n, είναι

lim
n→∞

n
√
|an| = 3x2
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και εποµένως limn→∞
n
√
|an| < 1 αν και µόνο αν |x| < 1/

√
3. Η ακτίνα σύγκλισης της

δυναµοσειράς
∑∞

n=0 (−3)n x2n είναι R1 = 1/
√

3.

Για x = ±1/
√

3 παίρνουµε τη σειρά
∑∞

n=0 (−1)n η οποία αποκλίνει(ο γενικός όρος της

σειράς (−1)n 9 0). Εποµένως το διάστηµα σύγκλισης της πρώτης δυναµοσειράς είναι

I1 = (−1/
√

3, 1/
√

3).

Αν bn = (−3)nx2n
n , είναι

lim
n→∞

n
√
|bn| = lim

n→∞

3x2

n
√
n

= 3x2

και εποµένως limn→∞
n
√
|bn| < 1 αν και µόνο αν |x| < 1/

√
3. Η ακτίνα σύγκλισης της

δυναµοσειράς
∑∞

n=1
(−3)nx2n

n είναι R2 = 1/
√

3.

Για x = ±1/
√

3 παίρνουµε τη σειρά
∑∞

n=1(−1)n 1
n η οποία συγκλίνει (κριτήριο του

Leibniz). Εποµένως το διάστηµα σύγκλισης της δεύτερης δυναµοσειράς είναι I2 =

[−1/
√

3, 1/
√

3].

(ϐʹ) Επειδή 1/(1 + t) =
∑∞

n=0(−1)ntn, |t| < 1, για t = 3x2 έχουµε

∞∑
n=0

(−3)nx2n =
1

1 + 3x2
, |x| < 1/

√
3 .

Αν f(x) =
∑∞

n=1
(−3)nx2n

n , |x| < 1/
√

3, τότε

f ′(x) =

∞∑
n=1

2n(−3)nx2n−1

n

=
2

x

∞∑
n=1

(−3)nx2n

=
2

x

( ∞∑
n=0

(−3)nx2n − 1

)

=
2

x

(
1

1 + 3x2
− 1

)
=
−6x

1 + 3x2
.

Επειδή f(0) = 0, έχουµε

f(x) =

∫ x

0
f ′(t) dt =

∫ x

0

−6t

1 + 3t2
dt = − ln(1 + 3x2) .

Εποµένως
∞∑
n=1

(−3)nx2n

n
= − ln(1 + 3x2) , |x| < 1/

√
3 .
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Εφαρµογή. Η δυναµοσειρά
∑∞

n=1(−3)n x
2n

n συγκλίνει για x = 1/
√

3 οπότε

lim
x→(1/

√
3)−

∞∑
n=1

(−3)nx2n

n
=

∞∑
n=1

(−1)n

n
= − ln(1 + 3/3) = − ln 2 .



360 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΘΕΜΑΤΑ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ

2.12 Ακαδηµαϊκό έτος 2002–3

ΣΧΟΛΗ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ

Εξετάσεις στα Μαθηµατικά Ια

10 Φεβρουαρίου, 2003

Θ1. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι η (an), µε an = 1/4 + 22/42 + 32/43 + · · ·+ n2/4n, είναι ακολουθία

Cauchy.

Υπόδειξη. Είναι 4n ≥ n4, για κάθε n ≥ 4. (1 µον.)

(ϐʹ) Αν bn =

∫ n+1

n

sin(πx)

x
dx , να αποδειχθεί ότι

bn =
(−1)n

π
· 2n+ 1

n(n+ 1)
− 1

π

∫ n+1

n

cos(πx)

x2
dx

και στη συνέχεια να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1 bn . (1,5 µον.)

Απόδειξη. (αʹ) 1ος τρόπος. Είναι n4 ≤ 4n, ∀n ≥ 4. Για p ∈ N∗ και n ≥ 3 έχουµε

an+p − an =
(n+ 1)2

4n+1
+

(n+ 2)2

4n+2
+ · · ·+ (n+ p)2

4n+p

≤ (n+ 1)2

(n+ 1)4
+

(n+ 2)2

(n+ 2)4
+ · · ·+ (n+ p)2

(n+ p)4

=
1

(n+ 1)2
+

1

(n+ 2)2
+ · · ·+ 1

(n+ p)2

<
1

n(n+ 1)
+

1

(n+ 1)(n+ 2)
+ · · ·+ 1

(n+ p− 1)(n+ p)

=

{(
1

n
− 1

n+ 1

)
+

(
1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
+ · · ·+

(
1

n+ p− 1
− 1

n+ p

)}
=

1

n
− 1

n+ p
<

1

n
.

∆ηλαδή

|an+p − an| = an+p − an <
1

n
−−−→
n→∞

0 .

Εποµένως η ακολουθία (an) είναι Cauchy (άρα συγκλίνει).

2ος τρόπος. Το an είναι το n-οστό µερικό άθροισµα της σειράς
∑∞

k=1

(
k2/4k

)
. Αν ck =

k2/4k, τότε
ck+1

ck
=

(k + 1)2

4k+1
· 4k

k2
=

(k + 1)2

4k2
−−−→
k→∞

1

4
< 1 .
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Από το κριτήριο του λόγου η σειρά συγκλίνει. Ισοδύναµα, η ακολουθία (an) συγκλίνει.

΄Αρα, η (an) είναι ακολουθία Cauchy.

(ϐʹ) Είναι

bn =

∫ n+1

n

1

x
d

(
−cos(πx)

π

)
= − cos(πx)

πx

∣∣∣∣x=n+1

x=n

− 1

π

∫ n+1

n

cos(πx)

x2
dx (παραγοντική ολοκλήρωση)

=
1

π

[
cos(nπ)

n
− cos((n+ 1)π)

n+ 1

]
− 1

π

∫ n+1

n

cos(πx)

x2
dx

=
1

π

[
(−1)n

n
− (−1)n+1

n+ 1

]
− 1

π

∫ n+1

n

cos(πx)

x2
dx

=
(−1)n

π

[
1

n
+

1

n+ 1

]
− 1

π

∫ n+1

n

cos(πx)

x2
dx

=
(−1)n

π
· 2n+ 1

n (n+ 1)
− 1

π

∫ n+1

n

cos(πx)

x2
dx .

Αν cn := (−1)n
π · 2n+1

n(n+1) , από το κριτήριο του Leibniz η εναλλάσσουσα σειρά
∑∞

n=1 cn

συγκλίνει. Αν dn := − 1
π

∫ n+1
n

cos(πx)
x2

dx, είναι

|dn| ≤
1

π

∫ n+1

n

|cos(πx)|
x2

dx ≤ 1

πn2

∫ n+1

n
dx =

1

π
· 1

n2
.

Επειδή η σειρά
∑∞

n=1(1/n
2) συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και η σειρά

∑∞
n=1 |dn|

ϑα συγκλίνει. Εποµένως η σειρά
∑∞

n=1 dn συγκλίνει. ΄Αρα η σειρά
∑∞

n=1 bn =
∑∞

n=1 cn+∑∞
n=1 dn συγκλίνει.

Θ2. (αʹ) Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : R → R είναι συνεχής. Να αποδειχθεί ότι η y =∫ x
0 f(t) sinh(x− t) dt ικανοποιεί τη διαφορική εξίσωση

y′′ − y = f(x) , y(0) = y′(0) = 0 .

(1,2 µον.)

(ϐʹ) Να ϐρεθεί η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης

y′′ − y = sinx .

(1,3 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Επειδή

y =

∫ x

0
f(t) sinh(x− t) dt =

∫ x

0
f(t)

ex−t − e−(x−t)

2
dt

=
ex

2

∫ x

0
f(t)e−t dt− e−x

2

∫ x

0
f(t)et dt ,

παραγωγίζοντας έχουµε

y′ =
ex

2

∫ x

0
f(t)e−t dt+

e−x

2

∫ x

0
f(t)et dt

και

y′′ = f(x) +
ex

2

∫ x

0
f(t)e−t dt− e−x

2

∫ x

0
f(t)et dt .

Εποµένως y′′ − y = f (x). Επίσης παρατηρούµε ότι y(0) = y′(0) = 0.

(ϐʹ) Η χαρακτηριστική εξίσωση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης y′′−y = 0 είναι r2−1 =

0 µε ϱίζες r1,2 = ±1. Εποµένως η γενική λύση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης

είναι

y(x) = c1e
−x + c2e

x , c1, c2 ∈ R .

Επειδή f(x) = sinx = 0 · e0·x cosx + e0·x sinx και το 0 + i = i δεν είναι ϱίζα της

χαρακτηριστικής r2 − 1 = 0, αναζητούµε λύση της µορφής yµ = a cosx + b sinx.

Αντικαθιστώντας την yµ στην y′′ − y = sinx έχουµε −2a cosx − 2b sinx = sinx, για

κάθε x ∈ R. Εποµένως −2a = 0, −2b = 1 και ισοδύναµα a = 0, b = −1/2. ∆ηλαδή

yµ = −1
2 sinx. ΄Αρα η γενική λύση της y′′ − y = sinx είναι

y = c1e
−x + c2e

x − 1

2
sinx , c1, c2 ∈ R .

Θ3. (αʹ) Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης και το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς

∞∑
n=1

(−1)n

1 + lnn

(
x− 1

3

)n
.

(1 µον.)

(ϐʹ) Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης και το άθροισµα της δυναµοσειράς

∞∑
n=1

(−1)n−1
x2n

2n (2n− 1)
.
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Εφαρµογή. Να υπολογιστεί το άθροισµα της σειράς
∑∞

n=1(−1)n−1 1
n(2n−1) . (1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Αν an := (−1)n
1+lnn ·

1
3n , είναι

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

3n (1 + lnn)

3n+1 (1 + ln (n+ 1))

=
1

3
lim
n→∞

1 + lnn

1 + ln (n+ 1)

=
1

3
lim
t→∞

1 + ln t

1 + ln (t+ 1)

(L’Hôpital)
=

1

3
lim
t→∞

1/t

1/(t+ 1)
=

1

3
.

Η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι R = 3. Η δυναµοσειρά συγκλίνει για

|x− 1| < 3⇔ −2 < x < 4.

(ι) Για x = −2 παίρνουµε τη σειρά:
∑∞

n=1
1

1+lnn . Επειδή 1
1+lnn ≥

1
n , ∀n ≥ 1 και ως

γνωστόν
∑∞

n=1
1
n =∞, ϑα είναι και

∑∞
n=1

1
1+lnn =∞ (η σειρά αποκλίνει).

(ιι) Για x = 4 παίρνουµε την εναλλάσσουσα σειρά:
∑∞

n=1(−1)n 1
1+lnn η οποία συγκλίνει

(κριτήριο του Leibniz).

Το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι I = (−2, 4].

(ϐʹ) Αν cn = (−1)n−1 x2n

2n(2n−1) , είναι

lim
n→∞

n
√
|cn| = lim

n→∞

|x|2
n
√

2n(2n− 1)
= x2

και εποµένως limn→∞
n
√
|cn| αν και µόνο αν |x| < 1. Η ακτίνα σύγκλισης της δυναµο-

σειράς
∑∞

n=1(−1)n−1 x2n

2n(2n−1) είναι R = 1.

Αν f(x) =
∑∞

n=1(−1)n−1 x2n

2n(2n−1) , |x| < 1, τότε

f ′(x) =

∞∑
n=1

(−1)n−1
x2n−1

2n− 1
= x− x3

3!
+ · · ·+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ · · · = arctanx , |x| < 1 .

Εποµένως

f(x) =

∫
arctanx dx = x arctanx−

∫
x

1 + x2
dx (παραγοντική ολοκλήρωση)

= x arctanx− 1

2
ln(1 + x2) + C .

Επειδή f(0) = 0, ϑα είναι C = 0. ∆ηλαδή f(x) = x arctanx− 1
2 ln(1 + x2). ΄Αρα

∞∑
n=1

(−1)n−1
x2n

2n(2n− 1)
= x arctanx− 1

2
ln(1 + x2) , |x| < 1 .
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Εφαρµογή. Επειδή από το κριτήριο του Leibniz η εναλλάσσουσα σειρά

∞∑
n=1

(−1)n−1
1

2n(2n− 1)

συγκλίνει, είναι

∞∑
n=1

(−1)n−1
1

2n(2n− 1)
= lim

x→1−

(
x arctanx− 1

2
ln(1 + x2)

)
= arctan 1− 1

2
ln 2 =

π

4
− 1

2
ln 2 .

΄Αρα
∞∑
n=1

(−1)n−1
1

n(2n− 1)
= 2

(
π

4
− 1

2
ln 2

)
=
π

2
− ln 2 .

Θ4. (αʹ) ΄Εστω f : [a, b] → R συνεχής συνάρτηση και έστω g : [a, b] → R ολοκληρώσιµη συ-

νάρτηση µε g(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b]. Να αποδειχθεί ότι υπάρχει ξ ∈ [a, b], τέτοιο

ώστε ∫ b

a
f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x) dx .

(1,2 µον.)

(ϐʹ) Να υπολογιστεί το

lim
n→∞

∫ 1/n

0
e−x

2
√
n2 − x2 dx .

(1,3 µον.)

Απόδειξη. (αʹ) Είναι το γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα. Για την από-

δειξη παραπέµπουµε στο [27].

(ϐʹ) Αν f(x) = e−x
2
και g(x) =

√
n2 − x2, από το (α΄) έχουµε

∫ 1/n

0
e−x

2
√
n2 − x2 dx = e−ξ

2
n

∫ 1/n

0

√
n2 − x2 dx , όπου ξn ∈ [0, 1/n] .
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΄Οµως ∫ √
n2 − x2 dx =

∫
n
√

1− sin2 θ · n cos θ dθ

(αντικατάσταση x = n sin θ, −π/2 ≤ θ ≤ π/2)

= n2
∫

cos2 θ dθ

=
n2

2

∫
(1 + cos 2θ) dθ

=
n2

2

(
θ +

1

2
sin 2θ

)
=
n2

2
(θ + sin θ cos θ) =

n2

2

(
arcsin

x

n
+
x

n

√
1− x2

n2

)
και εποµένως∫ 1/n

0
e−x

2
√
n2 − x2 dx = e−ξ

2
n · n

2

2

(
arcsin

x

n
+
x

n

√
1− x2

n2

)∣∣∣∣∣
x=1/n

x=0

=
e−ξ

2
n

2

(
n2 arcsin

1

n2
+

√
1− 1

n4

)
.

Επειδή 0 ≤ ξn ≤ 1/n, είναι limn→∞ ξn = 0 και κατά συνέπεια limn→∞ e
−ξ2n = 1. Επίσης

lim
n→∞

n2 arcsin
1

n2
= lim

x→0

arcsinx2

x2
(L’Hôpital)

= lim
x→0

2x/
√

1− x4
2x

= lim
x→0

1√
1− x4

= 1 .

΄Αρα

lim
n→∞

∫ 1/n

0
e−x

2
√
n2 − x2 dx =

1

2
(1 + 1) = 1 .

Θ5. (αʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ π/2

0

1

(sinx)2/3(cosx)1/2
dx .

(1 µον.)

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι
1

n!

∫ ∞
1

tne−t dt = e−1
n∑
k=0

1

k!
(∗)

και στη συνέχεια να υπολογιστεί το όριο limn→∞
1
n!

∫∞
1 tne−t dt . (1,5 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Είναι

∫ π/2

0

1

(sinx)2/3(cosx)1/2
dx

=

∫ 1

0

1

(sinx)2/3(cosx)1/2
dx︸ ︷︷ ︸

I1

+

∫ π/2

1

1

(sinx)2/3(cosx)1/2
dx︸ ︷︷ ︸

I2

.

Επειδή

lim
x→0+

(sinx)−2/3(cosx)−1/2

x−2/3
= lim

x→0+

( x

sinx

)2/3 1

(cosx)1/2
= 1

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ 1
0 x
−2/3 dx = 3 συγκλίνει, από γνωστό κριτήριο ϑα

συγκλίνει και το γενικευµένο ολοκλήρωµα I1.

Επειδή τώρα

lim
x→π

2
−

(sinx)−2/3(cosx)−1/2(
π
2 − x

)−1/2 = lim
x→π

2
−

(
π
2 − x

sin
(
π
2 − x

))1/2
1

(sinx)2/3
= 1

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ π/2
1 (π/2− x)−1/2 dx = 2 (π/2− 1) συγκλίνει, από

γνωστό κριτήριο ϑα συγκλίνει και το γενικευµένο ολοκλήρωµα I2. ΄Αρα το γενικευµένο

ολοκλήρωµα ∫ π/2

0

1

(sinx)2/3(cosx)1/2
dx

ϑα συγκλίνει.

(ϐʹ) Είναι

∫ ∞
1

te−t dt = lim
x→∞

∫ x

1
te−t dt

= lim
x→∞

[
− te−t

∣∣t=x
t=1

+

∫ x

1
e−t dt

]
(παραγοντική ολοκλήρωση)

= − lim
x→∞

xe−x + e−1 − lim
x→∞

e−x + e−1 = 2e−1 = e−1
1∑

k=0

1

k!
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και η (∗) ισχύει για n = 1. Αν υποθέσουµε ότι η (∗) ισχύει για n = N , τότε

1

(N + 1)!

∫ ∞
1

tN+1e−t dt = lim
x→∞

1

(N + 1)!

∫ x

1
tN+1e−t dt

= lim
x→∞

1

(N + 1)!

[
− tN+1e−t

∣∣t=x
t=1

+ (N + 1)

∫ x

1
tNe−t dt

]
(παραγοντική ολοκλήρωση)

= − 1

(N + 1)!
lim
x→∞

xN+1e−x +
e−1

(N + 1)!
+

1

N !

∫ ∞
1

tNe−t dt

= e−1
1

(N + 1)!
+ e−1

N∑
k=0

1

k!
= e−1

N+1∑
k=0

1

k!
,

δηλαδή η (∗) ισχύει για n = N + 1. Ας σηµειωθεί ότι

lim
x→∞

xN+1e−x = lim
x→∞

xN+1

ex
(L’Hôpital)

= lim
x→∞

(N + 1)xN

ex
= · · · = lim

x→∞

(N + 1)!

ex
= 0 .

΄Αρα η (∗) ισχύει για κάθε n ∈ N.

Επειδή ως γνωστόν ex =
∑∞

k=0

(
xk/k!

)
για κάθε x ∈ R, είναι

∑∞
k=0 (1/k!) = e και από

την (∗) έχουµε

lim
n→∞

1

n!

∫ ∞
1

tne−t dt = e−1
∞∑
k=0

1

k!
= e−1 · e = 1 .

Να επιλέξετε τέσσερα(4) από τα πέντε(5) ϑέµατα

Επαναληπτικές Εξετάσεις στα Μαθηµατικά Ια

25 Αυγούστου, 2003

Θ1. (αʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά

∞∑
n=1

3
√
n+ 2(−1)n

.

(0,8 µον.)

(ϐʹ) Να υπολογιστεί το µήκος της καµπύλης µε εξίσωση y = arcsin ex, − ln 2 ≤ x ≤ 0 .

(1,7 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Αν an = 3/
(√
n+ 2(−1)

n)
και bn = 1/

√
n, τότε

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

3
√
n

√
n+ 2(−1)n

= lim
n→∞

3

1 + 2(−1)n/
√
n

= 3 .

Ας σηµειωθεί ότι

0 <
2(−1)

n

√
n
≤ 2√

n
−−−→
n→∞

0 και εποµένως lim
n→∞

2(−1)
n

√
n

= 0 .

Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=1 (1/
√
n) =

∑∞
n=1

(
1/n1/2

)
αποκλίνει, από το οριακό

κριτήριο σύγκρισης και η σειρά
∑∞

n=1

(
3/
(√
n+ 2(−1)

n))
ϑα αποκλίνει.

(ϐʹ) Το µήκος της καµπύλης δίνεται από τον τύπο

` =

∫ 0

− ln 2

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx

=

∫ 0

− ln 2

√
1 +

(
ex√

1− e2x

)2

dx =

∫ 0

− ln 2

1√
1− e2x

dx

=

∫ 1

1/2

1

t
√

1− t2
dt (αντικατάσταση t = ex ⇔ x = ln t)

=

∫ 1

1/2

1

t2
√

(1/t)2 − 1
dt

= −
∫ 1

2

1√
u2 − 1

du =

∫ 2

1

1√
u2 − 1

du (αντικατάσταση u = 1/t⇔ t = 1/u)

= ln
(
u+

√
u2 − 1

)∣∣∣u=2

u=1
= ln

(
2 +
√

3
)
.

Σηµείωση. Για τον υπολογισµό του ολοκληρώµατος
∫ 1
1/2

1
t
√
1−t2 dt µπορούµε να χρησι-

µοποιήσουµε και την αντικατάσταση t = sin θ, −π/2 < θ < π/2. Τότε

` =

∫ 1

1/2

1

t
√

1− t2
dt =

∫ π/2

π/6

cos θ

sin θ cos θ
dθ =

∫ π/2

π/6

1

sin θ
dθ

= − ln

(
1

sin θ
+ cot θ

)∣∣∣∣θ=π/2
θ=π/6

= − ln 1 + ln(2 +
√

3) = ln(2 +
√

3) .

Θ2. (αʹ) Υποθέτουµε ότι η ϕραγµένη συνάρτηση f : [0, 1] → R είναι ολοκληρώσιµη. Να απο-

δειχθεί ότι

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
=

∫ 1

0
f(x) dx .

(1,2 µον.)
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(ϐʹ) Να υπολογιστεί το όριο

lim
n→∞

n∑
k=1

k

n
√
k2 − 2kn+ 2n2

.

(1,3 µον.)

Λύση.

(αʹ) ΄Εστω Pn = {x0, x1, x2, . . . , xn} ακολουθία διαµερίσεων του διαστήµατος [0, 1], όπου

xk = k/n, 0 ≤ k ≤ n. Επειδή xk−xk−1 = k/n−(k−1)/n = 1/n, είναι limn→∞ ‖Pn‖ =

limn→∞ 1/n = 0. Αν σ = (ξk)
n
k=1, µε xk−1 ≤ ξk ≤ xk (1 ≤ k ≤ n), τότε το άθροισµα

του Riemann

S (f, Pn, σ) =
n∑
k=1

f (ξk) (xk − xk−1) =
1

n

n∑
k=1

f (ξk) .

Επειδή η συνάρτηση f είναι ολοκληρώσιµη στο [0, 1], από τη ϑεωρία του ολοκληρώµα-

τος Riemann ∫ 1

0
f (x) dx = lim

n→∞
S (f, Pn, σ) = lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

f (ξk) . (2.28)

Αν επιλέξουµε το ξk = k/n, 1 ≤ k ≤ n, τότε από τη (2.28) προκύπτει ότι

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
=

∫ 1

0
f (x) dx . (2.29)

(ϐʹ) Είναι

lim
n→∞

n∑
k=1

k

n
√
k2 − 2kn+ 2n2

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

k/n√
(k/n)2 − 2(k/n) + 2

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
,

όπου f (x) = x/
√
x2 − 2x+ 2. Εποµένως, από τη (2.29) έχουµε

lim
n→∞

n∑
k=1

k

n
√
k2 − 2kn+ 2n2

=

∫ 1

0

x√
x2 − 2x+ 2

dx

=

∫ 1

0

x√
1 + (x− 1)2

dx

=

∫ 0

−1

t+ 1√
1 + t2

dt (αντικατάσταση t = x− 1)

=

∫ 0

−1

t√
1 + t2

dt+

∫ 0

−1

1√
1 + t2

dt

=
[√

1 + t2 + ln
(
t+
√

1 + t2
)]∣∣∣t=0

t=−1

= 1−
√

2− ln
(
−1 +

√
2
)
.
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Θ3. (αʹ) ∆είξτε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0 e−t

2
cos tx dt , x ∈ R, συγκλίνει. (0,6 µον.)

(ϐʹ) ΄Εστω η συνάρτηση f(x) =
∫∞
0 e−t

2
cos tx dt , x ∈ R, µε παράγωγο

f ′(x) =

∫ ∞
0

∂

∂x

(
e−t

2
cos tx

)
dt .

Να αποδειχθεί ότι η f είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης

f ′(x) +
x

2
f(x) = 0 , f(0) =

∫ ∞
0

e−t
2
dt =

√
π

2
.

Να ϐρεθεί η f . (1,9 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι
∫∞
0 |e

−t2 cos tx| dt ≤
∫∞
0 e−t

2
dt. Αν αποδείξουµε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫∞

0 e−t
2
dt συγκλίνει, τότε από το κριτήριο σύγκρισης το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫∞

0 e−t
2

cos tx dt ϑα συγκλίνει απόλυτα και εποµένως ϑα συγκλίνει. ΄Οµως για κάθε

t ≥ 1 είναι e−t
2 ≤ e−t οπότε∫ ∞

0
e−t

2
dt =

∫ 1

0
e−t

2
dt+

∫ ∞
1

e−t
2
dt ≤

∫ 1

0
e−t

2
dt+

∫ ∞
1

e−t dt ,

όπου το
∫ 1
0 e
−t2 dt είναι ένα ορισµένο ολοκλήρωµα και το

∫∞
1 e−t dt συγκλίνει. Πράγ-

µατι, ∫ ∞
1

e−t dt = lim
r→∞

∫ r

1
e−t dt = lim

r→∞

(
−e−r + e

)
= e .

΄Αρα, το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
0 e−t

2
dt συγκλίνει (αποδεικνύεται ότι

∫∞
0 e−t

2
dt =

√
π/2).

(ϐʹ) Είναι

f ′(x) =

∫ ∞
0
−te−t2 sin tx dt

= lim
r→∞

∫ r

0
(e−t

2
/2)′ sin tx dt

= lim
r→∞

[
e−t

2

2
sin tx

∣∣∣∣∣
t=r

t=0

− x

2

∫ r

0
e−t

2
cos tx dt

]
(παραγοντική ολοκλήρωση)

= lim
r→∞

e−r
2

2
sin rx− x

2

∫ ∞
0

e−t
2

cos tx dt .
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΄Οµως ∣∣∣∣∣e−r
2

2
sin rx

∣∣∣∣∣ ≤ e−r
2

2
−−−→
r→∞

0 και εποµένως lim
r→∞

e−r
2

2
sin rx = 0 .

΄Αρα,

f ′(x) = −x
2

∫ ∞
0

e−t
2

cos tx dt = −x
2
f(x) ,

δηλαδή η f είναι λύση της διαφορικής εξίσωσης

f ′(x) +
x

2
f(x) = 0 , f(0) =

∫ ∞
0

e−t
2
dt =

√
π

2
.

Ως γνωστόν, η γενική λύση της οµογενούς γραµµικής διαφορικής εξίσωσης πρώτης

τάξης είναι

f(x) = ce−
∫
(x/2) dx = ce−x

2/4 .

Επειδή f(0) =
√
π/2, ϑα είναι c =

√
π/2. ΄Αρα,

f(x) =

√
π

2
e−x

2/4 .

Θ4. (αʹ) ΄Εστω η συνάρτηση f : [n,∞) → R, n ∈ N∗, είναι ϑετική και ϕθίνουσα. Να απο-

δειχθεί ότι η σειρά
∑∞

k=n f(k) συγκλίνει αν και µόνο αν το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫∞
n f(x) dx συγκλίνει. Αν η σειρά

∑∞
k=n f(k) συγκλίνει, να αποδειχθεί ότι

∞∑
k=n+1

f(k) ≤
∫ ∞
n

f(x) dx ≤
∞∑
k=n

f(k) . (∗)

(1,2 µον.)

(ϐʹ) Να αποδειχθεί ότι η σειρά
∑∞

k=1

(
1/
(
ek+1 + e3−k

))
συγκλίνει και ότι

π

4e2
≤
∞∑
k=1

1

ek+1 + e3−k
≤ π

4e2
+

1

2e2
.

(1,3 µον.)

Απόδειξη. (αʹ) Για κάθε x ∈ [k, k + 1] µε k ∈ N∗, k ≥ n, έχουµε f(k + 1) ≤ f(x) ≤ f(k).

Εποµένως ∫ k+1

k
f (k + 1) dx ≤

∫ k+1

k
f (x) dx ≤

∫ k+1

k
f (k) dx
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και ισοδύναµα

f (k + 1) ≤
∫ k+1

k
f (x) dx ≤ f (k) . (2.30)

Στη συνέχεια προσθέτουµε κατά µέλη τις ανισότητες που προκύπτουν από τη (2.30) για

k = n, n+ 1, . . . , N − 1, οπότε

N−1∑
k=n

f(k + 1) ≤
N−1∑
k=n

∫ k+1

k
f(x) dx ≤

N−1∑
k=n

f (k) .

Ισοδύναµα,
N∑

k=n+1

f(k) ≤
∫ N

n
f(x) dx ≤

N−1∑
k=n

f(k) . (2.31)

Υποθέτουµε ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα συγκλίνει, έστω
∫∞
n f(x) dx = A. Τότε,

από την αριστερή ανισότητα της (2.31) προκύπτει ότι
∑N

k=n+1 f(k) ≤ A, ∀N ∈ N∗.

∆ηλαδή τα µερικά αθροίσµατα της σειράς ϑετικών όρων
∑∞

k=n+1 f(k) είναι ϕραγµένα.

Κατά συνέπεια η σειρά
∑∞

k=n+1 f(k) ϑα συγκλίνει. ΄Αρα και η σειρά
∑∞

k=n f(k) ϑα

συγκλίνει.

Για να αποδείξουµε το αντίστροφο, αρκεί να αποδείξουµε ότι η απόκλιση του γενικευ-

µένου ολοκληρώµατος
∫∞
n f(x) dx συνεπάγεται την απόκλιση της σειράς

∫∞
n f(x) dx.

Υποθέτουµε λοιπόν ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα αποκλίνει, δηλαδή

lim
N→∞

∫ N

n
f(x) dx =∞ .

Τότε, από τη δεξιά ανισότητα της (2.31) ϑα είναι και limN→∞
∑N−1

k=n f(k) =∞. ∆ηλαδή∑∞
k=n f(k) = ∞ (η σειρά αποκλίνει). Τέλος, αν η σειρά

∑∞
k=n f(k) συγκλίνει, από τη

(2.31) έπεται ότι

lim
N→∞

N∑
k=n+1

f(k) ≤ lim
N→∞

∫ N

n
f(x) dx ≤ lim

N→∞

N−1∑
k=n

f(k)

που είναι ισοδύναµη µε την (∗).

(ϐʹ) Αν f(x) := 1
ex+1+e3−x , η συνάρτηση f είναι ϑετική και ϕθίνουσα στο διάστηµα [1,∞).
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Πράγµατι, f ′(x) = − ex+1−e3−x
ex+1+e3−x ≥ 0, ∀x ≥ 1. Είναι∫ ∞

1

1

ex+1 + e3−x
dx =

∫ ∞
1

1

ex+1 + e4 · e−(x+1)
dx

=

∫ ∞
e2

1

t2 + e4
dt (αντικατάσταση t = ex+1 ⇔ x = ln t− 1)

= lim
r→∞

∫ r

e2

1

t2 + (e2)2
dt =

1

e2
lim
r→∞

arctan

(
t

e2

)∣∣∣∣t=r
t=e2

=
1

e2

(π
2
− π

4

)
=

π

4e2
.

Επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα συγκλίνει, από την (α΄) και η σειρά

∞∑
k=1

1

ek+1 + e3−k

ϑα συγκλίνει. Από τη διπλή ανισότητα (∗) έχουµε
∞∑
k=2

1

ek+1 + e3−k
≤ π

4e2
≤
∞∑
k=1

1

ek+1 + e3−k
⇔ π

4e2
≤
∞∑
k=1

1

ek+1 + e3−k
≤ π

4e2
+

1

2e2
.

Θ5. (αʹ) Χρησιµοποιώντας τη γεωµετρική σειρά να αναπτυχθεί σε σειρά Maclaurin η συνάρτηση

y = arctanx . (0,6 µον.)

(ϐʹ) Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης και το άθροισµα της δυναµοσειράς

∞∑
n=1

(−1)n
x2n+1

4n2 − 1
.

Εφαρµογή. Να υπολογιστεί το άθροισµα της σειράς
∑∞

n=1
(−1)n
4n2−1 . (1,9 µον.)

Λύση.

(αʹ) Από τη γεωµετρική σειρά 1/ (1 + t) =
∑∞

n=0(−1)ntn, |t| < 1, συνεπάγεται ότι 1/
(
1 + t2

)
=∑∞

n=0(−1)nt2n, |t| < 1. Ολοκληρώνοντας έχουµε

arctanx =

∫ x

0

1

1 + t2
dt =

∞∑
n=0

(−1)n
∫ x

0
t2n dt =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
, |x| < 1 .

(ϐʹ) Αν cn = (−1)n x
2n+1

4n2−1 , είναι

lim
n→∞

n
√
|cn| = lim

n→∞

|x|2+1/n

n
√

4n2 − 1
= x2
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και εποµένως limn→∞
n
√
|cn| < 1 αν και µόνο αν |x| < 1. Η ακτίνα σύγκλισης της

δυναµοσειράς
∑∞

n=1(−1)n x
2n+1

4n2−1 είναι R = 1. Χρησιµοποιώντας το ανάπτυγµα της

y = arctanx σε δυναµοσειρά έχουµε ότι

∞∑
n=1

(−1)n
x2n+1

4n2 − 1
=

∞∑
n=1

(−1)n
x2n+1

(2n− 1) (2n+ 1)

=
1

2

∞∑
n=1

(−1)n
x2n+1

2n− 1
− 1

2

∞∑
n=1

(−1)n
x2n+1

2n+ 1

=
1

2

∞∑
n=0

(−1)n+1 x
2n+3

2n+ 1
− 1

2

{ ∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
− x

}

= −x
2

2

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
− 1

2

{ ∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

2n+ 1
− x

}

= −x
2

2
arctanx− 1

2
(arctanx− x) .

Εποµένως,
∞∑
n=1

(−1)n
x2n+1

4n2 − 1
=
x

2
− 1

2

(
x2 + 1

)
arctanx .

Εφαρµογή. Επειδή από το κριτήριο του Leibniz η εναλλάσσουσα σειρά

∞∑
n=1

(−1)n
1

4n2 − 1

συγκλίνει, είναι

∞∑
n=1

(−1)n
1

4n2 − 1
= lim

x→1−

(
x

2
− 1

2

(
x2 + 1

)
arctanx

)
=

1

2
− arctan 1 =

1

2
− π

4
.

Να επιλέξετε τέσσερα(4) από τα πέντε(5) ϑέµατα
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2.13 Ακαδηµαϊκό έτος 2001–2

ΤΜΗΜΑ ΜΗΧΑΝΟΛΟΓΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΩΝ

Εξετάσεις στα Μαθηµατικά Ια

11 Φεβρουαρίου, 2002

Θ1. (αʹ) ΄Εστω η ακολουθία (an) µε

a1 = 1, an+1 =
2 + an
1 + an

, n ∈ N .

Να αποδειχθεί ότι η (an) συγκλίνει και να ϐρεθεί το όριό της. (1 µον.)

(ϐʹ) Να εξεταστούν ως προς τη σύγκλιση οι σειρές :

(i)
∞∑
n=1

(
an

n+ 1

)n
, a ∈ R. (0,8 µον.)

(ii)
∞∑
n=1

1

n2 − lnn
. (0,7 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή an ≥ 1, ∀n ≥ 1, είναι

|an+1 − an| =
∣∣∣∣2 + an
1 + an

− 2 + an−1
1 + an−1

∣∣∣∣ =
|an − an−1|

(1 + an)(1 + an−1)
≤ 1

4
|an − an−1| ,

µε 0 < 1/4 < 1. ∆ηλαδή η (an) είναι συστολική ακολουθία και εποµένως συγκλίνει,

έστω limn→∞ an = a ≥ 1. Επειδή και limn→∞ an+1 = a, από τη σχέση an+1 = 2+an
1+an

προκύπτει ότι a = 2+a
1+a . Ισοδύναµα, a2 = 2 ⇔ a = ±

√
2. ΄Οµως είναι a ≥ 1, οπότε

limn→∞ an =
√

2.

(i) Αν an :=

(
an

n+ 1

)n
, είναι

lim
n→∞

n
√
|an| = lim

n→∞

n

n+ 1
|a| = |a| .

Από το κριτήριο της ϱίζας η σειρά συγκλίνει απόλυτα για |a| < 1 και αποκλίνει

για |a| > 1. Για |a| = 1 είναι |an| =
(

n

n+ 1

)n
και εποµένως

lim
n→∞

|an| = lim
n→∞

(
n

n+ 1

)n
= lim

n→∞

1

(1 + 1/n)n
=

1

e
6= 0 .

Επειδή an 9 0, η σειρά αποκλίνει για |a| = 1.
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(ii) Ως γνωστόν lnn < n, ∀n ∈ N και εποµένως

0 <
1

n2 − lnn
<

1

n2 − n
<

2

n2
, ∀n ≥ 2 .

Επειδή ως γνωστόν η σειρά
∑∞

n=2
2
n2 συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και η

σειρά
∑∞

n=2
1

n2−lnn ϑα συγκλίνει. ΄Αρα η σειρά
∑∞

n=1
1

n2−lnn συγκλίνει.

Θ2. (αʹ) Αν η συνάρτηση g : R → R είναι συνεχής και f(x) =

∫ x

0
tg(t− x) dt, να αποδειχθεί

ότι

f ′′ (x) + f ′ (x) = g (−x) +

∫ 0

−x
g (t) dt , f (0) = f ′ (0) = 0 .

(1,5 µον.)

(ϐʹ) Να λυθεί το πρόβληµα αρχικών τιµών

y′′ + y′ = e−x , y(0) = y′(0) = 0 .

(1 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή

f (x) =

∫ x

0
tg (t− x) dt =

∫ 0

−x
(u+ x) g (u) du (αντικατάσταση u = t− x)

= −
∫ −x
0

ug (u) du− x
∫ −x
0

g (u) du ,

παραγωγίζοντας έχουµε

f ′ (x) = −xg (−x)−
∫ −x
0

g (u) du+ xg (−x) = −
∫ −x
0

g (u) du

και

f ′′ (x) = g (−x) .

Εποµένως,

f ′′ (x) + f ′ (x) = g (−x) +

∫ 0

−x
g (t) dt , f (0) = f ′ (0) = 0 .
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(ϐʹ) Η χαρακτηριστική εξίσωση της οµογενούς διαφορικής εξίσωσης y′′+y′ = 0 είναι r2+r =

0, µε ϱίζες r1 = −1 και r2 = 0. Εποµένως, η γενική λύση της οµογενούς διαφορικής

εξίσωσης είναι

y (x) = c1e
−x + c2 , c1, c2 ∈ R .

Επειδή f (x) = e−x και το −1 είναι ϱίζα της χαρακτηριστικής r2 + r = 0, αναζητούµε

λύση της µορφής yµ = axe−x. Αντικαθιστώντας την yµ στην y′′ + y′ = e−x έχουµε

(
axe−x

)′′
+
(
axe−x

)′
= e−x , οπότε − ae−x = e−x ⇔ a = −1 .

∆ηλαδή yµ = −xe−x. ΄Αρα, η γενική λύση της y′′ + y′ = e−x είναι

y = −xe−x + c1e
−x + c2 , c1, c2 ∈ R .

Από τις αρχικές συνθήκες y(0) = y′(0) = 0 προκύπτει ότι

{c1 + c2 = 0, −c2 − 1 = 0} ⇔ {c1 = 1, c2 = −1} .

Η Ϲητούµενη λύση του προβλήµατος είναι

y = 1− (1 + x) e−x .

Θ3. (αʹ) Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f : (0,∞) → R είναι δύο ϕορές συνεχώς παραγωγίσιµη

και ότι limx→∞ xf(x) = 2, limx→∞ xf
′′(x) = 0. Αν x > 0, να αποδειχθεί ότι για

κάποιο ξ ∈ (x, x+ 1) είναι

xf ′(x) =
x

x+ 1
(x+ 1)f(x+ 1)− xf(x)− 1

2
· x
ξ
· ξf ′′(ξ)

και στη συνέχεια να υπολογιστεί το limx→∞ xf
′(x). (1,2 µον.)

(ϐʹ) Να διατυπωθεί το γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα. Αν η συνάρ-

τηση f : R→ R είναι συνεχής, να αποδειχθεί ότι

lim
a→0+

∫ √a
0

af(x)

a2 + x2
dx =

π

2
f(0) .

(1,3 µον.)

Λύση.
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(αʹ) Αν x > 0, από τον τύπο του Taylor είναι

f (x+ 1) = f (x) + f ′ (x) +
1

2!
f ′′ (ξ)

⇔ xf ′ (x) =
x

x+ 1
(x+ 1) f (x+ 1)− xf (x)− 1

2
· x
ξ
· ξf ′′ (ξ) ,

για κάποιο ξ µε x < ξ < x + 1. Επειδή x
x+1 < x

ξ < 1, είναι limx→∞
x
ξ = 1. Επί-

σης, από την υπόθεση έχουµε ότι limx→∞ (x+ 1) f (x+ 1) = limx→∞ xf (x) = 2 και

limx→∞ ξf
′′ (ξ) = 0. ΄Αρα,

lim
x→∞

xf ′(x) = lim
x→∞

x

x+ 1
· lim
x→∞

(x+ 1)f(x+ 1)− lim
x→∞

xf(x)

− 1

2
lim
x→∞

x

ξ
· lim
x→∞

ξf ′′(ξ)

= 2− 2− 0 = 0 .

(ϐʹ) Αν η συνάρτηση f : [α, β] → R είναι συνεχής και η συνάρτηση g : [α, β] → R είναι

ολοκληρώσιµη µε g(x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [α, β], τότε υπάρχει ξ ∈ [α, β] τέτοιο ώστε∫ β

α
f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ β

α
g(x) dx .

Εποµένως αν g(x) = a
a2+x2

, από τον προηγούµενο τύπο έχουµε∫ √a
0

af(x)

a2 + x2
dx = f(ξ(a))

∫ √a
0

1

a2 + x2
dx

= f(ξ(a)) arctan(x/a)|x=
√
a

x=0 = f(ξ(a)) arctan(1/
√
a) ,

όπου 0 ≤ ξ(a) ≤
√
a. Επειδή lima→0+ ξ(a) = 0 και η f είναι συνεχής, είναι

lima→0+ f(ξ(a)) = f(0). ΄Αρα

lim
a→0+

∫ √a
0

af(x)

a2 + x2
dx = lim

a→0+
f(ξ(a)) arctan(1/

√
a) =

π

2
f(0) .

Θ4. (αʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση το γενικευµένο ολοκλήρωµα∫ π/4

0

1
3
√

tanx
dx .

(1 µον.)
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(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας τη γεωµετρική σειρά 1
1+x =

∑∞
n=0(−1)nxn, |x| < 1, να αναπτυχθεί

σε σειρά Maclaurin η συνάρτηση y = ln(1 + x). Στη συνέχεια να ϐρεθεί η ακτίνα

σύγκλισης και το άθροισµα της δυναµοσειράς

x3

1 · 3
− x4

2 · 4
+

x5

3 · 5
− x6

4 · 6
+ · · · .

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Αν f(x) = 1
3√tanx και g(x) = 1

3√x , 0 < x ≤ π/4, είναι f(x), g(x) > 0, για κάθε

x ∈ (0, π/4]. Επειδή

lim
x→0+

f(x)

g(x)
= lim

x→0+

3
√
x

3
√

tanx
= lim

x→0+
3
√

cosx
( x

sinx

)1/3
= 1

και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ π/4
0 (1/ 3

√
x) dx =

∫ π/4
0 x−1/3 dx συγκλίνει, από γνω-

στό κριτήριο για γενικευµένα ολοκληρώµατα µη αρνητικών συναρτήσεων και το γενι-

κευµένο ολοκλήρωµα
∫ π/4
0

(
1/ 3
√

tanx
)
dx ϑα συγκλίνει.

(ϐʹ) Είναι

ln (1 + x) =

∫ x

0

1

1 + t
dt =

∫ x

0

∞∑
n=0

(−1)ntn dt =
∞∑
n=0

(−1)n
∫ x

0
tn dt =

∞∑
n=0

(−1)n
xn+1

n+ 1

=

∞∑
n=1

(−1)n−1
xn

n
= x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · · , |x| < 1 .

Ο n-οστός όρος της δυναµοσειράς είναι an := (−1)n−1
1

(n− 2)n
. Επειδή

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = lim
n→∞

(n− 2)n

(n− 1)(n+ 1)
= 1 ,

η ακτίνα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι R = 1. Αν

f(x) =
x3

1 · 3
− x4

2 · 4
+

x5

3 · 5
− x6

4 · 6
+ · · · , |x| < 1 ,

τότε

f ′(x) = x2−x
3

2
+
x4

3
−x

5

4
+· · · = x

(
x− x2

2
+
x3

3
− x4

4
+ · · ·

)
= x ln (1 + x) , |x| < 1 .
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Εποµένως

f(x) =

∫ x

0
f ′(t) dt =

∫ x

0
t ln(1 + t) dt

=
t2

2
ln(1 + t)

∣∣∣∣t=x
t=0

− 1

2

∫ x

0

t2

1 + t
dt (παραγοντική ολοκλήρωση)

=
x2

2
ln(1 + x) +

1

2

∫ x

0

(1− t2)− 1

1 + t
dt

=
x2

2
ln(1 + x) +

1

2

∫ x

0
(1− t) dt− 1

2

∫ x

0

1

1 + t
dt

=
x2

2
ln(1 + x) +

1

2

(
t− t2

2

)∣∣∣∣t=x
t=0

− 1

2
ln(1 + t)|t=xt=0

=
x2

2
ln(1 + x) +

1

2

(
x− x2

2

)
− 1

2
ln (1 + x) .

΄Αρα

f(x) =
1

2
(x2 − 1) ln(1 + x) +

x

2

(
1− x

2

)
.

Θ5. ΄Εστω η συνάρτηση f : (0,∞) → R είναι ϑετική και παραγωγίσιµη µε f ′(x) > 0, ∀x > 0.

Υποθέτουµε ότι η σειρά
∑∞

n=1
1

f(n) συγκλίνει.

(αʹ) Να αποδειχθεί ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ ∞
1

1

f(t)
dt συγκλίνει.

(ϐʹ) Αν x > 0, να αποδειχθεί ότι

0 <
x

f(2x)
<

∫ 2x

x

1

f(t)
dt

και στη συνέχεια ότι lim
x→∞

x

f(x)
= 0.

(γʹ) Αν f−1 είναι η αντίστροφη της f , να αποδειχθεί ότι∫ ∞
1

1

f(t)
dt = − 1

f(1)
+

∫ ∞
f(1)

f−1(t)

t2
dt ,

δηλαδή ότι το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫ ∞
1

f−1(t)

t2
dt συγκλίνει.

(δʹ) Να αποδειχθεί πρώτα ότι
N∑
n=1

f−1(n)

(n+ 1)2
<

∫ N+1

1

f−1(t)

t2
dt

και στη συνέχεια ότι η σειρά
∞∑
n=1

f−1(n)

n2
συγκλίνει. (2,5 µον.)
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Απόδειξη. Επειδή η f : (0,∞)→ R είναι συνεχής και γνήσια αύξουσα, από γνωστό ϑεώρηµα

η f−1 ϑα είναι συνεχής και γνήσια αύξουσα. Επίσης οι f και f−1 είναι ϑετικές. Η σύγκλιση

της σειράς
∑∞

n=1
1

f(n) συνεπάγεται ότι limn→∞
1

f(n) = 0 και εποµένως limn→∞ f(n) = ∞.

΄Αρα limx→∞ f(x) =∞.

(αʹ) Επειδή η συνάρτηση y = 1/f(x) είναι ϑετική, γνήσια ϕθίνουσα και από την υπόθεση

η σειρά
∑∞

n=1
1

f(n) συγκλίνει, από το κριτήριο του γενικευµένου ολοκληρώµατος για

σειρές και το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

1
f(t) dt ϑα συγκλίνει.

(ϐʹ) Αν 0 < x ≤ t ≤ 2x, τότε 0 < f(t) ≤ f(2x) και κατά συνέπεια 0 < 1
f(2x) ≤

1
f(t) . Από

την τελευταία ανισότητα προκύπτει ότι

0 <

∫ 2x

x

1

f(2x)
dt <

∫ 2x

x

1

f(t)
dt

⇔ 0 <
x

f(2x)
<

∫ 2x

x

1

f(t)
dt⇔ 0 <

1

2

2x

f(2x)
<

∫ 2x

x

1

f(t)
dt .

Εποµένως αν αποδείξουµε ότι limx→∞
∫ 2x
x

1
f(t) dt = 0, τότε ϑα είναι

lim
x→∞

2x

f(2x)
= 0 και κατά συνέπεια lim

x→∞

x

f(x)
= 0 .

΄Οµως, επειδή από την (α΄) το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

1
f(t) dt συγκλίνει, είναι

lim
x→∞

∫ 2x

x

1

f(t)
dt = lim

x→∞

[∫ 1

x

1

f(t)
dt+

∫ 2x

1

1

f(t)
dt

]
= −

∫ ∞
1

1

f(t)
dt+

∫ ∞
1

1

f(t)
dt = 0 .

(γʹ) Χρησιµοποιώντας το γεγονός ότι limx→∞
x

f(x) = 0 και limx→∞ f(x) =∞, έχουµε∫ ∞
1

1

f(t)
dt = lim

r→∞

∫ r

1

1

f(t)
dt

= lim
r→∞

t

f(t)

∣∣∣∣t=r
t=1

− lim
r→∞

∫ r

1
t

(
1

f(t)

)′
dt (παραγοντική ολοκλήρωση)

= lim
r→∞

r

f(r)
− 1

f(1)
+ lim
r→∞

∫ r

1

tf ′(t)

f(t)2
dt

= − 1

f(1)
+ lim
r→∞

∫ r

1

tf ′(t)

f(t)2
dt

= − 1

f(1)
+ lim
r→∞

∫ f(r)

f(1)

f−1(x)

x2
dx (αντικατάσταση x = f(t))

= − 1

f(1)
+

∫ ∞
f(1)

f−1(x)

x2
dx
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και εποµένως το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

f−1(t)
t2

dt συγκλίνει.

(δʹ) Επειδή για n ≤ t ≤ n+ 1 είναι

f−1(n)

(n+ 1)2
<
f−1(t)

t2
,

ολοκληρώνοντας στο διάστηµα [n, n+ 1] έχουµε

f−1(n)

(n+ 1)2
=

∫ n+1

n

f−1(n)

(n+ 1)2
dt <

∫ n+1

n

f−1(t)

t2
dt .

Αν N ∈ N∗, τότε
N∑
n=1

f−1(n)

(n+ 1)2
<

N∑
n=1

∫ n+1

n

f−1(t)

t2
dt

=

∫ 2

1

f−1(t)

t2
dt+

∫ 3

2

f−1(t)

t2
dt+ · · ·+

∫ N+1

N

f−1(t)

t2
dt

=

∫ N+1

1

f−1(t)

t2
dt ≤

∫ ∞
1

f−1(t)

t2
dt .

Επειδή το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
1

f−1(t)
t2

dt συγκλίνει, τα µερικά αθροίσµατα

της σειράς ϑετικών όρων
∑∞

n=1
f−1(n)
(n+1)2

είναι άνω ϕραγµένα και εποµένως η σειρά ϑα

συγκλίνει. ΄Οµως

0 <
f−1(n)

4n2
≤ f−1(n)

(n+ 1)2
, n ≥ 1 ,

οπότε από το κριτήριο σύγκρισης και η σειρά
∑∞

n=1
f−1(n)
4n2 ϑα συγκλίνει. ΄Αρα η σειρά∑∞

n=1
f−1(n)
n2 συγκλίνει.

Να επιλέξετε τέσσερα(4) από τα πέντε(5) ϑέµατα

Επαναληπτικές Εξετάσεις στα Μαθηµατικά Ια

16 Σεπτεµβρίου, 2002

Θ1. (αʹ) Να αποδειχθεί ότι η ακολουθία (xn)n∈N µε

xn =
arctan 1

2
+

arctan 2

22
+ · · ·+ arctann

2n

είναι ακολουθία Cauchy. (1 µον.)
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(ϐʹ) ΄Εστω
∑∞

n=1 an σειρά ϑετικών όρων µε

lim
n→∞

ln (1/an)

lnn
= λ .

Αν λ > 1, να αποδειχθεί ότι η σειρά συγκλίνει (να ϑεωρήσετε και την περίπτωση

λ = +∞). (1,5 µον.)

Απόδειξη. (αʹ) 1ος τρόπος. Για p ∈ N και n ≥ 3 έχουµε

xn+p − xn =
arctan (n+ 1)

2n+1
+

arctan (n+ 2)

2n+2
+ · · ·+ arctan (n+ p)

2n+p

<
π

2

(
1

2n+1
+

1

2n+2
+ · · ·+ 1

2n+p

)
=

π

2n+2

(
1 +

1

2
+ · · ·+ 1

2p−1

)
=

π

2n+2
· 1− 1/2p

1− 1/2
<

π

2n+1
.

∆ηλαδή

|xn+p − xn| = xn+p − xn <
π

2n+1
−−−→
n→∞

0 .

Εποµένως η ακολουθία (xn) είναι Cauchy (άρα συγκλίνει).

2ος τρόπος. Το xn είναι το n-οστό µερικό άθροισµα της σειράς
∑∞

k=1
arctan k

2k
. Επειδή

0 <
arctan k

2k
<
π

2
· 1

2k

και η σειρά
∑∞

k=1
1
2k

= 1 συγκλίνει, από το κριτήριο σύγκρισης και η σειρά
∑∞

k=1
arctan k

2k

ϑα συγκλίνει. Ισοδύναµα, η ακολουθία (xn) συγκλίνει. ΄Αρα η (xn) είναι ακολουθία

Cauchy.

(ϐʹ) ΄Εστω ε > 0 τέτοιο ώστε λ − ε > 1. Επειδή lim
n→∞

ln(1/an)

lnn
= λ, υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο

ώστε

∀n ≥ n0 :

∣∣∣∣ ln (1/an)

lnn
− λ

∣∣∣∣ < ε =⇒ ∀n ≥ n0 : 1 < λ− ε < ln(1/an)

lnn
.

∆ηλαδή

∀n ≥ n0 : lnnλ−ε < ln(1/an)⇔ 1

an
> nλ−ε ⇔ an <

1

nλ−ε
.

΄Αρα

∀n ≥ n0 : 0 < an <
1

nλ−ε
.
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Επειδή λ−ε > 1, η σειρά
∑∞

n=n0

1
nλ−ε

συγκλίνει. Εποµένως από το κριτήριο σύγκρισης και

η σειρά
∑∞

n=n0
an ϑα συγκλίνει. ΄Αρα η σειρά

∑∞
n=1 an συγκλίνει.

΄Εστω τώρα lim
n→∞

ln(1/an)

lnn
=∞. Αν a > 1, τότε υπάρχει n0 ∈ N τέτοιο ώστε

∀n ≥ n0 :
ln(1/an)

lnn
> a⇔ ln(1/an) > lnna ⇔ 1/an > na ⇔ an < 1/na .

΄Αρα

∀n ≥ n0 : 0 < an <
1

na
.

Επειδή a > 1, η σειρά
∑∞

n=n0

1
na συγκλίνει. Εποµένως από το κριτήριο σύγκρισης και η

σειρά
∑∞

n=n0
an ϑα συγκλίνει. ΄Αρα η σειρά

∑∞
n=1 an συγκλίνει.

Θ2. (αʹ) Να ϐρεθεί η ακτίνα σύγκλισης και το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς
∞∑
n=1

(
2 + (−1)n

5 + (−1)n+1

)n
xn .

(1 µον.)

(ϐʹ) Να µετασχηµατισθεί η διαφορική εξίσωση:

(x− 2)2 y′′ − 3 (x− 2) y′ + 4y = 0 , x > 2

µε την αντικατάσταση x = 2 + et και στη συνέχεια να ϐρεθεί η γενική λύση της.

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Αν an =
(

2+(−1)n
5+(−1)n+1

)n
, τότε

an =


(
3
4

)2k αν n = 2k,(
1
6

)2k+1 αν n = 2k + 1 .

Εποµένως,

2k
√
a2k =

3

4
−−−→
k→∞

3

4
και 2k+1

√
a2k+1 =

1

6
−−−→
k→∞

1

6
.

Κατά συνέπεια, lim n
√
an = max {3/4 , 1/6} = 3/4. ΄Αρα, η ακτίνα σύγκλισης της

δυναµοσειράς είναι R = 4/3. Η δυναµοσειρά συγκλίνει για

|x| < 4/3⇔ −4/3 < x < 4/3 .
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Για x = ±4/3 παίρνουµε τη σειρά
∑∞

n=1 cn, µε

cn =

(
2 + (−1)n

5 + (−1)n+1

)n(
±4

3

)n
.

Τότε, c2k = (3/4)2k (±4/3)2k = 1. Εποµένως, επειδή η ακολουθία cn δεν συγκλίνει στο

µηδέν, η σειρά
∑∞

n=1 cn αποκλίνει. Το διάστηµα σύγκλισης της δυναµοσειράς είναι

I = (−4/3, 4/3).

(ϐʹ) Επειδή dx/dt = et, είναι

y′ =
dy

dx
=

dy

dt

dt

dx
=

dy

dt

1

dx/dt
=

dy

dt

1

et
= e−t

dy

dt

και

y′′ =
d2y

dx2
=

d

dx

(
dy

dx

)
=

d

dx

(
e−t

dy

dt

)
=

d

dt

(
e−t

dy

dt

)
dt

dx

=

(
e−t

d2y

dt2
− e−t

dy

dt

)
1

dx/dt
=

(
e−t

d2y

dt2
− e−t

dy

dt

)
1

et
= e−2t

d2y

dt2
− e−2t

dy

dt
.

Αντικαθιστώντας στη διαφορική εξίσωση προκύπτει ότι

e2t ·
(

e−2t
d2y

dt2
− e−2t

dy

dt

)
− 3et

(
e−t

dy

dt

)
+ 4y = 0

και ισοδύναµα
d2y

dt2
− 4

dy

dt
+ 4y = 0 . (2.32)

Η χαρακτηριστική εξίσωση της (2.32) είναι r2 − 4r + 4 = 0, µε ϱίζες r1 = r2 = 2.

Εποµένως, η γενική λύση της (2.32) είναι

y∗ (t) = (c1 + c2t) e2t , c1, c2 ∈ R .

΄Αρα, η γενική λύση της διαφορικής εξίσωσης (x− 2)2 y′′−3 (x− 2) y′+4y = 0, x > 2,

είναι

y (x) = [c1 + c2 ln (x− 2)] (x− 2)2 , c1, c2 ∈ R .

Θ3. (αʹ) Να υπολογιστεί το ολοκλήρωµα I =

∫ π/2

0

1

1 + 3 cos2 x
dx . (1 µον.)
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(ϐʹ) Να διατυπωθεί το γενικευµένο ϑεώρηµα µέσης τιµής για ολοκληρώµατα και να υπολο-

γιστεί το όριο

lim
n→∞

∫ 1/n2

1/(n+3)2
x−3/2ex

2
dx .

(1,5 µον.)

Λύση.

(αʹ) Είναι

I =

∫ π/2

0

1

sin2 x+ 4 cos2 x
dx =

∫ π/2

0

1

cos2 x (tan2 x+ 4)
dx

=

∫ ∞
0

1

t2 + 4
dt (αντικατάσταση t = tanx)

= lim
r→∞

∫ r

0

1

t2 + 22
dt =

1

2
lim
r→∞

arctan (t/2)|t=rt=0 =
π

4
.

(ϐʹ) Αν η συνάρτηση f : [a, b] → R είναι συνεχής και η συνάρτηση g : [a, b] → R είναι

ολοκληρώσιµη, µε g (x) ≥ 0 για κάθε x ∈ [a, b], τότε υπάρχει ξ ∈ [a, b] τέτοιο ώστε∫ b

a
f (x) g (x) dx = f (ξ)

∫ b

a
g (x) dx .

Εποµένως αν f (x) = ex
2
και g (x) = x−3/2, από τον προηγούµενο τύπο έχουµε∫ 1/n2

1/(n+3)2
x−3/2ex

2
dx = eξ

2
n

∫ 1/n2

1/(n+3)2
x−3/2 dx = −eξ2n 2x−1/2

∣∣∣1/n2

x=1/(n+3)2
= 6eξ

2
n ,

για κάποιο ξn, µε 1/(n+ 3)2 ≤ ξn ≤ 1/n2. Τότε limn→∞ ξn = 0 και επειδή η y = ex
2

είναι συνεχής συνάρτηση, limn→∞ e
ξ2n = e0 = 1. ΄Αρα,

lim
n→∞

∫ 1/n2

1/(n+3)2
x−3/2ex

2
dx = 6 .

Θ4. ΄Εστω (an) γνήσια αύξουσα ακολουθία πραγµατικών αριθµών µε limn→∞ an = ∞. Υποθέ-

τουµε ότι υπάρχει M > 0 τέτοιο ώστε an+1 − an ≤M , ∀n ∈ N∗.

(αʹ) Αν η συνάρτηση f : [a1,∞)→ R είναι συνεχής, ϑετική και ϕθίνουσα και το γενικευµένο

ολοκλήρωµα
∫∞
a1
f(t) dt αποκλίνει, δείξτε ότι και η σειρά

∑∞
n=1 f(an) ϑα αποκλίνει.

(1,7 µον.)
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(ϐʹ) Να εξεταστεί ως προς τη σύγκλιση η σειρά
∑∞

n=1
an

1+a2n
. (0,8 µον.)

Λύση.

(αʹ) Επειδή η f είναι ϕθίνουσα, για κάθε t ∈ [an, an+1], n ∈ N, είναι f(t) ≤ f(an) και κατά

συνέπεια ∫ an+1

an

f(t) dt ≤
∫ an+1

an

f(an) dt = f(an)(an+1 − an) .

Εποµένως,∫ an+1

a1

f(t) dt =

∫ a2

a1

f(t) dt+

∫ a3

a2

f(t) dt+ · · ·+
∫ an+1

an

f(t) dt

≤ f(a1)(a2 − a1) + f(a2)(a3 − a2) + · · ·+ f(an)(an+1 − an)

=

n∑
k=1

f(ak)(ak+1 − ak) .

Επειδή an+1−an ≤M , ∀n ∈ N∗ και η f είναι ϑετική, από την προηγούµενη ανισότητα

έχουµε ∫ an+1

a1

f(t) dt ≤M
n∑
k=1

f(ak) .

Από την υπόθεση το γενικευµένο ολοκλήρωµα
∫∞
a1
f(t) dt αποκλίνει, δηλαδή

lim
n→∞

∫ an+1

a1

f(t) dt =

∫ ∞
a1

f(t) dt =∞ .

Εποµένως, από την τελευταία ανισότητα προκύπτει ότι

∞∑
k=1

f(ak) = lim
n→∞

n∑
k=1

f(ak) =∞ .

΄Αρα, η σειρά
∑∞

n=1 f(an) αποκλίνει.

(ϐʹ) Αν f(t) = t
1+t2

, τότε f ′(t) = 1−t2
(1+t2)2

. Εποµένως, αν επιλέξουµε το k ∈ N∗ έτσι ώστε

ak > 1, η συνεχής συνάρτηση f είναι ϑετική και ϕθίνουσα στο διάστηµα [ak,∞).

Επειδή ∫ ∞
ak

t

1 + t2
dx = lim

x→∞

∫ x

ak

t

1 + t2
dx

=
1

2
lim
x→∞

ln(1 + t2)
∣∣t=x
t=ak

=
1

2

[
lim
x→∞

ln(1 + x2)− ln(1 + a2k)
]

=∞ ,
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από την (α΄) ϑα είναι και
∑∞

n=k f(an) =
∑∞

n=k
an

1+a2n
=∞. ΄Αρα,

∞∑
n=1

an
1 + a2n

=∞ . (η σειρά αποκλίνει)

Θ5. (αʹ) Αν In =

∫ π/2

0
sinn x dx , να αποδειχθεί ότι In = n−1

n In−2 και στη συνέχεια ότι

I2n+1 =

∫ π/2

0
sin2n+1 x dx =

4n(n!)2

(2n+ 1)!
. (∗)

Να συµπεράνετε ότι ∫ 1

0

x2n+1

√
1− x2

dx =
4n(n!)2

(2n+ 1)!
.

(1,2 µον.)

(ϐʹ) Χρησιµοποιώντας τη διωνυµική σειρά να αναπτυχθεί σε σειρά Maclaurin η συνάρτηση

y = 1√
1−x2 και στη συνέχεια να αποδειχθεί ότι

arcsinx =
∞∑
n=0

(2n)!

(2n+ 1)4n(n!)2
x2n+1 , |x| < 1 .

(1 µον.)

(γʹ) Να αποδειχθεί ότι ∫ 1

0

arcsinx√
1− x2

dx =
∞∑
n=1

1

(2n− 1)2

και να ϐρεθεί το άθροισµα της σειράς
∑∞

n=1
1

(2n−1)2 . (0,8 µον.)

Λύση.

(αʹ) Χρησιµοποιώντας παραγοντική ολοκλήρωση έχουµε

In =

∫ π/2

0
sinn x dx = −

∫ π/2

0
(cosx)′ sinn−1 x dx

= − cosx sinn−1 x
∣∣x=π/2
x=0

+

∫ π/2

0
cosx(sinn−1 x)′ dx

= (n− 1)

∫ π/2

0
cos2 x sinn−2 x dx

= (n− 1)

∫ π/2

0
(1− sin2 x) sinn−2 x dx

= (n− 1)

∫ π/2

0
sinn−2 x dx− (n− 1)

∫ π/2

0
sinn x dx

= (n− 1)In−2 − (n− 1)In .
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Εποµένως nIn = (n− 1)In−2 και ισοδύναµα

In =
n− 1

n
In−2 (2.33)

Από τη (2.33) είναι

I3 =
2

3
I1 =

2

3

∫ π/2

0
sinx dx = −2

3
cosx|x=π/2x=0 =

2

3
=

4

3!
,

δηλαδή η (∗) ισχύει για n = 1. Υποθέτουµε ότι η (∗) ισχύει για n = k. Τότε από τη

(2.33) για n = 2k + 3 έχουµε

I2k+3 =
2k + 2

2k + 3
I2k+1

=
2k + 2

2k + 3
· 4k(k!)2

(2k + 1)!
(από την (∗) γιαn = k)

=
(2k + 2)2

(2k + 2)(2k + 3)
· 4k(k!)2

(2k + 1)!

=
4k+1[(k + 1)!]2

(2k + 3)!
,

δηλαδή η (∗) ισχύει για n = k + 1. ΄Αρα η (∗) ισχύει για κάθε n ∈ N.

Χρησιµοποιώντας την αντικατάσταση x = sin θ, −π/2 < θ < π/2, έχουµε∫ 1

0

x2n+1

√
1− x2

dx =

∫ π/2

0
sin2n+1 x dx =

4n(n!)2

(2n+ 1)!
.

(ϐʹ) Από τη διωνυµική σειρά

(1 + t)a = 1 +
∞∑
n=1

a(a− 1)(a− 2) · · · (a− n+ 1)

n!
tn , |t| < 1 ,

για t = −x2 και a = −1/2 έχουµε

(1− x2)−1/2 = 1 +

∞∑
n=1

−1
2

(
−1

2 − 1
) (
−1

2 − 2
)
· · ·
(
−1

2 − n+ 1
)

n!
(−1)nx2n

= 1 +
∞∑
n=1

(
−1

2

) (
−3

2

) (
−5

2

)
· · ·
(
−2n−1

2

)
n!

(−1)nx2n

= 1 +

∞∑
n=1

(−1)n
1 · 3 · 5 · · · (2n− 1)

2n · n!
(−1)nx2n

= 1 +

∞∑
n=1

1 · 2 · 3 · 4 · 5 · · · (2n− 1) · 2n
2 · 4 · 6 · · · (2n) · 2n · n!

x2n

= 1 +
∞∑
n=1

(2n)!

2n · n! · 2n · n!
x2n =

∞∑
n=0

(2n)!

4n(n!)2
x2n , |x| < 1 .
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Εποµένως, για |x| < 1 είναι

arcsinx =

∫ x

0

1√
1− t2

dt =
∞∑
n=0

(2n)!

4n(n!)2

∫ x

0
t2n dt =

∞∑
n=0

(2n)!

(2n+ 1)4n(n!)2
x2n+1 .

(γʹ) Είναι ∫ 1

0

arcsinx√
1− x2

dx =

∫ π/2

0
t dt =

π2

8
, (αντικατάσταση x = sin t)

ενώ από τις (α΄) και (ϐ΄) έχουµε∫ 1

0

arcsinx√
1− x2

dx =

∞∑
n=0

(2n)!

(2n+ 1)4n(n!)2

∫ 1

0

x2n+1

√
1− x2

dx

=
∞∑
n=0

(2n)!

(2n+ 1)4n(n!)2
· 4n(n!)2

(2n+ 1)!

=
∞∑
n=0

1

(2n+ 1)2
=
∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
.

΄Αρα,
∞∑
n=1

1

(2n− 1)2
=
π2

8
.

Να επιλέξετε τέσσερα(4) από τα πέντε(5) ϑέµατα
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