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Θέμα 1. (α) Ισχύουν ή όχι οι εξής προτάσεις και γιατί:

(1) Αν lim an = a > 0 τότε η (an) είναι τελικά θετική.
(2) Κάθε φραγμένη ακολουθία είναι συγκλίνουσα.

(3) Αν (an) φθίνουσα και limn→∞ an = 0 τότε η σειρά
∑∞

n=1 an συγκλίνει.

(β) ΄Εστω A ⊆ R μη κενό και άνω φραγμένο. Δείξτε ότι υπάρχει ακολουθία (an)
στοιχείων του A με limn→+∞ an = supA.

Θέμα 2. (α) Βρείτε τα σημεία συνέχειας της συνάρτησης f : R → R με τύπο
f(x) = x αν x ρητός και f(x) = 1 αν x άρρητος.

(β) ΄Εστω f : R → R συνεχής συνάρτηση και y0 ∈ R. Αν υπάρχει μια φραγμένη
ακολουθία (xn) με limn→+∞ f(xn) = y0 δείξτε ότι υπάρχει και x0 ∈ R με f(x0) = y0.

(γ) Αν f, g : [a, b] → R συνεχείς συναρτήσεις με f(x) < g(x) για κάθε x ∈ [a, b]

δείξτε ότι
∫ b

a
f(x)dx <

∫ b

a
g(x)dx.

Θέμα 3. (α) ΄Εστω f : R → R παραγωγίσιμη συνάρτηση. Αν η f ′
παίρνει

πεπερασμένο πλήθος τιμών τι συμπέρασμα βγάζετε για την f ;

(β) ΄Εστω f : R → R δυο φορές παραγωγίσιμη με f ′′
συνεχή.

(i) ΄Εστω n ∈ N. Με χρήση του τύπου Taylor δείξτε ότι υπάρχουν ξn ∈ [0, 1/n] και
ξ′n ∈ [−1/n, 0] τέτοια ώστε

f(
1

n
) + f(− 1

n
) = 2f(0) +

f ′′(ξn) + f ′′(ξ′n)

2n2
.

(ii) Εξετάστε ως προς τη σύγκλιση τη σειρά
∑∞

n=1

∣∣f( 1
n
) + f(− 1

n
)− 2f(0)

∣∣.
Θέμα 4. (α) ΄Εστω k ∈ N. Με βάση το ολοκλήρωμα Riemann κατάλληλης
συνάρτησης υπολογίστε το όριο

lim
n→∞

1k + 2k + · · ·+ nk

nk+1
.

(β) Με χρήση του γενικού θεωρήματος Μέσης Τιμής του Ολοκληρωτικού Λογισμού

υπολογίστε το

lim
n→∞

∫ 1

0

n
√
1 + x2019

1 + x2
dx.
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