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ΔΙΑΤΗΡΗΣΗ ΤΗΣ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ

 κίνησης. τηςεξισώσεων διαφορικών  τωνεπίλυση

 τηνχωρίς  κίνησης τηςτικώνχαρακτηρισ σμό προσδιοριστον

βοηθούν αφού δυνάμεων, επίδραση  την υπόσώματος ενός κίνησης

 της πρόβλημα τοφορές  πολλέςαπλοποιούν στροφορμή, ηκαι 

ορμή η ενέργεια, η όπως μεγεθών, φυσικών διατήρησηςνόμοι Oι 

.συστήματος  τουενέργεια ονομάζεται

 που ποσότηταμίαι διατηρείτα χρόνο,  τοναπό άμεσα εξαρτώνται

δεν άσειςαλληλεπιδροι  οποίο  το γιασωμάτων σύστημα ένα Σε
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ΕΝΕΡΓΕΙΑ - ΕΡΓΟ

δύναμης. μιας έργου  τουέννοια

 τηνμε ησυνυφασμέν άμεσαείναι  ενέργεια η Μηχανική Στην

 . : θέση σε  θέση από

σώματος μετακίνηση  την κατάF δύναμη παράγει  W πουΈργο

00 y-yFWyy 

 

F. δύναμης  της πεδίου τουλόγω 2 στο 1  τοαπό

ενέργειας δυναμικής  τηςμεταβολή η  Uόπου

, U:ακόμηEίναι 
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1
21  
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y
dyyFW

  . α γενικότερή
2

1
21 

y

y
dyyFW

  .  :Eπομένως
dy

dU
yF 

.επιφάνεια) στην ενέργεια μηδενική ας(υποθέτοντ σώμα το

βρίσκεται  που ύψοςh το όπου ,είναι U Γης  της πεδίοβαρυτικό

 ομογενές στο μέσα Μ μάζας ενέργεια δυναμική Η :Παράδειγμα

gh

σώματος.  τουενέργεια κινητική

  τηνv
2

1
Κ με ενέργεια), (ολική σταθεράMghMgyv

2

1

ισχύειy   ύψοςενδιάμεσο εοποιοδήποτ σε και σώματος  πτώση τηνΚατά

22 
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ΕΡΓΟ

.rΔF W:σχέση  τηναπόδίνεται  rΔ μετατόπιση

  την κατάF δύναμη σταθερή μία παράγει  W πουέργο  τοδιαστάσεις 3 Στις






:σχέση  τηναπόδίνεται  W έργο  τοθέση  τηνμεαι μεταβάλλετ δύναμη η Aν

    ,lim
0  


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rdrFrrFW






.ολοκλήρωμα οεπικαμπύλι ή  γραμμικόένα από δηλαδή
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ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ

C.  τηςτμήμα

 ένα  για,αντίστοιχα  πέρας, και τοαρχή η

είναι  ),(  Β και ),( Α ότι  ακόμη

 Έστω  xy.επίπεδο στο C  καμπύληΈστω

2211 baba 

   

    .,,Ι άθροισμα το

 μεσχηματίσου να μπορούμε , και , ςσυναρτήσει δύο Για

1

C kkk

n

k

kkk yQxP

yxQyxP






x
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1ny

1x kx 1nx

1y
ky

1a

1b

 

  ς.διαστήματο   τουμέσο στο , σημεία

  ταορίζουμε και , σημείων των

 μέσω διαστήματα  σε C  τηνΧωρίζουμε

k

yx

n

kk

kk


2a

2b

      C.καμπύληςτηςABτμήμαστoπάνω,ˆ,ˆ,

συνάρτησηςκήςδιανυσματιτηςIολοκλήρωμαοεπικαμπύλιτοορίζει C

yxQyyxPxyxR 


αυτόόριοτοτότε,, μικράπολύγιαΙτουόριοτουπάρχειAν C kk yx 

     
CC

C dyyxQdxyxPrdRI ,,:ςΣυμβολισμό

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ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ

   

:όπους κάτωθι τρτους

από έναν μεεί  υπολογιστναμπορεί 

,,

ολοκλήρωμα οεπικαμπύλι To

 
B

A
dyyxQdxyxP

 

          .,, και 

 τότε, συνάρτηση  τηναπόται  περιγράφε καμπύληη Αν 1)

2
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dxxfxfxQdxxfxPIdxxfdy

xfy

a

a
C  



x

y

1x kx 1nx

1y
ky

1ny

A

B

C

1a 2a

1b

2b

                  ,,,  τότε, και 

 μορφή κή παραμετρι τηναπόται  περιγράφε καμπύληη Αν 3)

dttgtgtfQdttftgtfPItgytfx
B

A

t

t
C  

 

          .,, και 

 τότε, συνάρτηση  τηναπόται  περιγράφεC η αν ,Aντίστοιχα )2

2

1

dyyygQdyygyygPIdyygdx

ygx

b

b
C  



       . , , , όπου 2121   tgbtgbtfatfa AA
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ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ: ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1

   
 

 
 

     
         

.1,  παραβολής τηςμήκος

 κατάγ ,1,2  τοέως 1,1  τοαπό  γραμμήςευθείας  τηςμετά και 1,1  τοέως 0,1

 τοαπό  γραμμήςευθείας  τηςμήκος  κατάβ ,1,2  τοέως 0,1  τοαπό γραμμής

ευθείας  τηςμήκος  κατάα Ι εί το υπολογιστΝα

2

2,1

0,1

22



 

tytx

dyxydxyx

      .1 ηείναι  1,2 και 0,1 σημεία  τααπό περνάει  πουευθεία Η α  xy

      .0 και 1είναι  1,1 στο 0,1  τοαπό ευθεία  τηνΓια β  dyy

.είναι  ευθείας  τηςμήκος Κατά dxdy 

        .
3

5
1

3

1
22211 Επομένως

1

0

2
1

0

22   dxxxdxxxdxxx

  .321Ιδίνει  οεπικαμπύλι  το γιααυτό κομμάτι Το
1

0

2

1   dxx

    .0 και 1 ηείναι  1,2 στο 1,1  τοαπό ευθεία  τηνΓια  dxx

  .3101Ιδίνει  οεπικαμπύλι σχετικό Το
2

1

2

2   dyy

.38I Άρα 21 
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ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ: ΠΑΡΑΔΕΙΓΜΑ 1

   
 

 
 

     
         

.1,  παραβολής τηςμήκος

 κατάγ ,1,2  τοέως 1,1  τοαπό  γραμμήςευθείας  τηςμετά και 1,1  τοέως 0,1

 τοαπό  γραμμήςευθείας  τηςμήκος  κατάβ ,1,2  τοέως 0,1  τοαπό γραμμής

ευθείας  τηςμήκος  κατάα Ι εί το υπολογιστΝα

2

2,1

0,1

22



 

tytx

dyxydxyx

      .1είναι  1,2 σημείο  το γιαενώ ,0 έχουμε 0,1 σημείο  τοΓια γ  tt

   

:όπους κάτωθι τρ τουςαπό έναν μεί υπολογιστε

ναμπορεί  ,, ολοκλήρωμα οεπικαμπύλι To
2

1
 
a

a
dyyxQdxyxP

                  ,,,  τότε, και 

 μορφή κή παραμετρι τηναπόται  περιγράφε καμπύληη Αν 3)

dttgtgtfQdttftgtfPItgytfx
B

A

t

t
C  

       . , , , όπου 2121   tgbtgbtfatfa AA

        .21 και 1είναι   περίπτωση τηαυτή Σε 2 ttgttgtfttf 

        .212242211 Επομένως
1

0

235
1

0

2222   dttttttdtttdttt
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ΕΠΙΚΑΜΠΥΛΙΟ ΟΛΟΚΛΗΡΩΜΑ

     
   

   
 .1,1,0στομετά

και,1,0,0 στο 0,0,0τοαπόευθειώντωνμήκοςκατάβ) ,,,

Cδρόμουτουμήκοςκατά1,1,1στο0,0,0τοαπόα)μετακίνησηγιαέργο

τοΥπολογίστε.41ˆ32ˆ63ˆδύναμηΈστω

32

22

tztytx

xyzzxzyyyzxxF






  C
zyx

C
dzFdyFdxFrdFW


Eίναι  α) :ΛΥΣΗ

     



1

0

2

1 .10041 WΆρα 1. στο 0  τοαπόαι μεταβάλλετ

  τοενώ ,0,0,0,0είναι  (0,0,1) στο (0,0,0)  τοΑπό β)

z
dzz

zdydxyx

    .2WW WOπότε .11032 WΆρα 1. στο 0  τοαπό

αι μεταβάλλετ   τοενώ ,0,0,1,0είναι  (0,1,1) στο (0,0,1)  τοΑπό

21

1

0
2 



 y
dyy

ydzdxzx

          
362

1

0

232322 413263 tdttttdtttdtttt

      .21236463
1

0

1125352   dtttdtttdttt

 
.1 γιαπροκύπτει 

 1,1,1 σημείο Το

t

 
.0 γιαπροκύπτει 

 0,0,0 σημείο Το

t
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ΘΕΩΡΗΜΑ ΕΡΓΟΥ-ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ

   
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B

A

B

A

B

A

t

t

t

t

r

r

r

r
dtv

dt

vd
Μdt

dt
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dt
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dt
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
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

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





:βρίσκουμε Νεύτωνα

  τουνόμο 2  και τονέργου  τουορισμό  τοννταςρησιμοποιώ ο

 1, :Δηλαδή ABBA KKW 

   .vvM
2

1
dt

dt

dv
Μ

2

1
dt

dt

vvd
Μ

2

1 2

A

2

B

t

t

2
t

t

B

A

B

A




 


σώματος.  τουενέργεια  κινητικήηείναι  v
2

1
Κ όπου 2

10

.:ακόμηΕίναι BAAB UUUW 

 1τηναπόβρίσκουμεΕπομένως,

 2BBAABAAB UKUKUUKK 

  .ενέργειαςτηςδιατήρησηςαρχήτηνεκφράζει2Η UKE 



ΔΥΝΑΜΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ-ΕΡΓΟ

    .rdrFrdrFU
B

A

B

A

r

r
εμείς

r

r
BA  











αυξάνει. ενέργεια δυναμική η  τότεΒ, στοΑ   τοαπό μετακίνηση

 πετύχουμενα  γιαδύναμη ασκήσουμε να απαιτείται αν ηλαδή,

μειώνεται. ενέργεια δυναμική η και έργο  παράγεται τότεδύναμη,

ασκούμε να χωρίς μετατόπιση την προκαλεί  πεδίο τοαντίθετα Αν

ενέργεια. δυναμική χαμηλότερη σε

 υψηλότερηαπό  κινούνταινα σώματα είναι τα φύση στην  τάσηΗ
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ΔΙΑΤΗΡΗΤΙΚΕΣ ΔΥΝΑΜΕΙΣ

διαδρομής.  τηςανεξάρτητοείναι 

 Β σημείο άλλο ένα σεΑ  σημείο ένα από μετατόπιση  τηντάπαράγει κα

  πουέργο  τοαν ή)συντηρητικ (ή ήδιατηρητικ oνομάζεται  δύναμη Μία F


A

B

F


F


1Διαδρομή C
2Διαδρομή C

  



BA

C

BA

C
rdFrdFrF

21

ισχύειδύναμηήσυντηρητικγιαΔηλαδή


Β.σημείοτυχαίοσεΑσημείοτυχαίοαπόδιαδρομώνζευγάρικάθεγια
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ΔΙΑΤΗΡΗΤΙΚΕΣ ΔΥΝΑΜΕΙΣ

Α.ΒΑ διαδρομήτηγιαολοκλήρωμαοεπικαμπύλικλειστότο 

Β.στοΑσημείοτοαπό

διαδρομήςμήκοςκατάτηςέργοτοεπίσηςΈστωΒ.στοΑ

σημείοτοαπόδιαδρομήςμήκοςκατάτηςέργοτοΈστω

2

2

11

2

1

C

FrdFI

CFrdFI

BA

C

BA

C
















.είναιτοςολοκληρώμαουεπικαμπύλιιδιότητεςΑπό 2
2

IrdF
AB

C


 

0δύναμηήδιατηρητικγιαείναιορισμότονΑπό 2121  IIII

συμβολίζειόπου,0:Επομένως

21

21
 





CC
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C

BA

C
rdFrdFrdF

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ΚΕΝΤΡΙΚΕΣ ΔΥΝΑΜΕΙΣ

dr.FrdFrdF :ισχύει rd και rd  ταια 1221121 


  ,r̂rFF :ισχύειότανκεντρική

ονομάζεταιΒσώμαένασεΑσώμαέναασκείπουδύναμηΜία

ABAB



F

Β.Α και   τωνθέσης διανύσματα  ταr ,r με rrr όπου ΒAABAB




δυνάμεις. έςδιατηρητικείναι  δυνάμεις έςOι κεντρικ

A

B

B

1rd


2rd
 2F



1F


dr ίδια. ηείναι  έργο ο παραγόμενστο αυτών

  τμημάτων τωνσυνεισφορά η επομένωςκαι 

έργο ίσο με  τμήματαμικρά σε διαδρομές

  τιςεδιαιρέσουμ να μπορούμε  τρόποόμοιο Με

,rdFrdF και τελικά
2

Β

B
1

Β

B
ήή 







διαδρομής.τηςανεξάρτητοείναι  Β στο

 Bτοαπό μετατόπισητηγιαέργοτοδηλαδή


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ΜΕΡΙΚΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΟΙ

 .,...,,, μεταβλητών )(  πολλώνσυνάρτηση βαθμωτή Έστω 321 nxxxxfyn 

  .3,  της  παράγωγομερική  τηνΥπολογίστε :Παράδειγμα 2 yxyxf
x

f






  .cos3,,  της  παράγωγομερική  τηνΥπολογίστε :Παράδειγμα 2 zxyxzyxf
z

f






όριο οορίζεται τ  μεταβλητή  προςως  παράγωγοςμερική H ix

   

i

ninii

x
i x

xxxxfxxxxxf

x

f

i 










,...,,...,,,...,,...,,
lim 2121

0

 
.63

3
Είναι  :ΛΥΣΗ

22

xy
x

x
y

x

yx

x

f






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ΒΑΘΜΙΔΑ (grad) ΒΑΘΜΩΤΗΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗΣ
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ΔIATHΡΗΤΙΚΕΣ ΔΥΝΑΜΕΙΣ-ΣΥΝΘΗΚΗ
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ΔIATHΡΗΤΙΚΕΣ ΔΥΝΑΜΕΙΣ-ΣΥΝΘΗΚΗ
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ΠΡΟΒΛΗΜΑ: ΔΥΝΑΜΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ
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ΔΥΝΑΜΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ ΒΑΡΥΤΙΚΟΥ ΠΕΔΙΟΥ
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