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1.  Γύλακε έρεη ηε κνξθή      1 2 3 1 2 3
ˆ ˆ,F x y x A x A y A xy y B x B y B xy      . 

(α) Να βξείηε ην έξγν πνπ παξάγεηαη από ηελ δύλακε, θαηά ηελ κεηαθίλεζε ηνπ ζεκείνπ 

εθαξκνγήο ηεο, ζε επζύγξακκε δηαδξνκή από ην ζεκείν (0,0,0) ώο ην ζεκείν (x0, y0=ax0, 0). 

(β) Βξείηε ηε ζπλζήθε πνπ πξέπεη λα ηθαλνπνηνύλ νη (ζεηηθέο) ζηαζεξέο  1,2,3 1,2,3,A B , (ή όζεο 

εμ απηώλ είλαη απαξαίηεην), ώζηε ε  ,F x y  λα είλαη δηαηεξεηηθή, γηα θάζε ζεκείν  ,x y . 

(γ) Αλ ηζρύνπλ νη ζπλζήθεο ηνπ εξσηήκαηνο (β), λα βξείηε ηε ζπλάξηεζε δπλακηθήο 

ελέξγεηαο  ,U x y , κε δεδνκέλν όηη  0,0 0U  . 

 

2 . Κπθιηθή νξηδόληηα πιαηθόξκα κάδαο Μ θαη αθηίλαο R, κπνξεί λα πεξηζηξέθεηαη ρσξίο 

ηξηβέο πεξί ηνλ θαηαθόξπθν άμνλα ζπκκεηξίαο ηεο. Άλζξσπνο κάδαο m, βξίζθεηαη πάλσ 

ζηελ πιαηθόξκα ζε απόζηαζε  0r R . (α) Ο ζπληειεζηήο ηξηβήο πιαηθόξκαο-αλζξώπνπ 

είλαη κ, θαη θάπνηα ζηηγκή ν άλζξσπνο αξρίδεη λα θηλείηαη δηαγξάθνληαο θύθιν νκόθεληξν κε 

ηελ πιαηθόξκα, κε αθηίλα 0( )r R . Γείμηε όηη ε πιαηθόξκα ζα πεξηζηξέθεηαη, πξνζδηνξίζηε 

ηελ θνξά πεξηζηξνθήο, ζε ζρέζε κε ηε θνξά θίλεζεο ηνπ αλζξώπνπ, θαη ππνινγίζηε ηελ 

γσληαθή ηαρύηεηα πεξηζηξνθήο σ ηεο πιαηθόξκαο, αλ ην κέηξν ηεο γξακκηθήο ηαρύηεηαο ηνπ 

αλζξώπνπ, σο πξνο ηελ πιαηθόξκα, είλαη υR. (β) Ωο πξνο ην, κε-αδξαλεηαθό, ζύζηεκα 

αλαθνξάο ηεο πιαηθόξκαο, ππνινγίζηε ηηο ςεπδνδπλάκεηο πνπ αηζζάλεηαη ν άλζξσπνο, 

παξάιιεια πξνο ηελ επηθάλεηα ηεο πιαηθόξκαο. (γ) Γηαηππώζηε ηελ εμίζσζε θίλεζεο, σο 

πξνο ην κε-αδξαλεηαθό ζύζηεκα ηεο πιαηθόξκαο, θαη σο πξνο ην αδξαλεηαθό ζύζηεκα ηνπ 

δαπέδνπ. (δ) Τπνινγίζηε ηελ κέγηζηε ηαρύηεηα π, πνπ κπνξεί λα αλαπηύμεη ν άλζξσπνο, 

ρσξίο λα αξρίζεη λα γιηζηξάεη πάλσ ζηελ πιαηθόξκα.  

 RF m r      ,    2Cor RF m     

 

3. Θεσξείζηε γλσζηό όηη έλα νκνγελέο ζθαηξηθό θέιπθνο κε κάδα Γm, ζηα κελ ζώκαηα πνπ 

βξίζθνληαη ζην εζσηεξηθό ηνπ δελ αζθεί θακία βαξπηηθή δύλακε, ζηα δε ζώκαηα πνπ βξίζθνληαη 

ζην εμσηεξηθό ηνπ αζθεί ηελ ίδηα βαξπηηθή δύλακε πνπ ζα αζθνύζε κία ζεκεηαθή κάδα Γm, 

ζπγθεληξσκέλε ζην θέληξν ηνπ ζθαηξηθνύ θειύθνπο. (α) Βξείηε ηε δύλακε πνπ αζθείηαη ζε 

ζεκεηαθή κάδα, m0, πνπ βξίζθεηαη ζε απόζηαζε r, από ην θέληξν νκνγελνύο ζθαίξαο αθηίλαο R 

θαη κάδαο M, είηε  1F r γηα r R , είηε  2F r γηα 0 r R  . (β) Ιδαληθό εθθξεκέο, κήθνπο L  

κάδαο m, κεηαθέξεηαη ζε ύςνο  , 0H xR x  , πάλσ από ηελ επηθάλεηα ηεο Γεο, όπνπ ε 

θπθιηθή ζπρλόηεηα ηαιάλησζήο ηνπ κεηξάηαη ίζε κε H , θαη ζηε ζπλέρεηα ζε βάζνο 

 , 0 1D yR y   , θάησ από ηελ επηθάλεηα ηεο Γεο, όπνπ ε θπθιηθή ζπρλόηεηα ηαιάλησζήο 

ηνπ κεηξάηαη ίζε κε 
D . Η Γε ζεσξείηαη σο ηδαληθή νκνηνγελήο ζθαίξα αθηίλαο R. Τπνινγίζηε ην 

ιόγν D H   ζπλαξηήζεη ησλ {x, y}. [Γίλεηαη ν όγθνο ζθαίξαο, αθηίλαο r:   34 3V r r ] 

ΤΠΟ-ΔΡΩΣΗΜΑΣΑ ΓΙΑ ΓΙΑΦΟΡΔΣΙΚΔ΢ ΠΔΡΙΠΣΩ΢ΔΙ΢ 



 

(β1) Βξείηε ηελ θνηλή ηηκή H=D=?, γηα ηελ νπνία ην 
D 

 δηέξρεηαη από αθξόηαην. 

(β2) Βξείηε ηελ θνηλή ηηκή H=D≠1, γηα ηελ νπνία νη δύν ζπρλόηεηεο είλαη ίδηεο. 

(β3) Βξείηε ηελ ηηκή H=2D≠2R, γηα ηελ νπνία ην 
D 

 δηέξρεηαη από αθξόηαην 

 

4. ΢εκεηαθή κάδα m είλαη πεξηνξηζκέλε λα θηλείηαη ρσξίο ηξηβέο 

πάλσ ζε ξάβδν πνπ ζπκπίπηεη κε ηνλ άμνλα-x. Γύν ίζεο ζεκεηαθέο 

κάδεο Μ βξίζθνληαη ζηα ζεκεία  0,x y D    θαη θξαηνύληαη 

αθιόλεηεο. Οη ηξείο κάδεο αιιειεπηδξνύλ βαξπηηθά, θαη ην 

ζύζηεκα βξίζθεηαη καθξηά από ηελ επίδξαζε άιισλ καδώλ. 

Γίλεηαη ε ζπλάξηεζε ηεο δπλακηθήο ελέξγεηαο ( )
GMm

U r
r

   γηα 

ην ζύζηεκα δύν καδώλ, M θαη m, ζε απόζηαζε r. 

(α) Τπνινγίζηε, σο ζπλάξηεζε ηνπ x, ηε ζπλάξηεζε δπλακηθήο ελέξγεηαο U=U(x) ηεο κάδαο 

m, ππό ηελ βαξπηηθή επίδξαζε ησλ δύν άιισλ καδώλ Μ θαη ζρεδηάζηε πξνζεγγηζηηθά ηελ 

U=U(x). 

(β) Γείμηε όηη ην κέζνλ κεηαμύ ησλ δύν αθιόλεησλ καδώλ Μ είλαη ζεκείν επζηαζνύο 

ηζνξξνπίαο γηα ηε κάδα m θαη, γηα κηθξέο απνκαθξύλζεηο από απηό ην ζεκείν, ε κάδα m 

εθηειεί, κε θαιή πξνζέγγηζε, αξκνληθή ηαιάλησζε ηεο νπνίαο λα ππνινγηζζεί ε ζπρλόηεηα. 

(γ) Αλ ε κάδα m αθεζεί ζε πεπεξαζκέλε απόζηαζε 0 3x D  από ην κέζν ησλ ησλ δύν 

καδώλ Μ, κε αξρηθή ηαρύηεηα κέηξνπ 0

4

6

GM

D
  , λα δείμεηε όηη ζα εθηειέζεη πεξηνδηθή 

θίλεζε, λα ππνινγίζεηε ην εύξνο max2x  απηήο ηεο θίλεζεο, ηελ ηαρύηεηα  x  , σο 

ζπλάξηεζε ηεο ζέζεο, θαη λα γξάςεηε ην νινθιήξσκα από ην νπνίν κπνξεί λα ππνινγηζηεί ε 

πεξίνδνο απηήο ηεο θίλεζεο. 

 

5. ΢εκεηαθή κάδα m αθήλεηαη ζην αλώηαην ζεκείν κίαο άιιεο 

κάδαο Μ ε νπνία θέξεη κία θνίιε θπιηλδξηθή επηθάλεηα 

(ηεηαξηνθύθιην αθηίλαο R, όπσο ζην ζρήκα) θαη κπνξεί λα 

θηλείηαη ρσξίο ηξηβή ζε νξηδόληην επίπεδν, ελώ θαη κεηαμύ ησλ 

καδώλ m θαη Μ δελ ππάξρεη ηξηβή. Σν ζύζηεκα βξίζθεηαη ζε 

ζηαζεξό θαηαθόξπθν βαξπηηθό πεδίν κε επηηάρπλζε βαξύηεηαο g. 

Να ππνινγηζηεί ε ηαρύηεηα κε ηελ νπνία θηάλεη ε κάδα m ζην θαηώηαην ζεκείν ηνπ 

ηεηαξηνθπθιίνπ θαη λα κειεηεζνύλ νη νξηαθέο πεξηπηώζεηο, M  , 0M  , M m . 

 

6. Ράβδνο ΟΡ πεξηζηξέθεηαη  ζην νξηδόληην επίπεδν, πεξί 

θαηαθόξπθν άμνλα πνπ δηέξρεηαη από ην άθξν ηεο Ο, κε ζηαζεξή 

γσληαθή ηαρύηεηα Ω=ζηαζ.. Η ξάβδνο πεξηβάιιεηαη από ειαηήξην 

θπζηθνύ κήθνπο L0 θαη ζηαζεξάο ζθιεξόηεηαο s, ην έλα άθξν ηνπ 

νπνίνπ είλαη ζπλδεδεκέλν ζην άθξν Ο ηεο ξάβδνπ, ελώ ζην άιιν 

άθξν ηνπ είλαη ζπλδεδεκέλε ζεκεηαθή κάδα m, ηέηνηα ώζηε 
2 2

0s m   . (α)  Αλ, θαηά ηε κόληκε πεξηζηξνθή ηεο ξάβδνπ, ε 

κάδα m δηαηεξείηαη ζε ζηαζεξή απόζηαζε από ην άθξν Ο, λα 

ππνινγηζηεί, ζπλαξηήζεη ησλ 
0 0, ,L   ,  ε ζηαζεξή επηκήθπλζε x0  

ηνπ ειαηεξίνπ. (β) Καηά ηελ κόληκε πεξηζηξνθή ηεο ξάβδνπ, απνκαθξύλνπκε ιίγν ηε κάδα m 

θαηά κήθνο ηεο ξάβδνπ, από ηελ ζηαζεξή ηεο απόζηαζε σο πξνο ην Ο. Υξεζηκνπνηώληαο 

πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο [  t t   ,    0 0t L x x t    ], δείμηε όηη ε κάδα ζα εθηειέζεη 

αξκνληθή ηαιάλησζε, θαηά κήθνο ηεο ξάβδνπ, θαη πξνζδηνξίζηε ηελ θπθιηθή ζπρλόηεηα σ 
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απηήο ηεο ηαιάλησζεο. (γ) Τπνινγίζηε ηελ θάζεηε δύλακε F
 πνπ αζθείηαη από ηε ξάβδν 

ζηε ζεκεηαθή κάδα m, θαηά ηηο πεξηπηώζεηο (α) θαη (β).   

Όιν ην θαηλόκελν κειεηάηαη εθηόο πεδίνπ βαξύηεηαο θαη δελ ππάξρνπλ ηξηβέο. 

[Δπηηάρπλζε ζε Πνιηθέο ζπληεηαγκέλεο:    2 ˆ ˆ2a          ] 

 

7. ΢ώκα κάδαο m κπνξεί λα θηλείηαη θαηά κήθνο ηνπ ζεηηθνύ άμνλα-x,  0x  , ζε πεξηνρή 

ζηελ νπνία ε ζπλάξηεζε δπλακηθήο ελέξγεηα δίλεηαη από ηελ έθθξαζε   2 2

Ax
U x

b x
 


     

όπνπ (A,b) ζεηηθέο ζηαζεξέο. (α) Τπνινγίζηε ηα ζεκεία ηζνξξνπίαο ηνπ ζώκαηνο θαη ην είδνο 

ηεο ηζνξξνπίαο, θαη ζρεδηάζηε έλα πνηνηηθό ζθαξίθεκα ηεο  U x  (β) Θεσξήζηε όηη, ελώ ην 

ζώκα βξίζθεηαη ζην ζεκείν ειάρηζηεο δπλακηθήο ελέξγεηαο, ηνπ πξνζδίδεηαη κία κηθξή 

θηλεηηθή ελέξγεηα, ζε ζρέζε κε ηελ απόιπηε ηηκή ηεο δπλακηθήο ηνπ ελέξγεηαο, θαη δείμηε όηη 

ην ζώκα ζα εθηειέζεη, κε θαιή πξνζέγγηζε, αξκνληθή ηαιάλησζε, θαη ππνινγίζηε ηελ 

θπθιηθή ζπρλόηεηα ω0 απηήο ηεο ηαιάλησζεο. (γ) Όηαλ ην ζώκαλ βξίζθεηαη ζην ζεκείν 

ειάρηζηεο δπλακηθήο ελέξγεηαο, λα ππνινγίζηε ηελ θξίζηκε ηαρύηεηα υ0θξ ηνπ ζώκαηνο, θάησ 

από ηελ νπνία ην ζώκα εθηειεί θίλεζε πεπεξαζκέλνπ πιάηνπο (είλαη δέζκην) θαη πάλσ από 

ηελ νπνία ην ζώκα εθηειεί θίλεζε άπεηξνπ πιάηνπο (είλαη ειεύζεξν). (δ) Τπνινγίζηε ηα 

ζεκεία αλαζηξνθήο ηεο πνξείαο ηνπ ζώκαηνο,  1 2,x x   όηαλ απηό αθεζεί ζηε ζέζε ειάρηζηεο 

δπλακηθήο ελέξγεηαο κε ηαρύηεηα 0 0 2  . 

 

8. Η δπλακηθή ελέξγεηα ελόο δηαηνκηθνύ κνξίνπ είλαη ίζε κε   
  0

2

0 0( ) 1
a r r

U r U U e
 

    ,  

όπνπ  r  είλαη ε απόζηαζε κεηαμύ ησλ δύν αηόκσλ θαη  U0  θαη  a  είλαη ζεηηθέο ζηαζεξέο. 

Έζησ όηη ην έλα άηνκν παξακέλεη αθίλεην ζηε ζέζε 0r . (α)  ΢ρεδηάζηε ηε ζπλάξηεζε  

U(r). (β)  Βξείηε ηε δύλακε πνπ αζθείηαη ζην ειεύζεξν άηνκν. Δμεγήζηε γηα πνηα r είλαη ε 

δύλακε ειθηηθή, κεδεληθή, απσζηηθή. (γ)  Σν ειεύζεξν άηνκν βξίζθεηαη αξρηθά ζηε ζέζε  r = 

3r0/2  θαη αθήλεηαη λα θηλεζεί, κε κεδεληθή ηαρύηεηα. Βξείηε ηε κέγηζηε ηαρύηεηα πνπ ζα 

απνθηήζεη. Πεξηγξάςεηε ηελ θίλεζε πνπ ζα επαθνινπζήζεη. (δ) Αλ κπνξνύζακε λα 

ζπκπηέζνπκε ηα δύν άηνκα, έηζη ώζηε λα πιεζηάζνπλ ζε απόζηαζε κηθξόηεξε από ηελ 

απόζηαζε επζηαζνύο ηζνξξνπίαο ηνπο, πόζε πξέπεη λα γίλεη ε κεηαμύ ηνπο απόζηαζε ώζηε, 

όηαλ αθεζνύλ ειεύζεξα, λα απνκαθξπλζνύλ κε ηξόπν ώζηε λα δηαζπαζζεί ην κόξην; 

0ln 2 /a r . 

 

9. ΢εκεηαθή κάδα m  είλαη ζπλδεδεκέλε ζε αθιόλεην ζηήξηγκα κε ειαηήξην ζηαζεξάο s  θαη 

κεραληζκό πνπ αζθεί ηξηβή ηεο κνξθήο F r   , κε r ηέηνην ώζηε λα έρνπκε θξίζηκε 

απόζβεζε, νπόηε ε ζπλάξηεζε ηεο απνκάθξπλζεο από ηελ θαηάζηαζε ηζνξξνπίαο είλαη ηεο 

κνξθήο      , / 2tx t A Bt e r m    ,  2 2

0 2
s

r sm
m

 
 

    
 

. 

(α) Αλ ην ζύζηεκα μεθηλά ηελ θίλεζή ηνπ ηελ ρξνληθή ζηηγκή 0t  , κε αξρηθή απνκάθξπλζε 

0x  θαη αξρηθή ηαρύηεηα 0 , ππνινγίζηε ηηο ζηαζεξέο Α θαη Β.  

 (β) Αλ 0 0 02 x   , δείμηε όηη ην ζύζηεκα δηέξρεηαη από ηελ ζέζε ηζνξξνπίαο κία κόλν 

θνξά, ππνινγίζηε ηελ αληίζηνηρε ρξνληθή ζηηγκή 0t , θαη ηελ αληίζηνηρε ηαρύηεηα δηέιεπζεο. 

 (γ) Αλ κεηαβάινπκε ηνλ ζπληειεζηή ηξηβήο ζε λέα ηηκή / 2r sm , δείμηε όηη ην ζύζηεκα 

ζα εθηειέζεη ηαιάλησζε κε αζζελή απόζβεζε θαη ππνινγίζηε ηε ζπρλόηεηα απηήο ηεο 

ηαιάλησζεο θαη ηνλ ζπληειεζηή πνηόηεηαο Q. 



 

 

10. ΢σκαηίδην κάδαο m κπνξεί λα θηλεζεί ζε 1-δηάζηαζε (x) κέζα ζε δηαηεξεηηθό πεδίν 

δπλάκεσλ, ε ζπλάξηεζε δπλακηθήο ελέξγεηαο ηνπ νπνίνπ είλαη κεδέλ παληνύ πιήλ ηεο 

πεξηνρήο 0 0x x x   , εληόο ηεο νπνίαο έρεη ηε κνξθή    2 2

0 , 0U x c x x c   .  

(α) ΢ρεδηάζηε ηελ  U x . Πξνζδηνξίζηε ηα ζεκεία θαη ην είδνο ηζνξξνπίαο ηνπ πεδίνπ.  

(β) Σν ζσκαηίδην αθήλεηαη ζηε ζεκείν 1 02x x   κε ηαρύηεηα  0 0
ˆ 2.2 /x x c m   . Γείμηε 

όηη ην ζσκαηίδην ζα πεξάζεη από ην x=0, ππνινγίζηε ηελ ηαρύηεηα δηέιεπζεο, θαη κειεηήζηε 

ηελ θίλεζε ηνπ ζσκαηηδίνπ ζηε ζπλέρεηα. 

(γ) Αλ    2 2

0 , 0U x c x x c   , θαη ηε ζηηγκή 0t   αθήζνπκε ην ζσκαηίδην ζην ζεκείν 

1 02x x   κε ηαρύηεηα  0 0
ˆ 2 /x x c m   , δείμηε όηη ην ζσκαηίδην ζα πεξάζεη από ην 

ζεκείν 2 02x x   θαη ππνινγίζηε ηε ρξνληθή ζηηγκή θαη ηελ ηαρύηεηα δηέιεπζεο από απηό ην 

ζεκείν.  
2 2 2 2

arctan arcsin
dx x x

aa x a x

 
  

  
 . 

 

11. Απιόο αξκνληθόο ηαιαλησηήο ρσξίο απόζβεζε, κε κάδα m θαη ζηαζεξά ειαηεξίνπ s, 

δηεγείξεηαη από κία δύλακε F=F0sin(ωt). α) Να ππνινγίζεηε ηε κεηαηόπηζε x=x(t), ζηελ 

πεξίπησζε πνπ νη αξρηθέο ζπλζήθεο είλαη x(t=0)=0 θαη x (t=0)=υ0. β) Γηα ζπρλόηεηεο 

δηέγεξζεο θνληά ζηε ζπρλόηεηα σ0= m
s , ζεσξείζηε όηη ω=ω0+Γω (όπνπ Γω κηθξό θαη 

ηέηνην ώζηε Γω t1). Αλαπηύζζνληαο ηε ιύζε ηνπ εξσηήκαηνο (α) γύξσ από ην ω0, λα 

δείμεηε όηη ην πιάηνο ηεο κεηαηόπηζε απμάλεη γξακκηθά κε ην ρξόλν. 

 

12.  Γύν αθαηξηθά ζώκαηα Α θαη Β κε κάδεο ΜΑ, ΜΒ=4ΜΑ 

θαη αθηίλεο RA=RB, βξίζθνληαη ζε ζηαζεξή απόζηαζε R=9RA. 

Έλα ζώκα Γ, κάδαο m, θαη ακειεηέσλ δηαζηάζεσλ, 

ηνπνζεηείηαη ζε απόζηαζε r από ην θέληξν ηνπ ζώκαηνο Α, 

πάλσ ζηελ επζεία πνπ νξίδεηαη από ηα θέληξα ησλ δύν 

ζσκάησλ Α, Β.  

(α) Βξείηε ηε δπλακηθή ελέξγεηα ηνπ ζώκαηνο Γ ιόγσ ηεο βαξύηεηαο ησλ δύν ζσκάησλ Α, Β, 

ζπλαξηήζεη ηνπ r. [Τπόδεημε: ε βαξπηηθή δπλακηθή ελέξγεηα δύν ζθαηξηθώλ καδώλ είλαη 

1 2
12

12

m m
U G

r
  , όπνπ 

12r  είλαη ε απόζηαζε κεηαμύ ησλ θέληξσλ ηνπο]. 

(β) ΢ρεδηάζηε ην δηάγξακκα ηεο δπλακηθήο ελέξγεηαο ηνπ εξσηήκαηνο (α), γηα 

A BR r R R   . Τπάξρεη ζεκείν ηζνξξνπίαο γηα ην ζώκα Γ; Αλ λαη, εμεηάζηε ηελ επζηάζεηά 

ηνπ. 

(γ) Πόζε θηλεηηθή ελέξγεηα πξέπεη λα δνζεί ζην ζώκα Γ, αλ βξεζεί ζηελ επηθάλεηα ηνπ 

ζώκαηνο Α ώζηε λα θαηαθέξεη λα θηάζεη ζηελ επηθάλεηα ηνπ ζώκαηνο Β; 

(δ) Πεξηγξάςηε πνηνηηθά ηελ θίλεζε ηνπ ζώκαηνο Γ, αλ βξίζθεηαη ζηελ επηθάλεηα ηνπ 

ζώκαηνο Α θαη ηνπ δνζεί ε κηζή θηλεηηθή ελέξγεηα από απηή πνπ απαηηείηαη ζην εξώηεκα (γ). 

  

13.  ΢σκαηίδην κάδαο m θηλείηαη ζην επίπεδν  ,x y , ππό ηελ επίδξαζε ελόο δπλακηθνύ 

πεδίνπ, γηα ην νπνίν ε δύλακε έρεη ηε κνξθή      ˆ ˆ,F x y x Ax By y Cx Dy     . 

 



 

(α) Βξείηε ηε ζπλζήθε πνπ πξέπεη λα ηθαλνπνηνύλ νη (ζεηηθέο) ζηαζεξέο  , , ,A B C D , (ή όζεο 

εμ απηώλ είλαη απαξαίηεην), πξνθεηκέλνπ ε δύλακε  ,F x y  λα είλαη δηαηεξεηηθή. 

 Αλ ε δύλακε είλαη δηαηεξεηηθή:  

(β) Να βξείηε ην έξγν πνπ παξάγεηαη από ην δπλακηθό απηό πεδίν επί ηνπ ζσκαηηδίνπ θαηά 

ηελ κεηαθίλεζή ηνπ από ην ζεκείν (-1,-1) ώο ην ζεκείν (1,1 ) αθνινπζώληαο: (β1). Σελ 

(επζύγξακκε) δηαδξνκή (-1,-1)(0,0)(1,1), θαη (β2). Σελ     (επζύγξακκε)       δηαδξνκή  

(-1,-1)(1,-1) αθνινπζνύκελε από ηελ (επζύγξακκε) δηαδξνκή (1,-1)(1,1). Δμεγήζηε! 

(γ) Να βξείηε ηε ζπλάξηεζε δπλακηθήο ελέξγεηαο  ,U x y , κε δεδνκέλν όηη  0,0 0U  .  

 

14.  Οη ζπληεηαγκέλεο ελόο ζώκαηνο κε κάδα m, πνπ θηλείηαη ζην επίπεδν (x,y), είλαη:  x = a 

sinωt,  y = b cosωt. 

(α) Γείμηε όηη ην ζώκα δηαγξάθεη ειιεηπηηθή ηξνρηά θαη ππνινγίζηε ηνπο εκηάμνλεο απηήο ηεο 

έιιεηςεο 

(β) Τπνινγίζηε ηε δύλακε πνπ αζθείηαη ζην ζώκα θαη δείμηε όηη είλαη θεληξηθή: 

    ˆF r f r r  

(γ) Πξνζζέζηε ηελ θηλεηηθή θαη ηε δπλακηθή ελέξγεηά ηνπ ζώκαηνο ζε θάζε ζέζε (x, y), 

δείμηε όηη απηή είλαη ζηαζεξή θαη ππνινγίζηε απηή ηελ ζηαζεξή ηηκή Δ0 ζπλαξηήζεη ησλ 

δεδνκέλσλ ηνπ πξνβιήκαηνο (a, b, m, σ).  

(δ) Γείμεη όηη ζε έλα ζύζηεκα αμόλσλ (r,π), 2 2r x y  , 2 2

x y    , (ρώξνο ησλ 

θάζεσλ), ηα δηαδνρηθά ζηηγκηόηππα ηνπ ζπζηήκαηνο ζρεκαηίδνπλ επίζεο κία έιιεηςε, θαη 

ππνινγίζηε ηνπο εκηάμνλεο απηήο ηεο έιιεηςεο. 

(ε) Γείμηε όηη ε πνζόηεηα    m xy yx  είλαη ζηαζεξή. Ση αληηπξνζσπεύεη απηή ε πνζόηεηα 

θαη πνηόο είλαη ν θπζηθόο ιόγνο πνπ έρεη ζηαζεξή ηηκή 

 

15. ΢σκαηίδην κάδαο m θηλείηαη ζε πεξηνρή πνπ ραξαθηεξίδεηαη από ζπλάξηεζε δπλακηθήο 

ελέξγεηαο εμαξηώκελε κόλν από κία δηάζηαζε, ζύκθσλα κε ηε ζρέζε  

 
 

 

2 2

2

0 2
2 2

x a
U x U a

x a





. (α) Τπνινγίζηε ηελ δύλακε  F F x . (β) Βξείηε ηα ζεκεία 

κεδεληζκνύ ηεο δπλακηθήο ελέξγεηαο θαη ηα ζεκεία κεδεληζκνύ ηεο δύλακεο θαη ζρεδηάζηε 

πνηνηηθά ην κέγεζνο   0/U x U  ζπλαξηήζεηο ηνπ x.  (γ) Βξείηε ηα ζεκεία επζηαζνύο θαη 

αζηαζνύο ηζνξξνπίαο, θαζώο θαη ηε ζπρλόηεηα ηαιαληώζεσλ κηθξνύ πιάηνπο γύξσ από ηα 

ζεκεία επζηαζνύο ηζνξξνπίαο. (δ) Βξείηε ηελ ειάρηζηε ηαρύηεηα πνπ πξέπεη λα δνζεί ζην 

ζσκαηίδην όηαλ έρεη ηελ ειάρηζηε δπλακηθή ελέξγεηα, πέξαλ ηεο νπνίαο ην ζσκαηίδην κπνξεί 

λα δηαθύγεη πξνο ην x  . ΢ε απηή ηελ πεξίπησζε, πνην ζα είλαη ην κέηξν ηεο ηαρύηεηαο 

ηνπ ζσκαηηδίνπ θαζώο x  . (ε) Βξείηε ηα όξηα ηεο πεξηνρήο κέζα ζηελ νπνία θηλείηαη ην 

ζσκαηίδην όηαλ ε ζπλνιηθή ηνπ ελέξγεηα είλαη κεδεληθή, θαζώο θαη ηε κέγηζηε ηαρύηεηα θαη 

ην ζεκείν ζην νπνίν απηή ιακβάλεη ρώξα, ζε απηή ηελ πεξίπησζε. 

 

 

 


