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Singular Value Decomposition (SVD)



Dimensionality Reduction

Ποια είναι η ιδανική γραμμή για προβολή των 

δεδομένων, όπου αυτά θα είναι όσο πιο διακριτά 

γίνεται;

10.6 Key Steps of PCA in Practice pg 336, MATHEMATICS FOR MACHINE LEARNING

https://mml-book.github.io/book/mml-book.pdf


Principal Component Analysis (PCA)

Στόχος: Εύρεση προβολών των σημείων δεδομένων xn  όπου: 

● διατηρούν τη μέγιστη ομοιότητα με τα αρχικά δεδομένα και ελαχιστοποιούν το σφάλμα ανακατασκευής 

● πετυχαίνουν χαμηλότερη διάστασης, μειώνοντας την πολυπλοκότητα και διατηρώντας τη δομή των 

δεδομένων.

π.χ. Housing Dataset

Dataset’ features

Size
Number of rooms
Number of 
bathrooms
Schools around
Crime rate

                                                               Μείωση διαστάσεων
Διάνυσμα 5 χαρακτηριστικών                                                        Διάνυσμα 2 χαρακτηριστικών 



Principal Component Analysis (PCA)

projection

2D                                  1D

Το μεγαλύτερο 
σπίτι έχει 
περισσότερα 
δωμάτια

Προβολή από τον χώρο των 2 χαρακτηριστικών (2D) στο 1D

Ιδανική γραμμή προβολής 
(πιο διακριτά)



Principal Component Analysis (PCA): μετρικές

Ίδιο mean value, → 
δεν είναι  βολική 
μετρική

σημείο 
ισορροπίας

Υπολογισμός: 
παίρνω την 
απόσταση κάθε 
σημείου από το 
κέντρο.



Principal Component Analysis (PCA): μετρικές

Εξετάζουμε τη διακύμανση στο χώρο

→ εξετάζουμε και τις δύο διαστάσεις 



Principal Component Analysis (PCA): μετρικές

Αν, όμως, έχω δύο διαφορετικά σύνολα μπορεί να έχουν την ίδια διακύμανση στις προβολές x
1
 και x

2
 → μη διαχωρίσιμα 

Άρα χρειάζεται άλλη μετρική για να περιγράψουμε την μεταξύ τους σχέση.



Principal Component Analysis (PCA): μετρικές

Διαφορά;



Principal Component Analysis (PCA): μετρικές

c



Principal Component Analysis (PCA): μετρικές

Ας υπολογίσουμε το covariance των σημείων:

Είναι 0 και αυτό φαίνεται λογικό αφού δεν φαίνεται  να υπάρχει κάποια θετική ή αρνητική συνδιακύμανση



Principal Component Analysis (PCA): μετρικές

Αν το x αυξάνεται,
τότε  το y μειώνεται                    Το x

 
ανεξάρτητο του y                     Τα x και y αυξομειώνονται μαζί 



Principal Component Analysis (PCA): Covariance Matrix

Έστω Σ= 

Πώς θα βρούμε την τέλεια προβολή;  Θα ορίσουμε σύστημα αξόνων → θα βρούμε το σημείο όπου τα δεδομένα 
ισορροπούν

Παρατηρούμε ότι παρουσιάζει μεγάλη διακύμανση στο x άξονα 
σε αντίθεση με τον y άξονα

Υπενθύμιση: ο Covariance matrix είναι θετικά ημιορισμένος 
(έλεγχος: συμμετρικός: C=C⊤ , ιδιοτιμές  λi≥0 και για κάθε μη 
μηδενικό διάνυσμα x∈Rn×n, x⊤Cx ≥0)

→ εξασφαλίζει ότι τα δεδομένα μπορούν να αναλυθούν 
σε έναν υποχώρο με βάση τη μη αρνητική διακύμανσή 
τους.



Principal Component Analysis (PCA): Linear Transformation



Principal Component Analysis (PCA): Linear Transformation

stretching

rotation



Principal Component Analysis (PCA)



Principal Component Analysis (PCA): 5D features → 2D features



Principal Component Analysis (PCA): 5D features → 2D features



Principal Component Analysis (PCA) 5D features → 2D features



Εφαρμογές PCA : Συμπίεση εικόνας

Implementing a Principal Component Analysis (PCA)

https://sebastianraschka.com/Articles/2014_pca_step_by_step.html#sections


Principal Component Analysis (PCA) : Projection onto a subspace

Πρόβλημα: χωρητικότητα δεδομένων 

Λύση: Συμπίεσης δεδομένων  με τρόπο που απαιτεί λιγότερη μνήμη, αλλά χωρίς να χάνει 
πολύ σε ακρίβεια.

Στόχος:  αναπαράσταση σε μικρότερες διαστάσεις, χωρίς να χάνουμε πολύ σε ακρίβεια

  



Principal Component Analysis (PCA) :  Projection onto a subspace



Principal Component Analysis (PCA) : Projection onto a Subspace



Principal Component Analysis (PCA) : Learning a Subspace



Principal Component Analysis (PCA) : Learning a Subspace
 



Principal Component Analysis (PCA)  



Principal Component Analysis (PCA)  



Principal Component Analysis (PCA)  



Principal Component Analysis (PCA)  



Principal Component Analysis (PCA)  



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)

Μετασχηματισμοί: μόνο ως προς οριζόντια και κάθετα κατεύθυνση, όχι υπό άλλη γωνία
?

Stretch 
horizontally

Compress in vertical direction

Rotate clockwise

=

4.5 SingularValueDecomposition pg 119 
MATHEMATICS FOR MACHINE LEARNING

https://mml-book.github.io/book/mml-book.pdf
https://mml-book.github.io/book/mml-book.pdf


Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)

Stretch 
horizontally

Compress in vertical direction

Rotate clockwise

≠ color
=shape



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)

?

Rotate in the right 
orientation

Stretch horizontally

Rotate clockwise

= color
=shape

Compress in 
vertical direction

scale

Λύση
Με περιστροφή, 
κλιμάκωση και 
περιστροφή 
μπορούμε να 
μιμηθούμε κάθε 
γραμμικό 
μετασχηματισμό



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)

Γραμμικός μετασχηματισμός



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)

Γραμμικός μετασχηματισμός



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)

Πίνακας περιστροφής



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)

Πίνακας κλιμάκωσης



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)

Μείωση διαστάσεων



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)

Πίνακας με rank=1 



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)

Πίνακας με rank>1 : προσέγγιση όπως λειτουργεί για rank=1



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Μη τετραγωνικός πίνακας; 

Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση διανυσμάτων πάνω σε ορθογώνιους άξονες

● Αν ένας πίνακας δεν είναι τετραγωνικός, η ανάλυση ιδιοτιμών δεν ορίζεται.

● Αντ' αυτού, χρησιμοποιούμε  την ανάλυση σε ιδιάζουσες τιμές

Κάθε πίνακας Α (mxn) μπορεί να γραφεί ως

Σημαντική εφαρμογή:  Μπορούμε να γενικεύσουμε, εν μέρει, την αντιστροφή 

                                           ενός μη τετραγωνικού πίνακα

Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)

Όπου U: Ορθογώνιος πίνακας mxm                → Περιστροφή (Rotation)

           Σ: Διαγώνιος πίνακας διάστασης mxn  →  Έκταση (Stretch)

                (όχι απαραίτητα τετραγωνικός)

           V: Ορθογώνιος πίνακας nxn                   → Περιστροφή (Rotation)

singular valuesLeft singular vector Right singular vector
wikipedia:SV
D

https://en.wikipedia.org/wiki/Singular_value_decomposition
https://en.wikipedia.org/wiki/Singular_value_decomposition


Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)

Τι είναι τα U,Σ,VT

Ίδιος πίνακας 

Διαφορετικοί Πίνακες



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)

λ , για ΑΤΑ
σ2, για Α

wikipedia:SV
D

http://stefansavev.com/blog/singular-value-decomposition-all-posts/

https://en.wikipedia.org/wiki/Singular_value_decomposition
https://en.wikipedia.org/wiki/Singular_value_decomposition
http://stefansavev.com/blog/singular-value-decomposition-all-posts/


Βήμα προς βήμα με python

Deep Learning Book Series · 2.8 Singular Value Decomposition

A : πίνακας που μπορούμε να τον “δούμε” ως γραμμικό μετασχηματισμό που μπορεί να 
αναλυθεί σε 3 υπό- μετασχηματισμούς (αντιστοιχούν σε 3 πίνακες) :

1. Περιστροφή,

2. Έκταση,

3. Περιστροφή. 

https://hadrienj.github.io/posts/Deep-Learning-Book-Series-2.8-Singular-Value-Decomposition/


Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



Ανάλυση σε Ιδιάζουσες Τιμές (Singular Value Decomposition)



PCA vs LDA (Linear Discriminant Analysis)

Το PCA εστιάζει κυρίως στη μεγαλύτερη απόκλιση μεταξύ όλων των μεταβλητών. 

→ Το LDA μας ενδιαφέρει να μεγιστοποιήσουμε τη διαχωριστικότητα μεταξύ όλων των γνωστών κατηγοριών. 

→ Το LDA προβάλλει τα δεδομένα με τρόπο που μεγιστοποιεί τον διαχωρισμό δύο κατηγοριών. 

UNSUPERVISED                                                                     SUPERVISED



LDA (Linear Discriminant Analysis)

Δύο κριτήρια: 

- Μεγιστοποιήστε την απόσταση μεταξύ των μέσων 

των κατηγοριών 

- Ελαχιστοποιήστε τη διασπορά σε κάθε κατηγορία 

Βήμα 1: Υπολογίζεται  ο μέσος όρος και η τυπική 
απόκλιση κάθε χαρακτηριστικού εντός της κλάσης

Βήμα 2: Υπολογίζονται  οι πίνακες διασποράς εντός και 
μεταξύ των κλάσεων και χρησιμοποιούνται για τον 
υπολογισμό των ιδιοδιανυσμάτων και των ιδιοτιμών.

 Βήμα 3 Κατασκευάζεται χώρος χαμηλότερων διαστάσεων 

που μεγιστοποιεί τη διακύμανση μεταξύ κλάσεων και 
ελαχιστοποιεί τη διακύμανση εντός κλάσης



Independent Component Analysis (ICA)

xx
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 ICA: Στατιστική παρουσίαση
Θεωρήστε ότι δύο ανεξάρτητα στοιχεία 
(πηγές) περιγράφονται από τις  
ομοιόμορφες κατανομές:

 Αυτή η ομοιόμορφη κατανομή έχει μηδενικό 
μέσο όρο και η διακύμανση είναι ίση με 1 

Ας υποθέσουμε ότι αυτές οι δύο μεμονωμένες 
πηγές αναμειγνύονται από τον ακόλουθο 
πίνακα: 

Joint distribution si

Οι x μπορούν να υπολογιστούν 
χρησιμοποιώντας το μοντέλο ICA: x=Αs



 ICA: Στατιστική παρουσίαση

Joint distribution of mixture x
1, 

x
2

Σημειώστε ότι οι τυχαίες μεταβλητές x
1, 

x
2 

δεν είναι πλέον ανεξάρτητες.

● Ένας εύκολος τρόπος για να το δείτε 

αυτό είναι να εξετάσετε, εάν είναι 
δυνατόν να προβλεφθεί η τιμή πχ. 

της x
2 
από την τιμή της x

1

● Παρατηρήστε τον πίνακα Α 



 ICA: Στατιστική παρουσίαση
Οι ακμές του παραλληλογράμμου είναι οι κατευθύνσεις των στηλών του Α0.

Αυτό σημαίνει ότι θα μπορούσαμε, κατ' αρχήν, να εκτιμήσουμε το μοντέλο ICA υπολογίζοντας πρώτα την από 
κοινού κατανομή (joint distribution) των  x

1, 
x

2
, και στη συνέχεια να εντοπίσουμε τις ακμές.

 Άρα, το πρόβλημα φαίνεται να έχει λύση.



ICA - Blind Source Separation (BSS)

Στόχος: Προσπαθούμε να εξάγουμε τα ανεξάρτητα συστατικά από τα αναμεμειγμένα δεδομένα, 

               χωρίς να γνωρίζουμε εκ των προτέρων το πώς έγινε η ανάμειξη των σημάτων. 

Σήμα πηγής: Το αυθεντικό, ανεξάρτητο σήμα (π.χ. μια φωνή)

Αναμεμειγμένα σήμα: Η συνισταμένη δύο ή περισσότερων πηγών που έχουν αναμειχθεί.

Ανάμειξη Σημάτων - ICA Υποθέσεις

Όταν αναμιγνύονται δύο ή περισσότερα σήματα (π.χ. φωνές), παρατηρούνται τρία βασικά αποτελέσματα:

1. Ανεξαρτησία: Τα σήματα πηγής είναι στατιστικά ανεξάρτητα, αλλά τα αναμεμειγμένα σήματα δεν 

είναι, διότι κάθε ανάμειξη περιέχει και τα δύο σήματα.

2. Κανονικότητα: Τα σήματα πηγής έχουν κατανομές που δεν είναι Γκαουσιανές, ενώ τα 

αναμεμειγμένα σήματα τείνουν να έχουν Γκαουσιανές κατανομές.

3. Πολυπλοκότητα: Η πολυπλοκότητα των αναμεμειγμένων σημάτων είναι μεγαλύτερη ή ίση με την 

πολυπλοκότητα των πιο απλών σημάτων πηγής (ο άγνωστος πίνακας ανάμειξης είναι τετράγωνος).



Independent Component Analysis (ICA)

Για να ανακτήσουμε τις αρχικές πηγές από τα αναμεμειγμένα σήματα, χρησιμοποιούμε τις παρακάτω τρεις 

στρατηγικές:

1. Ανεξαρτησία: Εφόσον τα σήματα πηγής είναι ανεξάρτητα, ενώ τα αναμεμειγμένα δεν είναι, το να εξάγουμε 

ανεξάρτητα σήματα από τα αναμεμειγμένα σήματα μας επιτρέπει να ανακτήσουμε τις πηγές.   

→ Αυτό το κάνει το ICA μέσω της μεγιστοποίησης της στατιστικής ανεξαρτησίας των εξαγόμενων σημάτων.

2. Κανονικότητα: Εάν τα σήματα πηγής έχουν μη-Γκαουσιανές κατανομές και τα αναμεμειγμένα σήματα έχουν 

Γκαουσιανές κατανομές, τότε η εξαγωγή σημάτων με μη-Γκαουσιανές κατανομές 

από τα αναμεμειγμένα σήματα μας επιτρέπει να ανακτήσουμε τις πηγές.

3. Πολυπλοκότητα: Εάν τα σήματα πηγής είναι πιο απλά (με χαμηλή πολυπλοκότητα) σε σχέση με τα 

αναμεμειγμένα σήματα, τότε η εξαγωγή των πιο απλών συστατικών θα μας δώσει τα αρχικά σήματα.

Η στρατηγική είναι να αναζητήσουμε την ιδιότητα (ανεξαρτησία, μη-Γκαουσιανές κατανομές, ή απλότητα) που 

διακρίνει τα σήματα πηγής και να εξάγουμε σήματα που να είναι όσο το δυνατόν πιο όμοια με αυτή την ιδιότητα.



Independent Component Analysis (ICA): Παραδοχές 

Αριθμός Πηγών: Πρέπει τουλάχιστον ο αριθμός αναμεμειγμένων σημάτων να είναι ίσος με τον 

αριθμό των πηγών. 

Αναμεμειγμένα Σήματα: Αν ο αριθμός των πηγών είναι μεγαλύτερος από τον αριθμό των 

αναμεμειγμένων σημάτων, δεν μπορεί εύκολα να ανακτηθεί όλος ο αριθμός των πηγών.

Σύγκριση Στρατηγικών για το BSS

● Υπάρχουν διάφορες μέθοδοι για την εφαρμογή του BSS, η κάθε μία με τις δικές της παραδοχές 

(minimization of mutual information ,   non-Gaussianity maximization)

● Η μέθοδος που επιλέγεται εξαρτάται από την φύση των δεδομένων και τις υποθέσεις που 

κάνουμε για τα σήματα και τη διαδικασία ανάμειξης.



ICA - Μinimization of mutual information

- Βασίζεται στη θεωρία της πληροφορίας.

- Είναι μέτρο της στατιστικής εξάρτησης μεταξύ συνιστωσών ενός τυχαίου διανύσματος

Διαφορική Εντροπία (H): Η διαφορική εντροπία Η ενός τυχαίου διανύσματος y με πυκνότητα πιθανότητας p(y) 
ορίζεται ως: 

Αρνητική Εντροπία (Negentropy - J): Μια κανονικοποιημένη έκδοση της εντροπίας, ορίζεται ως αρνητική 

εντροπία   J:

όπου το ygauss είναι ένα Γκαουσιανό τυχαίο διάνυσμα με τον ίδιο πίνακα συσχέτιση όπως το y.

Η αρνητική εντροπία είναι πάντα θετική, και μηδέν μόνο για  Gaussian random vectors

Αμοιβαία Πληροφορία (Ι): Η αμοιβαία πληροφορία μεταξύ m τυχαίων μεταβλητών yi , όπου i=1,...,m δίνεται 
από:

A Tutorial on Data Reduction Independent Component Analysis (ICA)

https://www.sci.utah.edu/~shireen/pdfs/tutorials/Elhabian_ICA09.pdf


ICA - Μinimization of mutual information

Χρησιμοποιώντας την έννοια της διαφορικής εντροπίας, η  αμοιβαία πληροφορία (mutual information) I 

μεταξύ m τυχαίων μεταβλητών δίνεται από:

● Η αμοιβαία πληροφορία είναι το φυσικό μέτρο της εξάρτησης μεταξύ τυχαίων μεταβλητών. 

● Η τιμή της είναι πάντα μη αρνητική και μηδενική εάν και μόνο εάν οι μεταβλητές εξαρτώνται στατιστικά.

 Όταν το αρχικό τυχαίο διάνυσμα x υφίσταται έναν αντιστρέψιμο γραμμικό μετασχηματισμό y = Wx  (x=As), η 

αμοιβαία πληροφορία για το y ως προς το x είναι :



ICA - Μinimization of mutual information

Υποθέστε ότι το yi περιορίζεται να είναι ασυσχέτιστο και με μοναδιαία διακύμανση, τότε θα ισχύει:

 Η εφαρμογή της ορίζουσας σε όλες τις πλευρές της εξίσωσης έχουμε:

                                                                                            →

- Το              πρέπει να είναι σταθερό αφού το                         δεν εξαρτάται από το W. 

- Για yi μοναδιαίας διακύμανσης, η εντροπία και η αρνητική εντροπία διαφέρουν μόνο κατά σταθερά και 
πρόσημο. 

Επομένως, η θεμελιώδης σχέση ανάμεσα στην εντροπία και την αρνητική εντροπία  είναι:  

όπου C είναι μια σταθερά που δεν εξαρτάται από το W. 

 ⇒ Βρίσκοντας έτσι έναν αντιστρέψιμο μετασχηματισμό W που ελαχιστοποιεί την αμοιβαία πληροφορία είναι 
περίπου ισοδύναμο με την εύρεση κατευθύνσεων στις οποίες η αρνητική εντροπία (μια έννοια που σχετίζεται 
σε μη γκαουσιανή κατανομή) μεγιστοποιείται.



Maximum Likelihood Estimation

Με τη χρήση της πυκνότητας πιθανότητας ενός γραμμικού μετασχηματισμού υπολογίζεται η πυκνότητα px 

του αναμεμειγμένου δεδομένου x = As όπου W = A-1, και f
i
 δηλώνουν τις πυκνότητες των ανεξάρτητων 

συστατικών s
i
.

 Η πυκνότητα px μπορεί επίσης να εκφραστεί ως συνάρτηση του x και του W = (w1, w2 … wn)T, δηλαδή, 

 Υποθέτοντας ότι υπάρχουν Τ δεδομένα του x, που συμβολίζονται με x(1), x(2), …, x(T), και μετά από μερικές 

πράξεις , η τελική εξίσωση για την log-likelihood είναι: 

• 

Πρόβλημα: Οι συναρτήσεις πυκνότητας fi  πρέπει να εκτιμηθούν σωστά, διαφορετικά η Maximum 

Likelihood Estimation θα δώσει λάθος αποτέλεσμα.



Independent Component Analysis(ICA) vs PCA
Ομοιότητες:

● Εξαγωγή χαρακτηριστικών

● Μείωση διαστάσεων.

Σύγκριση:

● Το PCA βρίσκει κατευθύνσεις μέγιστης 

διακύμανσης.

● Το ICA βρίσκει κατευθύνσεις μέγιστης 

ανεξαρτησίας.


