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Εξεταζόμενο Πλαίσιο 
Δεδομένα:

• 𝐸 = 2.1 × 107 kN/m2

• 𝛢 = 0.12 m2

• ℎ = 0.45 m (ύψος διατομής)

• 𝐼 = 0.0016 m4

• 𝛵𝑖𝑛𝑡 = 20℃
• 𝛵𝑒𝑥𝑡 = 10℃
• 𝛵0 = 10℃
• 𝛿 = 1 cm
• 𝜔 = 10−2 rad
• 𝑘𝑒𝑙 = 0.5𝐸𝐼 kN/m
• 𝑃 = 50 kN
• 𝑞 = 20 kN/m
• α = 10−5 ℃−1 

Τα μέλη του πλαισίου είναι κατασκευασμένα από ομογενές και ισότροπο υλικό.
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Εξεταζόμενο Πλαίσιο 

Τα μέλη του πλαισίου είναι κατασκευασμένα από ομογενές και ισότροπο υλικό.

Παρατηρώ:

• Επικόμβια φορτία

• Ενδιάμεσα φορτία

• Λοξή στήριξη

• Ελαστική στήριξη

• Υποχώρηση στήριξης

• Θερμοκρασιακή μεταβολή
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ΒΗΜΑ 1: Αρίθμηση Κόμβων και Μελών Κόμβων Μελών
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ΒΗΜΑ 1: Αρίθμηση Κόμβων και Μελών 
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ΒΗΜΑ 1: Αρίθμηση Κόμβων και Μελών 
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ΒΗΜΑ 2: Επιλογή Καθολικού Συστήματος Αξόνων 𝑂𝑥1𝑥2
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ΒΗΜΑ 2: Επιλογή Καθολικού Συστήματος Αξόνων 𝑂𝑥1𝑥2
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ΒΗΜΑ 2: Επιλογή Καθολικού Συστήματος Αξόνων 𝑂𝑥1𝑥2
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ΒΗΜΑ 3: Επιλογή Τοπικών Συστημάτων Αξόνων 𝑂𝑥1𝑥2

• Επιλέγω τοπικό σύστημα για

ΌΛΑ τα μέλη.

• Ο 𝑥1 είναι ο διαμήκης άξονας

του μέλους (από κόμβο με

μικρότερο σε κόμβο με

μεγαλύτερο αύξοντα αριθμό ! ).

• Ώς προς το τοπικό σύστημα

ορίζονται τα κινηματικά και τα

εσωτερικά εντατικά μεγέθη

κάθε μέλους.𝑥1

𝑥2
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• Καθορίζονται οι βαθμοί ελευθερίας (β.ε)

κίνησης των κόμβων (το λέμε και

κινηματική αοριστία).

• Σε αυτό το βήμα αμελούμε τον τρόπο

στήριξης του φορέα.

• Εφόσον γνωρίζουμε ότι κάθε κόμβος

πλαισίου στο επίπεδο διαθέτει 3 β.ε.,

τότε οι β.ε. του φορέα θα είναι 3N, όπου

Ν ο αριθμός των κόμβων.

ΒΗΜΑ 4: Καθορισμός Βαθμών Ελευθερίας Κίνησης των Κόμβων
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ΒΗΜΑ 5: Μητρώα Μετασχηματισμού Μελών

• Προφανώς για ευθύγραμμα μέλη ισχύει :

𝜃𝑖𝑗 = 𝜃𝑖𝑘

• Ισχύει: ΛPF
𝑖 −1

= ΛPF
𝑖 𝑇
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ΒΗΜΑ 5: Μητρώα Μετασχηματισμού Μελών (2/2)
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ΒΗΜΑ 6: Τοπικά Μητρώα Στιβαρότητας Μελών
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του μέλους i δηλώνει την αναπτυσσόμενη τοπική ακραία
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ΒΗΜΑ 6: Τοπικά Μητρώα Στιβαρότητας Μελών (2/2)

Μέλος i 𝜠𝒊 [kN/m2] 𝜜𝒊 [m2] 𝑰𝒊 [m4] 𝑳𝒊 [m]

1 2.1 × 107 0.12 0.0016 7.5

2 2.1 × 107 0.12 0.0016 8.5

3 2.1 × 107 0.12 0.0016 6.0

𝑥1

𝑥2

1

2 3

4

𝟏

30°

𝑘𝑒𝑙

𝟐

𝟑

𝑥1

𝑥2

𝑥
1

𝑥
2

1
23

4
56

7
89

10
1112

𝑘1 = × 105

𝑘2 = × 105

𝑘3 = × 105



ΒΗΜΑ 7: Καθολικά Μητρώα Στιβαρότητας Μελών (1/2)

Το καθολικό μητρώο στιβαρότητας κάθε μέλους υπολογίζεται από τη σχέση:

Το τυχόν στοιχείο ത𝑘𝑚𝑛
𝑖 του καθολικού μητρώου

στιβαρότητας του μέλους i δηλώνει την

αναπτυσσόμενη καθολική ακραία δράση κατά τον

καθολικό β.ε. m, όταν επιβληθεί ΜΟΝΑΔΙΑΙΑ και

ΜΟΝΑΔΙΚΗ ακραία μετακίνηση κατά τον καθολικό

β.ε. n, δηλαδή με ταυτόχρονο μηδενισμό όλων των

υπόλοιπων καθολικών β.ε. του μέλους.

ത𝑘𝑖 = ΛPF
𝑖 𝑇

𝑘𝑖 ΛPF
𝑖

ത𝑘1 = × 105

ത𝑘2 = × 105

ത𝑘3 = × 105



ΒΗΜΑ 7: Καθολικά Μητρώα Στιβαρότητας Μελών (2/2)

Κάθε μητρώο στιβαρότητας είναι συμμετρικό. Η ιδιότητα αυτή επιβεβαιώνεται από

την αρχή της αμοιβαιότητας των έργων (Betti-Maxwell).

Τα διαγώνια στοιχεία ενός μητρώου στιβαρότητας είναι πάντα θετικά (και μη

μηδενικά): 𝑘𝑚𝑚 > 0.  Κατ’εξαίρεση, το τοπικό μητρώο στιβαρότητας μέλους

δικτυώματος και πιθανόν και το αντίστοιχο καθολικό να εμφανίζει μηδενικά στοιχεία

σε διαγώνιες θέσεις, αλλά αυτό γίνεται καθώς έχουμε θεωρήσει τέμνουσα δύναμη που

(δεν ορίζεται), για να έχουμε «όμορφα και τετράγωνα» μητρώα.

Η ορίζουσα του μητρώου στιβαρότητας είναι μηδενική. Το φυσικό νόημα της

ιδιότητας αυτής γίνεται αντιληπτό από το γεγονός ότι κατά τη μόρφωση του μητρώου

στιβαρότητας στοιχείου ή φορέα, δεν λαμβάνεται υπόψη ο τρόπος στήριξης αυτού

(στερεό σώμα).



Υπό την προσωρινή παραδοχή για τη λοξή 

στήριξη, για τα μεγέθη αυτά θα ίσχυε και: 
ത𝑃2 = 𝑘𝑒𝑙

ഥΔ6

Αγνοώ προσωρινά: 

• τη λοξή στήριξη

• τα ενδιάμεσα φορτία
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4
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10 kN
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𝛿

𝜔

50 kN
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ΒΗΜΑ 8: Επικόμβιες Δράσεις και Μετατοπίσεις
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ΤΡΟΠΟΙ ΓΡΑΦΗΣ ΤΩΝ ΜΕΓΕΘΩΝ 
ത𝑃, ഥΔ, ҧ𝑆 , 𝜅𝜆𝜋. :

1.  ഥΔ𝜅𝛼𝜃𝜊𝜆𝜄𝜅ό𝜍 άξονα𝜍
𝛼𝜌𝜄𝜃𝜇ό𝜍 𝜅ό𝜇𝛽𝜊𝜐

2.  ഥΔβαθμός ελευθερίας

Διαλέγω και παίρνω ☺
Δεν έχω 

αποφασίσει 

ακόμα πως 

θα τα 

μεταχειριστώ



ΒΗΜΑ 9: Καθολικό Μητρώο Στιβαρότητας Φορέα

Η σύνθεση του καθολικού μητρώου στιβαρότητας ഥΚ του επίπεδου πλαισίου

βασίζεται στις εξισώσεις ισορροπίας των κόμβων του (λαμβάνοντας υπόψη το

συμβιβαστό των μετακινήσεων τους). Για τη σύνθεση αυτή ακολουθούνται τα

παρακάτω βήματα:

1. Για κάθε μέλος δικτυώματος υπολογίζεται το καθολικό μητρώο στιβαρότητας με

τη βοήθεια της σχέσης: ത𝑘𝑖 = ΛPF
𝑖 𝑇

𝑘𝑖 ΛPF
𝑖  ,    

 με τη μορφή: ത𝑘𝑖 =
ത𝑘𝑗𝑗

𝑖 ത𝑘𝑗𝑘
𝑖

ത𝑘𝑘𝑗
𝑖 ത𝑘𝑘𝑘

𝑖
, επιμερίζοντας δηλαδή το μητρώο αυτό

σε 4 υπομητρώα διάστασης 3x3.

2. Κάθε ένα από τα 4 υπομητρώα του μέλους μεταφέρεται στο καθολικό μητρώο

στιβαρότητας του φορέα.

3. Η διαδικασία επαναλαμβάνεται μέχρι να ολοκληρωθεί για όλα τα μέλη του

πλαισίου, με την παρατήρηση ότι σε περίπτωση που στην ίδια θέση καταλήξουν

περισσότερα του ενός μητρώα, αυτά αθροίζονται.

(1/4)
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Πως μεταφέρονται τα καθολικά υπομητρώα μέλους ത𝑘𝑗𝑗
𝑖

, ത𝑘𝑗𝑘
𝑖

, ത𝑘𝑘𝑗
𝑖

, ത𝑘𝑘𝑘
𝑖

 στο

καθολικό μητρώο στιβαρότητας του φορέα:

1. Το ത𝑘𝑗𝑗
𝑖

 τοποθετείται στη γραμμή με αριθμό τον αριθμό του κόμβο αρχής και

στήλη με αριθμό τον αριθμό του κόμβου αρχής του μέλους.

2. Το ത𝑘𝑗𝑘
𝑖

 τοποθετείται στη γραμμή με αριθμό τον αριθμό του κόμβο αρχής και

στήλη με αριθμό τον αριθμό του κόμβου πέρατος του μέλους.

3. Το ത𝑘𝑘𝑗
𝑖

 τοποθετείται στη γραμμή με αριθμό τον αριθμό του κόμβο πέρατος και

στήλη με αριθμό τον αριθμό του κόμβου αρχής του μέλους.

4. Το ത𝑘𝑘𝑘
𝑖

 τοποθετείται στη γραμμή με αριθμό τον αριθμό του κόμβο πέρατος και

στήλη με αριθμό τον αριθμό του κόμβου πέρατος του μέλους.
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3
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3 ത𝑘𝑘𝑘

3

+
0 3×3

0 3×3

0 3×3 0 3×3

0 3×3

0 3×3

𝟏
#1

#2 #3

#4

𝟐

𝟑
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ഥΚ =

#1

#1 #2 #3 #4

#2

#3

#4
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ΒΗΜΑ 10: Τροποποίηση Σχέσης Στιβαρότητας (1/5)

i) Τροποποίηση μητρώου στιβαρότητας λόγω λοξής στήριξης

Μητρώο περιστροφής (μετασχηματισμού) των επικόμβιων δράσεων/μετατοπίσεων του κόμβου 1:

r1 =
cos30° sin30° 0

−sin30° cos30° 0
0 0 130°

𝑘𝑒𝑙

11

2

≡ 3

1′2′

3′

Ένταξη του μητρώου περιστροφής του κόμβου 2 στο μητρώο περιστροφής του φορέα:

R1 =

#1

#1 #2 #3 #4

#2

#3

#4

1′ 2′ 3′ 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1′
2′
3′
4
5
6

7
8
9

10
11
12
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i) Τροποποίηση μητρώου στιβαρότητας λόγω λοξής στήριξης

Το τροποποιημένο καθολικό μητρώο στιβαρότητας του φορέα λόγω λοξής στήριξης του κόμβου 1 δίνεται ως:

ഥK𝑚 = R1 ഥK R1 𝑇 = 

#1

#1 #2 #3 #4

#2

#3

#4

× 105

1′ 2′ 3′ 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1′

2′
3′

4
5
6

7
8

9

10
11
12

1η Τροποποίηση 

Δυσκαμψίας
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ii) Τροποποίηση μητρώου στιβαρότητας λόγω ελαστικής στήριξης

Το υπομητρώο του καθολικού μητρώου του φορέα που αντιστοιχεί στον κόμβο 1 θα τροποποιηθεί ως εξής:

ഥK#1,#1 = ത𝑘𝑗𝑗
1

+
0 0 0
0 𝑘𝑒𝑙 0
0 0 0

=

ത𝑘1′1′
1 ത𝑘1′2′

1 ത𝑘1′3′
1

ത𝑘2′1′
1 ത𝑘2′2′

1
+ 𝑘𝑒𝑙

ത𝑘2′3′
1

ത𝑘3′1′
1 ത𝑘3′2′

1 ത𝑘3′3′
1

1′ 2′ 3′

1′

2′

3′

Επομένως το καθολικό μητρώο στιβαρότητας του φορέα τροποποιείται ως:

με: 𝑘𝑒𝑙 = 0.5𝐸𝐼 = 0.5 × 2.1 × 107 × 0.0016 = 16800 kN/m

#1

#1 #2 #3 #4

#2

#3

#4

1′ 2′ 3′ 4 5 6 7 8 9 10 11 12

1′
2′
3′
4
5
6

7
8
9

10
11
12

ഥK𝑚𝑚 = × 105
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iii) Τροποποίηση δράσεων λόγω ελαστικής και λοξής στήριξης

Εκφράζω πλέον τις γνωστές ή άγνωστες δράσεις ως προς τους στραμμένους β.ε. 1′, 2′ και 3′(≡ 3). 
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=
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#1

#2

#3

#4Έχοντας τροποποιήσει πλέον τις δράσεις και λόγω ελαστικής στήριξης, 

παρατηρώ πως ο β.ε. 2′ θεωρείται ελεύθερος (δεν έχω αντίδραση) και το 

άγνωστο μέγεθος θα είναι η μετακίνηση ഥΔ2′.  

Προσοχή! Δεν ξεχνάω τα ενδιάμεσα φορτία! Θα τα λάβουμε υπόψη μετά.

1η Τροποποίηση 

Δράσεων



ΒΗΜΑ 10: Τροποποίηση Σχέσης Στιβαρότητας (5/5)

iv) Τροποποίηση μετακινήσεων λόγω ελαστικής και λοξής στήριξης

Έχοντας τροποποιήσει πλέον και τις μετακινήσεις, παρατηρώ πως η μετακίνηση ഥΔ2′ είναι άγνωστη.  

Προσοχή! Τις υποχωρήσεις στήριξης:

• είτε θα τις λάβω υπόψη ως γνωστές μετακινήσεις στο ഥΔ𝑚 .

• είτε θα τις λάβω υπόψη ως ενδιάμεσες φορτίσεις μέσω δράσεων παγίωσης (στη συνέχεια).

ΕΔΩ τις θεωρώ ενδιάμεσες φορτίσεις, επομένως ഥΔ11 = ഥΔ12 = 0

Εκφράζω πλέον τις γνωστές ή άγνωστες μετακινήσεις ως προς τους στραμμένους β.ε. 1′, 2′ και 3′(≡ 3). 
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ΒΗΜΑ 11: Τροποποίηση Σχέσης Στιβαρότητας λόγω 
αναδιάταξης και υπολογισμός αγνώστων μεγεθών
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Τροποποιημένα (λόγω αναδιάταξης) διανύσματα επικόμβιων δράσεων 

και μετακινήσεων :

ΒΗΜΑ 11: Τροποποίηση Σχέσης Στιβαρότητας λόγω 
αναδιάταξης και υπολογισμός αγνώστων μεγεθών
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Τροποποιημένο (λόγω αναδιάταξης) καθολικό μητρώο στιβαρότητας 

φορέα:

ΒΗΜΑ 11: Τροποποίηση Σχέσης Στιβαρότητας λόγω 
αναδιάταξης και υπολογισμός αγνώστων μεγεθών
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× 105ഥK𝑚𝑚𝑚 = 𝑉 ഥK𝑚𝑚 𝑉 𝑇 = 

ഥK𝑓𝑓
ഥK𝑓𝑠

ഥK𝑠𝑓
ഥK𝑠𝑠  
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Εάν είχα μόνο επικόμβια φορτία, σε αυτό το στάδιο θα μπορούσα πλέον να επιλύσω εξίσωση ισορροπίας (σχέση στιβαρότητας) 

και να υπολογίσω τα άγνωστα μεγέθη: 

ΒΗΜΑ 11: Τροποποίηση Σχέσης Στιβαρότητας λόγω 
αναδιάταξης και υπολογισμός αγνώστων μεγεθών

ത𝑃𝑓

ത𝑃𝑠

=
ഥK𝑓𝑓

ഥK𝑓𝑠

ഥK𝑠𝑓
ഥK𝑠𝑠

ഥΔ𝑓

ഥΔ𝑠

⇒

ഥΔ𝑓 = ഥK𝑓𝑓
−1 ത𝑃𝑓 − ഥK𝑓𝑠

ഥΔ𝑠

{ ത𝑃𝑠} = ഥK𝑠𝑓
ഥΔ𝑓 + ഥK𝑠𝑠 {ഥΔ𝑠}

1.   Επικόμβιες μετακινήσεις κατά τους ελεύθερους β.ε.

2.    Επικόμβιες δράσεις κατά τους δεσμευμένους β.ε.



ΒΗΜΑ 12: Επίλυση πλαισίου υποβαλλόμενου σε ενδιάμεση 
φόρτιση και υπολογισμός αγνώστων μεγεθών

(1/13)

i) Κατασκευή Παγιωμένου και Ισοδύναμου Φορέα
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• Ενδιάμεσα φορτία

• Επικόμβια φορτία αρχικού φορέα

• Ισοδύναμες δράσεις → ίσες και 

αντίθετες από τις δράσεις παγίωσης

30°

𝑘𝑒𝑙

1

2 3

4

𝟏

𝟐

𝟑

𝑥1

𝑥2

10 kN

20 kN

− ҧ𝑆6
− ҧ𝑆5

− ҧ𝑆4

− ҧ𝑆9

− ҧ𝑆8− ҧ𝑆7

− ҧ𝑆12
− ҧ𝑆11

− ҧ𝑆10

− ҧ𝑆3

− ҧ𝑆1

− ҧ𝑆2

1

2
3

4

𝟏

𝟐

𝟑

𝑥1

𝑥2

𝛿

𝜔

50 kN

20 kN/m

10 kNm

𝛵𝑖𝑛𝑡 = 20℃

𝛵𝑒𝑥𝑡 = 10℃

𝛵0 = 10℃

ҧ𝑆3

ҧ𝑆2
ҧ𝑆1

ҧ𝑆6

ҧ𝑆5
ҧ𝑆4 ҧ𝑆9

ҧ𝑆8
ҧ𝑆7

ҧ𝑆12

ҧ𝑆11
ҧ𝑆10



i) Κατασκευή Παγιωμένου και Ισοδύναμου Φορέα

• Οι άγνωστες επικόμβιες μετατοπίσεις του πραγματικού (αρχικού) φορέα ταυτίζονται με αυτές του ΙΣΟΔΥΝΑΜΟΥ φορέα.

• Οι άγνωστες αντιδράσεις του πραγματικού φορέα ταυτίζονται με αυτές του ΙΣΟΔΥΝΑΜΟΥ φορέα.

• Οι άγνωστες εσωτερικές δράσεις των μελών του πραγματικού φορέα προκύπτουν ως επαλληλία των αντίστοιχων δράσεων 

του ΠΑΓΙΩΜΕΝΟΥ και του ΙΣΟΔΥΝΑΜΟΥ φορέα.

ΒΗΜΑ 12: Επίλυση πλαισίου υποβαλλόμενου σε ενδιάμεση 
φόρτιση και υπολογισμός αγνώστων μεγεθών
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ii) Υπολογισμός τοπικών ακραίων δράσεων παγιωμένου φορέα λόγω: 
α) ενδιάμεσων φορτίων, β) θερμοκρασιακής μεταβολής, ( γ) υποχώρησης στήριξης)

ΒΗΜΑ 12: Επίλυση πλαισίου υποβαλλόμενου σε ενδιάμεση 
φόρτιση και υπολογισμός αγνώστων μεγεθών
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Μέλος

Φόρτιση
1 2 3

Ενδιάμεσο 

Φορτίο ✓ ✓ ✓

Θερμοκρασιακή 

Μεταβολή ✓ ✓ ✓

Υποχώρηση 

Στήριξης   ✓
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ΒΗΜΑ 12: Επίλυση πλαισίου υποβαλλόμενου σε ενδιάμεση 
φόρτιση και υπολογισμός αγνώστων μεγεθών

Μέλος

Φόρτιση
1 2 3

Ενδιάμεσο 

Φορτίο ✓ ✓ ✓

Θερμοκρασιακή 

Μεταβολή ✓ ✓ ✓

Υποχώρηση 

Στήριξης   ✓

Τα κεκλιμένα μέλη τα απεικονίζω

οριζόντια. Έτσι κι αλλιώς σε τοπικό

σύστημα είμαι, αμφίπακτα είναι, άρα

όπως θέλω μπορώ να τα «δω».
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ii) Υπολογισμός τοπικών ακραίων δράσεων παγιωμένου φορέα λόγω: 
α) ενδιάμεσων φορτίων, β) θερμοκρασιακής μεταβολής, γ) υποχώρησης στήριξης

• Δράσεις παγίωσης αμφίπακτης

• Ένταση από θερμοκρασιακή

μεταβολή

Δείτε το παράρτημα στο τέλος για

απόδειξη των σχέσεων

Άρα 

συνολικά:
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ii) Υπολογισμός τοπικών ακραίων δράσεων παγιωμένου φορέα λόγω: 
α) ενδιάμεσων φορτίων, β) θερμοκρασιακής μεταβολής, γ) υποχώρησης στήριξης

ΒΗΜΑ 12: Επίλυση πλαισίου υποβαλλόμενου σε ενδιάμεση 
φόρτιση και υπολογισμός αγνώστων μεγεθών

Μέλος

Φόρτιση
1 2 3

Ενδιάμεσο 

Φορτίο ✓ ✓ ✓

Θερμοκρασιακή 

Μεταβολή ✓ ✓ ✓

Υποχώρηση 

Στήριξης   ✓
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συνολικά:

126 kN

8. 0m

ΔΤc =
Tint + Text

2
− T0 =

𝑁 = 𝑎ΔΤc𝐸𝐴

126 kN

δΤ = Τext − Tint = −10℃

7.47 kNm 7.47kNm8.0 m

𝑀 = −𝐸𝐼𝑎δΤ/ℎ

80 kN 80 kN

114.14 kNm 114.14 kNm

126 kN126 kN {𝐴𝑟
2} =

{𝐴𝑟
2𝑗

}

𝐴𝑟
2𝑘

=

126
80

114.14
−126

80
−114.14

20 kN/m

8.0 m

80 kN

106.67 kNm

80 kN

106.67 kNm

(5/13)



ii) Υπολογισμός τοπικών ακραίων δράσεων παγιωμένου φορέα λόγω: 
α) ενδιάμεσων φορτίων, β) θερμοκρασιακής μεταβολής, γ) υποχώρησης στήριξης

ΒΗΜΑ 12: Επίλυση πλαισίου υποβαλλόμενου σε ενδιάμεση 
φόρτιση και υπολογισμός αγνώστων μεγεθών

Μέλος

Φόρτιση
1 2 3

Ενδιάμεσο 

Φορτίο ✓ ✓ ✓

Θερμοκρασιακή 

Μεταβολή ✓ ✓ ✓

Υποχώρηση 

Στήριξης   ✓
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ii) Υπολογισμός τοπικών ακραίων δράσεων παγιωμένου φορέα λόγω: 
α) ενδιάμεσων φορτίων, β) θερμοκρασιακής μεταβολής, γ) υποχώρησης στήριξης

ΒΗΜΑ 12: Επίλυση πλαισίου υποβαλλόμενου σε ενδιάμεση 
φόρτιση και υπολογισμός αγνώστων μεγεθών

Μέλος

Φόρτιση
1 2 3

Ενδιάμεσο 

Φορτίο ✓ ✓ ✓

Θερμοκρασιακή 

Μεταβολή ✓ ✓ ✓

Υποχώρηση 

Στήριξης   ✓
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Τα κεκλιμένα μέλη τα απεικονίζω

οριζόντια. Έτσι κι αλλιώς σε τοπικό

σύστημα είμαι, αμφίπακτα είναι, άρα

όπως θέλω μπορώ να τα «δω».

10 kNm

3.0 m

2.5 kN

2.5 kNm

2.5 kN

2.5 kNm

3.0 m

Υποχώρηση Στήριξης

𝛿
𝜔

4200 kN

6. 0m

4200 kN

𝛿 = 1 cm

Άρα 

συνολικά:

112 kNm 224 kNm6.0 m

𝜔 = 10−2 rad
56 kN 56 kN

Τις υποχωρήσεις στήριξης 

αποφασίζω να τις λάβω υπόψη 

ως ενδιάμεσα φορτία.

Επομένως τις άθροισα στο 𝐴𝑟
3

και δεν θα τις βάλω στο {ഥΔ𝑠} του 
ഥΔ𝑚𝑚 .

(6/13)

Για τον υπολογισμό,

χρησιμοποίησα τους 

δείκτες στιβαρότητας 

του μέλους ! 



iii) Μετασχηματισμός των ακραίων δράσεων του παγιωμένου φορέα στο 
καθολικό σύστημα

ΒΗΜΑ 12: Επίλυση πλαισίου υποβαλλόμενου σε ενδιάμεση 
φόρτιση και υπολογισμός αγνώστων μεγεθών

ҧ𝐴𝑟
1 = [ΛPF

1 ] 𝐴𝑟
1 =

45.97
123.02
63.02

−85.97
−93.02
−35.25

ҧ𝐴𝑟
2 = [ΛPF

2 ] 𝐴𝑟
2 =

126
80

114.14
−126

80
−114.14

ҧ𝐴𝑟
3 = [ΛPF

3 ] 𝐴𝑟
3 =

58.50
4074

121.97
−58.50
−4074
219.03

1

2 3

4

𝟏

𝟐

𝟑

𝑥1

𝑥2

𝛿

𝜔

50 kN

20 kN/m

10 kNm

𝛵𝑖𝑛𝑡 = 20℃

𝛵𝑒𝑥𝑡 = 10℃

𝛵0 = 10℃

ҧ𝑆3

ҧ𝑆2
ҧ𝑆1

ҧ𝑆6

ҧ𝑆5
ҧ𝑆4 ҧ𝑆9

ҧ𝑆8
ҧ𝑆7

ҧ𝑆12

ҧ𝑆11
ҧ𝑆10
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iv) Υπολογισμός δράσεων παγίωσης στους κόμβους

ΒΗΜΑ 12: Επίλυση πλαισίου υποβαλλόμενου σε ενδιάμεση 
φόρτιση και υπολογισμός αγνώστων μεγεθών

ҧ𝑆 1 = ҧ𝐴𝑟
1𝑗

=
45.97

123.02
63.02

 

1

2 3

4

𝟏

𝟐

𝟑

𝑥1

𝑥2

ҧ𝑆3

ҧ𝑆2
ҧ𝑆1

ҧ𝑆6

ҧ𝑆5
ҧ𝑆4 ҧ𝑆9

ҧ𝑆8
ҧ𝑆7

ҧ𝑆12

ҧ𝑆11

ҧ𝑆10

ҧ𝑆 2 = ҧ𝐴𝑟
1𝑘𝑗

+ ҧ𝐴𝑟
2𝑗

=
40.03

−13.02
78.89

 

ҧ𝑆 3 = ҧ𝐴𝑟
2𝑘𝑗

+ ҧ𝐴𝑟
3𝑗

=
−67.50

4154
7.83

 

ҧ𝑆 4 = ҧ𝐴𝑟
3𝑘𝑗

=
−58.50
−4074
219.03

 

ҧ𝐴𝑟
1𝑗

ҧ𝐴𝑟
1𝑘𝑗

(Τα ενδιάμεσα φορτία του παγιωμένου φορέα παραλείπονται εδώ χάριν απλότητας του σχήματος.)

ҧ𝐴𝑟
2𝑗 ҧ𝐴𝑟

2𝑘𝑗

ҧ𝐴𝑟
3𝑗

ҧ𝐴𝑟
3𝑘𝑗
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v) Τροποποίηση δράσεων παγίωσης λόγω λοξής στήριξης

ΒΗΜΑ 12: Επίλυση πλαισίου υποβαλλόμενου σε ενδιάμεση 
φόρτιση και υπολογισμός αγνώστων μεγεθών

ҧ𝑆𝑚
1

= r1 ҧ𝑆 1 =
101.32
83.56
63.02

 

30°

𝑘𝑒𝑙

11

2

≡ 3

1′2′

3′

1

2 3

4

𝟏

𝟐

𝟑

𝑥1

𝑥2

ҧ𝑆3′

ҧ𝑆2′

ҧ𝑆1′

ҧ𝑆3

ҧ𝑆2
ҧ𝑆1

Ομαδοποιόντας λοιπόν τα διανύσματα δράσεων

παγίωσης των κόμβων σε ένα διάνυσμα με τις δράσεις

παγίωσης όλου του φορέα έχουμε:

{ ҧ𝑆𝑚} =

ҧ𝑆𝑚
1

ҧ𝑆 2

ҧ𝑆 3

ҧ𝑆 4

=

101.32
83.56
63.02
40.03

−13.02
78.89

−67.50
4154
7.83

−58.50
−4074
219.03

(9/13)



vi) Διανύσματα επικόμβιων δράσεων και μετακινήσεων ισοδύναμου φορέα (1/2)

ΒΗΜΑ 12: Επίλυση πλαισίου υποβαλλόμενου σε ενδιάμεση 
φόρτιση και υπολογισμός αγνώστων μεγεθών

30°

𝑘𝑒𝑙

1

2 3

4

𝟏

𝟐

𝟑

𝑥1

𝑥2

10 kN

20 kN

− ҧ𝑆6

− ҧ𝑆5

− ҧ𝑆4

− ҧ𝑆9

− ҧ𝑆8− ҧ𝑆7

− ҧ𝑆12
− ҧ𝑆11

− ҧ𝑆10− ҧ𝑆3′

− ҧ𝑆2′

− ҧ𝑆1′

Στον ισοδύναμο φορέα ασκούνται:

1. Οι επικόμβιες δράσεις του πραγματικού φορέα

(με ότι τροποιήσεις έχουν υποστεί): ഥ𝑷𝒏𝒐𝒅𝒂𝒍
𝒎𝒎

2. Οι ισοδύναμες δράσεις που είναι ίσες και

αντίθετες από τις δράσεις παγίωσεις (με ότι

τροποποιήσεις έχουν υποστεί): −{ഥ𝑺𝒎}

Επομένως, το διάνυσμα επικόμβιων δράσεων του

ισοδύναμου φορέα δίδεται ως:

ത𝑃𝑚 = ത𝑃𝑛𝑜𝑑𝑎𝑙
𝑚 − { ҧ𝑆𝑚}

και με την τροποποίηση λόγω αναδιάταξης:

ത𝑃𝑚𝑚 = ത𝑃𝑛𝑜𝑑𝑎𝑙
𝑚𝑚 − { ҧ𝑆𝑚𝑚} =

ത𝑃𝑓

ത𝑃𝑠

=

−101.32
−83.56
−63.02

20 − 40.03
13.02

−78.89
67.50

10 − 4154
−7.83

ത𝑅10 + 58.50
ത𝑅11 + 4074

ത𝑅12 − 219.03

(10/13)



vi) Διανύσματα επικόμβιων δράσεων και μετακινήσεων ισοδύναμου φορέα (2/2)

ΒΗΜΑ 12: Επίλυση πλαισίου υποβαλλόμενου σε ενδιάμεση 
φόρτιση και υπολογισμός αγνώστων μεγεθών

30°

𝑘𝑒𝑙

1

2 3

4

𝟏

𝟐

𝟑

𝑥1

𝑥2

10 kN

20 kN

− ҧ𝑆6

− ҧ𝑆5

− ҧ𝑆4

− ҧ𝑆9

− ҧ𝑆8− ҧ𝑆7

− ҧ𝑆12
− ҧ𝑆11

− ҧ𝑆10− ҧ𝑆3′

− ҧ𝑆2′

− ҧ𝑆1′

Το διάνυσμα επικόμβιων μετακινήσεων του

ισοδύναμου φορέα ταυτίζεται με αυτό του αρχικού

φορέα:

ഥΔ𝑚𝑚 =
{ഥΔ𝑓}

{ഥΔ𝑠}
=

ഥΔ1′

ഥΔ2′

ഥΔ3′

ഥΔ4

ഥΔ5

ഥΔ6

ഥΔ7

ഥΔ8

ഥΔ9

ഥΔ10

ഥΔ11

ഥΔ12

=

ഥΔ1′

ഥΔ2′

ഥΔ3′

ഥΔ4

ഥΔ5

ഥΔ6

ഥΔ7

ഥΔ8

ഥΔ9

0
0
0

Έχουν τεθεί μηδέν 

καθώς οι 

υποχωρήσεις 

στήριξης έχουν 

ληφθεί υπόψη ως 

ενδιάμεσες 

φορτίσεις στον 

παγιωμένο φορέα
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vii) Υπολογισμός αγνώστων δράσεων και μετακινήσεων

ΒΗΜΑ 12: Επίλυση πλαισίου υποβαλλόμενου σε ενδιάμεση 
φόρτιση και υπολογισμός αγνώστων μεγεθών

Οι επικόμβιες μετακινήσεις κατά τους ελεύθερους β.ε. υπολογίζονται ως:

{ഥΔ𝑓} = ഥK𝑓𝑓
−1 ത𝑃𝑓 − ഥK𝑓𝑠

ഥΔ𝑠 =

ഥΔ1′

ഥΔ2′

ഥΔ3′

ഥΔ4

ഥΔ5

ഥΔ6

ഥΔ7

ഥΔ8

ഥΔ9

=

−0.2563
−0.0040
−0.0320
−0.1116
−0.2125
−0.0028
−0.1113
−0.0100
−0.0314

Οι επικόμβιες δράσεις κατά τους δεσμευμένους β.ε. υπολογίζονται ως:

{ ത𝑃𝑠} = ഥK𝑠𝑓
ഥΔ𝑓 + ഥK𝑠𝑠 {ഥΔ𝑠} =

32.0816
4195.8349
−271.9696

ΠΡΟΣΟΧΗ! Για να υπολογίσω τις αντιδράσεις στις στηρίξεις:

{ ത𝑃𝑠} =

ത𝑅10 + 58.50
ത𝑅11 + 4074

ത𝑅12 − 219.03

⇒

ത𝑅10

ത𝑅11

ത𝑅12

=
−26.4184
121.8349
−52.9363

(12/13)



viii) Μεταφορά των μετακινήσεων της λοξής στήριξης στο καθολικό σύστημα

ΒΗΜΑ 12: Επίλυση πλαισίου υποβαλλόμενου σε ενδιάμεση 
φόρτιση και υπολογισμός αγνώστων μεγεθών

Πρακτικά πρέπει να αρχίσουμε να αναιρούμε τις διάφορες

τροποποιήσεις που κάναμε προκειμένου να διατυπώσουμε τα

μεγέθη που αφορούν τον φορέα στο καθολικό σύστημα.

Με γνωστό πλέον το {ഥΔ𝑓} , το διάνυσμα επικόμβιων

μετακινήσεων προ-αναδιάταξης είναι:

ഥΔ𝑚 = 𝑉 T ഥΔ𝑚𝑚 , όπου ഥΔ𝑚𝑚 = 
{ഥΔ𝑓}

{ഥΔ𝑠}
.

Έπειτα αναιρώ τη στροφή των β.ε. του κόμβου 1:

ഥΔ = 𝑅1 T ഥΔ𝑚

Επιστρέψαμε λοιπόν στη μορφή που έχει το διάνυσμα

επικόμβιων μετακινήσεων στο ΒΗΜΑ 8.

ഥΔ =

ഥΔ1

ഥΔ2

ഥΔ3

ഥΔ4

ഥΔ5

ഥΔ6

ഥΔ7

ഥΔ8

ഥΔ9

ത𝑃10

ത𝑃11

ഥΔ12

=

−0.2200
−0.1316
−0.0320
−0.1116
−0.2125
−0.0028
−0.1113
−0.0100
0.0314

0
0
0

Τώρα εδώ μπερδεύει λίγο το πράγμα...

Στο ഥΔ θέτω τις μετακινήσεις των β.ε. 11 και 12

μηδενικές. Αυτό γιατί έχω λάβει υπόψη τις

υποχωρήσεις της στήριξης ως ενδιάμεσα φορτία.

Αν τις έθετα ίσες με τις τιμές των υποχωρήσεων,

μετά στο ΒΗΜΑ 13, στην επαλληλία

παγιωμένου και ισοδύναμου φορέα, για τον

υπολογισμό των τοπικών ακραίων των μελών θα

είχα λάθος αποτελέσματα αφού θα είχα λάβει εις

διπλούν υπόψη τις υποχωρήσεις.

ΩΣΤΟΣΟ! Εάν θέλω να σχεδιάσω τον

παραμορφωμένο φορέα εννοείται ότι θα πρέπει

να έχω στο διάνυσμα επικόμβιων μετακινήσεων

τις τιμές των υποχωρήσεων...

(13/13)



ΒΗΜΑ 13: Εσωτερικά εντατικά μεγέθη μελών πλαισίου

Πρώτα, για κάθε μέλος 𝑖 θα πρέπει να βρω τις επικόμβιες μετακινήσεις

στο εκάστοτε τοπικό σύστημα συντεταγμένων:

a. Από το καθολικό διάνυσμα επικόμβιων μετακινήσεων του

φορέα ഥΔ , επιλέγω τις μετακινήσεις που αντιστοιχούν στους

κόμβους του μέλους 𝑖 και μορφώνω το καθολικό διάνυσμα

επικόμβιων μετακινήσεων του μέλους ഥ𝐷𝑖 .

b. Μετασχηματίζω το ഥ𝐷𝑖 στο τοπικό σύστημα του μέλους 𝑖

ως: 𝐷𝑖 = ΛPF
𝑖 ഥ𝐷𝑖 .

c. Υπολογίζω τις τοπικές ακραίες δράσεις του μέλους 𝑖 με

επαλλήλία του παγιωμένου και του ισοδύναμου φορέα:

𝐴𝑖 = ถ𝐴𝑟
𝑖

𝜋𝛼𝛾𝜄𝜔𝜇ένος

+ [𝑘𝑖] 𝐷𝑖

𝜄𝜎𝜊𝛿ύ𝜈𝛼𝜇𝜊𝜍

ഥΔ =

ഥΔ1

ഥΔ2

ഥΔ3

ഥΔ4

ഥΔ5

ഥΔ6

ഥΔ7

ഥΔ8

ഥΔ9

ത𝑃10

ത𝑃11

ഥΔ12

=

−0.2200
−0.1316
−0.0320
−0.1116
−0.2125
−0.0028
−0.1113
−0.0100
0.0314

0
0
0

ഥΔ1

ഥΔ2

ഥΔ3

ഥΔ4

ഥΔ5

ഥΔ6
ഥΔ7

ഥΔ8

ഥΔ9

ഥΔ10

ഥΔ11

ഥΔ12

1

2 3

4

𝟏

𝟐

𝟑

𝑥1

𝑥2

𝑥
1

𝑥
2

D1
2

D2
2

D3
2

D4
2

D5
2

D6
2

D
1 3

D
2 3

D
3 3

D
4 3

D
5 3

D
6 3
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ΒΗΜΑ 13: Εσωτερικά εντατικά μεγέθη μελών πλαισίου

ഥΔ1

ഥΔ2

ഥΔ3

ഥΔ4

ഥΔ5

ഥΔ6
ഥΔ7

ഥΔ8

ഥΔ9

ഥΔ10

ഥΔ11

ഥΔ12

1

2 3

4

𝟏

𝟐

𝟑

𝑥1

𝑥2

𝑥
1

𝑥
2

D1
2

D2
2

D3
2

D4
2

D5
2

D6
2

D
1 3

D
2 3

D
3 3

D
4 3

D
5 3

D
6 3

𝐷1 =

−0.2373 
0.0970

−0.0320
−0.2370 
−0.0382
0.0028 

𝐷2 =

−0.1116
−0.2125 
0.0028 

−0.1113 
−0.0100 

0.0314

𝐷3 =

0.0100 
−0.1113 

0.0314
0
0
0

𝐴1 =

26.3831
61.7644 

0
−26.3831
−11.7644 
213.2327 

𝐴2 =

26.4184
28.1651

−213.2327
−26.4184
131.8349

−201.4465

𝐴3 =

121.8349 
26.4184
201.4465

−121.8349 
−26.4184
−52.9363 

Ας ελέγξω αν ισορροπούν οι κόμβοι :  

3

D6
2

D
3 3

2

D3
2
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ΒΗΜΑ 13: Εσωτερικά εντατικά μεγέθη μελών πλαισίου

Τώρα μένει να χαράξω τα διαγράμματα εντατικών μεγεθών.

Πρώτα θα πρέπει να θυμηθώ τη κλασική σύμβαση της στατικής για τα εντατικά μεγέθη (η οποία διαφέρει 

από τη σύμβαση που θεωρούμε στη μητρωική στατική για τους βαθμούς ελευθερίας.

Μ

Q

N
Μ Q

N

Κλασική Σύμβαση Στατικής

Θετικές φορές

Μ

Q
N

Σύμβαση Μητρωικής Στατικής

Θετικές φορές

ΜQ
N

Επομένως ένα διάνυσμα τοπικών ακραίων δράσεων μέλους 

που έχει αυτή τη μορφή:

𝛢𝑖 =

𝑎
𝑏
𝑐
𝑑
𝑒
𝑓

Με τη κλασική σύμβαση της στατικής αποκτά αυτά τα 

πρόσημα:

𝛢𝑖 =

−𝑎
𝑏

−𝑐
𝑑

−𝑒
𝑓
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ΒΗΜΑ 13: Εσωτερικά εντατικά μεγέθη μελών πλαισίου

𝐴1 =

26.3831
61.7644 

0
−26.3831
−11.7644 
213.2327 

𝐴2 =

26.4184
28.1651

−213.2327
−26.4184
131.8349

−201.4465

𝐴3 =

121.8349 
26.4184
201.4465

−121.8349 
−26.4184
−52.9363 

[N]

(-)

(-)
(-)

−26.4184

−
1

2
1

.8
3

4
9

+213.2327

(+)

(+)

(-) −201.4465

(-)

(-)

−52.9363

[Μ]

+61.7644

+11.7644

[Q]

(+)

(-)

(+)

−131.8349

(+)

+26.4184
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Παράρτημα

Για λόγους πληρότητας, στο παράρτημα αυτό παρουσιάζονται:

Α. Η απόδειξη για τις σχέσεις που χρησιμοποιήθηκαν για τις δράσεις παγίωσης λόγω θερμοκρασιακών μεταβολών

Β. Οι ακραίες δράσεις αμφίπακτων δοκών, για τις περιπτώσεις ενδιάμεσων δράσεων που εξετάζονται στην άσκηση

Γ. Ο υπολογισμός των εντατικών μεγεθών κατά μήκος ενός στοιχείου (υπενθύμιση)



Α.1 Αξονική ένταση λόγω θερμοκρασιακής μεταβολής

Τ0

Τext

Τint

𝛼ℎ

Δεδομένα:

• 𝛼: συντελεστής θερμικής διαστολής

• ℎ: ύψος διατομής

• T0: θερμοκρασία κατασκευής

• Tint: θερμοκρασία από τη μεριά της

ίνας αναφοράς

• Text: θερμοκρασία από τη μεριά

αντίθετα της ίνας αναφοράς

Χωρίς βλάβη της γενικότητας δουλεύουμε υπό

την παραδοχή ότι Tint > Text.

Ανομοιόμορφη κατανομή

θερμοκρασίας καθ’ ύψος

της διατομής

Τext

Τint

Ισοδύναμη ομοιόμορφη 

θερμοκρασιακή 

κατανομή

Tint + Text

2

Τ0

Θεωρώντας λοιπόν αυτή την ισοδύναμη ομοιόμορφη θερμοκρασιακή 

κατανομή, η θερμοκρασιακή μεταβολή προκύπτει ως:

ΔΤ =
Tint + Text

2
− Τ0

Η τροπή (παραμόρφωση), στην προκειμένη περίπτωση δίνεται από τη σχέση:

𝜀 = 𝛼 ∙ ΔΤ
Ενώ για την τάση ισχύει:

σ = Ε ∙ 𝜀 = Ε ∙ 𝛼 ∙ ΔΤ
Όμως η αξονική δύναμη είναι:

Ν = σ ∙ Α
Επομένως, για την αξονική ένταση που προκύπτει από την ομοιόμορφη 

θερμοκρασιακή μεταβολή προκύπτει: 

Ν = Ε ∙ Α ∙ 𝛼 ∙ ΔΤ



Α.2 Καμπτική ένταση λόγω θερμοκρασιακής μεταβολής

Δεδομένα:

• 𝛼: συντελεστής θερμικής διαστολής

• ℎ: ύψος διατομής

• T0: θερμοκρασία κατασκευής

• Tint: θερμοκρασία από τη μεριά της

ίνας αναφοράς

• Text: θερμοκρασία από τη μεριά

αντίθετα της ίνας αναφοράς

Χωρίς βλάβη της γενικότητας δουλεύουμε υπό

την παραδοχή ότι Tint > Text.

Λόγω της ανομοιόμορφης θερμοκρασιακής μεταβολής η δοκός κάμπτεται. 

Απομονώνουμε και μελετάμε ένα κομμάτι αυτής απειροστού μήκους 𝑑𝑥.

𝑅

ℎ 𝑑𝑥

𝐿𝑡

𝐿𝑏

𝜔• 𝐿𝑡: μήκος της πλέον άνω παραμορφωμένης ίνας

• 𝐿𝑏: μήκος της πλέον κάτω παραμορφωμένης ίνας]

Ισχύει:

•
𝐿𝑡

2
= ω𝑅

•
𝐿𝑏

2
= ω(𝑅 + ℎ)

Από αφαίρεση των άνω σχέσεων προκύπτει:

•
𝐿𝑏−𝐿𝑡

2
= ωℎ

Άρα: 

•  𝑑θ ℎ = 𝐿𝑏 − 𝐿𝑡 ⇒ 𝑑θ =
𝐿𝑏−𝐿𝑡

ℎ

Για τα μήκη των άνω/κάτω ινών ισχύει:

•  𝐿𝑡 = 𝑑𝑥 − 𝑑𝑙𝑡, όπου 𝑑𝑙𝑡 = 𝑎𝑑𝑥(Text − T0)
•  𝐿𝑏 = 𝑑𝑥 + 𝑑𝑙𝑏, όπου 𝑑𝑙𝑏 = 𝑎𝑑𝑥(Tint − T0)

Άρα: 

• 𝐿𝑏 − 𝐿𝑡 = 𝛼𝑑𝑥(Tint − Text) 

ΔΤ

𝑑θ = 2𝜔

Τ0, 𝛼

Τext

Τint

ℎ

𝑑𝑥

𝑦

(1/2)



Α.2 Καμπτική ένταση λόγω θερμοκρασιακής μεταβολής

𝑅

ℎ 𝑑𝑥

𝐿𝑡

𝐿𝑏

𝜔 𝑑θ = 2𝜔

Τ0, 𝛼

Τext

Τint

ℎ

𝑑𝑥

𝑦

(2/2)

Η εγκάρσια βύθιση της δοκού διέπεται από τη σχέση:

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 = −
Μ

ΕΙ
και για την κλίση αυτής γνωρίζουμε ότι:

θ =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
⇒

𝑑θ

𝑑𝑥
=

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2

Αλλά, δείξαμε ότι:

𝑑θ =
𝐿𝑏 − 𝐿𝑡

ℎ
𝐿𝑏 − 𝐿𝑡 = 𝛼𝑑𝑥ΔΤ

Άρα:

𝑑θ =
𝛼𝑑𝑥ΔΤ

ℎ
⇒

𝑑θ

𝑑𝑥
=

𝛼ΔΤ

ℎ

Επομένως, προκύπτει τελικά:

𝑑θ

𝑑𝑥
=

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 = −
Μ

ΕΙ
=

𝛼ΔΤ

ℎ
⇒

Μ = −𝛼ΕΙ
ΔΤ

ℎ

που είναι η ροπή κάμψης που προκαλείται από την ανομοιόμορφη

θερμοκρασιακή μεταβολή.



Β. Ακραίες δράσεις αμφίπακτων δοκών 

𝑃

𝑎 𝑏

ΜΒ

QΒ

NΒ

ΜΑ QΑ
NΑ Α Β

ΜΑ = −
𝑃𝑎𝑏2

𝐿2

ΜB = −
𝑃𝑎𝑏2

𝐿2

QΑ =
𝑃𝑏2

𝐿2 3 −
2𝑏

𝐿

QB = −
𝑃𝑎2

𝐿2 3 −
2𝑎

𝐿

𝑞 ΜΑ = −
𝑞𝐿2

12

ΜB = −
𝑞𝐿2

12

QΑ =
𝑞𝐿

2

QB = −
𝑞𝐿

2

𝑀

𝑎 𝑏

ΜΑ = −
𝑀𝑏

𝐿
2 −

3𝑏

𝐿

ΜB =
𝑀𝑎

𝐿
2 −

3𝑎

𝐿

QΑ =
6𝑀𝑎𝑏

𝐿3

QB =
6𝑀𝑎𝑏

𝐿3



Γ. Εντατικά μεγέθη: 

Για παράδειγμα ας μελετήσουμε το στοιχείου 2:

𝐴2 =

26.4184
28.1651

−213.2327
−26.4184
131.8349

−201.4465

𝑞 = 20 kN/m

2 3
𝟐

Με την επίλυση, έχω πλέον δεδομένα τα εντατικά μεγέθη στους κόμβους του μέλους 2.

Ας προσθέσω λοιπόν τις τιμές αυτές στα διαγράμματα:

[Μ]

213.2327

−201.4465 [Q]

28.1651

−131.8349 [N]
−26.4184 −26.4184

(1/3)



Γ. Εντατικά μεγέθη: (α. με «μαθηματικά») 

(+)

(-)

[Q]

28.1651

−131.8349

(2/3)

Η διαφορική εξίσωση της δοκού διατυπώνεται ως:

𝑑2

𝑑𝑥2
EI

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
= 𝑞(𝑥)

όπου 𝑦 η εγκάρσια μετατόπιση της δοκού.

Στη συνέχεια θυμάμαι ότι η 2η παράγωγος της ροπής

κάμψεως είναι το κατανεμημένο φορτίο:

𝑑2

𝑑𝑥2
M 𝑥 = −𝑞(𝑥)

Εδώ 𝑞 𝑥 = 20.

Με δύο διαδοχικές ολοκληρώσεις η ροπή κάμψεως κατα

μήκος της δοκού προκύπτει:

M 𝑥 = −20
𝑥2

2
+ 𝑐1𝑥 + 𝑐2

Γνωρίζω όμως από την επίλυση ότι:

Μ 𝑥 = 0 = 213.2327 ⇒ 𝑐2 = 213.2327

Επίσης:

Μ 𝑥 = 8 = −201.4465 ⇒ 𝑐1 = 28.1651

ΑΡΑ:

M 𝑥 = −10𝑥2 + 28.1651𝑥 + 213.2327

Δεν έχω πια, παρά να σχεδιάσω αυτήν την καμπύλη 2ου

βαθμού κατά μήκος του στοιχείου 2.

[Μ]

213.2327

−201.4465

𝑥

(+)

(-)

[Μ]

213.2327

−201.4465

𝑥

−10𝑥2 + 28.1651𝑥 + 213.2327

Συνεχίζω με την τέμνουσα.

Θυμάμαι ότι η τέμνουσα δύναμη είναι η 1η παράγωγος της ροπής

κάμψεως, άρα:

𝑄 𝑥 =
𝑑M 𝑥

𝑑𝑥
= −20𝑥 + 28.1651

Επομένως δεν έχω πια παρά να σχεδιάσω αυτήν την καμπύλη 1ου

βαθμού (ευθεία) κατα μήκος του στοιχείου 2.

Για την αξονική δύναμη τα πράγματα είναι πιο απλά. Αφού

δεν έχω κάποιο ενδιάμεσο αξονικό φορτίο στο μέλος, τότε η

αξονική ένταση δεν έχει λόγο να αλλάξει από τον κόμβο

αρχής μέχρι τον κόμβο πέρατος

[N]
−26.4184 −26.4184

−20𝑥 + 28.1651



Γ. Εντατικά μεγέθη: (β. με τομές) (3/3)

(+)

(-)

[Μ]

213.2327

−201.4465

𝑥

−10𝑥2 + 28.1651𝑥 + 213.2327

[N]
−26.4184 −26.4184

(+)

(-)

[Q]

28.1651

−131.8349

−20𝑥 + 28.1651

Κάνω μια τομή σε τυχαία απόσταση 𝑥 από τον κόμβο αρχής του μέλους:

𝛭(𝑥)

𝑄(𝑥)

𝑁(𝑥)

𝑥

20 kN/m213.2327 28.1651

−26.4184

Πρώτα εξετάζω ισορροπία ροπών ως προς το σημείο ροπής:

M 𝑥 + 20
x2

2
= 28.1651𝑥 + 213.2327 ⇒

M 𝑥 = −10𝑥2 + 28.1651𝑥 + 213.2327

Αντίστοιχα για την ισορροπία δυνάμεων κατά την κατακόρυφή διεύθυνση

έχουμε:

28.1651 = 𝑄 𝑥 + 20𝑥 ⇒

𝑄 𝑥 = −20𝑥 + 28.1651

Τέλος, ισορροπία κατά τη αξονική διεύθυνση δίνει:

𝑁 𝑥 = −26.4184

[Μ]

213.2327

−201.4465

𝑥
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