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΄Ασκηση 1. ΄Εστω f(x, y) παραγωγίσιμη συνάρτηση με την ιδιότητα f(x + t, y + t) = f(x, y) για όλα τα
(x, y) ∈ R2

και t ∈ R. Δείξτε ότι fx = −fy. (Παράδειγμα τέτοιας συνάρτησης που δεν είναι σταθερή είναι η
f(x, y) = x− y)

΄Ασκηση 2. ΄Εστω f : R2 → R παραγωγίσιμη συνάρτηση που ικανοποιεί την

f(t1x, t2y) = t1t2f(x, y) (1)

για όλα τα (x, y) ∈ R2
και t1, t2 ≥ 0. Αποδείξτε ότι για κάθε (x, y) ∈ R2

ισχύει ότι

f(x, y) = xfx(x, y) = yfy(x, y).

(Παράδειγμα τέτοιας συνάρτησης f(x, y) = xy)

΄Ασκηση 3. ΄Εστω f : R2 → R, C2
-συνάρτηση. Αν fx + fy = 0 δείξτε ότι fxx = fyy.

΄Ασκηση 4. Υπολογίστε το πολυώνυμο Taylor της f(x, y) = ex cos y τάξης 2 με κέντρο το (1, π).

΄Ασκηση 5. Υπολογίστε το πολυώνυμο Taylor της f(x, y) = ln(x2 + y2) τάξης 2 με κέντρο το (1, 0) και

εξετάστε αν υπάρχει το lim
(x,y)→(1,0)

ln(x2 + y2)

(x− 1)2 + y2
.

΄Ασκηση 6. ΄Εστω f : R2 → R με συνεχείς μερικές παραγώγους έως και δεύτερης τάξης και τέτοια ώστε (i)
f(0, 0) = fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0 και (ii) Υπάρχει M ∈ R με |fxx(x, y)|, |fxy(x, y)|, |fyy(x, y)| ≤ M για κάθε

(x, y) ∈ R2
. Δείξτε ότι |f(x, y)| ≤ M

2
(|x|+ |y|)2.

΄Ασκηση 7. ΄Εστω C2
συνάρτηση f : R2 → R με f(0, 0) = fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0, fxx(0, 0) = fyy(0, 0) = 0

και fxy(0, 0) = 1. Εξετάστε αν υπάρχουν τα παρακάτω όρια

(i) lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)

|x|+ |y|
(ii) lim

(x,y)→(0,0)

f(x, y)

x2 + y2
.

΄Ασκηση 8. ΄Εστω C2
συνάρτηση f : R2 → R τέτοια ώστε f(0, 0) = 1, fx(0, 0) = 1, fy(0, 0) = 2 και

fxx(x, y) = fyy(x, y) = fxy(x, y) = 4, για κάθε (x, y) ∈ R2
. Βρείτε τον τύπο της f .

΄Ασκηση 9. ΄Εστω f : R2 → R παραγωγίσιμη συνάρτηση και έστω x0 = (x0, y0) ̸= (0, 0) με f(x0, y0) =
f(0, 0). Δείξτε ότι υπάρχει ξ ∈ (0, 1) τέτοιο ώστε ∇f(ξx0) ⊥ x0 δηλαδή

fx(ξx0, ξy0)x0 + fy(ξx0, ξy0)y0 = 0

΄Ασκηση 10. ΄Εστω f : R2 → R παραγωγίσιμη συνάρτηση τέτοια ώστε fx(x, y)x + fy(x, y)y ≥ 0 για κάθε
(x, y) ∈ R2

. Δείξτε ότι η f έχει στο (0, 0) ολικό ελάχιστο.

΄Ασκηση 11. ΄Εστω C2
συνάρτηση f : R2 → R με τις ιδιότητες (i) fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0, (ii) fxx(x, y) =

fyy(x, y) = |fxy(x, y)|, για κάθε (x, y) ∈ R2
. Δείξτε ότι το (0, 0) είναι σημείο ολικού ελαχίστου για την f .


