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Μάθημα 13
ο
                                                                                                               14/04/2020 

Ξεκινήσαμε στο προηγούμενο μάθημα να αποδεικνύουμε την ακόλουθη Πρόταση. 

Πρόταση:  Έστω 𝑆 = conv({𝐱0, 𝐱1, … , 𝐱𝑘}) ένα 𝑘-simplex στον ℝ𝑑, δηλαδή τα 𝐱0, 𝐱1, … , 𝐱𝑘 ∈ ℝ𝑑 είναι  𝑘 + 1 αφφινικά ανεξάρτητα σημεία του ℝ𝑑, όπου  𝑘 ∈ ℕ 

(δηλαδή 𝑘 ≥ 1).  Τότε 

                   ri(𝑆) = �� 𝑐𝑖𝐱𝑖𝑘
𝑖=0 : 𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑘 ∈ (0,1), � 𝑐𝑖𝑘

𝑖=0 = 1�
= �� 𝜆𝑖(𝐱𝑖 − 𝐱0)

𝑘
𝑖=1 + 𝐱0: 𝜆1, … , 𝜆𝑘 ∈ (0,1), � 𝜆𝑖𝑘

𝑖=1 < 1�. 

Δείξαμε την Πρόταση χρησιμοποιώντας τα δύο λήμματα που ακολουθούν και ένα τρίτο που 
έλεγε ότι αν ℎ: 𝑋 → 𝑌 είναι ένας ομοιομορφισμός μεταξύ μετρικών χώρων 𝑋 και 𝑌, τότε για 
κάθε 𝐴 ⊆ 𝑋 έχουμε ότι  int𝑌�ℎ(𝐴)� = ℎ�int𝑋(𝐴)� (όπου int𝑋(𝐴) είναι το εσωτερικό του 𝐴 

στον μετρικό χώρο 𝑋 και  int𝑌�ℎ(𝐴)� είναι το εσωτερικό του ℎ(𝐴) στον μετρικό χώρο 𝑌).  

Το Λήμμα αυτό αποδείχθηκε στο προηγούμενο μάθημα.  Μένει λοιπόν να δείξουμε τα δύο 
Λήμματα που ακολουθούν. 

Λήμμα 1: Έστω 𝐱0, 𝐱1, … , 𝐱𝑘 ∈ ℝ𝑑 αφφινικά ανεξάρτητα σημεία του ℝ𝑑. Τότε η απεικόνιση ℎ: ℝ𝑘 → aff({𝐱0, 𝐱1, … , 𝐱𝑘}) με τύπο ℎ(𝑐1, … , 𝑐𝑘) ∶= � 𝑐𝑖(𝐱𝑖 − 𝐱0)

𝑘
𝑖=1 + 𝐱0 

είναι ομοιομορφισμός. 

Λήμμα 2: Έστω 𝐞1, … , 𝐞𝑘 ∈ ℝ𝑘 η συνήθης βάση του ℝ𝑘, δηλαδή 𝐞𝑖 = (0, … ,0,1,0, … ,0) με το 
1 στην 𝑖 θέση, και έστω Σ ∶= conv({𝟎, 𝐞1, … , 𝐞𝑘}) το κανονικό simplex στον ℝ𝑘, όπου  𝑘 ∈ ℕ.  

Τότε το εσωτερικό του Σ είναι το Σ° = �� 𝑐𝑖𝐞𝑖𝑘
𝑖=1 : 𝑐1, … , 𝑐𝑘 ∈ (0,1), � 𝑐𝑖𝑘

𝑖=1 < 1� = �(𝑐1, … , 𝑐𝑘) ∈ (0,1)𝑘 :  � 𝑐𝑖𝑘
𝑖=1 < 1�. 

 

Απόδειξη Λήμματος 2:  Έστω 𝑉 ∶= �(𝑐1, … , 𝑐𝑘) ∈ (0,1)𝑘 :  ∑ 𝑐𝑖𝑘𝑖=1 < 1� το δεξί μέλος.  Θα 
δείξουμε ότι  Σ° = 𝑉. 

Θεωρούμε τις απεικονίσεις 𝜋1, … , 𝜋𝑘: ℝ𝑘 → ℝ με 𝜋𝑖(𝑐1, … , 𝑐𝑘) ∶= 𝑐𝑖, 𝑖 ∈ {1, … , 𝑘}, και 𝜋: ℝ𝑘 → ℝ με 𝜋(𝑐1, … , 𝑐𝑘) ∶= ∑ 𝑐𝑖𝑘𝑖=1 .  Οι απεικονίσεις αυτές είναι όλες συνεχείς.  Πράγματι, 
για  c = (𝑐1, … , 𝑐𝑘), c′ = (𝑐1′ , … , 𝑐𝑘′ ) ∈ ℝ𝑘,  

|𝜋𝑖(c) − 𝜋𝑖(c′)| = |𝑐𝑖 − 𝑐𝑖′| = ��𝑐𝑖 − 𝑐𝑖′�2 ≤ ���𝑐𝑗 − 𝑐𝑗′�2𝑘
𝑗=1 = ‖c − c′‖2, 

για κάθε 𝑖 ∈ {1, … , 𝑘}, και 

|𝜋(c) − 𝜋(c′)| = �� 𝑐𝑖𝑘
𝑖=1 − � 𝑐𝑖′𝑘

𝑖=1 � ≤ �|𝑐𝑖 − 𝑐𝑖′|𝑘
𝑖=1 = ‖c − c′‖1 ≤ √𝑘‖c − c′‖2 
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(η τελευταία ανισότητα από την ανισότητα Cauchy�Schwartz�βλέπε Άσκηση 7 1
ου

 

φυλλαδίου Ασκήσεων).  Αυτές οι ανισότητες δείχνουν όχι μόνο ότι οι 𝜋1, … , 𝜋𝑘 και 𝜋 είναι 
συνεχείς, αλλά ότι είναι και Lipschitz.  Από την συνέχεια αυτών των συναρτήσεων έπεται ότι 
τα σύνολα 𝜋𝑖−1�(0,1)�, 𝑖 ∈ {1, … , 𝑘}, και 𝜋−1�(−∞, 1)� είναι ανοικτά, ως αντίστροφες 
εικόνες ανοικτών κάτω από συνεχείς απεικονίσεις, και επομένως το 𝑉 = �  𝜋𝑖−1�(0,1)�𝑘

𝑖=1 ∩ 𝜋−1�(−∞, 1)� 

είναι ανοικτό ως πεπερασμένη τομή ανοικτών συνόλων.  Επειδή δε επιπλέον 

                          𝑉 ⊆ �� 𝑐𝑖𝐞𝑖𝑘
𝑖=1 : 𝑐1, … , 𝑐𝑘 ∈ [0,1], � 𝑐𝑖𝑘

𝑖=1 ≤ 1�
= �� 𝜆𝑖𝐞𝑖𝑘

𝑖=1 + 𝜆0𝟎: 𝜆0, 𝜆1, … , 𝜆𝑘 ∈ [0,1], � 𝜆𝑖𝑘
𝑖=0 = 1� = Σ, 

έπεται ότι 𝑉 ⊆ Σ°, αφού Σ° είναι το μεγαλύτερο ανοικτό σύνολο που περιέχεται στο Σ. 

Για τον αντίστροφο εγκλεισμό, Σ° ⊆ 𝑉, θα δείξουμε το ισοδύναμο Σ ∖ 𝑉 ⊆ Σ ∖ Σ°.   

Έστω λοιπόν  c = (𝑐1, … , 𝑐𝑘) ∈ Σ ∖ 𝑉.  Τότε είτε 𝑐𝑖 = 0 για κάποιο 𝑖 ∈ {1, … , 𝑘}, είτε ∑ 𝑐𝑖𝑘𝑖=1 = 1.  Η περίπτωση όπου 𝑐𝑖 = 1 για κάποιο 𝑖 ∈ {1, … , 𝑘} καλύπτεται από αυτές τις 
δύο γιατί αν 𝑐𝑖 = 1 για κάποιο 𝑖 ∈ {1, … , 𝑘}, τότε 𝑐𝑗 = 0 για όλα τα υπόλοιπα 𝑗 ∈ {1, … , 𝑘} ∖
{𝑖}, αφού c ∈ Σ και άρα 𝑐1, … , 𝑐𝑘 ∈ [0,1] και ∑ 𝑐𝑖𝑘𝑖=1 ≤ 1.  Αν 𝑐𝑖 = 0 για κάποιο 𝑖 ∈
{1, … , 𝑘}, θέτουμε, για κάθε 𝜖 > 0, 𝐛(𝜖) = �𝑏1(𝜖), … , 𝑏𝑘(𝜖)�, όπου 𝑏𝑖(𝜖) = −12𝜖 και 𝑏𝑗(𝜖) = 𝑐𝑗 για όλα τα υπόλοιπα 𝑗 ∈ {1, … , 𝑘} ∖ {𝑖}.  Τότε 

‖𝐜 − 𝐛(𝜖)‖2 = � � �𝑐𝑗 − 𝑏𝑗(𝜖)�2𝑗∈{1,…,𝑘}∖{𝑖}

+ |𝑐𝑖 − 𝑏𝑖(𝜖)|2 = �0 + �𝜖
2

�2
=

12𝜖 < 𝜖 

και άρα 𝐛(𝜖) ∈ 𝑈2(𝐜, ϵ), την ανοικτή μπάλα κέντρου 𝐜 και ακτίνας ϵ, αλλά 𝐛(𝜖) ∉ Σ αφού 𝑏𝑖(𝜖) = −12𝜖 < 0.  Δηλαδή 𝐛(𝜖) ∈ 𝑈2(𝐜, ϵ) ∖ Σ.  Αυτό δείχνει ότι καμία μπάλα με κέντρο το 𝐜 και θετική ακτίνα δεν περιέχεται ολόκληρη στο Σ και άρα 𝐜 ∉ Σ°, οπότε 𝐜 ∈ Σ ∖ Σ°.  Όμοια, 
αν ∑ 𝑐𝑖𝑘𝑖=1 = 1, θέτουμε, για κάθε 𝜖 > 0, 𝐛(𝜖) = �𝑏1(𝜖), … , 𝑏𝑘(𝜖)�, όπου 𝑏1(𝜖) = 𝑐1 + 12𝜖 

και 𝑏𝑗(𝜖) = 𝑐𝑗 για όλα τα υπόλοιπα 𝑗 ∈ {2, … , 𝑘}.  Τότε 

‖𝐜 − 𝐛(𝜖)‖2 = ���𝑐𝑗 − 𝑏𝑗(𝜖)�2𝜅
𝑗=2 + |𝑐1 − 𝑏1(𝜖)|2 = �0 + �𝜖

2
�2

=
12𝜖 < 𝜖 

και άρα 𝐛(𝜖) ∈ 𝑈2(𝐜, ϵ), πάλι, αλλά 𝐛(𝜖) ∉ Σ αφού � 𝑏𝑖(𝜖)
𝑘𝑖=1 = � 𝑏𝑖(𝜖)

𝑘𝑖=2 + 𝑏1(𝜖) = � 𝑐𝑖𝑘𝑖=2 + 𝑐1 +
12𝜖 = � 𝑐𝑖𝑘𝑖=1 +

12𝜖 = 1 +
12𝜖 > 1. 

Δηλαδή πάλι 𝐛(𝜖) ∈ 𝑈2(𝐜, ϵ) ∖ Σ και αυτό δείχνει και πάλι ότι καμία μπάλα με κέντρο το 𝐜 

και θετική ακτίνα δεν περιέχεται ολόκληρη στο Σ και άρα 𝐜 ∉ Σ°, οπότε 𝐜 ∈ Σ ∖ Σ°.              □ 

Για την απόδειξη του Λήμματος 1 θα χρειαστούμε δύο άλλα λήμματα. 

Λήμμα 4:  Έστω  𝑇(x) = 𝐴x + b αφφινική απεικόνιση 𝑇: ℝ𝑚 → ℝ𝑛, όπου δηλαδή ο 𝐴 είναι 𝑛 × 𝑚 πίνακας και  b ∈ ℝ𝑛.  Τότε η 𝑇 είναι συνεχής. 
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Απόδειξη:  Έστω x, y ∈ ℝ𝑚 τα οποία θεωρούμε διανύσματα στήλες σε αυτόν τον συμβολισμό 
για την 𝑇: 

 x = � 𝑥1⋮𝑥𝑚�    και   y = �𝑦1⋮𝑦𝑚� . 

 Τότε 

‖𝑇(x) − 𝑇(y)‖2 =  ‖𝐴(𝐱 − 𝐲)‖2 = ��⎝⎜
⎛� 𝐴1𝑗�𝑥𝑗 − 𝑦𝑗�𝑚𝑗=1 ⋮� 𝐴𝑛𝑗�𝑥𝑗 − 𝑦𝑗�𝑚𝑗=1 ⎠⎟

⎞��
2

= �� �� 𝐴𝑖𝑗�𝑥𝑗 − 𝑦𝑗�𝑚
𝑗=1 �2𝑛

𝑖=1 ≤ �� �� 𝐴𝑖𝑗2𝑚
𝑗=1 � ��(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)2𝑚

𝑗=1 �𝑛
𝑖=1

= ��(𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)2𝑚
𝑗=1 �� � 𝐴𝑖𝑗2𝑚

𝑗=1
𝑛

𝑖=1 = ‖𝐱 − 𝐲‖2�� � 𝐴𝑖𝑗2𝑚
𝑗=1

𝑛
𝑖=1 , 

η ανισότητα από την ανισότητα Cauchy�Schwartz.  Αυτό δείχνει ότι όχι μόνο η 𝑇 είναι 

συνεχής, αλλά είναι και Lipschitz, με σταθερά �∑ ∑ 𝐴𝑖𝑗2𝑚𝑗=1𝑛𝑖=1 .                                              □ 

Λήμμα 5:  Αν 𝑋 = [x1, … , x𝑚] ένας  𝑛 × 𝑚 πίνακας με στήλες τα διανύσματα στήλες 
x1, … , x𝑚 ∈ ℝ𝑛 και οι στήλες  x1, … , x𝑚 του 𝑋 είναι γραμμικά ανεξάρτητες, τότε ο 

τετραγωνικός 𝑚 × 𝑚 πίνακας 𝑋′𝑋, όπου 𝑋′ ο ανάστροφος του 𝑋, είναι αντιστρέψιμος. 

Απόδειξη:  Έχουμε ότι 𝑋′𝑋 = � 〈x1, x1〉 ⋯ 〈x1, x𝑚〉⋮ ⋱ ⋮〈x𝑚, x1〉 ⋯ 〈x𝑚, x𝑚〉� = �〈x𝑖, x𝑗〉�𝑖,𝑗∈{1,…,𝑚}
 

είναι ο πίνακας με στοιχεία τα εσωτερικά γινόμενα των στηλών του αρχικού πίνακα 𝑋 (αυτό 
το βλέπει κανείς με απευθείας υπολογισμό και είναι άμεσο).  Για να αποδείξουμε ότι ο 
πίνακας αυτός είναι αντιστρέψιμος, αρκεί να αποδείξουμε ότι έχει γραμμικά ανεξάρτητες 
στήλες.  Έστω λοιπόν 𝜆1, 𝜆2, … 𝜆𝑚 ∈ ℝ τέτοια ώστε 𝜆1 � 〈x1, x1〉⋮〈x𝑚, x1〉� + 𝜆2 � 〈x1, x2〉⋮〈x𝑚, x𝟐〉� + ⋯ + 𝜆𝑚 � 〈x1, x𝑚〉⋮〈x𝑚, x𝑚〉� = 𝟎. 

Αυτό ισοδυναμεί με το σύστημα εξισώσεων 𝜆1〈x𝑖, x1〉 + 𝜆2〈x𝑖, x2〉 + ⋯ + 𝜆𝑚〈x𝑖, x𝑚〉 = 0     ∀𝑖 ∈ {1, … , 𝑚} 

και από την γραμμικότητα του εσωτερικού γινομένου ως προς την δεύτερη μεταβλητή, αυτό 
ισοδυναμεί με τις 〈x𝑖, � 𝜆𝑗x𝑗𝑚

𝑗=1 〉 = 0     ∀𝑖 ∈ {1, … , 𝑚}. 

Πολλαπλασιάζοντας κάθε μία με το αντίστοιχο 𝜆𝑖 και προσθέτοντας, και χρησιμοποιώντας 
την γραμμικότητα του εσωτερικού γινομένου ως προς την πρώτη μεταβλητή τώρα, παίρνουμε 
ότι 
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〈� 𝜆𝑖x𝑖𝑚
𝑖=1 , � 𝜆𝑗x𝑗𝑚

𝑗=1 〉 = 0, 

δηλαδή ότι �� 𝜆𝑖x𝑖𝑚
𝑖=1 �2

2
= 0, 

ισόδυναμα, από τις ιδιότητες της νόρμας, � 𝜆𝑖x𝑖𝑚
𝑖=1 = 𝟎. 

Έπεται από την γραμμική ανεξαρτησία των στηλών x1, … , x𝑚 του 𝑋 ότι  𝜆1 = 𝜆2 = ⋯ = 𝜆𝑚 = 0 

και επομένως ο τετραγωνικός ο τετραγωνικός 𝑚 × 𝑚 πίνακας 𝑋′𝑋 είναι αντιστρέψιμος.       □ 

Απόδειξη Λήμματος 1:  Υποθέτουμε καταρχήν ότι, 𝑘 ∈ ℕ, δηλαδή ότι  𝑘 ≥ 1.  Η περίπτωση 𝑘 = 0 είναι τετριμμένη, αφού τότε το ℝ0 = {0} και το aff({𝐱0}) είναι μονοσύνολα. 

Η απόδειξη συνίσταται από τέσσερα βήματα. 

ΒΗΜΑ 1

Πράγματι, για  c = (𝑐1, … , 𝑐𝑘), c′ = (𝑐1′ , … , 𝑐𝑘′ ) ∈ ℝ𝑘 έχει κανείς ότι 

 ℎ(c) = ℎ(c′)    ⟺   � 𝑐𝑖(𝐱𝑖 − 𝐱0)

𝑘
𝑖=1 + 𝐱0 = � 𝑐𝑖′(𝐱𝑖 − 𝐱0)

𝑘
𝑖=1 + 𝐱0    

⟺     �(𝑐𝑖 − 𝑐𝑖′)(x𝑖 − x0)

𝑘
𝑖=1 = 𝟎   ⟺    𝑐𝑖 − 𝑐𝑖′ = 0   ∀𝑖 ∈ {1, … , 𝑘}, 

επειδή τα  x1 − x0, … , x𝑘 − x0 είναι γραμμικά ανεξάρτητα, και αυτό επειδή τα x0, x1, … , x𝑘 

είναι αφφινικά ανεξάρτητα.  Αυτό φυσικά σημαίνει ότι c = c′ και άρα η ℎ είναι 1 � 1. 

: Η ℎ είναι 1 � 1. 

ΒΗΜΑ 2

Πράγματι, έχει δειχθεί σε παλαιότερη Πρόταση ότι, επειδή τα x0, x1, … , x𝑘 είναι αφφινικά 
ανεξάρτητα, κάθε στοιχείο του aff({x0, x1, … , x𝑘}) γράφεται μονοσήμαντα σαν αφφινικός 
συνδυασμός των  x0, x1, … , x𝑘, δηλαδή, για κάθε  y ∈ aff({x0, x1, … , x𝑘}) υπάρχουν μοναδικά 𝑐0, 𝑐1, … , 𝑐𝑘 ∈ ℝ με ∑ 𝑐𝑖𝑘𝑖=0 = 1 τέτοια ώστε  y = ∑ 𝑐𝑖𝑘𝑖=0 x𝑖.  Τότε όμως, επειδή  𝑐0 = 1 − � 𝑐𝑖𝑘

𝑖=1 , 

έπεται ότι 

 y = � 𝑐𝑖x𝑖𝑘
𝑖=1 + �1 − � 𝑐𝑖𝑘

𝑖=1 � x0 = ℎ(𝑐1, … , 𝑐𝑘), 

που δείχνει ότι η ℎ είναι επί. 

: Η ℎ είναι επί. 

ΒΗΜΑ 3

Πράγματι, για  c = (𝑐1, … , 𝑐𝑘), c′ = (𝑐1′ , … , 𝑐𝑘′ ) ∈ ℝ𝑘 έχει κανείς ότι 

: Η ℎ είναι συνεχής. 
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|ℎ(c) − ℎ(c′)| = ��(𝑐𝑖 − 𝑐𝑖′)(x𝑖 − x0)

𝑘
𝑖=1 �                                                                                             

                   ≤ �|𝑐𝑖 − 𝑐𝑖′|‖x𝑖 − x0‖𝑘
𝑖=1                                (από τριγωνική ανισότητα) 

                            ≤ ���𝑐𝑖 − 𝑐𝑖′�2𝑘
𝑖=1 ��‖x𝑖 − x0‖2𝑘

𝑖=1      (από ανισότητα Cauchy − Schwartz) 

= ‖c − c′‖��‖x𝑖 − x0‖2𝑘
𝑖=1 ,                                                            

που δείχνει ότι η ℎ είναι όχι μόνο συνεχής, αλλά Lipschitz με σταθερά �∑ ‖x𝑖 − x0‖2𝑘𝑖=1 . 

ΒΗΜΑ 4

Για να το δείξουμε αυτό βρίσκουμε πρώτα έναν τύπο για την ℎ−1.  Θέλουμε να λύσουμε την 
εξίσωση 

(1)                                                       � 𝑐𝑖(𝐱𝑖 − 𝐱0)

𝑘
𝑖=1 + 𝐱0 = x                                                              

για αυθαίρετο  x ∈ aff({x0, x1, … , x𝑘}), ως προς 𝑐1, … , 𝑐𝑘.  Αυτή είναι μία διανυσματική 
εξίσωση που αντιστοιχεί σε ένα σύστημα απλών εξισώσεων.  Αν γράψουμε τα  x0, x1, … , x𝑘 

και το x σαν διανύσματα στήλες πάλι , 

 x = �𝑥(1)⋮𝑥(𝑑)
� ∈ ℝ𝑑    και   x𝑖 = �𝑥𝑖(1)⋮𝑥𝑖(𝑑)

� ∈ ℝ𝑑    για   𝑖 ∈ {0,1, … , 𝑘}, 

τότε η παραπάνω εξίσωση (1), δηλαδή η 𝑐1 �𝑥1(1) − 𝑥0(1)⋮𝑥1(𝑑) − 𝑥0(𝑑)
� + 𝑐2 �𝑥2(1) − 𝑥0(1)⋮𝑥2(𝑑) − 𝑥0(𝑑)

� + ⋯ + 𝑐𝑘 �𝑥𝑘(1) − 𝑥0(1)⋮𝑥𝑘(𝑑) − 𝑥0(𝑑)
�

= �𝑥(1) − 𝑥0(1)⋮𝑥(𝑑) − 𝑥0(𝑑)
� , 

ανάγεται στο παρακάτω σύστημα 𝑑 εξισώσεων με 𝑘 αγνώστους (τα 𝑐1, … , 𝑐𝑘):  𝑐1[𝑥1(1) − 𝑥0(1)] + 𝑐2[𝑥2(1) − 𝑥0(1)] + ⋯ + 𝑐𝑘[𝑥𝑘(1) − 𝑥0(1)] = 𝑥(1) − 𝑥0(1)

      ⋮                                      ⋮                    ⋱                         ⋮                               ⋮𝑐1[𝑥1(𝑑) − 𝑥0(𝑑)] + 𝑐2[𝑥2(𝑑) − 𝑥0(𝑑)] + ⋯ + 𝑐𝑘[𝑥𝑘(𝑑) − 𝑥0(𝑑)] = 𝑥(𝑑) − 𝑥0(𝑑).
 

Αυτό είναι ακριβώς το σύστημα που περιγράφεται από την εξίσωση 𝑋 �𝑐1⋮𝑐𝑘� = �𝑥(1) − 𝑥0(1)⋮𝑥(𝑑) − 𝑥0(𝑑)
� , 

όπου 𝑋 ∶= [𝐱1 − 𝐱0, 𝐱2 − 𝐱0, … , 𝐱𝑘 − 𝐱0] ο 𝑑 × 𝑘 πίνακας του οποίου οι στήλες είναι τα 
διανύσματα 𝐱1 − 𝐱0, 𝐱2 − 𝐱0, … , 𝐱𝑘 − 𝐱0.  Γράφοντας και 

: Η ℎ−1 είναι συνεχής. 
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 c = �𝑐1⋮𝑐𝑘� , 

η εξίσωση αυτή γίνεται  𝑋c = x − 𝐱0.  Πολλαπλασιάζοντας με τον ανάστροφο 𝑋′ του 𝑋 

παίρνουμε ότι οποιαδήποτε λύση c του συστήματος, που ξέρουμε ότι υπάρχει από το Βήμα 2, 
πρέπει να ικανοποιεί την 𝑋′𝑋c = 𝑋′(x − x0) και επομένως και την c = (𝑋′𝑋)−1𝑋′(x − x0), 

αφού από το Λήμμα 5 ο τετραγωνικός 𝑘 × 𝑘 πίνακας 𝑋′𝑋 είναι αντιστρέψιμος.  Έπεται από 
τα παραπάνω ότι ℎ−1(x) = (𝑋′𝑋)−1𝑋′(x − x0), 

για  x ∈ aff({x0, x1, … , x𝑘}). 

Ο τύπος  x ⟼ (𝑋′𝑋)−1𝑋′(x − x0) ορίζει αφφινική απεικόνιση από τον ℝ𝑑 στον ℝ𝑘 (αφού 
(𝑋′𝑋)−1𝑋′(x − x0) = (𝑋′𝑋)−1𝑋′x − (𝑋′𝑋)−1𝑋′x0 = 𝛢x + b, με  𝐴 = (𝑋′𝑋)−1𝑋′ και 
 b= − (𝑋′𝑋)−1𝑋′x0).  Από το Λήμμα 4, η αφφινική αυτή απεικόνιση από τον ℝ𝑑 στον ℝ𝑘 

είναι συνεχής, άρα και ο περιορισμός της στο aff({x0, x1, … , x𝑘}), που είναι η ℎ−1 από τα 
παραπάνω, είναι και αυτός συνεχής.                                                                                          □           

 

 























Το θεώρημα Helly στο Ευκλείδιο επίπεδο
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