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Ορισμοί

Ένας τετραγωνικός πίνακας 𝑨 ∈ 𝑴𝒏×𝒏 είναι διαγωνοποιήσιμος αν και
μόνο αν είναι όμοιος με διαγώνιο πίνακα 𝑫 ∈ 𝑴𝒏×𝒏.
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Λέμε ότι ο τετραγωνικός 𝒏 × 𝒏 πίνακας 𝑨 είναι όμοιος με τον διαγώνιο 

πίνακα 𝑫 , αν υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας 𝑷 ∈ 𝑴𝒏×𝒏 τέτοιος ώστε:

𝑷−𝟏𝑨𝑷 = 𝑫

Σημ: Σημαντική εφαρμογή της διαγωνοποίησης είναι ο υπολογισμός δυνάμεων!



Ορισμός

Ένας τετραγωνικός πίνακας 𝑨 ∈ 𝑴𝒏×𝒏 είναι διαγωνοποιήσιμος αν και
μόνο αν υπάρχει αντιστρέψιμος πίνακας 𝑷 ∈ 𝑴𝒏×𝒏 τέτοιος ώστε:

𝑷−𝟏𝑨𝑷 = 𝑫 ή αλλιώς  𝑨 = 𝑷𝑫𝑷−𝟏

όπου 𝑫 διαγώνιος πίνακα 𝑫 ∈ 𝑴𝒏×𝒏.
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Ο πίνακας 𝑷 διαγωνοποιεί τον 𝑨 .

Ο πίνακας 𝑫 είναι ο όμοιος διαγώνιος του 𝑨.



Ιδιότητες ομοίων πινάκων

Αν 𝑨, 𝑩 ∈ 𝑴𝒏×𝒏 όμοιοι πίνακες, δηλ. υπάρχει αντιστρέψιμος

πίνακας 𝑷 ∈ 𝑴𝒏×𝒏 τέτοιος ώστε
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𝑷−𝟏𝑨𝑷 = 𝑩, 𝝉ό𝝉𝜺 ൞

𝒅𝒆𝒕𝑨 = 𝒅𝒆𝒕𝑩
𝑿𝑨 𝝀 = 𝑿𝑩(𝝀)

𝑩𝒌 = 𝑷−𝟏𝑨𝒌𝑷 , ∀𝒌 ∈ 𝑵



Απόδειξη 1

A) 𝑷−𝟏𝑨𝑷 = 𝑩 ֜ 𝒅𝒆𝒕 𝑷−𝟏𝑨𝑷 = 𝒅𝒆𝒕𝑩 ֜

𝒅𝒆𝒕𝑷−𝟏 ∙ 𝒅𝒆𝒕𝑨 ∙ 𝒅𝒆𝒕𝑷 = 𝒅𝒆𝒕𝑩 ֜

𝟏

𝒅𝒆𝒕𝑷
∙ 𝒅𝒆𝒕𝑨 ∙ 𝒅𝒆𝒕𝑷 = 𝒅𝒆𝒕𝑩 ֜ 𝒅𝒆𝒕𝑨 = 𝒅𝒆𝒕𝑩.
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• Το αντίστροφο όμως δεν ισχύει!

Δηλαδή, αν δύο πίνακες 𝑨, 𝑩 ∈ 𝑴𝒏×𝒏 έχουν 𝒅𝒆𝒕𝑨 = 𝒅𝒆𝒕𝑩 , αυτό δεν 

σημαίνει ότι είναι και όμοιοι!!!!



Παρατήρηση

Γ) 𝑷−𝟏𝑨𝑷 = 𝑩 ֜ 𝑷−𝟏𝑨𝑷
𝒌

= 𝑩𝒌 ֜

• 𝑷−𝟏𝑨𝑷 𝑷−𝟏𝑨𝑷 ∙ ⋯ ∙ 𝑷−𝟏𝑨𝑷 = 𝑩𝒌 ֜

• 𝑷−𝟏𝑨 𝑷𝑷−𝟏 𝑨 𝑷𝑷−𝟏 … 𝑷𝑷−𝟏 𝑨𝑷 = 𝑩𝒌 ֜

• 𝑷−𝟏𝑨𝑰𝑨𝑰 … 𝑰𝑨𝑷 = 𝑩𝒌 ֜

• 𝑷−𝟏𝑨𝑨 … 𝑨𝑷 = 𝑩𝒌 ֜ 𝑷−𝟏𝑨𝒌𝑷 = 𝑩𝒌
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Απόδειξη 1

Αφού  𝑿𝑨 𝝀 = 𝑿𝑩(𝝀) , αυτό σημαίνει ότι οι δυο πίνακες έχουν τις ίδιες ιδοτιμές.



Πρόταση
Αν ο 𝑨 ∈ 𝑴𝒏×𝒏 είναι διαγωνοποιήσιμος, τότε ο 𝑷 που τον διαγωνοποιεί έχει ως 

στήλες 𝒏 γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα του 𝑨 και ο διαγώνιος 𝑫 έχει στη 

διαγώνιό του τις αντίστοιχες ιδιοτιμές του 𝑨, δηλαδή:

𝑷 = ȁ𝒙𝟏 ȁ𝒙𝟐 … ห𝒙𝒏 και   𝑫 =

𝝀𝟏 𝟎
𝟎 𝝀𝟐

⋯
𝟎
𝟎

⋮ ⋱ ⋮
𝟎 𝟎 ⋯ 𝝀𝒏

οι ιδιοτιμές 𝝀𝒊, 𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒏 είναι τοποθετημένες στον 𝑫 με την ίδια σειρά που είναι τα 

αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα στον 𝑷. 
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Και επομένως ισχύει: 𝑨 = 𝑷𝑫𝑷−𝟏



Βήματα για τη διαγωνοποίηση πινάκων

1) Δημιουργία του πίνακα 𝑨 − 𝝀𝑰𝒏 , ο οποίος προκύπτει από τον 𝑨 με την αφαίρεση της 

παραμέτρου 𝝀 από την κύρια διαγώνιο.

2) Υπολογισμός της  𝒅𝒆𝒕(𝑨 − 𝝀𝑰𝒏) = 𝑿𝜜 𝝀 , δηλ. του χαρακτηριστικού πολυωνύμου του 𝑨 ως 

προς 𝝀.

3) Επίλυση της εξίσωσης 𝑿𝚨 𝝀 = 𝟎 , δηλ. της 𝒅𝒆𝒕(𝑨 − 𝝀𝑰𝒏) = 𝟎. Οι διαφορετικές ρίζες 

𝝀𝟏, 𝝀𝟐, … , 𝝀𝝆 (𝝁𝜺 𝝆 ≤ 𝒏) αυτού του πολυωνύμου είναι οι ιδιοτιμές του 𝑨.

4) Βρίσκουμε μια βάση 𝑩𝝀𝟏
του χώρου 𝑽𝝀𝟏

𝑨 .

Βρίσκουμε μια βάση 𝑩𝝀𝟐
του χώρου 𝑽𝝀𝟐

𝑨

⋮

Βρίσκουμε μια βάση 𝑩𝝀𝝆
του χώρου 𝑽𝝀𝝆
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Πίνακας με στήλες τις συνιστώσες 
των ιδιοδιανυσμάτων

Βήματα για τη διαγωνοποίηση πινάκων (συνέχεια)

5) Θεωρούμε το σύνολο 𝑩 = 𝑩𝝀𝟏
∪ 𝑩𝝀𝟐

∪ ⋯ ∪ 𝑩𝝀𝝆
.

6) Αν το 𝑩 έχει 𝒏 διανύσματα τότε ο 𝑨 είναι διαγωνοποιήσιμος , αλλιώς όχι.

7) Αν ο 𝑨 είναι διαγωνοποιήσιμος, δηλαδή αν 𝑩 = 𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏 τότε:

𝑷 = ȁ𝒙𝟏 ȁ𝒙𝟐 … ห𝒙𝒏 και   𝑫 =

𝝀𝟏 𝟎
𝟎 𝝀𝟐

⋯
𝟎
𝟎

⋮ ⋱ ⋮
𝟎 𝟎 ⋯ 𝝀𝒏

Όπου οι ιδιοτιμές 𝝀𝒊, 𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒏 είναι τοποθετημένες στον 𝑫 με την ίδια σειρά που είναι τα

αντίστοιχα ιδιοδιανύσματα στον 𝑷.
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Παράδειγμα 1

Δίνεται ο πίνακας 𝑨 ∈ 𝑴𝟑×𝟑 με 𝑨 =
𝟑 𝟐 𝟒
𝟐 𝟎 𝟐
𝟒 𝟐 𝟑

.

Α) Να βρείτε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο 𝑿𝚨 𝝀 και τις ιδιοτιμές του 𝑨.

Β) Να δείξετε ότι ο 𝑨 διαγωνοποιείται και να βρείτε έναν πίνακα 𝑷 που τον 
διαγωνοποιεί καθώς και τον αντίστοιχο διαγώνιο 𝑫 .

Γ) Να βρείτε τον 𝑨𝟖𝟎.

Δ) Να υπολογίσετε άμεσα την ορίζουσα 𝒅𝒆𝒕𝑨 με χρήση του 𝑿𝚨 𝝀 που βρήκατε.
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Παράδειγμα 1α-λύση

Α) χαρακτηριστικό πολυώνυμο 𝑿𝚨 𝝀 και τις ιδιοτιμές του 𝑨 :

𝑿𝚨 𝝀 = 𝒅𝒆𝒕 𝑨 − 𝝀𝑰𝟑 =
𝟑 − 𝝀 𝟐 𝟒

𝟐 𝟎 − 𝝀 𝟐
𝟒 𝟐 𝟑 − 𝝀

=

= 𝟑 − 𝝀 ∙ −𝝀 𝟑 − 𝝀 − 𝟒 − 𝟐 𝟐 𝟑 − 𝝀 − 𝟖 + 𝟒 𝟒 + 𝟒𝛌 =

= 𝟑 − 𝝀 𝝀𝟐 − 𝟑𝝀 − 𝟒 − 𝟐 −𝟐𝝀 − 𝟐 + 𝟏𝟔 𝝀 + 𝟏 =

= 𝟑 − 𝝀 𝝀 + 𝟏 𝝀 − 𝟒 + 𝟐𝟎 𝝀 + 𝟏 = 𝝀 + 𝟏 𝟑 − 𝝀 𝝀 − 𝟒 + 𝟐𝟎 =

= 𝝀 + 𝟏 −𝝀𝟐 + 𝟕𝝀 + 𝟖 = − 𝝀 + 𝟏 𝟐 𝝀 − 𝟖 .
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Δηλαδή:       𝑿𝚨 𝝀 = −𝝀𝟑 + 𝟔𝝀𝟐 + 𝟏𝟓𝝀 + 𝟖 .

• Για να βρούμε τις ιδιοτιμές θέτουμε:

𝑿𝜜 𝝀 = 𝟎 ֞ − 𝝀 + 𝟏 𝟐 𝝀 − 𝟖 = 𝟎 ֞ ቊ
𝝀𝟏 = −𝟏 (𝜹𝜾𝝅𝝀𝜼)

𝝀𝟐 = 𝟖

• Επομένως οι ιδιοτιμές του 𝑨 είναι οι εξής: 𝝀𝟏 = −𝟏 𝜹𝜾𝝅𝝀𝜼 𝜿𝜶𝜾 𝝀𝟐 = 𝟖 .



Παράδειγμα 1β-λύση (συνέχεια)

1) Για την ιδιοτιμή 𝝀𝟏 = −𝟏 έχουμε :

𝑨 − 𝝀𝟏𝑰𝟑 𝒙 = 𝟎 ֞ [𝑨 − −𝟏 𝑰𝟑]𝒙 = 𝟎 ֞
𝟒 𝟐 𝟒
𝟐 𝟏 𝟐
𝟒 𝟐 𝟒

𝒙
𝒚
𝒛

=
𝟎
𝟎
𝟎
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Β) Για να δούμε αν 0 𝑨 διαγωνοποιείται, πρέπει να βρούμε μια βάση 𝑩𝝀𝟏
του ιδιόχωρου

του 𝑨 ως προς κάθε ιδιοτιμή του 𝑽𝝀𝟏
𝑨 , άρα πρέπει να βρούμε  τα ιδιοδιανύσματα για 

κάθε ιδιοτιμή.

Επίλυση 
ομογενούς 

συστήματος

𝟒 𝟐 𝟒
𝟐 𝟏 𝟐
𝟒 𝟐 𝟒

𝜸𝟐→𝜸𝟐−
𝟏

𝟐
𝜸𝟏

𝜸𝟑→𝜸𝟑−𝜸𝟏
𝟒 𝟐 𝟒
𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎

𝜸𝟏→
𝟏

𝟒
𝜸𝟏 𝟏

𝟏

𝟐
𝟏

𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎

= 𝑼𝟏

Γραμμοπράξεις στον 
πίνακα του συστήματος

y, z ελεύθερες μεταβλητές

x βασική μεταβλητή



• Άρα ο ιδιοχώρος 𝑽−𝟏 𝑨 έχει διανύσματα της μορφής: 

• Για την ιδιοτιμή 𝝀𝟏 = −𝟏 έχουμε λοιπόν:

𝑨 − 𝝀𝟏𝑰𝟑 𝒙 = 𝟎 ֞ 𝑼𝟏𝒙 = 𝟎 ֞
𝟏

𝟏

𝟐
𝟏

𝟎 𝟎 𝟎
𝟎 𝟎 𝟎

𝒙
𝒚
𝒛

=
𝟎
𝟎
𝟎

֞
𝒙 = −

𝟏

𝟐
𝒚 − 𝒛

𝒚
𝒛

, 𝒚 ∈ 𝑹, 𝒛 ∈ 𝑹.
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𝒙
𝒚
𝒛

=
−

𝟏

𝟐
𝒚 − 𝒛

𝒚
𝒛

= 𝒚
−

𝟏

𝟐
𝟏
𝟎

+ 𝒛
−𝟏
𝟎
𝟏

, 𝒚 ∈ 𝑹, 𝒛 ∈ 𝑹.

Και μια βάση 𝑩−𝟏 του ιδιοχώρου 𝑽−𝟏 𝑨 είναι:
𝑩−𝟏 =

−
𝟏

𝟐
𝟏
𝟎

,
−𝟏
𝟎
𝟏

.

Παράδειγμα 1β-λύση (συνέχεια)



2) Για την ιδιοτιμή 𝝀𝟐 = 𝟖 έχουμε :

𝑨 − 𝝀𝟐𝑰𝟑 𝒙 = 𝟎 ֞ 𝑨 − 𝟖 ∙ 𝑰𝟑 𝒙 = 𝟎 ֞
−𝟓 𝟐 𝟒
𝟐 −𝟖 𝟐
𝟒 𝟐 −𝟓

𝒙
𝒚
𝒛

=
𝟎
𝟎
𝟎
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−𝟓 𝟐 𝟒
𝟐 −𝟖 𝟐
𝟒 𝟐 −𝟓

𝜸𝟏→−
𝟏

𝟓
𝜸𝟏

𝜸𝟑→𝜸𝟑−𝟐𝜸𝟐
𝟏 −

𝟐

𝟓
−

𝟒

𝟓
𝟐 −𝟖 𝟐
𝟎 𝟏𝟖 −𝟗

→ … →

𝟏 𝟎 −𝟏

𝟎 𝟏 −
𝟏

𝟐
𝟎 𝟎 𝟎

= 𝑼𝟐

Λύση 
ομογενούς 

συστήματος

Γραμμοπράξεις στον 
πίνακα του συστήματος x, y βασικές μεταβλητές z ελεύθερη μεταβλητή

Παράδειγμα 1β-λύση (συνέχεια)

Για την ιδιοτιμή 𝝀𝟐 = 𝟖 έχουμε λοιπόν:

𝑨 − 𝝀𝟐𝑰𝟑 𝒙 = 𝟎 ֞ 𝑼𝟐𝒙 = 𝟎 ֞

𝟏 𝟎 −𝟏

𝟎 𝟏 −
𝟏

𝟐
𝟎 𝟎 𝟎

𝒙
𝒚
𝒛

=
𝟎
𝟎
𝟎

֞ ൞

𝒙 = 𝒛

𝒚 =
𝟏

𝟐
𝒛

𝒛

, 𝒛 ∈ 𝑹.



Άρα ο ιδιοχώρος 𝑽𝟖 𝑨 έχει διανύσματα της μορφής: 

𝒙
𝒚
𝒛

=

𝒛
𝟏

𝟐
𝒛

𝒛

= 𝒛

𝟏
𝟏

𝟐
𝟏

, 𝒛 ∈ 𝑹.
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𝑩𝟖 =

𝟏
𝟏

𝟐
𝟏

Και μια βάση 𝑩𝟖 του ιδιοχώρου 𝑽𝟖 𝑨 είναι:

Παράδειγμα 1β-λύση (συνέχεια)

Εύρεση του συνόλου 𝑩 = 𝑩−𝟏 ∪ 𝑩𝟖 =
−

𝟏

𝟐

𝟏
𝟎

,
−𝟏
𝟎
𝟏

,

𝟏
𝟏

𝟐

𝟏

. 

Άρα το 𝑩 έχει 3 διανύσματα και άρα ο 𝑨 έχει 3 γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα.

Επειδή 𝒏 = 𝟑 συνεπάγεται ότι ο 𝑨 είναι διαγωνοποιήσιμος.



Εύρεση διαγώνιου πίνακα :

• Άρα ο πίνακας  𝑷 που διαγωνοποιεί τον 𝑨 είναι ο εξής: 𝑷 =

−
𝟏

𝟐
−𝟏 𝟏

𝟏 𝟎
𝟏

𝟐

𝟎 𝟏 𝟏

. 
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Παράδειγμα 1β-λύση (συνέχεια)

• O αντίστοιχος διαγώνιος  όμοιος με τον 𝑨 είναι ο εξής:  

𝑫 = 𝑷−𝟏 ∙ 𝑨 ∙ 𝑷 =
−𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 −𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟖

 𝜿𝜶𝜾 𝑨 = 𝑷 ∙ 𝑫 ∙ 𝑷−𝟏 .

Ο πίνακας με στήλες τα 
διανύσματα του 𝜝.

Ο πίνακας με τις ιδιοτιμές στη 
διαγώνιο τοποθετημένες με την 

ίδια σειρά που είναι τα αντίστοιχα 
ιδιοδιανύσματα στον 𝑷.



Γ) Υπολογισμός του 𝐀𝟖𝟎: 𝑫 = 𝑷−𝟏 ∙ 𝑨 ∙ 𝑷

• Γνωρίζουμε ότι  𝑨𝟖𝟎 = 𝑷 ∙ 𝑫𝟖𝟎∙ 𝑷−𝟏 . 

Επομένως:

𝑫𝟖𝟎 =

(−𝟏)𝟖𝟎 𝟎 𝟎

𝟎 (−𝟏)𝟖𝟎 𝟎

𝟎 𝟎 𝟖𝟖𝟎

=
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟐𝟐𝟒𝟎

• Με απαλοιφή Gauss-Jordan βρίσκουμε:

• 𝑷−𝟏 =

−
𝟐

𝟗

𝟖

𝟗
−

𝟐

𝟗

−
𝟒

𝟗
−

𝟐

𝟗

𝟓

𝟗
𝟒

𝟗

𝟐

𝟗

𝟒

𝟗
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Αν 𝑨, 𝑩 ∈ 𝑴𝒏×𝒏 όμοιοι 
πίνακες δηλ. 

𝑷−𝟏𝑨𝑷 = 𝑩 τότε ισχύει 
𝑩𝒌 = 𝑷−𝟏𝑨𝒌𝑷 , ∀𝒌 ∈ 𝑵

Αν 𝑫 διαγώνιος πίνακας η 
νιοστή δύναμη του 𝑫 είναι 

ίση με τον πίνακα με 
υψωμένα εις την ν μόνο τα 

στοιχεία της κυρίας 
διαγωνίου.

Παράδειγμα 1γ-λύση (συνέχεια)



Επομένως: • 𝑨𝟖𝟎 = 𝑷 ∙ 𝑫𝟖𝟎∙ 𝑷−𝟏 =

• =

−
𝟏

𝟐
−𝟏 𝟏

𝟏 𝟎
𝟏

𝟐

𝟎 𝟏 𝟏

∙
𝟏 𝟎 𝟎
𝟎 𝟏 𝟎
𝟎 𝟎 𝟐𝟐𝟒𝟎

∙

−
𝟐

𝟗

𝟖

𝟗
−

𝟐

𝟗

−
𝟒

𝟗
−

𝟐

𝟗

𝟓

𝟗
𝟒

𝟗

𝟐

𝟗

𝟒

𝟗

= ⋯ =
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𝑨𝟖𝟎 =

𝟓 + 𝟐𝟐𝟒𝟐

𝟗

𝟐𝟐𝟒𝟏 − 𝟐

𝟗

𝟐𝟐𝟒𝟐−𝟒

𝟗
𝟐𝟐𝟒𝟏 − 𝟐

𝟗

𝟐𝟐𝟒𝟎 + 𝟖

𝟗

𝟐𝟐𝟒𝟏 − 𝟐

𝟗
𝟐𝟐𝟒𝟐 − 𝟒

𝟗

𝟐𝟐𝟒𝟏 − 𝟐

𝟗

𝟓 + 𝟐𝟐𝟒𝟐

𝟗

Παράδειγμα 1γ-λύση (συνέχεια)



Β’ τρόπος:

Μπορούμε επίσης να υπολογίσουμε την ορίζουσα του 𝑨 ως γινόμενο των ιδιοτιμών:

• 𝑨, 𝑫 𝝄𝝁𝝄𝜾𝝄𝜾 𝝅𝜾𝝂𝜶𝜿𝜺𝝇 ֜ 𝒅𝒆𝒕𝑨 = 𝒅𝒆𝒕𝑫
𝑫 𝜹𝜾𝜶𝜸ώ𝝂𝜾𝝄𝝇

𝒅𝒆𝒕𝑫 = 𝜸𝜾𝝂𝝄𝝁𝜺𝝂𝝄 𝝉𝝎𝝂 𝜹𝜾𝜶𝜸𝝎𝝂𝜾𝝎𝝂 𝝈𝝉𝝄𝜾𝝌𝜺𝜾𝝎𝝂 ֜ 𝒅𝒆𝒕𝑫 = 𝜸𝜾𝝂𝝄𝝁𝜺𝝂𝝄 𝝉𝝎𝝂 𝜾𝜹𝜾𝝄𝝉𝜾𝝁𝝎𝝂 𝝉𝝄𝝊 𝚨!
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Δ) Υπολογισμός 𝒅𝒆𝒕𝑨

Α’ τρόπος: 𝒅𝒆𝒕𝑨 = 𝑿𝑨 𝟎 = −𝟎𝟑 + 𝟔 ∙ 𝟎𝟐 + 𝟏𝟓 ∙ 𝟎 + 𝟖 = 𝟖. Άρα 𝒅𝒆𝒕𝑨 = 𝟖.

Παράδειγμα 1δ-λύση (συνέχεια)

Άρα   𝒅𝒆𝒕𝑨 = −𝟏 ∙ −𝟏 ∙ 𝟖 = 𝟖 ΠΡΟΣΟΧΗ! Την ιδιοτιμή 𝝀 = −𝟏 η οποία είναι διπλή 

(έχει αλγεβρική πολλαπλότητα 2) την χρησιμοποιούμε 

2 φορές! Αντίστοιχα, αν είχαμε μια τριπλή ιδιοτιμή θα 

τη χρησιμοποιούσαμε τρεις φορές, κ.ο.κ.



Παράδειγμα 2 (για λύση)

• Δίνεται ο πίνακας 𝑨 ∈ 𝑴𝟑×𝟑 με 𝑨 =
𝟐 𝟏 𝟏
𝟎 𝟏 −𝟏
𝟎 𝟐 𝟒

.

• Α) Να βρείτε το χαρακτηριστικό πολυώνυμο 𝑿𝚨 𝝀 και τις ιδιοτιμές του 𝑨.

• Β) Να δείξετε ότι ο 𝑨 διαγωνοποιείται και να βρείτε έναν πίνακα 𝑷 που τον 

διαγωνοποιεί καθώς και τον αντίστοιχο διαγώνιο 𝑫 .

• Γ) Να υπολογίσετε άμεσα την ορίζουσα 𝒅𝒆𝒕𝑨 με χρήση του 𝑿𝚨 𝝀 που 

βρήκατε.
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Παράδειγμα 2α-Λύση

Α) χαρακτηριστικό πολυώνυμο 𝑿𝚨 𝝀 και ιδιοτιμές του 𝑨 :

• 𝑿𝚨 𝝀 = 𝒅𝒆𝒕 𝑨 − 𝝀𝑰𝟑 =
𝟐 − 𝝀 𝟏 𝟏

𝟎 𝟏 − 𝝀 −𝟏
𝟎 𝟐 𝟒 − 𝝀

=

𝟐 − 𝝀 ∙ 𝟏 − 𝝀 𝟒 − 𝝀 + 𝟐 = 𝟐 − 𝝀 ∙ 𝟒 − 𝝀 − 𝟒𝝀 + 𝝀𝟐 + 𝟐

= 𝟐 − 𝝀 ∙ 𝝀𝟐 − 𝟓𝝀 + 𝟔 = 𝟐 − 𝝀 ∙ 𝝀 − 𝟐 ∙ 𝝀 − 𝟑 .
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• Για να βρούμε τις ιδιοτιμές θέτουμε:

𝑿𝚨 𝝀 = 𝟎 ֞ − 𝝀 − 𝟐 𝟐 𝝀 − 𝟑 = 𝟎 ֞ ቊ
𝝀𝟏 = 𝟐 (𝜹𝜾𝝅𝝀𝜼)

𝝀𝟐 = 𝟑

𝑿𝚨 𝝀 = −𝝀𝟑 + 𝟕𝝀𝟐 − 𝟏𝟔𝝀 + 𝟏𝟐

Επομένως οι ιδιοτιμές του 𝑨 είναι οι 𝝀𝟏 = 𝟐 𝜹𝜾𝝅𝝀𝜼 𝜿𝜶𝜾 𝝀𝟐 = 𝟑 .

Συνεχίστε την επίλυση του 2β και 2γ όπως στο παράδειγμα 1.



Πρόταση

• Ο πίνακας 𝜜 ∈ 𝑴𝒏×𝒏 είναι διαγωνοποιήσιμος αν και μόνο αν έχει 𝒏 γραμμικώς 

ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα.

• Δηλαδή, αν και μόνο αν

𝒅𝒊𝒎𝑽𝝀𝟏
𝑨 + 𝒅𝒊𝒎𝑽𝝀𝟐

𝑨 + ⋯ + 𝒅𝒊𝒎𝑽𝝀𝝆
𝑨 = 𝒏

• Όπου όλες 𝝀𝟏, 𝝀𝟐, … , 𝝀𝝆 𝝁𝜺 𝝆 ≤ 𝒏 όλες οι διαφορετικές μεταξύ τους ιδιοτιμές του 𝜜. 
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Παρατήρηση

• Έχουμε δει ότι ιδιοδιανύσματα που αντιστοιχούν σε διαφορετικές τιμές είναι 

γραμμικώς ανεξάρτητα. 

• Άρα αν ο 𝑨 ∈ 𝑴𝒏×𝒏 έχει 𝒏 διαφορετικές μεταξύ τους  ιδιοτιμές τότε διαγωνοποιείται.
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ΠΡΟΣΟΧΗ!

• Αν όμως κάποια ιδιοτιμή είναι διπλή, τριπλή κ.τ.λ. τότε το αν ο 𝑨 διαγωνοποιείται

ή όχι εξαρτάται από το πόσα γραμμικώς ανεξάρτητα ιδιοδιανύσματα μπορούμε

να βρούμε συνολικά για όλες τις ιδιοτιμές.
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