






TopologikoÐ gramm. q¸roi peperasmènhc
di�stashc.

Se ì,ti akoloujeÐ, o X ja eÐnai ènac topologikìc
grammikìc q¸roc.

Me N0 sumbolÐzoume to sÔnolo twn anoikt¸n upo-
sunìlwn tou X pou perièqoun to 0.

'Estw n ∈ N, n ≥ 1. Gia k�je ξ = (ξj)nj=1 ∈ Rn, jètoume

|ξ|2 =

 n∑
j=1

ξ2
j

1/2

.

O (Rn, | · |2) eÐnai q¸roc me nìrma.

Jètoume

BRn = {ξ ∈ Rn : |ξ|2 < 1}, SRn = {ξ ∈ Rn : |ξ|2 = 1}.

Ta sÔnola BRn, SRn eÐnai sumpag  ston (Rn, | · |2).

Prìtash 1: E�n L : Rn → X grammikìc telest c,

tìte o L eÐnai suneq c.

('Eqei apodeiqjeÐ sthn t�xh.)

Prìtash 2: E�n T : X → Rn grammikìc telest c,

fragmènoc se perioq  tou 0, tìte o T eÐnai suneq c.

('Eqei apodeiqjeÐ sthn t�xh.)
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L mma 1: E�n E ⊂ Rn isorrophmèno me E ∩ SRn = Ø,
tìte E ⊂ BRn.

Apìdeixh: 'Estw antÐjeta ìti |ξ|2 ≥ 1, gia k�poio
ξ ∈ E. Tìte, 1

|ξ|2ξ ∈ E ∩ SRn, �topo. �

Prìtash 3: 'Estw L : Rn → X grammikìc telest c,
pou eÐnai 1-1. Tìte, up�rqei isorrophmèno V ∈ N0
¸ste L−1(V ) ⊂ BRn kai o L eÐnai omoiomorfismìc .

Apìdeixh: Apì Prìtash 1, gnwrÐzoume ìti o L eÐnai
suneq c, en¸ to SRn eÐnai sumpagèc ston Rn.

'Epetai ìti L(SRn) sumpagèc (kai �ra kleistì) ston
X.

Epiplèon, 0 6∈ L(SRn) (afoÔ L 1-1), opìte up�rqei
isorrophmèno V ∈ N0 ¸ste V ∩ L(SRn) = Ø.

Tìte, L−1(V ) ∩ SRn = Ø kai to L−1(V ) eÐnai isor-
rophmèno.

Apì L mma 1, paÐrnoume L−1(V ) ⊂ BRn, opìte kai

L−1(V ∩ L(Rn)) ⊂ BRn.

To V ∩ L(Rn) perièqei to 0 kai eÐnai anoiktì sth
sqetik  topologÐa tou L(Rn).

Lìgw twn parap�nw kai thc Prìtashc 2, o antÐstro-
foc grammikìc telest c

L−1 : L(Rn)→ Rn

eÐnai suneq c. 'Ara, o L eÐnai omoiomorfismìc. �
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Prìtash 4: 'Estw (X, τ) topologikìc grammikìc q¸roc
peperasmènhc di�stashc. E�n τ ′ mia �llh topologÐa

ston X ¸ste (X, τ ′) topologikìc grammikìc q¸roc,

tìte τ = τ ′.

Apìdeixh: E�n n = dimX, up�rqei gramm. telest c
L : Rn → X, pou eÐnai 1-1 ki epÐ.

SÔmfwna me thn Prìtash 3, oi telestèc

L : Rn → (X, τ), L : Rn → (X, τ ′)

eÐnai omoiomorfismoÐ, epÐ. Epomènwc, oi telestèc

L : Rn → (X, τ), L−1 : (X, τ ′)→ Rn

eÐnai omoiomorfismoÐ, epÐ.

'Epetai ìti h tautotik  apeikìnish

Id = L ◦ L−1 : (X, τ ′)→ (X, τ)

eÐnai omoiomorfismìc kai �ra, τ = τ ′. �
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Prìtash 5: 'Estw (X, τ) topologikìc grammikìc q¸roc
kai Y grammikìc upìqwroc tou X, peperasmènhc di�s-

tashc. Tìte, o Y eÐnai kleistìc.

Apìdeixh: E�n n = dimY, up�rqei gramm. telest c
L : Rn → Y , pou eÐnai 1-1 ki epÐ.

SÔmfwna me thn Prìtash 3, up�rqei isorrophmèno
V ∈ N0 ston X, ¸ste L−1(V ) ⊂ BRn.

Tìte, V ∩ Y ⊂ L(BRn) ⊂ L( BRn ).

Epeid  BRn sumpagèc kai L suneq c, to L( BRn )
eÐnai sumpagèc kai �ra kleistì ston X.

'Epetai ìti V ∩ Y ⊂ L( BRn ) ⊂ Y.

'Estw y ∈ Y . Epeid  V aporrofoÔn, ∃ t > 0 me y ∈ tV .

Ef' ìson tV anoiktì kai Y gramm. upìqwroc, èqoume

Y ∩ (tV ) ⊂ Y ∩ (tV ), Y ∩ (tV ) = t (Y ∩ V ).

Epomènwc, y ∈ Y ∩ (tV ) ⊂ t Y ∩ V ⊂ tY ⊂ Y . �
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